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Indem  ich  den  ersten  Band  dieses  Werkes  dem  technischen 
Publicum  abgeschlossen  vorlege,  erecheint  mir  eine  Erläuterung  und 
Motivimng  seines  Planes  um  so  mehi-  geboten,  als  es  der  Maschinen- 
irissenschaft  an  einer  allseitig  anerkannten  präcisen  Gliederung  bisher 
gefehlt  hat  und  selbst  ihre  Fundamentalbegriffe  und  ihre  Ziele  einer 
vielfach  abweichenden  Bestimmiuig  unterliegen.  Die  Begriffsbestimmung 
der  theoretischen  Maschinenlehre  setzt  natürlich  vor  Allem  eine 
Itefinition  der  Maschine  als  ihres  Objectes  voraus.  Ich  verstehe  dar- 
imter  einen  Mechanismus  oder  eine  Verbindung  von  Mechanismen  zum 
Zwecke  einer  bestimmten  mechanischen  Arbeitsleistung,  imter  einem 
•Mechanismus  aber  eine  Verbindung  von  Körpeni  von  bestimmter 
gegenseitiger  Beweglichkeit. 

Diese  Begriffsbestimmung  der  Maschine  enthält  zwei  verachieden- 
artige  Einzelbestimmuugen,  von  denen  nur  die  eine,  welche  sie  als 
•Mechanismus  oder  Verbindung  von  Mechanismen  bezeichnet,  eine  sach- 
liche Definition  ist,  während  die  andere  sie  als  ein  Hülfsmittcl  zweck- 
mässiger Thätigkeit  charakterisirt,  mit  deren  vervielfachten  und  ver- 
änderten Zielen  auch  der  Umfang  und  die  einzelnen  Probleme  des 
Maschinenwesens  variabel  sind.  Nur  in  der  ersteren  Beziehung  ist  die 
Maschinenlehre  eine  sachlich  bestimmt  abgegrenzto  Wissenschaft,  welche, 
insoweit  sie  von  der  Massenhaftigkeit  der  beweglichen  Körper  und  von 
den  wirksamen  Kräften  (ausser  sofern  dieselben  etwa  zur  Sicherung 
einer  bestimmten  relativen  Beweglichkeit  der  Maschinentheile  wesent- 
lich beitragen)  abstrahirt,  vielmehr  nur  die  auf  Sätzen  der  Geometrie 
and  der  Phoronomie  (Leime  von  der  Bewegung  an  vmd  für  sich)  be- 
ruhende Vermittelung  einer  bestimmten  gegenseitigen  Beweglichkeit 
der  zum  Mechanismus  verbundenen  Körper  in  Betracht  zieht,  als  Kine- 
matik einer  selbständigen  wissenschaftlichen  Bearbeitung  unterzogen 
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wurde.  In  hetfeff  der  in  ihr  wirksamen  Kräfte,  der  Massen  und  der 
(durch  die  Mechanismen  an  sich  nur  vcrhältnissmässig  bestimmten) 
Gescliwindigkeiton  i.st  die  Maschine  ein  Problem  der  angewandten  Me- 
chanik, dem  aber  auch  sowohl  mit  Rücksicht  auf  seine  Gebundenheit 
an  die  als  Mechanismus  bczeichuete  Köriierverbindung  von  besonderer 
Art,  als  auch  mit  Rücksicht  auf  die  wirthschaftlicho  Bedeutung  der 
mannigfachen  Zwecke  mechanischer  Arbeitsleistung  der  Charakter  einer 
besonderen  Wissenschaft  zugesprochen  werden  kami. 

Wenn  der  Mechanismus  resp.  die  Mechanismenverbindung  erst 
durch  den  Zweck  der  Arbeitsleistung  zur  Maschine  wird,  so  ist  die 
Eintheilung  der  Ma.schinon  in  erster  Reihe  von  der  Classification  jener 
Arbeitszwecko  abhängig  zu  machen.  Vor  Allem  ist  nun  diese  mecha- 
nische Arbeit,  deren  Verrichtung  durch  die  Maschine  bezweckt  wird, 
entweder  nur  quantitativ  durch  ihre  Grösse  in  der  Zeiteinheit,  nämlich 
allgemein  durch  eine  Summe  von  Kräften  nebst  den  Geschwindigkeiten 
ihrer  Angriffspunkte  im  Sinne  der  Kräfte,  oder  sie  ist  zugleich  quali- 
tativ durch  die  zu  bewirkende  Aenderung  des  räumlichen  Zustandes 
eines  Körpers  resp.  eines  Aggregats  von  Köiijern  gegeben.  Wenn  zwar 
auch  im  ersten  Falle  die  Arbeitsleistung  durch  die  Bewegung  eines 
Maschincnbestandtheils,  also  durch  die  Ortsändening  eines  gewissen 
Körpers  vermittelt  wird,  so  wird  dabei  doch  dieser  eben  nur  als  Hülfs- 
mittel  zm-  Uebertragung  einer  gewissen  Kraftgrösse  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  resp.  eines  gewissen  Kraftmomentes  mit  einer  ge- 
wissen Winkelgeschwindigkeit  betrachtet  unter  Abstraction  von  der 
Verwendung  der  entsprechenden  Arbeit  zur  Aenderung  des  räumlichen 
Zustandes  eines  bestimmten  Körpers  oder  Aggregats  von  Körpern. 
Mit  nicht  ganz  zutrefi'euden,  aber  üblich  gewordenen  Benennungen 
unteiRchcidct  man  hiernach  Kraft-  oder  Betriebsmaschinen  imd 
.\rhcitsmaschinen,  eine  Unterscheidung,  die  dadurch  nicht  hin- 
fällig wird,  dass  zuweilen  beide  Arten  von  Maschinen  zu  einem  Ganzen 
vereinigt  erscheinen.  Erstere  sollen  ein  gegebenes  Arbeitsvermögen 
unter  solchen  Verhältnissen  in  mechanische  Arbeit  umsetzen,  dass  diese 
als  Betriebsarbeit  gewisser  .^rbeitsmaschinen  geeignet  ist;  sie  zerfallen 
naturgemäss  in  Gruppen  je  nach  den  Formen  des  in  der  Natur  oder 
auch  schon  nach  einer  vorhergegangenen  zweckmässig  geleiteten  Um- 
formung disponiblen  Arbeitsvermögens,  welche  verschiedenen  Formen 
zu  analysiren  hier  noch  nicht  der  Ort  ist.  Die  Arbeitsmaschinen 
können  in  Maschinen  zur  Ortsänderung  und  Maschinen  zur 
Formänderung  eiugethcilt  werden,  wobei  die  FormäJiderung  im 
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Allgemeinen  zugleich  eine  Volumen-  und  GeshdtsäudPi^iig  in  sich  ho- 
greift.  Freilich  ist  eine  Fonnänderung  stets  auch  mit  einer  Orts- 
änderung, diese  häufig  mit  jener  verbunden,  so  dass  zuweilen  dieselbe 
.\rbeitsmaschine  je  nach  der  Betrachtungsweise  als  ortsändernde  oder 
fonnändernde  gelten  kann,  wde  überhaupt  der  Zweck,  da  er  andere 
gleichzeitige  Zwecke,  insbesondere  solche  Aendeningen  niclit  .ausschliesst, 
die  als  wesentlich  zur  Erreichung  jenes  Zweckes  zugleich  mit  bezweckt 
werden  müssen,  natürlich  stets  mu-  eine  relativ  zutreflFende  Eintheilung 
bedingen  kann.  Mit  Rücksicht  darauf  indessen,  dass  Flüssigkeiten  einer 
selbständigen  (von  deijenigen  einer  sie  einschlicsscnden  Hülle  unab- 
hängigen) Form  nicht  fähig  sind,  erscheint  es  gerechtfertigt  und  können 
zugleich  die  Zweifel  der  fraglichen  Eintheilung  dadurch  in  der  Haupt- 
sache vermieden  werden,  dass  der  Begriff  der  formändeniden  Maschine 
auf  solche  Arbeitsmaschinen  beschränkt  wird,  die  zur  beabsichtigten 
Formänderung  fester  Körper  übrigens  unabhängig  davon  dienen,  oli 
damit  zugleich  eine  mehr  oder  weniger  erhebliche  Ortsäuderung  ver- 
bunden ist,  dass  aber  alle  übrigen  Arbeitsmaschinen,  insbesondere 
solche,  die  zu  irgend  einer  Aenderung  des  räundichen  Zustandes  von 
Hüs-sigkeiten  dienen,  zu  den  ortsändernden  Maschinen  gerechnet  werden. 
l>ie  Maschinen  zur  Formändenuig  sind  als  Fabrikationsmaschinen 
zu  bezeichnen,  wenn  die  dadurch  in  ihrer  Form  geänderten  Körper 
unter  den  Begriff  des  Fabrikates  fallen,  d.  h.  einer  durch  Bearbeitung 
von  Körpern  hergestellten  Waare  oder  eines  Zwischenproducts  zur  Her- 
stellung einer  solchen.  — 

Die  (^harakterisinmg  der  Wissenschaft,  die  in  diesem  Werke  als 
-theoretische  Maschinenlehre“  dargestellt  werden  soll,  wird  verdeutlicht 
durch  eine  Uebersicht  der  besonderen  Wissenschaften,  in  welche  ausser- 
dem die  Maschinenlehre  zerlegt  zu  werden  pflegt.  Von  denselben  be- 
handelt die  allgemeine  Maschinenlehre  die  Maschine  historisch 
und  l)eschreibend  in  möglichst  vollständiger  und  systematisch  geord- 
neter Uebersicht  ihrer  Classen,  Gruppen  und  Arten,  wobei  die  Zwecke 
in  erster,  die  Mechanismen  zu  ihrer  EiTcichung  in  zweiter  Reihe  als 
Eintheilungsprincipien  dienen.  Ihr  stehen  gegenüber  die  speciollen 
Maschinenlehren,  welche  gewisse  Classen  oder  Gruppen  von  Mar 
schiucn  specieller  behandeln,  sei  es  mit  Rücksicht  auf  eine  grössere 
Mannigfaltigkeit  von  Arten  und  auf  die  Berücksichtigung  von  Einzel- 
heiten der  Anordnung  sowie  der  Anforderungen  praktischer  Ver- 
wendung unter  verschiedenen  Umständen,  sei  es  insofern,  als  zugleich 
andere  Gesichtspunkte  (^solche  der  theoretischen  Maschinenlehre  und 
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des  Mascliinei^4iiiPs)  iciit  der  historischen  und  beschreibenden  Dar- 
stellung verbunden  werden. 

Die  mechanische  Technologie,  indem  sie  die  mechanische 
Verarbeitung  der  Körper  zu  Fabrikaten  lehrt,  hat  die  Besprechung  der 
Fabrikatiousmaschinen  mit  der  allgemeinen  Maschinenlehre  resp.  mit 
den  betreffenden  speciellen  Maschinenlehren  gemein.  Indem  sie  aber 
von  den  Eigenschaften  der  gegebenen  Rohstoffe  oder  Zwischenproducte 
und  von  den  beabsichtigten  Eigenschaften  der  Fabrikate  auszugehen 
hat,  soll  sie  sich  nicht  auf  eine  historische  und  beschreibende  Dar- 
stellung beschränken,  sondern  die  angewendeten  oder  vielmehr  die  der 
Natur  der  Sache  nach  anwendbaren  Mittel  zur  Erreichung  des  Zwecks 
miter  den  gegebenen  Umständen  systematisch  deduciren  und  kritisch 
erörtern.  Sofern  diese  Mittel  nicht  nothwendig  in  der  Benutzung  von 
Maschinen  zu  bestehen  brauchen,  sowie  auch  durch  ihre  Rücksicht- 
nahme auf  Güte  und  Werth  des  Fabrikates  als  Handelswaare  und  auf 
die  Wirthschaftlichkeit  des  Fabrikationsverfahrens  liat  sie  vielfach  über 
das  Gebiet  der  Maschinenlehre  hinauszugohen,  so  dass  sie  nicht  eigent- 
lich als  ein  Zweig  derselben,  sondern  als  eine  verwandte  Wissenschaft 
bezeichnet  weiden  kami,  für  welche  gewisse  specioUe  Maschinenlehren 
als  Hülfs-  oder  Ergänzungswissenschaften  zu  betrachten  sind.  Weil 
übrigens  die  Formänderung  der  Körper  mit  einer  Aenderung  ihrer 
chemischen  Beschaffenheit  vielfach  Hand  in  Hand  geht,  ist  die  Trennung 
der  mechanischen  von  der  chemischen  Technologie  in  mancher  Hinsicht 
schwixnkend  und  willkürlich. 

Die  Maschinenbaukunde  lehrt  die  einem  gegebenen  Zweck  der 
Maschine  unter  gegebenen  Umständen  angemessen  entsprechende  con- 
structive  Gestaltung  derselben  bezüglich  der  Disposition  der  sie  zu- 
sammensetzenden Mechanismen,  sowie  der  Gestalten  und  Dimensionen 
der  einzelnen  Bestandtheile  dieser  Mechanismen  mit  Rücksicht  auf  ihr 
Vorhalten  unter  dem  Einflüsse  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Vortheilhaftigkeit  ihrer  praktischen  Herstellung. 
Jenes  Verhalten  betrifft  die  Widerstandsfähigkeit  gegen  Bruch  und 
Deformation,  sowie  die  Abnutzung  durch  Reibung  und  die  Schädigung 
durch  Einflüsse,  die  je  nach  den  Umständen  verschieden  sein  können. 
Insoweit  es  diese  hauptsächlichsten  Rücksichten  gestatten,  soll  auch 
der  ästhetischen  Erscheinung  ihr  Recht  zu  Theil  werden.  Der  construo- 
tive  Ma.schinenbau,  indem  er  das  der  materiellen  Ausführung  (dem 
praktischen  Maschinenbau)  unmittelbar  vorhergehende  Endziel  der 
Maschinenwisseuschaft  ist,  setzt  die  theoretische  Maschinenlehre  voraus; 
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ausserdem  sind  seine  wesentlichsten  Hülfswissenschafben  die  darstellende 
Geometrie,  die  Elasticitäte-  und  Festigkeitslehre,  Materialienkunde  und 
diejenigen  Theile  der  mechanischen  Technologie,  die  von  der  Bear- 
beitung der  zu  Maschinentheileu  benutzbaren  Stoffe,  insbesondere  der 
Metalle  handeln. 

Die  theoretische  Maschinenlehre  endlich,  wie  ich  sie  we- 
nigstens hier  verstehe,  hat  die  Aufgabe,  im  Wesentlichen  theoretisch 
auf  Gnmd  der  Gesetze  der  Mechanik  (nur  nöthigenfalls  ergänzt  durch 
empirische  Thatsachen)  zu  untersuchen,  wie  der  in  einer  bestimmten 
mechanischen  Arbeitsverrichtung  bestehende  Zweck  der  Maschine  auf 
]irincipiell  verschiedene  W^eisen,  insbesondere  auf  die  einfachste  Weise 
und  mit  möglichst  wenig  Verlust  an  disponiblem  Arbeitsvermögen  er- 
reicht werden  kann;  sie  hat  die  Bewegung  der  Maschine  sowohl  in 
Betreff  ihres  geometrischen  (’haraktors  und  der  damit  zusammenhän- 
genden Geschwindigkeitsverhältnisse,  als  auch  in  Betreff  der  durch  die 
bewegten  Massen  imd  die  bewegenden  Kräfte  bedingten  absoluten 
Grössen  dieser  Geschwindigkeiten  zu  luitersuchen;  sie  hat  diese  Kräfte 
durch  die  Maschine  hindurch  zu  verfolgen  und  deren  Abmessungen  zu 
bestimmen,  insoweit  dies  nicht  nach  Obigem  zur  Aufgabe  des  Maschinen- 
baues gehört:  endlich  hat  sie  nicht  nui'  diese  Bostbnmimgen  mit  Rück- 
sicht auf  möglichst  vollständige  Verwerthung  des  disponiblen  Arbeits- 
vermögens auszuführen,  sondern  auch  die  Grösse  des  unter  gegebenen 
Umständen  erreichbaren  Vollkommenheitsgrades  dieser  Verwerthung 
nachzuweisen.  Die  allgemeine  Anordnung  einer  in  Untersuchung  ge- 
zogenen Maschinenart  nimmt  sie  zwar  meistens  (aus  der  allgemeinen 
Maschinenlehre)  als  gegeben  an  und  beschränkt  sich  auf  deren  theore- 
tische Prüfmig  imd  nähere  zweckmässige  Bestimmung;  doch  soll  es 
freilich  ihr  Ziel  sein,  die  zu  bestimmten  Zwecken  verfügbaren  Formen 
des  Arbeitsvennögeus  und  machinalen  Hülfsinittel  systematisch  zu  er- 
örtern und  mit  Rücksicht  auf  ihre  priucipielle  V^ortheilhaftigkeit  zu 
l)rüfeiL  Mit  dieser  Steigerung  ihrer  .Aufgabe  darf  sie  indessen  in  mehr- 
facher üinsicht  eine  Besclu’änkung  verbinden.  Im  Gegensatz  zur  all- 
gemeinen und  zu  den  speciellen  Maschinenlehren  beschränkt  sie  sich 
auf  eine  geringere  Zahl  principiell  wichtiger  Unterscheidungen  ver- 
schiedener Maschinensysteme;  die  Maschinen  zur  Formänderung  be- 
trachtet sie  ira  Wesentlichen  nm-  mit  Rücksicht  auf  die  Grösse  und 
Oekouomie  der  Arbeitsleistung  und  überlässt  solche,  bei  denen  diese 
Rücksichten  in  den  Ilintergnmd  treten,  vielmehr  fast  nui-  die  Art  der 
Arbeit,  die  Beschaffenheit  und  Güte  des  Fabrikates  in  Betracht  kommen. 
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ganz  der  mechanisclien  Teclmologie  oder  den  betreft'enden  speciellen 
Maschinenlehren;  im  Gegensatz  zur  Ma.schinenbaukunde  endlich  ge- 
nügen ihr  einfache  Skizzen  oder  gar  nur  schematische  Darstellungen 
des  machinalen  Organismus,  indem  die  Rücksichten  der  praktischen 
Ausführung  in  den  Einzelheiten  für  sie  nebensächlich  sind,  und  sie 
vielmehr  der  Maschinenbaukunde  es  überlässt,  die  Resultate  ihrer 
Untersuchungen  in  Bctreft'  ihrer  constructiven  Brauchbarkeit  zu  prüfen 
und  zu  sichten. 

Trotz  dieser  Bescliränkungen  bleibt  die  Aufgabe  der  theoretischen 
Maschinenlehre  eine  sehr  grosse,  und  es  soll  nicht  behauptet  werden, 
dass  sie  in  dem  vorliegenden  Werke  mit  genügender  Vollkommenheit 
gelöst  werde.  Ueber  die  Art,  wie  es  wenigstens  versucht  und  der  In- 
halt unter  vier  Bände  vertheilt  wurde,  mögen  die  folgenden  Bemer- 
kungen hier  Platz  finden. 

Der  erste  Band  behandelt  Hülfswissenschaften,  deren  Kenntniss 
für  die  theoretische  Maschinenlehre  nöthig  ist,  die  aber  in  den  Lehr- 
büchern der  Physik  und  der  theoretischen  Mechanik  nicht  in  solcher 
Weise  und  Ausdehnung  behandelt  zu  werden  pflegen,  dass  eine  ein- 
fache Verweisung  darauf  genügen  könnte.  Vor  Allem  gehört  dahin  die 
Hydraulik,  die  in  ihrer  für  die  Maschinenlehre  verwendbaren  Form 
allzusehr  mit  empirischen  Elementen  und  nur  angenähert  zutreffenden 
vereinfachenden  Annahmen  versetzt  ist,  als  dass  sie  in  der  theoretischen 
Mechanik  ihre  passende  Stelle  finden  könnte,  während  die  erheblichen 
Foidachritte,  die  freilich  die  hydraulischen  Untersuch imgen  in-  der 
neueren  theoretischen  Physik  gemacht  haben,  zu  schwierige  analytische 
Methoden  erfordern  und  gleichwohl  doch  noch  zu  erhebliche  Lücken 
unausgefüllt  lassen,  als  dass  ihre  Verwendung  in  solcher  Form  den 
Studirenden  der  Maschinenlehre  und  den  ausübenden  Maschinentech- 
nikem  zuzumuthen  wäre.  Die  Kenntniss  der  Hydraulik  ist  aber  für 
die  theoretische  Maschinenlehre  Bedürfniss  besonders  mit  Rücksicht 
auf  wichtige  Formen,  in  denen  das  für  die  Zwecke  der  Maschine  dis- 
ponible Arbeitsvermögen  an  Flüssigkeiten  gebunden  vorkommt,  ferner 
mit  Rücksicht  auf  wichtige  Arheitsmaschinen,  die  es  mit  dem  Trans- 
port von  Flüssigkeiten  und  event.  (im  Falle  von  luftformigen  Flüssig- 
keiten) zugleich  mit  ihrer  Volumenänderung  zu  thun  haben,  ferner  mit 
Rücksicht  aiü'  die  Verwendung  von  Flüssigkeiten  als  Uebertragungs- 
mittel  von  Kräften,  endlich  in  Betreff  des  Widerstandes  fester  Körjrer 
bei  ihrer  Bewegung  in  Flüssigkeiten.  Eine  sehr  wichtige,  ja  die  we- 
nigstens im  gegenwärtigen  Stadium  der  Technik  wichtigste  Form,  in 
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welcher  da.^  durch  Maschinen  verwerthbare  Arbeitsvermögen  von  der 
Natur  uns  dargebotcu  wird,  diojeuige  Fonn,  auf  welche  streng  ge- 
nommen alle  mit  einziger  Ausnahme  des  Arbeitsvermögens  der  Fluth- 
wellen  zurückgeführt  werden  können,  ist  die  Wärme,  und  es  ist  des- 
halb mit  einer  Daistellung  der  mechanischen  W’ärmotheorie  der  An- 
iang  gemacdit  worden  um  so  mehr,  als  auch  schon  die  allgemeinen 
imd  besonders  die  auf  luftformige  Flüssigkeiten  bezüglichen  Gesetze 
der  Hydraulik  wesentlich  diurch  sie  bedingt  werden.  Indem  aber  die 
Wärme  vorwiegend  gebunden  als  Heizeifect  brennbarer  Körper  uns 
nutzbar  gegeben  ist,  handelt  ein  dritter  Abschnitt  des  ersten  Bandes 
von  den  Principien,  auf  denen  die  möglichst  ökonomische  Entwicke- 
lung dieser  chemisch  gebmidenen  Wärme  durch  Verbrennung  und  ihre 
Verwerthung  durch  Mittheilung  an  andere,  insbesondere  an  flüssige 
Körper  beruht,  während  die  .Art,  wie  die  Körperwärme  der  letzteren 
dann  weiter  in  die  Form  mechanischer  Arbeit  verwandelt  werden 
kann,  principiell  schon  in  dem  von  der  mechanischen  Wärmetheorie 
handelnden  ersten  Abschnitte  besprochen  werden  musste,  specieller 
aber  erst  in  der  Theorie  der  calorischen  Kraftmaschinen  zu  be- 
sprechen blieb. 

Mit  dem  zweiten  Bande  beginnt  erst  die  theoretische  Maschinen- 
lehre selbst,  und  zwar  soll  er  die  Maschine  besonders  mit  Rücksicht 
auf  den  sachlichen  Theil  ihrer  Definition  behandeln,  demzufolge  sie 
als  ein  Mechanismus  oder  eine  Verbindung  von  Mechanismen,  der 
Mechanismus  aber  als  eine  Verbindung  von  Körpern  von  bestimmter 
gegenseitiger  Beweglichkeit  definirt  wurde.  Sofern  also  hierbei  einst- 
weilen der  Zweck  nicht  in  Betracht  kommt,  mit  Rücksicht  auf  welchen 
die  Maschinen  in  Kraft-  und  .Arbeitsmaschinen  verschiedener  Classen, 
Grup])en  und  Arten  eingctheilt  werden  können,  hat  diese  Lelu-e  von 
den  Mechanismen  einen  in  höherem  Grade  sachlich  begrenzten  und 
selbständigen  wissenschaftlichen  Charakter,  namentlich  ihr  erster  und 
hauptsächlichster  Theil,  die  Kinematik,  die  von  Reuleaux  bezeichnet 
und  behandelt  wird  als  „die  Wissenschaft  von  derjenigen  besonderen 
Einrichtung  der  Maschine,  vermöge  deren  die  gegenseitigen  Bewo- 
guugeii  in  derselben,  soweit  sie  Ortsverändeningen  sind,  zu  bestimmten 
werden.“  Die  theoretische  Maschinenlehre  hat  aber  ferner  die  Mecha- 
nismen auch  in  Beziehung  auf  die  mit  ihrer  Bewegung  unter  Ein- 
wirkung von  Kräften  verbundenen  Reibungen  zu  untersuchen,  insofern 
dieselben  .Vrbeitsverluste  verursachen,  während  die  gleichzeitig  da- 
durch bedingte  Abnutzung  in  den  Bereich  der  dem  Maschinenbau  zu- 
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kommenden  Erwägungen  fällt.  Endlich  sollen  schon  hier  in  Verbin- 
dung mit  der  allgemeinen  Mechanismenlehre  die  Hülfsmittel  (Meclm- 
nismen  oder  Bestandtheilo  von  solchen)  einer  besonderen  Unter- 
suchimg  unterworfen  werden,  welche  den  Gang  der  Maschine  in 
bestimmter  Weise  zu  reguliren,  d.  h.  eine  gesetzmässige  Veränderlich- 
keit der  durch  die  gegenseitigen  Bewegungen  in  der  Maschine  einzig  in 
Betreff  ihrer  Verhältnisse  bestimmten  Geschwindigkeiten  zu  bewirken, 
besonders  sie  in  gegebene  Grenzen  einzuschliessen  geeignet  sind,  inso- 
weit wenigstens  diese  Hülfsmittel  einen  allgemeineren,  von  dem  beson- 
deren Zweck  der  Maschine  unabhängigen  Charakter  haben. 

Der  zweite  Band  dieses  Werkes  wird  ausserdem  einen  Abschnitt 
enthalten,  der  zwar  gemäss  der  hier  zu  Grunde  liegenden  Auffassung 
nicht  eigentlich  einen  Theil  der  Maschinenlehre  ausmacht,  indessen 
doch  angemessener  Weise  in  Verbindung  damit  und  zwar  im  Anschluss 
an  die  Lehre  von  den  Mechanismen  abgehandelt  wird;  er  betrifft  das 
Wesen  und  die  Theorie  der  Instrumente  zur  Messung  mechani- 
scher Grössen  (Zeiten,  Geschwindigkeiten,  Massen,  Kräfte  und 
mechanische  Arbeiten),  sowie  auch  der  Instrumente  zum  Zählen  und 
mechanischen  Rechnen.  Sachlich  können  dieselben  ebenso  wie  Instru- 
mente zu  mancherlei  anderen  Zwecken  (z.  B.  zu  geodätischen,  optischen 
musikalischen  Zwecken:  Theodolit,  Teleskop,  Klavier  etc.)  ganz  der- 
selben Definition  wie  eine  Maschine  entsprechen,  ohne  mit  Rücksicht 
auf  den  vei'schiedenen  Zweck  hier  als  solche  verstanden  zu  worden. 
Indessen  sind  die  oben  hozeichneten,  zum  Zählen  und  zum  Moasen 
mechanischer  Grössen  dienenden  Instrumente  als  wesentlichste  Hülfs- 
mittel zur  erfolgreichen  Anstellung  von  Beobachtungen  und  Versuchen 
von  so  erheblicher  Wichtigkeit  für  die  Maschinen  Wissenschaft,  deren 
Vervollkommnung  grossentheils  nur  durch  zuverlässige  messende 
Beobachtungen  ermöglicht  wird,  dass  eine  Uebei'sicht  und  theoretische 
Besprechung  derselben  gerechtfertigt  erscheint,  und  zwar  vor  dem 
Eintritt  in  die  speciollere  Maschinenlehre,  dagegen  im  Anschlüsse  an 
die  Lehre  von  den  Mechanismen,  aus  denen  sie  im  Wesentlichen  ebenso 
wie  eine  Maschine  gebildet  sein  können. 

Für  die  im  dritten  Bande  abzuhandelnde  Theorie  der  Kraft- 
maschinen ist  besondei’s  der  Umstand  charakteristisch,  dass  hier  die 
Zweckmässigkeit  vorwiegend  in  Wirthschaftlichkoit  besteht.  Sie  stellt 
sich  zwar  in  erster  Reihe  die  Aufgabe,  die  z.  Z.  üblichen  und  be- 
währten Arten  von  Kraftmaschinen,  indem  sie  Princip  und  allgemeine 
Anordnung  derselben  als  gegeben  voraussetzt,  in  Betreff  ihrer  princi- 
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piell  zweckmässigsten  Coiistructiousverhältnisse  und  ihres  vortheilhaf- 
testen  Ganges  theoretisch  zu  untersuchen  und  die  unter  gegebenen 
Umständen  erreichbare  Grösse  ihrer  Nutzarbeit  zu  bestimmen;  sie  soll 
aber  auch  prüfen,  ob  und  wie  etwa  jene  Anordnungen  zu  modiheiren 
sind,  um  ein  noch  besseres  Resultat  bezüglich  auf  grösstmögliche  Ver- 
werthung  des  disponiblen  Arbeitsvermögens  zu  Nutzarbeit  zu  eireichen. 
Ihr  allgemeines  Ziel  besteht  in  einer  wissenschaftlichen  Discussion  der 
principiell  möglichen  mid  mit  den  Anforderungen  des  Maschinenbaues 
w^gstens  voraussichtlich  nicht  imvereinbaren  machinalen  Hülfsmittel 
zu  möglichst  wirthschaftlicbor  Verwerthung  der  natürlich  gegebenen 
verschiedenen  Formen  von  Arbeitsvermögen  als  Betriebsarbeit  zu 
technischen  Zwecken,  sowie  in  der  Vergleichung  des  wirthschaftlichen 
Werthes  der  entsprechenden  verschiedenen  Gruppen  und  Arten  von 
Kraftmaschinen  mit  Rücksicht  auf  die  (mit  Ort  und  Zeit  im  Allge- 
meinen variablen)  Umstände.  Die  Entwickelung  der  volkswirthschaft^ 
heben  Zustände  hat  eine  Tendenz  zur  Concentration  gewisser  Industrie- 
zweige zur  Folge  besondei's  in  solchen  Bezirken,  wo  die  uöihigen 
Betriebskräfte  am  ausgiebigsten  mul  billigsten  zu  beschaffen  sind. 
Wenn  auch  durch  vermehrte  und  verbesserte  Verkehrewege  manche 
bisher  entlegene  kleinere  natürliche  Betriebskräfte  für  die  Industrie 
verwendbar  werden  und  insofern  eine  grössere  Vertheilung  der  letz- 
teren dadui'ch  bedingt  wird,  so  wird  doch  andererseits  auch  die  Ge- 
legenheit dmlurch  vermehrt,  dass  Fabriken  und  Werkstätten  sich 
gruppenweise  concentrirt  an  Orten  ansiedeln,  wo  ein  grosses  Arbeits- 
vennögen  disponibel,  insbesondere  auch  in  solcher  Form  natürlich  ge- 
geben ist,  dass  es  bisher  kaum  vortheilhaft  nutzbar  war  noch  ausgiebig 
benutzt  w'urde,  wie  namentlich  die  lebendige  Kraft  des  in  grösseren 
Flüssen  strömenden  Wassers  und  das  Arboitsvermögen  der  an  Meereh- 
küsten  mit  der  Ebbe  und  Fluth  periodisch  gehobenen  und  gesenkten 
Wassennassen;  das  Bedürfniss  hierzu  wird  wahrscheinlich  einst  cin- 
treten  und  um  so  mehr  zuuehmeu,  je  mehr  die  Vorräthe  an  für  uns 
zugänglichen  fossilen  Brennstoffen  als  der  z.  Z.  noch  wichtigsten  und 
vorzugsweise  transportablen  Form  des  natürlich  gegebenen  Arbeits- 
vermögens erschöpft  werden.  Ein  solches  auf  grosse  Massen  vertheil- 
tes  Arbeitsvermögen  wird  aber  zu  seiner  vortheilbafteu  Benutzung  vor 
Allem  grössere  Kraftmaschinen-Anlagen  erfordern,  für  welche  dasselbe 
nach  seiner  Umsetzung  in  die  Fonn  von  technisch  nutzbarer  Betriebs- 
arbeit die  Bedeutung  einer  Handelswaare  gewinnt,  die  auf  grössere 
Entfernungen  zu  transportiren  und  an  die  einzelnen  Abnehmer  der 
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gewerblichen  Ansiedelung  nach  Maass  abzugeben  ist.  Indessen  auch 
abgesehen  von  solchen  Zukunftsbildern  arbeiten  schon  die  heutigen 
Kraftmaschinen  bis  zu  w'eit  Hegenden  Grenzen  um  so  vortheilhafter,  je 
grösser  sie  sind,  und  schliesst  sich  deshalb  die  Discussion  der  Mittel 
zim  Fortpflanzung  und  geregelten  Vertheilung  von  Betriebsarbeit  nahe 
an  die  Theorie  der  Kraftmaschinen  an  als  eine  Untei-suchung,  die  ira 
Lauf  der  Zeit  wahrscheinlich  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnen 
wird,  so  wenig  auch  (in  Uebereinstimmung  mit  einer  Ausfiihi-ung 
Rouleaux’s)  aus  mancherlei  Gründen  eine  noch  weiter  getriebene 
Concentration  der  industriellen  Aidagon  wünschenswerth  ei'schoinen 
mag.  Uebrigens  hat  sich  solche  Untersuchung  nicht  auf  die  Fortleitung 
von  Arbeitsvennögeu  in  der  Form  entw  ickelter  Bewegungsarbeit  zu  be- 
schränken, sondern  alle  möglichen  Formen  zu  umfassen,  insbesondere 
z.  B.  die  des  Gebundenseins  als  Ileizeffect  eines  brennbaren  Gases,  in 
welcher  Ihrm  die  fragliche  Leitung  auf  weit  gihssere  Entfernungen 
vortheilhaft  zu  ermöglichen  ist  und  so  in  Verbindung  mit  entsprechend 
vortbeilhaft  arbeitenden  kleineren  Gaskraftmaschinen  einer  wenigstens 
auf  städtische  "Entfernungen  getrennten  selbständigen  Hausindustrie  die 
zu  ihrer  Concurrenzfähigkeit  nöthige  Botriehsarbeit  verschafft  worden 
kann. 

Von  den  Arheitsraaschinen  endlich  sollen  ira  vierten  Bande 
hauptsächlich  diejenigen  einer  theoretischen  Untersuchung  unterworfen 
W'erden,  welche  zur  Ortsveränderung  von  Körpern  entgegen  gewissen 
Widerstandskräften  dienen,  von  fonnändemden  Maschinen  dagegen  nur 
solche,  bei  denen  die  Grösse  der  zu  verrichtenden  Arbeit  wesentlich 
in  Betracht  kommt  und  einer  theoretischen  Bestimmung  bisher  zu- 
gänglich gemacht  werden  konnte;  ihre  Prüfung  in  Beziehung  .auf  Güte 
der  Arbeit  wird  besonders  der  mechanischen  Technologie  überlassen. 
Eine  speciellero  Uebersicht  des  Inhalts  dieses  Bandes  würde,  wenn  sie 
mehr  als  eine  unvermittelte  Aufzählung  von  FHnzelheiten  sein  soll,  auf 
eine  begiäindungsbedürftige  Classiticjition  hinauslaufen,  der  aber,  da  sie 
nicht  ganz  einfach  ist  und  von  verschiedenen  (Gesichtspunkten  ausgehen 
kann,  hier  nicht  vorgcgiäffen  w'erden  soll.  — 

Was  insbesondere  den  hier  zunächst  vorliegenden  ersten  Band 
betrifl’t,  so  soll  es  weder  als  Verdienst,  noch  als  Miuiss.stub  seines  wissen- 
schaftlichen Gehaltes  in  .Anspruch  genommen  werden,  wenn  er  um- 
fänglicher austiel,  als  ursprünglich  in  der  .Absicht  lag.  Manche  der 
darin  behandelten  Probleme  können  vielleicht  als  in  zu  losem  Zusammen- 
hänge mit  den  Aufgaben  der  Maschinenlehre  stehend  erscheinen,  andere 
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möge»  bei  geschickterer  Darstellung  einer  kürzeren  und  Ubersicbtliclieron 
Behandlung  fähig  gewesen  sein;  zum  grossen  'fheil  aber  ist  die  Um- 
fiinglichkeit  dieses  Bandes  eine  Folge  des  mangelhaften  Zustandes  der 
darin  vorzugsweise  behandelten  Hydraulik,  welcher  es  nöthig  machte, 
einen  unvcrhältnissmiissig  grossen  Raum  zur  Besprechung  und  Ver- 
arbeitung von  empirischen  Thatsaehen  zu  verwenden.  Insbesondere 
gilt  das  von  den  Bewegungsgesetzen  luftlormiger  Flüssigkeiten,  die  mit 
der  gebührenden  Rücksichtnahme  auf  die  Principien  der  mechanischen 
Wärmetheorie  am  unvollständigsten  ausgebildet  sind,  so  dass  theils 
verschiedene  Anschauungen  zugleich  berücksichtigt  werden  mussten, 
wo  ein  endgültiges  Urtheil  über  die  relative  Vorzüglichkeit  der  einen 
'jder  anderen  noch  nicht  thunlich  schien,  theils  namentlich  die  be- 
treffenden Versuche  zur  Werthbestimmung  gewisser  mit  den  Formeln 
zu  verbindender  Erfahrungscoefficienten  einer  bist  vollständigen  Neu- 
Wechnung  be<lurften  nebst  Rechtfertigung  dieses  Rechnungsverfahreus 
gegenüber  dem  seither  befolgten. 

Schliesslich  seien  mir  nur  noch  einige  Worte  über  die  Methode 
der  Darstellung  gestattet,  die  ich  mit  Rücksicht  darauf  zu  beurtheilen 
bitte,  dass  mit  dem  Buche  weder  ein  Lcitfarlen  zu  Vorträgen,  noch 
ülierhaupt  ein  Lehrbuch  zur  ersten  Einführung  in  die  betreffende  Wissen- 
■diaft  bezweckt  ist.  Wenn  es  mir  freilich  bei  meinen  eigenen  Vor- 
trägen Dienste  leisten  soll,  so  bestehen  dieselben  doch  im  Wesentlichen 
iior  in  einer  Ergänzung,  sofern  es  gestattet,  unter  Verweisung  der  Zu- 
hörer auf  seine  theils  allgemeineren  Entwickelungen,  theils  specielleren 
Ausfiilirungen  und  Anwendungen,  den  Inhalt  der  Vorträge  im  Ganzen 
auf  eine  Uebersicht,  im  Einzelnen  auf  das  principicll  und  technisch 
Wichtigste  zu  beschränken,  wobei  dann  die  mathematische  Entwickelung 
mehrfach  einer  anderen,  mehr  direct  auf  das  germle  behandelte  Pro- 
blem abzielendeu  Anlage  bedarf,  als  es  im  vorliegenden  Werke  ge- 
schehen ist.  Bei  diesem  bin  ich  in  der  Regtd  der  Art  vom  Allgemeinen 
zum  Besonderen  fortgeschritten,  dass  ein  zunächst  möghehst  allgemein 
charakterisii-tcs  Problem  erst  nach  und  nach  durch  die  Einführung 
weiter  beschränkender  Annahmen  specialisirt  und  vereinfacht  wurde, 
sobald  die  Entwickelung  zu  einem  Punkte  gediehen  war,  au  welchem 
dazu  das  Bedürfniss  sich  herausstellte,  um  sie  überhaupt  oder  wenig- 
rteas  so  weiter  führen  zu  können,  diuss  sie  Resultate  lieferte,  die  in 
Betreff  ihrer  Einfachheit  und  Brauchbarkeit  dem  Zuvorlässigkeitsgrade 
der  zu  Grunde  liegenden  Anschauungen  und  empirischen  Thatsaehen 
wiwie  den  Bedürfnissen  technischer  Verwendung  möglichst  entsprechend 
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seien:  Wenn  es  dann  freilich  verkommen  kann,  dass  am  Ende  eines 
solchen  durch  mehrere  Stadien  schrittweise  vereinfachten  Problems 
u.  A.  ein  so  einfaches  Resultat  erscheint,  welches,  wie  z.  B.  die  bi*- 
kannte  Formel  für’  die  Aushussgeschwiudigkeit  des  Wassers,  durch 
summarische  Einführung  aller  jener  nach  und  nach  erst  gemachten  An- 
nahmen auf  weit  kürzerem  Wege  hätte  erhalten  werden  können,  so 
kann  ich  doch  die  betretFende  Bemängelung  in  einer  Kritik  (Zeitschrift 
des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover),  über  die  ich  mich 
im  Uebrigen  zu  beklagen  keine  Veranlassung  habe,  dass  nämlich  bei 
solcher  Methode  durch  den  Schein  einer  wissenschatllichen  Schärfe  die 
doch  so  wesentlich  empirische  Grundlage  des  fraglichen  Resultats  ver- 
hüllt werde,  nicht  als  gerechtfertigt  anerkennen.  Sofern  es  nur  nicht 
versäumt  wird,  die  nach  und  nach  eingofiihrten  Annahmen  ausdrücklich 
als  solche  zu  kennzeichnen,  kann  durch  diese  nur  schrittweise  Ein- 
führung "derselben  jener  vermeintliche  Schein  für  Denjenigen  nicht  er- 
weckt werden,  der  die  ganze  Entwickelung  des  verzweigten  Problems 
verfolgt  und  nicht  nur  die  Endresultate  ohne  nähere  Prüfung  sich  an- 
eignet. Ausserdem  aber  können  nur  auf  solche  Weise  die  Einflüs.se 
dieser  Beschränkungen  und  Annahmen  auf  die  Gestaltung  des  Problems 
und  seiner  Entwickelung  einzeln  erkennbar  werden,  und  wird  es  zu- 
gleich dadurch  ermöglicht,  dass  die  Behaudluug  irgend  eiuer  Aufgabe, 
die  dem  allgemeinen  Problem  als  Specialfall  von  höherer  oder  niederer 
Ordnung  angehört,  nicht  jedesmal  von  Grund  aus  wiederholt  zu  werden 
braucht,  sondern  an  passender  Stelle  der  Entwickelung  des  stufenweise 
mehr  specialisirten  Gattungsproblems  angeknüpft  werden  kann.  Die  in 
Rede  stehende  Bemängelung  würde  nur  dann  gerechtfertigt  sein,  wenn 
die  bei  der  stufenweisen  Bearbeitmig  eines  allgemeineren  Problems 
nacb  imd  nach  erhaltenen  und  einstweilen  unvollständig  ausgeführt  ge- 
bliebenen Zwischenresultate  weder  an  anderen  Stellen  des  Werkes  Ver- 
wendung fänden,  noch  überhaupt  bei  veiwollstäudigten  Methoden  und 
Erfahrungen  und  für  neu  auftauchende  Probleme  irgend  eine  Ver- 
wendung zu  finden  Aussicht  hätten.  Somit  glaube  ich  auch  in  den  fol- 
genden Theilen  dieses  Werkes  dieselbe  übrigens  auch  an  und  für  sich 
den  Anforderungen  einer  möglichst  wissenschaftlichen  Gliederung  ent- 
sprechende Methode  der  Dai-stellung  in  der  Regel  bcibehalten  zu  sollen. 

Carlsruhe,  iin  Juli  1875. 

Der  Verfasser. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 


Mechaiiisclie  Warmetheorie. 

Die  folgende  Darstellung  der  mechanischen  Wümietheorie  beschränkt 
‘irh  im  Wesentlichen  auf  diejenigen  hauptsächlichsten  und  als  sicher  be- 
i’roBdet  zu  Ijetrachtenden  Sätze,  welche  für  die  Anweiiiluiigen,  besonders 
in  B«'treff  des  Verhaltens  von  Gasen  und  Dämpfen,  wichtig  sind.  Zum 
Zwecke  einer  logischen  Entwickelung  ist  es  im  Sinne  dieser  Theorie  vor 
•Ulem  nütbig,  die  Grundbegriffe  der  Wärmelehre  auf  bekannte  Begriffe  der 
Mechanik  und  der  allgemeinen  Physik  durch  eine  gegliederte  Folge  eut- 
'jirechender  Definitionen  zurückzuführen,  insbesondere  schon  die  ersten 
iinindbegriffc  von  Wänne  selbst  und  von  Temperatur  streng  objectiv  und 
rein  mechanisch  zu  definiren.  Dabei  wird  zunächst  von  allen  Hypothesen 
in  Betreff  des  Wesens  der  Materie  und  der  Constitution  der  Körper  ab- 
dchtlich  ahstrahirt,  um  nicht  die  zu  entwickelnden  Hauptsätze  als  abhängig 
von  jenen  noch  vielfach  unvollkommenen  und  schwankenden  V'orstellungen 
erscheinen  zu  lassen. 


A.  Grundbegriffe  und  allgemeine  Sätze. 

§.  1.  Zustand  eines  KQrpers. 

Wenn  man  von  dem  Raume  spricht,  welchen  ein  physischer,  materieller 
Körper  eiuniramt,  um  das  Volumen  und  die  Begrenzungsfläche  jenes  Raumes 
ds  das  Volumen  und  die  Oberfläche  des  materiellen  Körpers  zu 
'i’^hniren,  so  liegt  dabei  die  Vorstellung  einer  continuirlichen  Raum- 
^rf&IInng  durch  die  Materie  zu  Grunde.  Bei  den  mathematischen 
Untersuchungen  über  den  Zustand  und  die  Zustandsäuderungen  eines  Körpers 
anter  .Anwendung  der  höheren  .\nalysis,  welche  die  Denkbarkeit  seiner 

Or»ik«r,  tht'uret.  Ma-«chiDPnUhre.  I.  1 
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ZÜSTANT)  EINER  KÖRPERR. 


§.  1- 

Zerlegung  in  unendlich  kleine,  continuirlich  an  einander  grenzende  Elemente 
von  gleichartiger  Beschaffenheit  erfordert,  muss,  wie  es  im  Folgenden  ge- 
schieht, von  jener  Vorstellung  wenigstens  als  einer  Abstraction  von  der  iu 
Wirklichkeit  etwa  als  discontinuirlich  vorausgesetzten  materiellen  Consti- 
tution des  Körpers  ausgegangen  werden. 

Der  Zustand  eines  Körpers  in  einem  gewissen  Augenblicke  ist 
bestimmt  durch  die  augenblicklichen  Zustände  der  (im  Allgemeinen  nach 
.3  Dimensionen)  unendlich  kleinen  Ebmienti^  ans  welchen  er  bestehend  ge- 
dacht werden  kann;  denn  dem  Begriffe  des  unendlich  Kleinen  gemäss  ist 
unbeschadet  tler  im  Allgemeinen  stetigen  Zustandsverschiedenheit  von  Punkt 
zu  Punkt  eines  Körpers  doch  der  augenblickliche  Zustand  in  allen  Punkten 
eines  unendlich  kleinen  Körperelementes  als  gleich  und  nur  in  verschiedenen 
Elementen  als  ungleich  zu  denken.  Wenn  ein  solches  Körperelement 
im  Verlaufe  der  Zustandsänderungen  eines  Körpers  beständig  als  der  In- 
begriff und  Träger  ilerselben  bei  der  ursprttnglichen  Zerlegung  darin  ent- 
haltenen Materie  betrachU“t  wird,  so  soll  es  insbesondere  als  ein  Massen- 
deine  nt  des  Körpers  bezeichnet  wi^rden;  einem  solchen  muss  mit  Rück- 
sicht auf  die  nicht  starre  Beschaffenheit  irgend  eines  physischen  Körpers 
die  Eigenschaft  der  Veränderlichkeit  nach  Grösse  und  Gestalt  zugeschriebeu 
werten.  Materielle  Punkte  heissen  die  Massenmittelpunkte  oder  auch 
andere  bestimmte  Punkte  der  Massenelemente,  in  welchen  ihre  Massen 
vereinigt  gedacht  werden  können.  Wenn  man  dagegen  die  Zerlegung  eines 
Körpers  in  Elemente  bei  verschiedenen  Zuständen  desselben  wiederholt 
denkt,  so  sollen  diese  Elemente,  welche  jedesmal  andere  Mat(‘rie  enthalten 
können,  als  Volumenelemente  des  Körpers  bezeichnet  werden. 

Eine  bestimmte  Zustandsänderung  eines  Körpers,  bestimmt  näinlieh 
durch  den  Anfangs-  und  den  Endzustand,  kann  auf  unendlich  manuigfaebe 
Weise  statttinden;  das  Gesetz  (die  Art)  der  Zustandsänderung  ist  bestiinint 
durch  die  Zustände  des  Körpers  in  .Vugenblicken,  welche  nach  uuendlicb 
kleinen  Zeitelementen  auf  einander  folgen.  Man  betrachtet  solche  Zustaiuls- 
änderungen  zunächst  als  die  Wirkungen  von  Ursachen  so  vielfach  verscliii*- 
dener  Art,  als  man  verschiedene  Erscheinungsarten  des  Kör])erzustaiules 
unterscheidet.  Dabei  können  zwei  solcher  Ursachen  selbst  als  in  der  It»»- 
ziebung  von  Ursache  und  Wirkung  zu  einander  stehend  oder  beide  als 
Wirkungen  derselben  dritten  Ursache  erkannt  werden.  Auf  die  Erkenntniss 
solcher  Beziehungen  ist  das  Streben  der  Natiirwissmischaft  vorzugsweise 
gerichtet,  um  so  die  mannigfaltigen  Naturerscheinungen  als  die  Wirkuiifgen 
möglichst  weniger  Ursachen  von  bestimmten  Wirkungsgesetzen  erklären  zu 
können. 
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g.  2.  Aeusscrer  Zustand  eines  KSrpers. 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  wie  sic  in  der  Mechanik  nnt<‘rsuclit 
^rd  und  auch  im  Folgenden  zunüclist  nur  verstanden  werden  soll,  besteht 
in  der  messbaren  continuirlichen  Ortsänderung  seiner  Massenelemente. 
Die  Richtungen  und  Grössen  der  Geschwindigkeiten  dieser  Elemente  in 
einem  gewissen  Augenblicke  bestimmen  den  augenblicklichen  Bewegungs- 
znstand  des  Körpers;  die  Grössen  jener  Geschwindigkeiten  insbesondere 
kstimmen  die  sogen,  lebendige  Kraft  des  Körpers  =r  der  Summe  der 
lebendigen  Kräfte  seiner  Mas.senelemente  = der  Summe  der  halben  Pro- 
dacte  aus  den  Ma.ssen  und  den  Quadraten  der  Geschwindigkeiten  dieser 
Elemente.  Sind  alle  diese  Geschwindigkeiten  = Null,  so  ist  die  lebendige 
Kraft  = Null,  und  umgekehrt;  der  Körper  betindet  sich  dann  im  Hu  be- 
tast and  e.  Der  Zustand  der  Ruhe  oder  der  Bewegung  eines  Körpers  soll 
Ib  der  Folge  sein  äusserer  Zustand  genannt  werden. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  kann  im  Allgemeinen,  und  zwar  auf 
anendlich  mannigfache  Weise,  bi^stehend  gedacht  werden  aus  der  relativen 
bewegung,  d.  h.  der  messbaren  continuirlichen  relativen  Ortsünderung  seiner 
Masseuelemente  gegen  ein  im  Körper  fixirtes  System  von  Cobrdinatenaxen 
OX^-OY,  OZ.  und  aus  der  Bewegung  dieses  Axensystems;  die  letztere  kann 
für  jedes  Zeitelement  bekanntlich  auf  eine  unendlich  kleine  Schrauben- 
bewegung  zurttckgefilhrt  werden,  welche  ihrerseits  auf  unendlich  mannig- 
äcbe  Weise  in  eine  unendlich  kleine  Translation  und  eine  unendlich  kleine 
Rotation  zerlegbar  ist,  der  Art  jedoch,  dass  alle  verschiedeneti  Rotations- 
aien  (Momentanaxen)  parallel,  sowie  die  Elementar-Rotationeii  um  dieselben 
oder  die  entsprechenden  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeiten)  gleich 
«ross  sind  und  in  gleichem  Sinne  stattfinden,  so  da-ss  nur  die  Lage  der 
Moraentanaxe  nebst  Grösse  und  Richtung  der  Trauslatiousgeschwindigkeit 
verschieden  sind.  Ein  Axensystem  wird  im  Körper  fixirt  durch 
F'ixirung  seiner  Lage  gegen  .3  materitdle  Punkte  ß,  C des  Körpers,  in- 
dem man  etwa  den  Ursprung  0 beständig  mit  dem  Punkte  A zusammen- 
lallen, die  Axe  OX  beständig  durch  den  Punkt  Ä und  die  Ebene  XOY  oder 
XOZ  beständig  durch  den  Punkt  C gehen  lässt,  wobei  vorausgesetzt  ist, 
dass  die  fraglichen  3 Punkte  nicht  in  gerader  Linie  liegen.  Die  relative 
Bewegung  der  Mas.senelemente  eines  Körpers  gegen  einander  ist  durch  ihre 
relativen  Bewegungen  gegen  irgend  ein  solches  im  Körper  fixirtes  Axen- 
system Ix'stimmt  und  soll  in  der  Folge  schlechtweg  die  relative  Bewe- 
;;nng  des  Körpers  genannt  werden;  sind  die  relativen  Geschwindigkeiten 
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aller  Massenelemente  in  Beziehung  auf  ein  im  Körper  fixirtes  Axensystem 
oder  ist  die  entsprechende  relative  lebendige  Kraft  des  Körpers  = Null 
so  befindet  sich  derselbe  in  relativer  Ruhe  schlechtweg.  Bei  relativer 
Ruhe  eines  Körpers  ist  seine  B<-wegung  vollkommen  bestimmt  durch  die- 
jenige eines  Axensystems  von  fixirter  Lage  im  Körper.  In  der  That  freilich 
ist  jede  von  uns  beobachtete  Bewegung  eines  Körpers  eine  relative,  wobe  i 
dann  aber  (im  Gegensätze  zu  seiner  schlechtweg  so  genannten  relativen 
Bewegung)  die  ausdrückliche  Bezeichnung  des  fremden  Körpers  resp.  des 
in  diesem  fixirten  Axensystems  oder  des  sonstigen  unveränderlichen  Gebildes 
Vorbehalten  ist,  worauf  die  Bewegung  des  betrachteten  Körpers  bezogen 
wird;  nur  die  relative  Bewegung  eines  irdischen  Körpers  gegen  die  Erde 
soll  dem  Sprachgebrauche  gemäss  schlechtweg  als  seine  Bewegung  bezeichnet 
werden. 

Die  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte,  welche  als  die  Ursachen 
der  Aenderungen  seines  äusseren  Zustandes  vorausgesetzt  werden,  sind 
theils  Ma.sseukräfte,  theils  Oberfiächenkräfte ; erstere  sind  an  die  Massen- 
elemente gebunden,  so  dass  sie  als  in  ihnen  angreifeud  gedacht  werden 
können,  letztere  wirken  auf  die  Oberfläche  des  Körpers,  in  deren  Flächeu- 
elementen  sie  angreifend  zu  denken  sind,  unabhängig  von  den  Massenele- 
menten, welche  sich  gerade  an  der  Oberfläche  befinden.  Die  Arbeit  der 
ersteren  ist  also  bedingt  durch  die  Bewegung  der  Massenelemente,  die 
Arbeit  der  letzteren  durch  die  Bewegung  der  Oberflächenelemente  des 
Körpers.  Uebrigeus  werden  bekanntlich  alle  Kräfte  hinsichtlich  ihrer  Grösse 
oder  Intensität  P auf  dieselbe  Weise  gemessen:  durch  das  Product  einer 
Masse  m und  der  ihr  ertheilten  Beschleunigung  Dabei  kann  entweder 
die  Masseneinheit  (als  die  Masse  eines  bestimmten  Körpers)  oder  die  Kraft- 
einheit (als  die  Kraftgrösse,  welche  einer  bestimmten  Masse  eine  bestimmte 
Beschleunigung  ertheilt)  willkürlich  gewählt  werden,  wonach  durch  die 
Gleichung 

P = m(p 

im  ersten  Falle  die  Krafteinheit,  im  zweiten  Falle  die  Masseneinheit  be- 
stimmt ist,  falls  der  Beschleuniguugseiuheit  bestimmte  Längen-  und  Zeit- 
einheiten zu  Grunde  gelegt  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Unveräuder- 
lichkeit  einer  bestimmten  >Lisse  im  Gegensätze  zu  der  von  den  Umständen 
abhängigen  Grösse  irgend  einer  auf  diese  Masse  wirkenden  Kraft  könnte 
das  erstere  Verfahren  zwar  rationeller,  insbesondere  auch  dem  Gebrauche 
unserer  sogen.  Gewichtssätze  entsprechender  scheinen,  welche  eigentlich 
Massensätze  sind,  indem  ihre  einzelnen  Körper  bestimmte  Massen  re|)rä- 
sentiren;  indessen  ist  das  zweite  Verfahren  das  übliche,  nach  welchem  ins- 
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bpsondero  die  im  Folgendeu  stets  zu  Grunde  gelegte  Krafteinheit,  das  Kilo- 
jranmi,  streng  genommen  deönirt  ist  als  das  Gewicht  (Grösse  der  Schwer- 
kraft') eines  Ciibikdeciineters  reinen  'Wassers  im  Zustande  grösster  Dich- 
tigkeit (otler  einer  anderweitigen  ebenso  grossen  Masse)  an  einem  bestimmten 
Orte  der  Erde.  Bei  dem  praktischen  Gebrauche,  eines  Gewichtssatzes  zur 
unmittelbaren  otler  mittelbaren  Messung  von  Kräften  (z.  B.  zur  Eintboilung 
der  Skala  eines  zur  unmittelbaren  Messung  dienenden  Instrumentes)  pflegt 
j*-doch  die  Schwere  des  bestimmten  Körpers  des  Gewichtssatzes  unabhängig 
mm  jedesmaligen  Gebrauchsorte  ein  Kilogramm  genannt  und  als  Krafteinheit 
benutzt  zu  werden,  so  dass  dann  streng  genommen  diese  Einheit  an  ver- 
schiedenen Orten  der  Erde  einen  verschiedenen,  dem  betreffenden  Werthe 
der  Beschleunigung  g der  Schwere  proportionalen  Werth  hat.  In  der  Folge 
wird  stets: 

y = 9,81*  für  Meter  und  Secundo 

ab  Längen-  und  Zeiteinheit  gesetzt,  somit  als  Krafteinheit  diejenige 
Kraftgrösse  vorausgesetzt  und  ein  Kilogramm  genannt,  wodurch  einer 
Masse  = der  Mas.se  von  einem  Cubikdecimeter  Wasser  im  Zustande  grösster 
Dichtigkeit  eine  Beschleunigung  y = 9,81  erthoilt  wird. 

Die  nach  heutigen  mechanischen  Begriffen  unpassende  Bezeichnung 
..lebendige  Kraft“  für  eine  Grösse,  welche  nicht  mit  einer  Kraft,  sondern 
mit  der  Arbeit  einer  Kraft  (Einheit:  ein  Kilogramm -Meter)  vergleichbar, 
d.  h.  von  einerlei  Art  ist,  stammt  aus  einer  früheren  Zeit,  zu  welcher  man 
mit  Leibnitz  zweierlei  Kräfte,  todte  und  lebendige  Kräfte,  unterscheiden 
zu  sollen  glaubte. 

Die  Masseukräftc  sind  thcils  äussere,  theils  innere.  Als  innere 
Massenkraft  kommt  hier,  nämlich  als  eine  Ursache  der  Aenderuug  des 
äusseren  Körperzustandes,  nur  die  allgemeine  Massenanziehung  in  Be- 
tracht, welche  je  zwei  Masscnelemeute  des  Körpers  gegenseitig  auf  einander 
aasüben  und  welche  dem  Product  ihrer  Massen  direct,  dem  Quadrat  ihrer 
Entfernung  umgekehrt  proportional  ist;  indessen  ist  bei  irdischen,  im  Ver- 
gleich mit  der  Erde  sehr  kleinen  Körpern  die  Gesammtwirkung  dieser 
eegenseitigen  Anziehungen  so  klein,  dass  davon  in  der  Regel  abstrahirt 
werden  darf.  Als  äussere  Massenkräfte,  welche  von  der  gegenseitigen 

• Allgemein  kann  für  die  geographische  Breite  v und  die  Höhe  h Meter 
über  dem  Meere  gesetzt  werden: 

g = 9,8058  (1—0,0026  cos  -2tp)  (1— 0,000(X)0:il4  h\ 
wonach  g = 9,81  nahezu  der  geographischen  Breite  ifi  — 50"  au  der  Meeres- 
oberfläche entsprechen  würde,  einer  grösseren  Breite  bei  grösserer  Höhe  des 
Ortes  über  dem  Meere.  » 
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Wirkung  dor  Massrnelemento  dos  botrachtctoii  Kitrpors  auf  rinander  uual>- 
hängiR  sind,  komincii  vorzugsweise  in  Betraclit:  bei  der  Bewegung  eines 
irdischen  Körpers  die  Schwerkraft  (bei  der  Bewegung  der  Erde  oder 
eines  and('ren  Weltkörpers  die  Anziehungskräfte,  dor  übrigen)  und  im  Falle 
einer  relativen  Bewegung  diejenigen  zwei  Kräfte,  welche  zu  den  auf  ein 
Massenelenient  wirkenden  Kräften  hinzugerechnet  werden  müssen,  um  die 
relative  Bewegung  desselben  g<-rade  so,  als  ob  sie  eine  absolute  Bewegung 
wäre,  als  die  Wirkung  aller  Kräfte  erscheinen  zu  lassen.  Diese  beiden 
Kräfte,  welche  in  der  Folge  die  beiden  Ergänzungskräfte  dor  rela- 
tiven Bewegung  genannt  werden  sollen,  sind  bekanntlich  auf  folgende 
Weise  bestimmt.  Ist  S das  selbst  in  Bewegung  befindliche  unveränderliche 
System  (Axensystimi),  auf  welches  die  relative  Bewegung  eines  Körpers  K 
bezogen  wird,  und  ist  für  irgend  einen  Augenblick  oj  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Rotation  von  N um  die  Momentanaxe  A,  9p  die  Beschleunigung, 
welche  das  Massenelement  dm  von  A'  augenblicklich  besitzen  würde,  wenn 
es  mit  <S  fest  verbunden,  d.  h.  in  relativer  Ruhe  gegen  S wäre,  ist  endlich 
V die  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  von  dm  auf  eine  zu  A senk- 
rechte Ebene,  so  wird  dem  Mas-scuelementc  durch  die  erste  Ergänzungs- 
kraft die  Beschleunigung  = 9p  im  entgt-gengesetzten  Sinne  der  oben  ge- 
nannten Beschleunigung  r/>,  durch  die  zweite  Ergänzungskraft  die  Beschleu- 
nigung =2fOP*  senkrecht  zu  A und  v und  zwar  in  solchem  Sinne  ertlieilf, 
dass  eine  Drehung  von  !)0*  um  A im  Siunc  von  (o  diese  letztere  Beschleu- 
nigung iu  die  Richtung  von  v versetzen  würde.  Da  die  zweite  Ergänzungs- 
kraft stets  normal  zur  relativen  Bahn  des  M;issenelementos  ist,  so  ist  ihre 
.Arbeit  = Null,  und  hat  sie  also  auf  ilie  Aenderung  der  relativen  lebendigen 
Kraft  des  Körpers  bezüglich  auf  das  System  S keinen  Einfluss.  Bei  der 
Untersuchung  der  schlechtweg  so  gemannten  Bewegung  eines  irdischen 
Köriiers,  d.  h.  seiner  relativen  Bewegung  gegen  die  Erde,  kommt  die  erste 
Ergänzungskraft  der  letzteren  nicht  weiter  in  Betracht,  weil  ihre  Beschleu- 
nigung in  der  Beschleunigung  ff,  wie  solche  der  Richtung  und  Grösse  nach 
beobachtet  wird,  bereits  als  Compouente  enthalten  ist. 

Die  Oberflächenkräfte,  von  angrenzenden  anderen  Körpern  her- 
rührend und  an  den  Berührungsstellen  angreifend,  können  in  nonnale  und 
tangentiale  unterschieden  werden.  Erstere  kommen  hier  nur  als  äussere 
Druckkräfte  (gegen  die  Oberfläche  des  Körpers  hin  gerichtete  Kräfte), 
letztere  als  Reibungen,  d.  h.  als  Widerstandskräfte  gegen  die  relativ 
gleitende  Bewegung  längs  einem  berührenden  anderen  Körper  in  Betracht. 
Unter  dem  äusseren  Drucke  iu  einem  gewissen  Punkte  der 
Körj)eroberflächc  wird  der  t^mitieut  verstanden,  welcher  sich  ergiebt. 
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indem  der  äussere  Druck  auf  ein  jenen  l’nnkl  enthaltemies  unendlich 
kleines  Element  der  Oberfläche  durch  den  Inhalt  des  let/.eren  dividirt  wird; 
ist  dieser  äus.sere  Druck  in  allen  Punkten  der  Oberfläche  pleich,  so  soll  er 
der  specifische  äussere  Druck  des  Körpers  heissen.  — ■ 

Unter  den  äusseren  Kräften,  welche  auf  einen  Körper  wirken, 
^llen  ftbrigens  in  der  Folge  alle  die  genannten  Ursachen  der  .Vendernng 
■«■ines  äusseren  Zustandes,  also  ausser  den  Oherflächenkräften  nicht  nur 
die  äusseren  Massenkräfte  ini  engeren  Sinne,  sondern  auch,  sofern  es  über- 
haupt uötfaig  ist,  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  die  auf  messbare  Entfernung 
hin  wirkende  gegenseitige  allgemeine  Massenanziehung  der  Körperelemente 
verstanden  werden. 

§.  3.  Innerer  Zustand  eines  KSrpers. 

Der  innere  Zustand  eines  Körpers,  soweit  er  im  F’olgenden  (unter 
•tbstraction  von  elektrischen,  magnetischen  und  Lichterschoinungeu)  in 
Betracht  kommt,  ist  bestimmt  durch  die  chemische  Beschaffenheit,  die  Ag- 
srregatform,  da.s  specifische  Volumen  und  den  Spannungszustand  in  den  ver- 
schiedenen Punkten  oder  Elementen  des  Körpers. 

Die  chemische  Beschaffenheit  wird  in  der  Folge  als  Körperart  be- 
zeichnet; zwei  Körperelemente  sind  also  gleichartig  oder  ungleichartig,  je 
nachdem  sic  gleiche  oder  ungleiche  chemische  Beschaffenheit  haben.  Ein 
Körper  Lst  von  gleichförmiger  Art,  wenn  alle  seine  Elemente  gleich- 
artig sind,  wie  es  im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  wird,  sofern  das  üegen- 
theil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  ist.  — 

Hinsichtlich  der  Aggregat  form*  ist  ein  Körper  fest,  flüssig  oder 
ittflformig. 

Ein  fester  Körper  ist  charakterisirt  durch  die  beschränkte  Verän- 
derlichkeit seines  Volumens  und  seiner  Gestalt,  und  durch  die  Unmöglichkeit 
der  Mischung  seiner  Maasenelemente  unter  einander;  diese  Masseuelementc 
5<'lb8t  sind  also  nur  in  beschränktem  Grade  einer  Volumen-  und  Gestalts- 

• Die  auch  wohl  gebräuchliche  Bezeichnung  „Aggregatzustand'*  statt 
-Aggregatform“  ist  dem  zu  bezeiclinemleu  Begriffe  weniger  entsprechend.  Nach 
der  später  näher  zu  hesprecheuden  atomistischen  Vorstellung  von  derConstitu- 
tiim  der  Materie,  wonach  ein  Körper  als  ein  Aggregat  getreimter  Moleküle  be- 
trachtet wird,  kann  der  Aggregatzustand  (die  Gruppiruug  der  Moleküle)  auch 
hei  unveränderter  Aggregatform  sich  stetig  ändern  (einer  sogenannten  Disgre- 
gationsänderung  entsprechend);  die  Acuderung  der  Aggregatform  ist  durch  eine 
» wesentliche  Aenderung  des  Aggregatzustandes  bedingt,  dass  dadurch  die 
ranze  Erscheinungsform  des  Körjiers  eine  andere  wird. 
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äiulening,  pinor  relativon  Bowcgimg  mir  insofpni  föhig,  als  dioselbp  durch 
jciip-  Aenderuiigcn  der  Massenplemoiite  an  sich  bedingt  wird,  während  be- 
nachbarte (an  einander  gren/.ende)  Masseneleinento  bestänilig  benachbart 
bleiben.  Der  letztere  Umstand  kann  kürzer  dadurch  ausgedrückt  werden, 
dass  benachharte  Elemente  eines  festem  Körpers  keiner  relativ  gleitenden 
Bewegung  fähig  sind. 

Flüssige  und  luftförmige  Körper,  welche  zusammen  auch  wohl  flüssig 
im  weiteren  Sinne  genannt  werden,  haben  die  Eigenschaft  einer  unbe- 
schränkten Veränderlichkeit  ihrer  Gestalt  und  einer  unbeschränkten  Misch- 
barkeit ihrer  Ma.ssenelemento;  letztere  selbst  sind  also  in  unbeschränktem 
Grade  der  Gestaltsänderung  uml  der  relativen  Bewegung,  insbesondere  be- 
nachbarte Elemente  auch  einer  relativ  gleitenden  Bewegung  fähig.  Die 
Veränderlichkeit  des  Volumens  der  Massenelemente  und  somit  des  ganzen 
Körpers  ist  bei  einem  flüssigen  Körper  im  engeren  Sinne  (tropfbar 
flüssigen  Körper)  beschränkt,  bei  einem  luftförmigen  Körper  dagegen 
bezüglich  auf  Vergrösseruiig  unbeschränkt  bei  unbeschränkter  .Vbnahme 
des  Oberflächendrucks.  Ist  auch  die  Volumenverkleinerung  eines  luftför- 
migen Körpers  (soweit  unsere  Erfahrung  reicht  unbeschränkt,  so  heisst 
derselbe  ein  Gas  tpermanentes  Gas),  widrigenfalls  ein  Dampf. 

In  der  Regel  sind  die  genannten  verschiedenen  Aggregatformen  einer 
gewissen  Körperart  scharf  von  einander  geschieden;  doch  giebt  es  auch 
Substanzen,  bei  welchen  ein  allmähliger  Uebergang  von  der  festen  zur  flüs- 
sigen Form  oder  umgekehrt  statttindet  durch  eine  Reihe  von  Zwischen- 
zuständen, in  denen  der  Körper  mehr  oder  weniger  weich,  plastisch  oder 
zähflüssig  erscheint  (z.  B.  Schwefel  und  Phosphor,  häufiger  chemisch  zu- 
sammengesetzte, namentlich  gewisse  organisch«,'  Stoffe,  Fette  u.  s.  w.).  Dabei 
scheint,  von  der  festen  .Aggregatform  ausgehend,  die  Veränderlichkeit  der 
Gestalt  der  Massenelemente  schneller  zuznnehmen,  als  ihre  relative  Beweg- 
lichkeit, resp.  di'r  Widerstand  gegen  jene  Gestaltsänderung  schneller  abzn- 
nehmen,  als  «1er  Widerstand  gegen  die  relativ  gleitende  Bewegung  benach- 
barter Massenelemente,  so  dass  solche  Körper  zwar  in  eine  beliebige  Gestalt 
gebracht,  jedoch  nur  unvollkommen  und  oberflächlich  gemischt  w«>rden 
können,  z.  B.  durch  wiederholtes  Zusammeubringen  verschiedener  Stellen 
der  Oberfläche  (durch  Kneten).  Ein  ähnliches  Verhalten  zeigen  gewisse 
plastische  Körper,  welche  als  innige  Gemische  sehr  fein  zertheilter  fester 
und  flüssiger  B«'standtheile  von  im  -Vllgemeinen  zugleich  verschiedener  Art 
zu  betnachten  sind. 

Ein  Körper  heisst  in  der  Folge  homogen,  wenn  er  von  gleichförmiger 
Art  ist  und  alle  seine  Elemente  dieselbe  Aggregatform  haben.  Für  deu 
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Pall  dos  allmahligoii  l'ebfTKaugos  aus  der  foston  iii  dio  düssifjo  Apftrogat- 
form  müs.sto  der  Begriff  der  Homogenität  durch  I)Osondere  Detiuition  fest- 
eostellt  worden  auf  Grund  der  Wahl  eines  Maasses  für  den  Widerstand 
largen  dio  Gostaltsänderung  und  die  relative  Bewegung  in  den  verschiedenen 
Zwischeiizustäuden  zwischen  der  vollkominen  festen  und  der  vollkommen 
tiössigon  Aegregatfonn.  Im  Allgemeinen  werden  die  im  P'olgenilen  zu  be- 
trachtenden Körjier  nicht  als  homogen  vorausgesetzt;  insbesondere  können 
sie,  wenn  auch  von  gleichförmiger  .\rt,  doch  aus  Theilen  von  unmessbar 
kleiner  oder  auch  von  messbarer  Grösse  bestehen,  welche  verschiedene 
Aggregatformen  haben.  Es  kann  z.  B.  ein  Gemenge  von  EisstUckeu  und 
Wasser,  oder  der  mit  tropfbar  flüssigen  Wassertheilchen  gemischte,  also 
leuchte  Wasserdampf,  oder  selbst  der  ganze  Inhalt  eines  Dampfkessels,  be- 
stehend aus  getrennten  Quantitäten  von  Wasser  und  Dampf,  als  ein  Körper 
für  sich  betrachtet  und  in  Betreff  seiner  Zustandsänderungen  unter  gewissen 
rmständeii  untersucht  werden.  Besteht  ein  solcher  Körper  aus  gleich- 
artigen Theilen  verschiedener  Aggregatform,  welche  einzeln  unmessbar 
klein  und  so  gemischt  sind,  dass  auch  ilie  Differenz  des  MischungsverhälG 
nisses  in  je  zwei  benachbarten  unmessbar  kleinen  Volumentheilen  nnmess- 
har  klein  ist,  so  soll  er  eine  continuirliche  Mischung  genannt  werden, 
indem  dann  bei  der  Rechnung  die  einzelnen  Bcstandtheile  als  unendlich 
klein  von  solcher  Ordnung  vorausgesetzt  werden  können,  dass  das  Mischuugs- 
vcrhältniss  selbst  von  einem  zum  anderen  unendlich  kleinen  Volumenelement 
jich  contiuuirlich,  also  unendlich  wenig  ändert. 

Unter  «lern  specifischen  Volumen  v eines  homogenen  Körjters  oder 
einer  continuirlichen  Mischung  in  einem  gewissen  Punkte  wird  der  Quotient 
aus  dem  Volumen  durch  das  Gewicht  eines  diesen  Punkt  enthaltenden  un- 
endlich kleinen  Körperelementes  verstanden  (Volumen  pro  Gewichtseinheit 


des  Körperelemcntes);  der  reciproke  Werth  =—  des  specifischen  Volumens 

V 


ist  das  spccifische  Gewicht  y in  dem  betreffenden  Punkte  (Gewicht  pro 
Volnmeneinheit  eines  den  Punkt  enthaltenden  Körperelementes);  dio  spe- 


■ • y 

nfische  Masse  ist  ii  — —.  Das  mittlere  specifische  Volumen  eines 
9 

Körpers,  welcher  auch  eine  discoutinuirliche  Mischung  sein  kann,  ist  der 
Quotient  aus  dem  ganzen  Volumen  durch  das  ganze  Gewicht  desselben;  das 
nüttlcrc  specifische  Gewicht  und  die  mittlere  specifische  Mas.se  sind  dadurch 
auch  in  obiger  Weise  bestimmt.  — 

Bei  der  zu  Grunde  liegenden  Vorstellung  einer  continuirlichen  Raum- 
irfuUung  durch  die  Materie  wird  die  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  im 
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Inucrcii  des  Körpers  dadurch  von  einem  zum  audereii  Koriierolemcntc 
übertragen,  dass  diese  unendlich  kleinen  Elemente,  in  die  man  sich  den 
Körper  auf  beliebige  Weise  zerlegt  denken  kann,  an  ihren  Berühruiigs- 
fliichen  mit  gewissen  Kräften,  sogenannten  inneren  Fläch enkräfteu, 
gegenseitig  auf  einander  wirken.  Dieselben  sind  seenndäre  Kräfte,  welche 
mit  jenen  primären  Kräften*  (den  äusseren  Kräften  des  Körpers)  und  mit 
der  relativen  Bewegung  des  Körpers  auftreten  und  verschwinden,  ausser- 
dem aber  von  der  Beschaffenheit  (der  Art  und  der  Aggregatfonn)  desselben 
abhängen,  indem  sie  als  der  mechanische  Ausdruck  des  durch  diese  mate- 
rielle Beschaffenheit  bedingten  Widerstandes  zu  betrachten  sind,  dessen 
Ueberwindung  die  Aenderung  des  Volumens  und  der  Gestalt  der  Mas.scn- 
elemente,  sowie  die  relativ  gleitende  Bewegung  benachbarter  Elemente 
gegen  einander  im  Allgemeinen  erfordert.  Durch  die  bei  verschiedenen 
Körpern  verschiedenen  Beziehungen,  welche  zwischen  den  inneren  Flächen- 
kräften und  denjenigen  Grössen  statttinden,  wodurch  die  AendiTungen  des 
Volumens  und  der  Gestalt  der  Massenelemontc  sowie  die  relativ  gleitenden 
Bewegungen  benachbarter  Elemente  bestimmt  sind,  wird  die  Körper- 
beschaffenheit, soweit  sic  hierbei  in  Betracht  kommt,  gewissermassen  erst 
definirt,  da  sie  übrigens  bei  der  vorläufigen  Abstraction  von  irgimd  einer 
bestimmten  Voraussetzung  in  Betreff  des  Wesens  und  der  Constitution  der 
Materie  au  und  für  sich  undefinirbar  wäre. 

Dabei  sind  diejenigen  inneren  Flächenkräfte,  welche  dem  Widerstande 
gegen  die  Volumen-  und  Gestaltsändorung  der  Massenelemontc  entsprechen, 
von  anderer  .\rt  wie  diejimigeu,  welche  als  Widerstandskräfte  gegen  die 
relativ  gleitende  Bewegung  benachbarter  Elemente  zu  betrachten  sind. 
Nur  die  ersteren,  die  sogen.  Spannungen,  charakterisiron  den  inneren 
Zustand;  die  letzteren,  welche  allein  bei  flüssigeu  und  luflförmigen  Körpern 
Vorkommen  und  als  innere  Reibungen  bezeichnet  werden  können,  be- 
dingen den  inneren  Zustand  nur  mittelbar,  indem  die  Spannungen  von 
ihnen  abhängig  sind.  Zwischen  den  inneren  Reibungen  in  irgend  einem 
Körperpunktc  für  verschiedene  durch  diesen  Punkt  gehende  Ebenen  finden 

* Der  Begriff  von  primären  und  seeuudären  Kräften  ist  mir  relativ  zu 
verstehen.  Die  äusseren  Kräfte,  welche  in  Hezichnng  auf  die  davon  abhängigen 
inneren  Fläclienkräfte  hier  alle  primäre  Kräfte  genannt  werden,  können  in  an- 
derer Beziehung  zum  Theil  selbst  seruudärc  Kräfte  sein,  insbesondere  die  Rei- 
bung an  der  Oberfläche,  welche  mit  der  relativ  gleitenden  Bewegung  des  Körpers 
längs  einem  anderen  aiiftritt  und  verschwindet  und  in  Betreff  ihrer  Grö'sse  ent- 
weder von  der  Geschwindigkeit  dieser  gleitenden  Bewegung  (flüssige  Körper) 
oder  von  dem  äusseren  Druck  auf  die  Oberfläche  als  primärer  Kraft  (feste 
Körper)  oder  von  beiden  Umständen  zugleich  abhängen  kann. 
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obripcns  analofrc  Bifzichuiiffon  statt  wie  zwis(^hen  (len  betreffenden  Span- 
nimpen;  die  letzteren  Beziehungen,  welche  aus  der  Elasticitätstheorio  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden,  lassen  sich  nämlich  auf  innere  Flächenkräfte 
ab(‘rhaupt  ausdehnen  und  sind  in  dieser  Verallgemeinerung  im  Wesent- 
li(dien  folgende.* 

A sei  ein  Punkt  der  in  einem  Körper  angenommenen  Fläche  F,  Aß 
die  in  Itestimmtem  Sinne  genommene  Normalo  derselben  im  Punkte,  A,  HF 
ein  diesen  Punkt  enthaltendes,  nach  jeder  Richtung  unendlich  kleines  Ele- 
ment von/’.  Unter  der  inneren  Flächenkraft  = p im  Punkte  *4  der 
Fläche  F werde  daun  der  Quotient  verstanden,  welcher  durch  Division 
mit  dF  in  die  iuiicro  Kraft  erhalten  wird,  die  auf  das  Flächenoiement  dF 
von  dem  nach  AB  hin  angrenzenden  Körpertheilo  ausgoUbt  wird;  diese 
nincre  Kraft  kann  eine  Spannung  oder  zugleich  eine  innere  Reibung  sein. 
Zerlegt  man  di(>se  specitische,  d.  h.  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Flächcu- 
kraft  (),  deren  Richtung  mit  der  Richtung  AB  irgend  einen  Winkel  o) 
zwischen  (I  und  jr  bilden  kann,  in  zwei  Componeuten  nach  der  Normalen  und 
nach  der  Tangentialebene  von  F,  so  sei  die  Normalcompoiieiite  Qcosm  = t», 
die  Tangentialcomponcnte  p »in  co  = l.  Erstere  ist  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  sic  nach  AB  oder  nach  BA  gerichtet  ist,  einem  Zug  oder  Druck 
auf  dF  entsprechend;  die  Tangentialcomponente  ist  eine  absolute  Grösse, 
kann  aber  in  der  Tangentialebene  wieder  in  Componenton  nach  gewissen 
Richtungen  zerlegt  werden,  die  dann  positiv  oder  uegativ  sind,  je  nachdem 
diese  Richtungen  mit  der  Richtung  von  I spitze  oder  stum|ife  Winkel  bilden. 

Es  seien  nun  insbesondere  AX,  AV,  AZ  drei  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  parallel  den  Coordinatenaxen,  auf  welche  der  Körper  bezogen 
winl  und  für  welche  x,  y,  z die  Coordinaten  di's  Punktes  A sind;  cs  seien 
ferner  die  Componenton  der  inneren  Flächenkräfte 

nach  den  Richtungen  AX  AY  AZ 

1)  im  Punkte  A der  Ebene  YAZ—Ojc  tj.,,  Ij;, 

2)  im  Punkte  A der  Ebene  ZÄX=lfu^  0,, 

3)  im  Punkte  A der  Ebene  XA  Y — 6, 

verstanden  im  Sinne  derjenigen  Kräfte,  welche  die  auf  den  Seiten  der  po- 
sitiven .Axrichtungen  AX,  A Y,  AZ  gelegenen  Körpertheilo  auf  die  genannten 
Kbciien  pro  Flächeneinheit  im  Punkte  A ausüben.  Betrachtet  man  A als 
Eckpunkt  eines  rechtwiukeligen  parallelepi])edischen  Körperelcmentes, 
d(S5*>n  gegenüber  liegender  Eckpunkt  .4,  die,  Coordinaten  x dx,  y -|-  </y, 
i-frfs  hat,  so  erhält  mau  die  Flächeukräfte,  welche  auf  die  drei  um  den 


* Siehe  des  Verfassers  „Festigkeitslehre*’,  Nr.  209  u.  ff. 
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Eckpuukt  A luTiuiiliegcndeii  SpiU’neboiieii  dieso.s  Körperolpmeiites  von  der 
äussorlich  angrenzenden  Körpermasse  ausgedbt  werden,  indem  man  die 
obigen  drei  Gruppen  von  specifischen  Kräften  unter  1),  2)  und  3)  bezieh- 
ungsweise mit  — dy  dz,  — dzdr  und  — drdy  inultiplicirt,  desgleichen 
die  Kräfte,  welclie  auf  die  drei  um  den  Eckpunkt  beriimliegenden  Soiten- 
ebenen  von  der  äussorlich  angrenzenden  Körpermasse  ausgeübt  werden, 
indem  man  dieselben  Gruppen  specifiseber  Kräfte  mit  dydz,  dzdr  und 
drdy  inultiplicirt,  nachdem  sie  zuvor  um  ihre  partiellen  Differentiale,  be- 
ziehungsweise nach  X,  y und  * genommen,  vergrössert  worden  sind. 

Die  so  erhaltenen  18  Oberflächenkräfte  des  Körperelemeutes  sind  im 
Gleichgewichte  mit  den  auf  seine  Masse  wirkenden  äusseren  Kräften  und 
mit  den  Reactionskräfton  dieser  Masse  gegen  ihre  Beschleunigung.  Ist 
(i  die  specif.  Masse  des  Körpers  (Masse  der  Volumeneinheit)  im  Punkte  A, 
und  sind  im  Sinne  der  Coordinatenaxeu 
X,  Y,  Z die  Componenten  der  äusseren  Kraft  pro  Masseneinheit, 

'lic  Componenten  der  Translationsbescbleuniguiig  des  Körper- 
elementes, 

so  sind  die  Componenten  seiner  äusseren  Kraft 

— }!  X dx  dy  dz,  ft  Y dx  dy  dz,  ii  Z drdy  dz 
und  die  Componenten  der  Reactionskraft  gegen  seine  Translationsbeschleu- 
niguug 

= — ft  (p^  drdy  dz,  — fi(pg  dx  dy  dz,  — fi(p,  dx  dy  dz, 
während  die  Reactionskräftepaare  bezüglich  auf  die  Winkelbeschleuuigungen 
des  Körperelemeutes  um  drei  durch  seinen  Mittelpunkt  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen  gelegte  Axen  mit  den  betreffenden  Trägheitsmomenten  unend- 
lich klein  Ster  Ordnung  sind.  Die  ß Bedingungsgleicbungen  des  Gleich- 
gewichtes aller  auf  das  Körperelement  wirkenden  Kräfte  ergeben  die  fol- 
genden Beziehungen:* 


(la:  hy 

ör  by 


+ ^ (X-9P,)  = 0 


Iz. 


0) 


* Die  runden  ö dienen  hier,  wie  in  der  Folge  immer,  zur  Bezeichnung 
partieller  Differentialquotientcn,  im  Gegensätze  zu  den  geraden  rf,  durch  welche 
Differentiale  und  vollständige  Differeutialquotienten  bezeichnet  werden. 
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Setzt  man  hiernach  kürzer: 


‘»1 


I„  = 


Ifi,  Tx)i  Jyx  


Aj  ist; 


Ööx  , filn 
dx  dl 


+ (i  (X—fx)  = 0 


^Op  , ^ 

dy  dx  dz 


-f  (i  (F— 9>  ,)=  0 


dö^  htx  df, 

dz  dy“  dx 


+ = 0 


(2). 


Die  6 Grössen  öx,  ö^,  ö,,  lxi  G bestimmen  die  innere 
Flächenwirkung  im  Punkte  A vollständig,  denn  sie  bestimmen  nach 
Grösse  und  Richtung  (Winkel  mit  den  Axen  = «,  i,  c)  die  innere  Flücheu- 
traft  p im  Punkte  A einer  beliebigen  Ebene,  deren  Normale  AB  die  Winkel 
B,  7 mit  den  .\xen  bildet,  und  zwar  durch  die  Gleichungen: 


Q eoM  a = Ox  CO»  et  -|-  co»  y T,  eo»  ß 
p CO»  b = Og  CO»  ß G CO»  ft  fx  CO»  y 

p CO»  c = 0,  CO»  y Ij.  CO»  ß -j-  In  CO»  u 


(3), 


entsprechend  dem  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  unendlich  kleinen 
Tetraeder,  welches  von  der  körperlichen  Ecke,  deren  Kanten  AX,  A F,  AX 
sind,  von  einer  zu  AB  senkrechten  Ebene  abgeschnitten  wird. 

Die  Normalcomponente  o dieser  inneren  Flächcukraft  p ergiebt  sich 
mit  Hülfe  der  Gleichungen  (3): 

ö = p {co»  a eo»  a co»  b co»  ß co»  c co»  y) 

= öx  co«*  ft  -|-  Oy  co»^  ß ö,  co«*  y -j-  2 Ix  co»  ß co»  y -(-  2ly  cos  y co»  a 

2 I,  co»  a cos  ß . . . (4), 


woraus  daun  weiter  zu  schliessen  ist,  dass  die  Summe  dieser  Normal- 
kräfte ö für  je  drei  in  einem  Punkte  Ä sich  rechtwinkelig 
schneidende  Ebenen  gleich  gross  ist.  Auch  kann  daraus  gefolgert 
werden,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  eines  Köriiers  immer  drei  zu  einander 
senkrechte  Ebenen  legen  lassen,  für  welche  die  Tangentinlcompoueutcn  der 
inneren  Flächenkräfte  in  diesem  Punkte  = Null,  letztere  selbst  also  nor- 
mal sind. 

Deu  Gleichungen  (2)  zufolge  bedingen  sich  die  Bewegung  eines 
Körpers  und  sein  innerer  Zustand  (bestimmt  durch  den  Spanuungszustand 
nnd  durch  (i  bei  gegebener  Art  und  Aggregatform  des  Körpers)  gegenseitig, 
so  dass  im  Allgemeinen  beide  gleichzeitig  in  Untersuchung  gezogen  werden 
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müssen.  Dabei  sind  die  beiden  Fälle  eines  festen  Körpers  und  einer 
Flüssigkeit  (im  weiteren  Sinne  des  Wortes)  zu  unterscheiden,  nicht  nur  weil 
im  letzteren  Falle  die  Grössen  ö und  T ausser  den  Spannungscompouenteii 
zugleich  die  Compoiienten  der  inneren  Reibung  in  sich  schliessen,  sondern 
auch  weil  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  bei  einer  Flüssig- 
keit überhaupt  eine  andere  ,\uffassung  zu  Grunde  liegt  wie  bei  einem  fi'Steii 
Körper.  Indem  nämlich  die  Massenelemente  der  Flüssigkeit  einer  beliebige*!! 
relativen  Bewegung  fähig  sind,  wobc'i  sie  zugleich  rotiren  und  eine  unbe- 
schränkte Gestaltsveränderuiig  erfahren  können,  lässt  sich  die  Aenderuug 
ihres  äusseren  und  inneren  Zustandes  nur  mittelbar  dadurch  verfolgen,  daas 
diese  Zustände  für  dasselbe  Volumeneleinent  zu  verschiedenen  Zeiten  und  für 
verschiedene  Volumenelemente  zu  derselben  Zeit  bestimmt  werden  abgesehen 
zunächst  von  der  individuellen  Materie,  welche  in  den  betreffenden  V'oluineii- 
elcmenten  enthalten  ist.  Während  also  das  KörjK’relement,  welches  den  obigen 
Betrachtungen  hinsichtlich  der  inneren  Flächenkräfte  zu  Grunde  lag,  bei  d«*r 
Anwendung  auf  einen  festen  Körper  als  ein  Massenelement  (im  Sinne  de*r 
Definition  in  §.  1)  zu  betracliten  ist,  hat  man  es  bei  der  Anwendung  auf 
eine  Flüssigkeit  nur  während  eines  unendlich  kleinen  Zeitelementes  als  den 
Inbegriff  und  Träger  einer  individuell  bestimmten  Masse  zu  betrachten. 
Dabei  können  relativ  gleitende  Bewegungen  auch  im  Inneren  dieses  Körper- 
elementes und  von  solcher  Art  statttinden,  dass  sic  schräg  gegen  die  Ober- 
fläche desselben  gerichtet  sind,  somit  auch  die  Reibung  ebenso  wie  die 
Spannung  an  irgend  einer  Stelle  der  Oberfläche  des  Elementes  im  Allge- 
meinen aus  einer  nonnalen  und  einer  tangentialen  Componente  besteht. 

Die  Differentialgleichungen  (2)  enthalten  10  unbekannte  Functionen: 

der  unabhängig  Veränderlichen  r,  y,  z und  der  Zeit  (.  Um  sie  zur  Be- 
stimmung der  Zustandsänderungen  (der  Aenderungen  des  äusseren  und 
inneren  Zustandes)  eines  Körpers  unter  gegebenen  Umständen  geschickt  zu 
machen,  müssen  sie  so  umgeformt  und  ergänzt  werden,  dass  die  Zahl  der 
zur  Verfügung  befindlichen  Gleichungen  gleich  der  Zahl  der  darin  vor- 
kommenden Grössen  ist,  welche  als  Functionen  von  a*,  y,  s,  t zu  bestimmen 
sind.  Vor  Allem  dienen  dazu  die  allgemeinen  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Spannung(>n  und  den  Deformationen  der  Massenelemente,  sowie  zwischen 
den  inneren  Reibungen  und  den  relativen  Bewegungen  benachbarter  Ele- 
mente des  Körpers  stattfinden. 
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f 4.  DiffereBtlslgrleiehniiiifeii  znr  Untersnchang  der  ZustandsXuderung 
riaes  festen  KSrpers  unter  der  Eiunirkungr  gegebener  Süsserer  KrSfte. 

Die  inneren  Flächcnkräfle  sind  in  die.sem  Falle  lediglich  Spdnnungen, 
Jie  Grössen  o Norinalspannungen,  die  Grössen  f Tangentialspann- 
angen.  Die  reclitwinkeligen  Coordinatenaxen  werden  im  Köri)cr  fixirt 
k-T-dacht  (siehe  §.  2),  und  es  bezeichnen  x,  y,  z diejenigen  Coordiuaten 
i-ines  materielh-n  Punktes  A,  welche  dem  Falle  entsprechen,  dass  die  in 
Betracht  gezogenen  äusseren  Kräfte  = Null  sind  und  der  Körj>er  sich  in 
relativer  Ruhe  befindet,  somit  auch  alle  S]>aimuugeu  = Null  sind,*  für 
welchen  Fall  der  Zustand  des  Kürjters  sein  ursprünglicher  Zustand 
heissen  mag;  durch  diese  Coordinaten  sind  der  materielle  Punkt  desgl. 
der  materielle  Punkt  .d,  (x  dx,  y -|-  dy,  z -|-  dz)  sowie  das  paralleh^pipe- 
(lische  Ma.sseneleraent,  dessen  Diagonale  AAi  ist,  individuell  bestimmt. 
Ebenso  sind  Ä'.  Y,  Z die  Componenten  der  relativen  beschleunigenden 
Kraft  bezüglich  auf  das  im  Körper  fixirtc  Axensystem,  dessen  etwaige 
eigene  Bewegung  im  Folgenden  ausser  Betracht  bleibt,  indem  der  Zustand 
lies  Körimrs  nur  als  innerer  und  als  relativer  Bewegungszustand  aufgefasst 
wird.  Sind  nun  5,  //,  g die  Aenderungen  der  Coordinaten  j,  y,  * d(‘s  ma- 
teriellen Punktes  A,  so  sind  sie  als  Functionen  von  x,  y,  z und  der  Zeit 
t zu  bestimmen,  um  dadurch  den  Zustand  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke 
zu  kennen. 

Zunächst  ist  nämlich  durch  diese  Grössen  //,  g die  verhältuissmässig 
kleine  Deformation  des  ))arallelepipedischeu  Massenelementes  AA,  bestimmt, 
sofern  dieselbe  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  in 
einer  lAngeuänderung  der  Kauten  und  einer  Aenderuug  der  von  ihnen 
iiebildeten  ursprünglich  rechten  Winkel  besteht.  Sind  im  geänderten  Zu- 
stande 

die  Kantenlängen  = rfj:  ( 1 -}-  gj. ),  rfy  ( 1 -|-  ),  rf*  ( 1 f,  ), 

....  . , . ^ ^ ^ 
die  Kantenwinkel  z=  ~ ^ 

So  ist:** 


* Wenn  man  gewisse  äussere  Kräfte,  z.  B.  den  Atmospbärendnick  auf 
die  Olierfläche  oder  die  Schwere  des  Körpers,  bei  einer  Untersuchung  unbe- 
rücksichtigt lässt,  so  werden  auch  die  ihnen  entsprechenden  Spannungen  in  die 
ürüssen  o und  T nicht  einbegriffen. 

” In  Betreff  dieser  und  der  folgenden  Relationen  siehe  u.  A.  des  Verfassers 
..Festigkeitslehre“,  Nr.  221  u.  ff. 
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Ög  1 

btj 

^^=bz 

hl] 

bg 

" by 

~ bx 

~ bz 

+ 


= + 


öy 

hTj 

bx 


(1). 


Durch  diese  Ausdehnungen  e^,  £y,  s,  im  Punkte  A nach  den 
Richtungen  der  Axen  und  durch  die  Verschiebungen  7,,  7,  der 

beziehungsweise  diesen  Richtungen  partullelen  Seitenebenen  des  jiarallel- 
epipedischcn  Elementes  nacli  den  anderen  Axrichtungen  ist  die  Ausdeh- 
nung f im  Punkte  A nach  der  Richtung  («,  ß,  7)  bestimmt  durch  die 
Gleichung: 


t = £,  cot^a  + E»  eo»*ß  -|-  f,  cos*  7 + 7x  ß cos  y -(-  7^  cos  7 cos  a 

-f-  7»  cos  a cos  ß ..  . (2), 

aus  welcher,  der  Gl.  (4)  in  §.  3 analogen,  Gleichung  sich  ergiebt,  dass 
für  jeden  Punkt  die  Summe  der  Ausdehnungen  nach  je  drei  sich 
rechtwinkelig  schneidend(‘ii  Richtungen  constant  ist;  diese 
Summe: 


e — fl  -j-  fy  4*  £f 

hat  die  Bedeutung  der  Volumeiiausdehnung  im  Punkte  (Vergrösse- 
rung  der  Volumeneiuheit  eines  den  Punkt  A enthaltenden  unendlich  kleinen 
Masscnelementes  beim  Uebergange  aus  dem  ursprünglichen  in  den  veräu- 
derten  Zustand). 

Auch  kann  aus  Gl.  (2)  gefolgert  worden,  dass  sich  durch  jeden  Punkt 
A eines  Körpers  immer  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  legen  lassen, 
für  welche  die  Verschiebungen  7 in  jenem  Punkte  = Null  sind,  so  dass  ein 
parallelepipedisches  Massenelement,  von  welchem  im  ursprünglichen  Zu- 
stande drei  Seitenebenen  mit  jenen  Ebenen  zusammenfallen,  auch  im  ge- 
ilnderteii  Zustande  rechtwinkelig  bleibt.  Dies*;  Elxuien  sind  dieselben  wie 
di(>jenigen,  für  welche  nach  §.  3 die  Tangeutialspannungen  ~ Null,  also 
die  8i)annungen  Nonnalspaunungen  sind.  Letztere  = <J, , öj,  Ö3  heissen  die 
Hanptspannungen,  die  entsprechenden  Ausdehnungen  nach  den  Rich- 
tungen derselben  = f,,  fj,  fg  die  Ilauptausdehnungen  im  Punkte  A-, 
unter  ihnen  befinden  sich  (algebraisch  verstanden)  die  grösste  und  die 
kleinste  Normals|>annuug  ö resp.  Ausdehnung  t,  welche  im  Punkte  A nach 
irgend  welchen  Richtungen  stattfinden. 
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Die  Ileziehnn)?en  zwischen  den  Grössen  ö,  T und  f,  7,  bezogen  auf 
(]i'nselb<>n  Punkt  und  dieselben  Axrichtungen,  enthalten  verschiedene  Cou- 
stante.  welche  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  abhUngen  und  sich  für 
den  Fall  eines  isotropen  Körpers,  d.  h.  eines  Körpers,  welcher  nacl) 
allen  Richtungen  gleich  beschaffen  ist,  auf  nur  zwei  reduciren;  t*s  ist  dann 
uäinlich; 


6.=r-lG  1 

1 ^'2(!\ 

GV  ' n—2) 

\^r,=^Gy,^G\ 

1 

(M) 

<i,=  2G  ( 

1 ^'2G\ 

' w — 2/ 

1 Gy^  — G\ 

1 

’ hzj 

ü,=-2G'  1 

1 ^26-1 

1 

1 

\<h  = f’7i  ~ G'  1 

i 

, ö'/\ 

(3). 


Die  beiden  Constanteii  G und  « stehen  zu  einer  anderen  ronstanten, 
dem  souenanuteu  P^lasticitätsinodul  Ä,  in  der  Beziehung: 

6’, 

n 

mit  deren  Hülfe  der  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  t und  0 auch 
in  der  F’ürm  dargestellt  werden  kann: 

~ Or 

u 


‘ ^ « 


(4). 


Aus  diesen  Gleichungen  gebt  die  Bedeutung  der  t'onstanten  K und  « 
am  deutlichsten  hervor,  wenn  man  zwei  der  drei  Nurinalspannungeii  — Xull 

Hftzt;  z.  B.  =■  ö,  = 0 gi(d)t:  E = und  n — — ^ ^ . 


bie  Bedeutung  der  Constauteu  G ist  ohne  Weiteres  aus  den  Gleichungen: 


f, 

7a  7h  7‘ 

‘Tsichtlich.  Die  fonstanten  E und  G sind  für  verschiedenartige  Köri>er 
s-hr  verscliiedeu;  « dagegen  hat  nur  wenig  verschiedene  Werthe  für  alle 
Hdcbe  Körper,  welche  uäherungsweise  als  isotrop  gelten  können,  und  hat 
sich  insbesondere  für  Kupfer,  Messing.  Eisen  und  Glas  nach  Versuchen  von 

Gr»ffh«f,  theuret.  Mt«chiD«olehrtt.  I.  »2 
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§.  4. 


Wertheim  und  von  Regnault  = 3 bis  4 ergeben*  Theoretische  ünter- 
snchnngen  auf  Grund  der  atomistiscfaen  Ansicht  in  Betreff  der  Constitution 
der  Materie  lassen  vermuthen,  dass  n sich  um  so  mehr  der  Qrenze  4 
nähert,  je  vollkommener  die  Isotropie  des  Körpers  ist.** 

Wenn  man  die  Ausdrücke  von  G„  0^,  ö^,  7^,  7»»  7,  als  Functionen 
von  g,  //,  ^ nach  Gl.  (3)  zusammen  mit  den  .\usdrücken  der  Beschleunignngs- 
coraponenten: 

hh,  ö*; 


in  den  Gleichungen  (2)  von  §.  3 substituirt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht 
daran  f.  dass 


bOj  bl. 


br 


-h 


dz 


^ by 


= ^ ^ Uy*  + «-2  8;  / + ^ ^ I V b^-^) 

b /Äg  brj  , 2 de  d*g 

dx  \dx  dy  dt/  n — 2 dx  dx*  dy*  ds®J 


= G 


— r — 4-  4-  4-  — 

— l„_2  hx  dx*  dy®  bz*J 


ist  und  dass  die  zweite  und  dritte  jener  Gleichungen  in  Beziehung  auf  die 
y-Axe  resp.  z-Axe  ebenso  gebildet  sind  wie  die  erste  in  Beziehung  auf  die 
x-Axe : 

/ « de  , d®5*  d®s‘  ö®s\  , / 

Vn— 2 dx  dx»  dy®  d*®j  + dt®/  “ ^ 


dy® 

dy'^dx*  + dy®+  d;»j+-" 


= 0 


(n — 2 dy  dx®  dy® 

/ w de  d ®C  , d ®c  d *C\  / „ b *^  \ 

(,71:2  + d7®  + dy®  + diO  + dt»)  = 

Durch  diese  Gleichungen,  in  welchen 

^5  I btj  d? 

dx  dy  dz 


d»;y 

dt® 

d»^ 

dt» 


• • (5). 


• In  Betreff  der  Versuchsmethode  siche  des  Verfassers  „Festigkeitslehre", 
Nr.  Küt. 

**  Siehe  u.  A.  „Studien  zur  mathematischen  Theorie  der  elastischen 
Kflri)or“  von  .1.  Dienger  in  Grunert’g  Archiv  der  Mathematik  und  Phj'sik, 
2;l.  Theil. 
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i?t  und  (i  (ursprüngliche  specif.  Masse  im  Punkte  x,  y,  »)  sowie  die  Com- 
ponenten  X,  F,  Z der  beschleunigenden  Massenkraft  ini  Allgemeinen  als 
Fimctioneu  von  x,  y,  z gegeben  vorausgesetzt  werden,  sind  mit  Rücksiclit 
aofdie  gegelxineu  Oberflächenhediugungen  (Oberflächenkräfte,  Unterstützung 
cder  Befestigung  des  Körpers  an  gewissen  Stellen  der  Oberfläche)  und  den 
gegebenen  Anfangszustand  (äusseren  und  inneren  Zustand  für  < = 0)  die 
lirüssen  jy,  J Functionen  von  x,  y,  z und  l bestimmt.  Somit  ist  dann 
weh  für  jeden  Augeublick  durch  die  Geschwiudigkeitscomponenten 

ö/y 

0/  ’ ’ ht 

der  relative  Bewegungszustand,  durch  die  Grössen  d und  l nach  Gl.  (3i 
der  Spannnngszustand  und  mit  e auch  die  specif.  Mas.se  = //  (1 — e)  in 
allen  Punkten  des  Körpers  bestimmt.  — 

Bei  den  späteren  Untersuchungen  wird  in  der  Regel  vorausgesetzt, 
dass  der  innere  Zustand  für  jeden  Punkt  eines  KörjK'rs  durch 
nor  zwei  Grössen  bestimmt  sei.  Soll  das  für  einen  festen  Körper 
gelten,  so  müssen  alle  Tangentialspannuugen  für  beliebige  Ebe- 
Ben=:Null  sein,  was  u.  A.  jedenfalls  voraussetzt,  dass  auf  die  Oberfläche 
des  KörjK'rs  nur  normale  äussere  Kräfte  wirken.  In  den  Gleichungen  (3) 
io  Torigem  §.  ist  dann: 

G = f , = G = 0 
<uh1  für  jede  Richtung  o,  jü,  /: 

a = a,  b = ß,  c = y, 

folglich 


d.  h.  die  Normalspannung  in  irgend  einem  Punkte  für  alle  Ebe- 
gen  gleich  gross.  Wird  dieselbe,  welche  dann  schlechtweg  die  Spaun- 
ong  im  betreffenden  Punkte  genannt  werdiui  kann,  mit  0 bezeichnet, 
w ist  durch  //  und  ö bei  gegebener  Art  und  Aggregat  form  des  Körpers 
5cin  innerer  Zustand  ira  fraglichen  Punkte  bestimmt.  Nach  den  Gleichungen 
(2),  §.  3 ist  dann: 

ho  ho 

-f  ,«  (X — = 0;  -j-  //  ( F— = 0;  -f  // \Z — <fi,)  = 0 . (6), 

»oraus  ira  Falle  relativer  Ruhe,  für  welchen  yz  und  o nur  von  x,  y,  z 
abhängig  sind, 

do  = — fi  (Xdx  Y dy  Zdi) ^7) 

folgt.  Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  vollständige  Differential 

2» 
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ciuer  Function  von  ar,  y,  z ist,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  rechten  Seife, 
d.  h.  es  giebt  eine  gewisse  Function  /’(*,  y,  t)  der  Art,  dass 

,v  ' =-sr" • ■ 

ist.  Aus  Gl.  (7)  folgt  damit: 

ö = — F{.r,  y,  z)  -f  Cond., 

wobei  die  Constante  durch  den  äusseren  Druck  = j>„  in  irgend  einem 
Punkte  x„,  y„,  z„  der  Oberfläche  bestimmt  ist;  nämlich ; 

Cond.  = — -f-  yy,  Zy). 

Der  Körper  kann  in  diesem  Falle  durch  Flächen  gleicher  Spann- 
ung, deren  Gleichungen 

y,  *)  = 

sind,  unter  C verschiedene  Constante  verstanden,  in  unendlich  dünne 
Schichten  zerh'gt  werden  so,  dass  nur  von  einer  zur  anderen  Schicht  die 
Spannung  sich  ändert. 

Ist  schon  X dx  -j  }'rfy  Zdz  = d/{x,  y,  z)  das  vollständige 
Differential  einer  Function  von  x,  y,  z,  also 

do~—ft  dj\x,  y,  z)  = — dl\x,  y,  z\ 
so  ist  fl  eine  Function  der  Function  /;  die  Gleichung: 

/ {x,  y,  zl  = c, 

unter  c verschiedene  Constante  verstanden,  gehört  dann  einer  Schaar  von 
Flächen  an,  in  deren  sämintliclien  Funkten  fi  und  o gleich  gross 
sind. 

Wären  die  äusseren  Massenkräfte  — Null  (AT  = Y = Z ^ 0'. 
so  hätte  die  Function  / für  alle  Funkte  des  Körpers  denselben  Werth,  und 
es  müssten  also  auch  //  uiul  o in  allen  Funkten  gleich  sein,  ins- 
besondere — ö yu  = ilem  äusseren  Druck,  welcher  für  alle  Funkte  der 
Oberfläche  gleich  sein  müsste. 

Wäre  umgekehrt  yy  — Cond,  gegeben,  so  würde  daraus  nur  folgen, 
dass  die  OberHäche  eine  Fläche  gleicher  S])annung  ist,  also  der  Flächeu- 
schaar : 

F {x,  y,  z)  = C 

angehört.  — 

Diese  letzteren  Hemerkungen  über  die  Flächen  gleicher  Spannung  gelten 
ebenso  wie  die  Gleichung  (7)  allgemein  für  alle  Körper,  in  welchen  keine 
Tangentialsiiannungen  Vorkommen.  Hei  Flüssigkeiten  werden  sie  später  in 
der  Hydrostatik  als  sogenannte  Niveauflächen  in  Betracht  koiiunen. 
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ü.  5^  IHfferentialirleiehuntren  zur  rntersuchuiiiT  der  ZustandsUnderunir 
eiier  Plflssiirkelt  (im  iTeiteren  Sinne)  unter  der  Einwirkunfc  jfre^ebener 

Süsserer  Krlfte. 


Die  Coonlinatenaxcn  werden  im  allf{enioinen  Falle,  da.ss  die  Flüssig- 
keit in  relativer  Bewegung  ist,  ausserhalb  derselben  rtxirt  gedarbt  au  das 
li<•ftss.  die  Röhre,  den  Canal,  überhaupt  das  System  fester  Wilnde,  worauf 
die  Ib'wegnng  iler  Flüssigkeit  bezogen  wird.  Die  Coordinaten  x,  y,  z eines 
rjumlichen  Punktes  A können  dann  aueh  als  die  Coordinaten  des  materiellen 
l'nnktes  der  Flüssigkeit  betrachtet  werden,  welcher  sich  zur  Zeit  t im 
Tirnkte  A des  Raumes  befindet;  x,  y,  z sind  im  ersteren  Falle  unabhängig 
■•»riabel  iui  letzteren  Falle  l'uuctioneu  von  l.  Ebenso  können 


die  specifische  Ma.ssc  = (t, 

die  Componenteu  der  beschleunigenden  Masseukraft  = X,  Y,  Z, 
die  Componenten  der  Beschleunigung  = und 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  = «,  r,  w 
im  Punkte  A des  Raumes  zur  Zeit  (,  welche  Grössen  Functionen  der  (hei 
dieser  .knffassiing  unabhängigen)  Variablen  x,  y,  z,  t sind,  auch  auf  den  ma- 
teriellen Punkt  bezogen  werden,  welcher  sich  zur  Zeit  t im  Punkte'  A des 
Raumes  befindet,  wobei  dann  x,  y,  z Functionen  von  ( sind  und 


rfx 
di  ’ 


rfy 

dt' 

hu  dz 


dt 

dt  ' 


du  fi«  ft«  dr  hu  dy 

dt  ht  ftx  dt  hy  dt  ftz  dt 


hu 

ft« 

-f 

ft« 

hu 

— 

ht 

-i 

" ftx 

^!/ 

r «> 

hz 

dr 

hr 

ftr 

-4--  r 

fte 

~dt~ 

~ht 

-f 

“ftx 

•V 

-f 

hz 

die 

htc 

+ 

hie 

ft«? 

-f-  le 

htv 

ht 

“ft>- 

•V 

hz 

U) 


tt.  Die  inneren  Flächenkräfte  (p,  0 und  f'i  der  Formeln  in  §.  H sind 
jetzt  aus  Spannungen  und  inneren  Reibungen  zusammengesetzt.  Wenn  man 
alsT  den  Begriff  einer  Flüssigkeit  dahin  ergänzt,  dass  ihre  Massenelemente 
nicht  nur  einer  unbeschränkten  Gestaltsänderung  fähig  sind,  sondern  dass 
‘'iner  solchen  an  und  für  sich,  d.  h.  abgesehen  von  einer  gleichzeitig  statt- 
hndenden  Volumcuänderuug  und  relativ  gleitenden  Bewegung,  sich  auch 
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kein  Widerstand  entgegensetzt,  wenn  man  wenigstens,  was  tropfban* 
P’Iüssigkeiten  betrifft,  die  mathematische  Untersuchung  auf  solche  ideale 
oder  vollkommene  Flüssigkeiten  beschränkt,  welche  (wie  luftförmige 
Flüssigkeiten  unbedingt)  jener  Voraussetzung  vollkommen  widerstandsloser 
Gestaltsünderung  der  Massenelemente  entsprechen,  so  sind  die  Tangential- 
spanuungen  — Null,  die  Grössen  l also  lediglich  innere  Reibungen.  Be- 
zeichnet man  dann  mit  p,  und  p die  Pressungen  der  Flüssigkeit 

im  Punkte  ^ (x,  y,  2}  für  Ebenen,  die  zu  den  Richtungen  -EV,  -4F, 
und  Jß  («,  li,  y)  senkrecht  sind,  welche  Pressungen  hier  statt  der  ent- 
gegengesetzten Normalspaunungen  eingeführt  werden,  da  letztere  negativ 
siml,  wenigstens  nur  bei  tropfl)aren  Flüssigkeiten  kleine  positive  Werthe 
haben  können,  die  dann  ausnahmsweise  negativen  Werthen  der  Pressungen 
p entsiirechen  würden,  bezeichnet  man  ferner  mit  ö,,  ö^,  öj  die  Normal- 
componenten  der  inneren  Reibungen  im  Punkte  für  die  zu  ^X,  AY,  AZ 
senkrechten  Ebenen,  mit  p die  innere  Reibung  im  Punkte  A der  zur  Rich- 
tung AH  senkrechten  Ebene,  und  mit  «,  b,  c die  Richtungswinkel  von  q 
mit  den  t'oordinateua.xen,  so  gehen  die  Gleichungen  (.‘1),  §.  3 über  iu: 

— p coK  a Q cosa  = ( — pj.  0^)  co»  a lg  cos  / -(-  G cos 

— p cos  ii  Q cosb  — { — pg  Ojf)  cos  (i  G cos  ß -j-  f,  cos  y 

— p cosy  ^ Q cosc  — ( — p,  -f-  O,)  cos  y -j-  cos  ß fg  cos  a . 

Unter  der  Voraussetzung,  das.s  die  Pressung  und  die  innere 
Reibung  sich  unmittelbar  nicht  gegenseitig  bedingen,*  müssen 
diese  Gleichungen  von  den  Pressungen  unabhängig  von  den  Werthen  der 
inneren  Reibungen,  und  von  letzteren  unabhängig  von  den  Werthen  der 
ersteren  erfüllt  werden;  daraus  folgt: 

P = Px=Pg=P> 

und  Qcosa  = 6^  cos  a.  l,j  cos  y + G cos  ß 
Q cos  b — OgCos  (i  -f-  G eo*  a -{-  G <'o*  y 
Qcose—  Ol  cos  y ^ It  cos  ji  -j-  G 
für  alle  Richtungen  ß,  fl,  y. 

Die  hiernach  im  Punkte  A für  alle  Ebenen  gleiche  Pressung  p kann 
schlechtweg  die  Pressung  der  Flüssigkeit  in  diesem  Punkto  genannt 

* Diese  Annahme  ist  den  tlieorctischcu  Untersuchungen  über  die  Flüssig- 
keitsreibung fast  allgemein  zu  Grunde  gelegt  worden,  mit  Ausnahme  von  Euler, 
welcher  die  Reibung  auch  in  Flüssigkeiten  (wie  zwischen  festen  Körpern)  der 
Pressung  projmrtional  setzte;  die  aus  der  üblichen  Annahme  gezogenen  Folge- 
rnngen  sind  indessen  mit  der  Erfahrung  iu  Einklang. 


Digitized  by  Google 


§.5. 


ZT7STAND8ÄNDEBCNO  EINER  FLÜSSIGKEIT. 


23 


werden;  sie  bestimmt  mit  der  specif.  Masse  /<  (oder  dom  spc'cif.  Volumen 
resp.  dem  spccif.  Gewicht)  deu  inneren  Zustand  in  diesem  Punkte. 

Da  nun  die  in  §.  3 für  die  rcsultirenden  inneren  Flächenkräfte  auf- 
in’stellten  Gleichungen  (3)  auch  für  die  inneren  Reibungen  allein  gelten, 
50  lassen  sich  auch  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  ohne  Weiteres  auf 
die  inneren  Reibungen  übertragen.  Insbesondere  gilt  auch  für  sie  die  dor- 
tige Gl.  (4).  und  es  ist  in  jedem  Punktet  die  Summe  der  Normal- 
compouenten  der  inneren  Reibungen  für  je  drei  sich  rcchtwin- 
kclig  schneidende  Ebenen  gleich  gross. 


•knsdrücke  für  die  tangentialen  Reibungskräfte  fgi  G ergeben 
sich  ans  der  schon  von  Newton  gemachten,  seitdem  von  den  meisten  Au- 
toren zu  Grunde  gelegten  und  durch  gewisse  Erfahrungen,  von  denen  in 
der  Hydraulik  später  die  Rede  sein  wird,  genügend  bestätigten  Annahme, 
'lass  die  Reibung  zwischen  zwei  ebenen  Flüssigkeitsschichten  von  der  Dicke 
dn.  welche  sich  nach  einer  gewissen  Richtung  AC  (Fig.  1)  längs  ihrer  Be- 
ruhmngsebene  F mit  den  Geschwindigkeiten  e und  c de  bewegen,  der 
de 

Oröss«'  — proportional  sei,  also  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  sich  die 
art 


Gt*schwindigkeit 

Fig.  1. 


von  einer  zur  anderen  Schicht  ändert.  Indem  de  die  re- 
lative Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  A^gegen 
den  materiellen  Punkt  A im  Sinue  AC  ist  (AN  — dn 
normal  zur  Berührungsebene  F der  beiden  Schichten), 


i so  ist  auch  , die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 

~4  ? i- 

sich  AN  gegen  AC  hin  dreht,  oder  die  Winkelge- 
schwindigkeit, mit  welcher  sich  der  rechte  Winkel  NAC  verkleinert.  Be- 
zeichnet man  die  entsprechende  innere  Reibung  im  Punkte  A der  zu  AN 
"cnkrcchten  Ebene  F nach  der  Richtung  AC  mit  l„c  und  betrachtet  sie  als 
die  Kraft,  welche  die  im  Sinne  AN  an  die  Ebene  F grenzende  Flüssigkeits- 
Schicht  auf  die  Flächeneinheit  von  F ausübt,  so  ist  nach  dem  Newton’- 
schen  Princip: 


de 

dn 


Dabei  ist  R eine  erfahrungsmässig  zu  bestimmende  Constante,  welche  für 
verschü^dene  Flüssigkeiten  und  vielleicht  auch  für  verschiedene  Zustände 
licrseiben  Flüssigkeit  verschieden  sein  mag,  indem  sie  nur  als  unabhängig 
von  der  Pressung  vorausgesetzt  wird. 
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Fi(c.  S. 

Es  sei  nun  A ein  inatoriollcr  Punkt  der  Flüssigkeit, 
dessen  Coordinateii  zur  Zeit  t = x,  y,  z sind, 

X,  y 4-  <iyi  z die  entspreclieiiden  Coordinaten  des 
materiellen  Punktes  ä, 

*'  \l  X,  y,  2 4-  '/z  die  entsprechenden  Coordinaten  des 

materiellen  Punktes  c. 

Im  Zeitelemente  dl  ist  dann  die  partielle  relative  Verrückung  von  h 
gegen  A in  Folge  der  Verschiedenheit  der  Cieschwindigkeitscomponenteu 
dieser  beiden  Punkte  im  Sinne  AZ-. 

II  I I 

hb,  = c—  «V  dt 
‘ 

und  dieselbe  von  c gegen  A in  Folge  der  Verschiedenheit  der  Geschwin- 
digkeitscomponeuten  ira  Sinne  AY-. 

öe 

ec.  = . - dz  dl, 
o« 

also  die  Verkleinerung  des  rechten  Winkels  bAc 


■ bAb^  4- 


dy  dz 


_1_ 


hw\ 


hy  ] 


dl 


und  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Verkleinerung  zur  Zeit 
l stattiindet, 

Dieselbe  kann  auch  entweder  als  Folge  der  resiiltirenden  relativen 
Bewegung  von  b gegen  A im  Sinne  At-i  oder  als  Folge  der  resultirendeii 
relativen  Bewegung  von  c gegen  A ini  Sinne  Abi  betrachtet,  und  dem- 
gemäss die  entsprechende  innere  Reibung  im  Punkte  A 
für  die  zu  A V senkrechte  Ebene  mit  f,,, 
für  die  zu  AZ  senkrechte  Ebene  mit 
bezeichnet  werden.  Beide  sind  einander  gleich 
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Die  Normalronipononten  fl,,  der  iuuoren  Reibungen  im  l’iinkto 
A für  dio  Ebciion  YAZ,  ZAX,  XAY  sind  dem  Nowton’sehen  Principe 
ci-mäss  auch  als  lineare  Functionen  der  j)artiellen  Differentialqnotienten 
von  »f,  r,  w nach  x,  y,  z nnznnelinieii,  wonach  sie  im  Allffeineinen  aus  je 
9 Gliedern  bestehen  konnten;  indessen  erfiiebt  sich  /.uniiehst.  eine  Be- 
schränkung dieser  Zahl  durch  die  folgende  Krwilguiig. 

Es  sei  AS  irgend  eine  von  A ans  gezogene  Richtungslinie,  deren 
Winkel  mit  den  Axen  — «,  ß,  y sind.  AAj  ^ ds  ein  unendlich  kleines 
I^ngciielenient  von  AS,  dessen  Projectionen  auf  die  Axen  = dx,  dy,  dz 
sind.  Dann  ist  zur  Zeit  t die  Geschwindigkeit  im  Punkte  A nach  der 
Richtung  AS: 

c = u cn»  ff  r coi  ß f-  w coK  Y 

und  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  A,  nach  derselben  Richtung: 


de 

5u 

5m 

5k  \ 

« + 

5x 

dx 

4 

5y 

hz^^) 

cos  rc 

+ ( 

5c 

5c 

5c  \ 

c f 

hx 

dx 

+ 

5z 

CO»  ß 

+ ( 

hu’ 

hw 

5m^  \ 

w - j- 

hx 

dx 

+ 

, *1 
5z  / 

co»Y, 

abo 

dr 

dy 

dz 

=-  f OA  a , 

da 

ds 

z= 

— eos  Y 

5c 

CO»  * ß 

hw^ 

=:  coit  * 

nx 

5y 

hz 

cos 

*^-H5z 

■^5y. 

)co8  cos  y 

. 5m\ 

5c  \ 

I 

\57 

+ 5; 

j y 

cos 

«+(5y 

■'  J 

cos  n CO»  ß 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  der  Gl.  (2')  in  §.  4 analog  ist,  folgt 
für  die  (»eschwindigkeiten  c,,  Cj,,  im  Punkte  A nach  irgend  drei  zu 
einander  senkrechten  Richtungen  AS^,  AS^,  AS^  die  Relation: 


dc^  dc^ 

(/»,  d»^ 


rfc,, 

f/*., 


5m 

5.r 


5c  5m> 
5y  ^ 5z 


Die  Bedeutung  dieser  für  je  drei  zu  einander  senkrechte  Richtungen 
in  deni-selben  Punkte  und  .\ugenblickc  gleich  grossen  Summe,  welche  in  d(>r 
f olge  mit  A bezeichnet  werde,  also: 


5m  5c  5)0 

5x  5y  5z 


(■»), 


ist  leicht  erkennbar.  Denkt  mau  sich  das  rcchtwiukclig  parallclepipedische 
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Kaamelemont  AAi,  dessen  diametral  gegenüber  liegende  Eck|innkte  A und 
Ai  die  (’oordinaten  z,  y,  » und  j;  -j-  rfx,  y -f  </y.  z -f~  haben,  so  ist 

<iu  ?ir  (V»r 

du  dz  . dz  dl  dz  dz . dy  dt  -f  dz  dy  . dz  dt  — dz  dy  dz  . d . dt 
or  oy  OS 

die  Summe  der  Flüssigkeitsvolnmina,  welche  im  Zcitelemente  dt  durch  die  um 
Ai  hernmliegenden  Seitenebeneu  .ins  diesem  Kaumelemente  mehr  heraus- 
fliesseu.  als  durch  die  um  benimliegeiideii  Seitenebenen  hineinflicssen,  und 
es  ist  also  A die  Vergrösseniiig,  welche  dieses  Raumelement  pro  Volunieii- 
einheit  in  der  Zeiteinheit  erfahren  würde,  wenn  es  um  das  Volumen  der  aus- 
fliessenden  Flüssigkeit  vergrössert  und  um  das  der  hiueiufliessenden  Flüssig- 
keit verkleinert  würde,  und  wenn  der  augenblickliche  Hewegungszustand 
während  der  Zeiteinheit  unverändert  bliebe.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 
diese  Grösse  A für  jedes  solche  Kaumelenient  bei  A gleich  gross  ist,  ist 
sie  ein  Maass  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Volunicn- 
änderuug  der  Flüssigkeit  iiu  Punkte  A stattfiudet. 

Indem  nun  auch  die  Summe: 

Öje  -f"  'J.v  4“ 

für  den  betreffenden  Punkt  A deuselben  Werth  behalten  muss,  wie  immer 
das  System  der  Coordinateuaxen  gedreht  werden  mag,  so  können  mit  Rück- 
sicht zugleich  auf  die  isotrope  Beschaffenheit  eines  flüssigeu  Körpers  die 
Normalcomponenteu  der  iuncren  Reibung  im  Allgemeinen  folgende  Aus- 
drücke haben: 

s + W 
rt,  = s ^ + r J 

öy 

öie  . _ , 

o,  = S ^ -j-  TA . 


Darin  sind  iS  und  TConstaute.  Wenn  aber  bei  A die  Bewegung  nur  längs 

der  Ebene  YAZ  stattfiudet,  wenn  also  u und  ^ = Null  sind,  so  muss  auch 

oz 


offenbar  ö„  = Null,  also  T = Null  sein,  so  dass  sich  die  obigen  Ausdrücke 
reduciren  auf: 


ßx  — 


ö» 


= S 


hw 
öz  ’ 


p]benso  ist  daun  die  Nonnalcompoueute  ö der  inneren  Reibung  für 
eine  Ebene,  deren  Normale  AH,  längs  welcher  die  Geschwindigkeit  = e ist, 
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mit  den  Coordinatenaxcn  die  Winkel  a,  ß,  7 bildet,  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (2)  und  (3); 


dt 

0 = *S  --  =r  S 
ii 


hx' 


■a  -r 


he 

hy 


i i * 

fOÄ*  p -j-  C—  COS^ 

08 


-f-  ^ (fx  CO»  ß co»y  l„  cot  y co»a  4 l»  cos  « cot  ß) 
R 


— OxCo»^  a öy  cos*  ß -j-  ö,  c<w*  7 -f- 


-f-  (Ijc  cos  ß cosy  fff  cos  y cos  a -f  cos  a cos  ß). 
K 


Damit  diese  Gleichung,  wie  nöthig,  mit  der  Gl.  (4)  in  §.  3 für  alle 
Werthe  von  a,  ß,  y übereinstimmo,  muss  2Ä,  also  schliesslich 


hu 

öx  = 2Ä  ; 


hv 


hin 


(5) 


«ein.  Die  .\iialogie  dieser  Ausdrücke  unter  (2)  und  (5)  für  die  Compo- 
nenten  der  inneren  Flüssigkeitsreibung  mit  den  Ausdrücken  unter  (3)  in 
§.  4 für  die  Spannungscomponenten  eines  festen  Körpers  fllllt  in  die 
-tagen;  sie  ergeben  sich  aus  jenen  Ausdrücken  für  die  Spannungsconipo- 
Bcuten  mit  n = co  und  durch  Substitution  von  u,  v,  to  für  g,  »/,  g sowie 
von  R für  G. 

W enn  man  nun  in  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  (2),  §.  3 
— P dz  für  öx,  — p -\-  6„  für  d,j,  —p^  Oz  für  ö, 
setzt,  daun  für  o^,  öy,  0,  die  Ausdrücke  (5), 

für  fx,  Iz  „ „ (2), 

9s  » r,  (1), 

so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  zl  für  die  Summe  Gl.  (4): 


ir  1 

hu 

+ 

8m 

+ 

hu 

-f 

hu 

R 

/hJ 

, h*K 

h*M 

~~ilhx 

""87 

“hx 

"öy 

(hx 

+ hx* 

+ ^ « 
hy- 

+ ST.) 

rr  1 

ör 

+ 

hv 

+ 

he 

+ 

hv 

R, 

7hzl 

, h»r 

hh 

, h*r\ 

“hi 

”hy 

'%z~ 

\i>y 

+ hx=* 

+ 8.>) 

1 hp 

+ 

hw 

hw 

+ 

hw 

Äi 

fhj 

, hhn 

h*«c 

h*(x\ 

. ) 

/C 

1 a. 
1 

N! 

8^ 

“hx 

“’hz' 

■7<' 

Khz 

+hi« 

~^h?' 

+s.) 

Damit  durch  diese  Gleichungen  die  5 Grössen  u,  v,  w,  p,  p als  Func- 
tionen von  X,  y,  z,  t mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Oberflächenbeding- 
nn^en  und  den  gegebenen  .\nfangszustand  bestimmt  seien,  sind  noch  zwei 
weitere  Relationen  zwischen  ihnen  erforderlich.  Eine  derselben  ergiebt 
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sich  durch  dir  Erwäguug  (analog  der  obigen,  welche  zur  Erkennung  dor 
Bedeutung  von  J gedient  hatte),  dass  im  Zeiteleinente  dt  aus  dem  recht- 
winkelig paralhdepipedischen  Raumelemente  dr  dy  dz  mit  der  Diagonale 
AA^  durch  die.  um  A,  hernmliegendeii  Seitenebenen  eine  gewisse  Flüssig- 
keitsmasse mehr  herausfliesst , als  durch  die  um  A herumliegenden  Reiten- 
ebenen hineinfliesst,  welche  sich  ausdrUcken  lässt  durch: 


dy  dz . 


h(fni) 


dx  dt  f dz  dr . ’ dy  dt  \ drdy.  dz  dt, 

oy  02 


welche  aber  mit  Rücksicht  auf  die  coiitinuirliche  Raumerfüllung  durch  die 
Flüssigkeit  auch 


=r  — dx  dy  dt 


'V 

8/ 


dt 


ist,  woraus  sich  die  Continuitätsgleichung: 

?»(//«)  h{(i 


h(i 


fty  8s 


(7) 


ergiebt.  Statt  der  specifischen  Masse  [i  wird  in  der  Folge  gewöhnlich  das 


specifischc  Volumen  = — zur  Charakterisiruug  des  inneren  Zustandes  be- 
Itü 

nutzt,  d.  h.  das  Volumen  der  Gewichtseinheit. 


§.  6.  Deformationsarbeit  und  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  eines  KSrpers. 

Bei  einem  in  continuirlicher  Zustandsiinderung  begriffenen  Körper 
seien  zur  Zeit  t im  Punkti»  A (x,  y,  z):  «,  r,  w die  Componenteu  der  Ge- 
schwindigkeit nach  den  Richtungen  der  rechtwinkeligen  roordinatenaxen. 
X,  Y,  Z die  Comi)onenten  der  beschleunigenden  Massenkraft, 

//  die  specifischc  Masse. 

Ein  unendlich  kleines  Massenelement  des  Körpers  habe  zur  Zeit  t die 
Form  eines  rechtwinkeligen  Paralhdepipeds  mit  den  gegenüber  liegende« 
Eckpunkten  A (x,  y,  a)  und  A^  (x -j-  dx,  y -I-  dy,  z 1 dz),  so  ila.ss  seine 
Masse 

fl  d V=  fl  .dxdy  dz 

ist.  Für  eine  unendlich  kleine  Zustaudsänderung  des  Körpers  im  Zcit- 
eh'mente  dt  ist  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft,  iliescs  Massenelementes: 

dL  = fiö  V(ti  du  -\-  vdv  w dw) 
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dM—fiÖ  V{Xu  -I-  IV  -i  Zu-)  dt. 

Setzt  man  also  in  den  all«eineinen  Gleichungen  (2),  §.  .‘1: 


du 


dv 


dt'  "^”~dt' 


(f,= 


dw 

dt 


autl  multi])Iieirt  dann  die  GleielinnRen  bezielmngsweise  mit 
d V.  u dt.  d r.  V dt.  6 J'.  w dt. 
so  ergiebt  sich  durch  ihre  Addition: 


mit  dOi 


dl.  dM 

' f\x 

, /H, 
^ Uy 

<tz  / 

/Ö04 

K\ 

hx) 

11) 

(-')• 


Dieses  dO^  ist  die  Arbeit  der  Fliichenkräfte,  mit  welchen  die  das 
Masseuelenieut  umgebende  Korpemiasse  auf  seine  Ohertläche  wirkt,  insoweit 
dn-se  Arbeit  von  der  Deformation  (Volumen-  und  Gestaltsäuderuug)  des 
Mas-senelemeutes  während  des  Zeiteleiiu'ntes  dt  unahhängig  ist,  indem  dann 
Gl.  (1)  dem  hekannten  Satze  entsprichf,  d;iss  für  einen  materiellen  Punkt 
wier  für  ein  starres  Massensystem  der  Zuwachs  an  leheiuliger  Kraft  = der 
'umme  der  .Arbeiten  aller  äusseren  Kräfte  (Massen-  und  Oherflächenki’ätte) 
ist.  Die  ganze  Arbeit  dO  jener  Oberttächenkräfte  des  Massenelementes, 
insoweit  dieselben  Spannungen  sind,  enthält  ausser  rfO,  noch  einen  anderen 
I'»‘standtheil  dO^,  welcher  von  der  Deformation  des  Massenelementes  ab- 
luDgt.  Es  ist  nämlich  zunächst  die  Summe  der  .Arbeiten  deijenigen  Kräfte, 
welche  auf  die  beiden  zur  a--.Axe  senkrechten  Seitenehenen  wirken. 


: dt/  dz 


— u dt  ( 

— r,^vdt-\- 


h <>r «)  , 1 , 
(ix  « ^ X dx  \ dt 
ox  J 


l’x»*’ 


OT 


dt 


Iti  «>  dt  4 fxj  - rf  r I dt 

L o-r  J 
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az  ox  ÖT  J 

mit  den  kürzeren  Bezeichnungen: 

Tg  für  r„  und  T,  für  T^g. 

Analoge  Ausdrücke  gelten  für  die  Arbeiten  der  auf  die  anderen 
Seitenebenen  wirkenden  Kräfte,  so  dass  im  Ganzen 

Ö(öx «)  I ^('^1  *0. 

ftx  öa: 

I 

by  by  by 

d(Otte)  d(fjrv)  diTgU) 

bz  bz  ^ bz 


ist.  Ans  den  Gleichungen  (2)  und  (.1)  folgt: 


Diese  Arbeit  ist  der  Theil  von  dO,  welcher  zur  Deformation 
des  Massenelementes  verbraucht  wird;  er  ist  entgegengesetzt  gleich  der 
Arbeit 

dE=r  — dOg , 

welche  das  Massenelemeut  selbst  durch  seine  Deformation  verrichtet  und 
welche  die  Deformationsarbeit  desselben  bei  der  fraglichen  unendlich 
kleinen  Zustandsänderung  genannt  werden  soll.  Indem  die«’  Deformations- 
arbeit nur  von  den  Spannungen,  nicht  vou  den  etwaigen  Reibungen  an  der 
Oberfläche  des  Massenelementes  verrichtet  wird,  sind  unter  den  Grössen 
ö und  r,  welche  in  Gl.  (2)  zugleich  Spannungen  und  innere  Reibungen  sein 
können,  in  Gl.  (4)  nur  Spannungen  zu  verstehen;  in  der  That  beziehen 
sich  die  in  diesen  letzteren  Gleichungen  vorkommenden  Differentialqnoti- 
euten  von  m,  v,  w nach  x,  y,  z nur  auf  solche  Geschwiudigkeitsänderuug«'n, 
welche  innerhalb  des  betrachteten  Massencleinentes  stattfinden,  während 
die  inneren  Reibungen  durch  die  relativen  Geschwindigkeiten  benachbarter 
Massenelemente  bedingt  sind. 
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Wenn  man  mit  jy,  g die  Wege  bezeichnet,  welche  der  materielle 
Punkt  der  sich  zur  Zeit  t im  Raumpunkte  A befindet,  während  dieser  Zeit 
t nach  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  dnrchlaufen  hat,  so  sind  ^ //, 
j Fnnctionen  von  x,  y,  2,  t,  und  es  ist: 

öw 

” ^ Sr 

Sind  ferner  tg,  i,,  j',,  y,  die  Ausdehnungen  und  Verschie- 
bungen, welche  den  Deformatiouszustand  des  Körpers  im  Punkte  A zur 
Zeit  t bestimmen  und  welche  mit  5,  /y,  g durch  die  Gleichungen  (1),  §.  4 
msanuneuhängeu,  so  ist: 


^ ^ ^ öx  ht  I ^x)  ^ ht  ' • (V 

öic hhj  ö /firy 

6s  5«  öf  (iz  &<  btf  ht  V8z  8y/  8<  ’ 


hyj 

, , ä/c  , hu  {i/„ 

ST + S=  !i<' 


Somit  ist  nach  Gl.  (4): 
JEz=—dJ 


ht  ' 


btt  öp b/i 

by  bx  b< 


bf*  be  hf,  hy^  hy^  hy.\ 

b<  b<  + b7  + ~bt  + ^bi  + bt  j • 


und  mit  Hälfe  dieser  Deformationsarbeit  des  Massenelementes  lässt  sich 
die  Differentialgleichung  der  lebendigen  Kraft  desselben,  nämlich 
ßL  (1)  auch  schreiben: 

rfZ^rfJlf-f  rfO-f  (ZA’ (6). 

Durch  Addition  der  entsprechenden  Gleichungen  für  alle  Massen- 
'lemente  des  Körpers  erhält  man  dieselbe  Gleichung  (6),  worin  aber  nun 
dL  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Körpers, 
dM  die  Arbeitssnmme  aller  Massenkrüfte, 

dO  die  Arbeitssumme  aller  Oberflächenkräfte  und  inneren  Flächen- 
kräftc, 

dE  die  Deformationsarbeit  des  ganzen  Körpers  für  die  unendlich 
kleine  Zustandsänderung  im  Zeitelemente  dt  bedeutet.  Dabei  kann  dO  in 
•oTSfhiedenc  Theile  zerlegt  werden.  Zunächst  besteht  die  Arbeit  der  Ober- 
liüchenkräfte  aus  der  .\rbeit  rf^des  äusseren  Drucks  CNormaldrucks),  welche 
t'oätiv  oder  negativ  sein  kann  wie  dM,  und  aus  der  Arbeit  der  Reibung 
10  der  Oberfläche  oder  der  äusseren  Reibung,  welche  stets  negativ  ist  und 
ibsolut  genommen  mit  dR  bezeichnet  sei.  Was  die  inneren  Flächenkräfte 
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betrifft,  so  sind  sic  zu  jo  z\vei  entnoKengesetzt  gleich,  und  cs  ist  deshalb 
ihre  Arbeitssumme  = Null,  falls  die  Geschwindigkeitsünderungen  im  Körper 
überall  continuirlich  stattliudeu;  in  Folge  der  entgegengesetzten  inneren 
Fläehenkräfte,  womit  zwei  benachbarte  Korperelemente  auf  einander  wirken, 
wird  daun  das  eine  beschU-unigt,  das  andere  verzögert,  indem  <lie  li-bendige 
Kraft  des  einen  um  ebenso  viel  zuninimt  wie  die  des  anderen  abnironil. 
Wenn  aber  discontinuirliche,  plötzliche  Geschwindigkeitsänderungen  vor- 
koniincui  — sei  es,  dass  zwei  benachbarte“  Massenelemenfe  im  Sinne  der 
Normalen  zu  ihrer  Berührungsfläche  eine  relative  Geschwindigkeit  von  end- 
liclu'r  Grösse  besitzen  und  somit  einen  Stoss  auf  einander  ausüben  (ein 
Fall,  der  bei  festen  und  flüssigen  Körjeern  Vorkommen  kann),  sei  cs,  dass 
(bei  Flüssigkeiten)  ihre  relative  Geschwindigkeit  längs  der  Ih'rahruugsflärhe 
vou  endlicher  Grösse  ist  - - so  ist  damit  ein  Verlust  an  lebendiger  Krall, 
eine  negative  Arbeitssinnme  der  inneren  Fläehenkräfte  verbunden.  Wird 
letztere  absolut  genommen  für  die  unendlich  kleine  Zustaudsänderuiig  di“s 
Körpers  mit  ds  bezeichnet,  so  ist  also  nun 

dO  = dP~dR—dS 


und  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  des  Köri)ers: 

dL  — dM  -f  dP—  dl!  —ds^  dE (7). 

Karin  ist  die  Peformationsarbeit  des  Körpers  allgemein; 


Sind  alle  Taugentialspannungen  ==  Null  und  somit  alle  Nomial- 
8]ianuungen  im  betreffenden  Punkte  gleich  gross  = ö,  so  wird: 


dE 

oder,  wenn  mit 


flr 


dt 


(Sc 

dtS  J'—  d dl 
of 


die  unendlich  kleine  Volumenänderung  des  Körperelenu'ntes  und  mit 
p~ — <J  die  Pressung  bezeichnet  wird: 

dE= Jp.ddV (9). 

Pie  Peformationsarbeit  soll  in  di(‘sem  Falle  die  F.xpansionsarbeit 
genannt  werden,  indem  sie  nur  vou  den  Volumenänderungen  der  Körper- 
elenieute  abhängt;  der  Absolutwerth  einer  negativen  Expausionsarbeit  heisse 
eine  Compressioiisarbeit. 
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Ist  die  PressQRg  in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich,  also 
= dem  specifisclien  äusseren  Druck  p,  so  wird,  unter  V das  ganze  Körper- 
(ulnmen  Terstanden, 

<lE=p.dJdr=p.tlV. 

Die  Geschwindigkeitscoinponenten  nach  den  Richtungen  der  f'oordina- 
tcnaien,  welche  bisher  mit  u,  v,  w bezeichnet  wurden,  sollen  in  der  Folge 
mit  Uf,,  Ul  bezeichnet  werden,  die  rcsultirende  Geschwindigkeit  mit  «, 
so  dass  insbesondere  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  den  Ausdruck  hat: 


während  der  Buchstabe  v stets  zur  Bezeichnung  des  specitischen  Volumens 
cehraucht  werden  soll,  welches  in  der  Regel  statt  des  specifisclien  Gewichtes 

oiler  der  specifischen  Masse  = zur  Charakterisiruug  des 

” 9 fff 

mneren  Zustandes  benutzt  wird. 


§.  7.  WSnne  und  Temperatur. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  findet  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige 
-thbängigkeit  statt  zwischen  den  Aenderungeu  des  inneren  und  des 
äosseren  Zustandes  eines  Körjiers,  indem  die  letztere  im  Allgemeinen  mit 
einer  Deformation  des  Körpers  verbunden  ist,  wodurch  Aenderungeu  des 
'•pecif.  Volumens  und  des  Bpaimungszustandes  in  den  verschiedenen  Punkten 
'Ifcssedben  liediiigt  werden,  möglicherweise  selbst  die  -\ggregatform  sich 
ändert,  sofern  die  Möglichkeit  des  Bestehens  einer  gewissen  .\ggregat- 
lonii  bei  gegebenem  Spannungszustande  an  einen  gewissen  Grenzwerth 
des  specif.  Volumens,  bei  gegebenem  specif.  Volumen  an  gewisse  Grenz- 
werfhe  der  Spannungen  gebunden  sein  kann.  Es  können  indessen  Aende- 
rongen  des  inneren  Zustandes  mit  oder  ohne  gleichzeitige  Deformations- 
zrbeit  des  Körpers  auch  ohne  Aenderung  des  äusseren  Zustandes  (ohne 
■trbeit  äusserer  Kräfte)  stattfinden,  so  dass  sie  als  Wirkungen  einer  anderen 
l'reache  erscheinen,  als  die  .Aenderungeu  des  äusseren  oder  Bewegungs- 
zustandes. 

Es  kann  z.  B.  die  Pressung  eines  luftförmigen  Körpers  bei  constantem 
Volumen  in  hohem  Grade  veränderlich  sein;  eine  Mischung  von  Eis  und 
Wasser  kann  ganz  in  die  Fonn  von  Wasser  übergehen  so,  dass  das  Volumen, 

Urtshof,  tb^ret.  UftHchioADlehre.  I.  3 
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währoncl  der  Schmelzung  des  Eises  abnehmend  und  später  zunehmend, 
schliesslich  dem  Anfangsvolumen  wieder  gleich  ist.  Bei  Vorau.ssetzuiii' 
einer  in  allen  Punkten  gleichen  Pressung  ist  in  beiden  Fällen  die  Defor- 
niationsarbeit  =r  Null,  desgl.  kann  jede  der  übrigen  auf  der  rechten  Seite 
von  Gl.  (7),  §.  ()  vorkommenden  Arbeiten  — Null  sein;  gleichwohl  bat 
sich  der  innere  Zustand  geändert.  In  der  Regel  ist  mit  solcher  .\enderung 
eine  Deformationsarbeit  verbunden;  wenn  aber  letztere,  wie  es  hierbei  der 
Fall  sein  kann,  positiv  ist,  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ohne  Aeuderuug 
der  lebendigen  Kraft  .des  Körpers  dagegen  negativ  (z.  B.  bei  der  .\usdeh- 
nung  eines  ruhenden  Körpers,  auf  dessen  Oberfläche  der  .\tmosphärendrnck 
wirkt),  so  kann  man  um  so  mehr  nach  der  Ursache  fragen,  welche  hier 
zugleich  die  Aenderung  des  inneren  Zustandes  und  <lie  Deformationsarbeit 
zur  Folge  hat. 

Diese  Ursache  heisst  Wärme.  Es  ist  also  Wärme  die  Ursache  solcher 
Aenderungen  des  inneren  Zustandes  eines  Körpers,  welche  in  .\endernugeu 
der  .\ggregatform,  des  specitischen  Volumens  oder  des  Spanuungszustandes 
bestehen.  In.soweit  der  innere  Zustand  durch  diese  drei  Kriterien  (Aggre- 
gatfonn,  specif.  Volumen  und  Spannungszustand)  in  den  verschiedoneu 
Punkten  eines  Körpers  ebarakterisirt,  also  durch  die  Wärme  bedingt  ist. 
soll  er  der  Wärmezustand  heissen.  Ein  Körper  von  gleichförmigem 
Wärmezustande  ist  ein  homogener  Körper  {§.  3),  dessen  si>ecif.  Volumen 
und  Spannungszustand  in  allen  Punkten  gleich  sind. 

.\ls  Grös.se  wird  die  Wärme  der  Messung  und  Rechnung  zugänglich 
gemacht  <lurch  die  Definition;  Zwei  Wärmen  oder  Wärinegrössen  verhalten 
sich  = l:«,  wenn  die  Massen  gleichartiger  Kör|)cr  von  gleichförmigen 
und  gleichen  Wärmezuständen  sich  = l :n  verhalten,  in  ilenen  sie  gleiche 
Aenderungen  der  Wärmezustände  verursachen.  In  Folge  der  früheren  Auf- 
fassung vom  Wesen  der  Wärme  als  einer  mit  gewissen  Eigenschaften  aus- 
gestatt(‘ten  Materie  ist  statt  Wärmegrösse  die  Bezeichnung:  Wärmemonge 
gebräuchlich  geworden  und  geblieben.  Die  Wahl  der  Wäruu'einbcit  bombt 
auf  dem  Begriffe  der  TemjM'r.atur. 

Mau  sagt:  zwei  Körper  von  gleichförmigen  Wännezuständen  haben 
gleiche  Temperatur,  wenn  lediglich  in  Folge  ihrer  gegimsseitigen  Be- 
rührung ihre  Wärmeznstäude  sich  nicht  ändern.  Indem  hierbei  das  F<‘hlon 
äusserer  Wänne(‘iuwirkung  vorausgesetzt  ist,  müsste  eine  Aenderung  dos 
Wärmezustandes  des  einen  Körpers  mit  einer  entgegengesetzten  des  andoron 
verbunden  sein,  so  du.ss  aus  der  Unveräuderlichkeit  des  Wärmeznstsxndt's 
des  einen  Körjiers  auch  auf  die  des  anderen,  somit  auf  die  Gleichheit  dor 
Temperaturen  beider  geschlossen  werden  kann.  So  sagt  man.  ein  Körper 
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habe  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  oder  des  gefrierenden  Wassers, 
•enn  in  Berührung  mit  einem  Gemisch  von  Eis  und  Wasser  sein  Wiirme- 
nistand  sich  nicht  ändert. 

Wenn  zwei  Körper  sich  nicht  unmittelhar  herühren,  somlern  diircli 
•■ine  Scheidewand  getrennt  sind,  so  kann  die  Gleichheit  ihrer  Temperaturen 
mit  Hülfe  des  Grundsatzes  heurtheilt  wenlen,  dass  zwei  Grössen,  welche 
'iner  dritten  gleich  sind,  auch  einander  gleich  sein  müssen.  Wenn  z.  B. 
in  Wärmeznstand  des  Quecksilbers  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten 
hrnecksilberthermometers  unter  Ausschluss  fremder  Wärmewirkung  sich 
nicht  ändert,  d.  h.  wenn  das  Volumen  des  Quecksilbers  hei  constanter 
I'ressnng  constant  bleibt,  so  gilt  d.asselbe  von  dem  (ilase  und  somit  auch 
von  der  Flüssigkeit,  welche  durch  das  Glas  vom  Quecksilber  getrennt  ist; 
IS  haben  also  Quecksilber  und  Glas,  Glas  und  Flüssigkeit,  folglich  auch 
Voccksilber  und  Flüssigkeit  gleiche  Temperaturen. 

Ist  nun  bei  gleichförmigem  Wärmezustande  und  bei  normalem  .\t- 
niospliärendriick  (gemessen  durch  eint-  0,7t)  Meter  holie  Quecksilber- 
«nle  von  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises): 

das  Volumen  einer  gewissen  Menge  reiner,  d.  h.  von  ihren  neben- 
Nii'hlicheu  und  zutölligen  Bestandtheilen  befreiter  atmosjihäriscber  Luft  bei 
«Irr  Temperatur  des  Runter  atmosphärischem  Druck)  schiuelzeuden  Eise.s, 

r„  ihr  Volumen  bei  der  Temiveratur  des  unter  normalem  .\tmosphUren- 
druck  kochenden  Wassers, 

J' ihr  Volumen’iu  irgend  einem  anderen  Wärmezustande, 

«u  wird  als  Maasszahl  der  Temperatur  oder  kurzweg  als  Temperatur  der 
l.iift  iu  diesem  letzteren  Zustande  diejenige  Zahl  t detiuirt,  welche  der 
Glciehnng  entspricht: 

— K r J«  — 1 

r=  r„  -f  --  (t-i,  )-^  1 + ) . . (1), 

« L n » „ J 

Wonach  V — für  = D, 

1'  =■  V„  für  t — = n ist. 

Dabei  sind  und  n willkürlich  zu  wählende  Zahlen,  welche  auch  je 
nach  der  angenommenen  Teinperaturskale  verschieden  gewählt  werden, 
nach  Celsius:  — G und  n — lüO, 

nach  Reaumur:  = 0 und  n = 80, 

nach  Fahrenheit:  <«  = •‘52  und  n = 180. 

Im  Folgenden  wird  stets  die  Celsius’sche  Skale  zu  Grunde  gelegt, 
51)  (lass  die  Temperatur  des  unter  atmosphärischem  Druck  schmelzenden 

3* 
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Eises  = 0,  die  des  unter  normalem  Atmosphärendruck  kochenden  Wassers 
— 100,  oder  = 0 Grad  (0®)  resp.  = 100  Grad  (100®)  ist,  indem  ein 
Temi)eraturunterschied  /1t  = 1 ein  Temperaturgrad  genannt  und  mit 
1®  bezeichnet  wird. 

Aus  dem  somit  festgestellten  Begriffe  der  Lufttemperatur  für  einen 
gewissen  gleichförmigen  Wärniezustand  der  Luft  und  dem  Gleichheitsbe- 
griffe der  Temperaturen  zweier  Körper  von  gleichförmigen  Wärmezustäiiden 
ergiebt  sich  sofort  auch  die  Definition  der  Temperatur  eines  beliebigen 
Körpers  von  gleichförmigem,  demnächst  der  Temperatur  in  einem  gewissen 
Punkte  eines  Körpers  von  im  Allgemeinen  ungleichförmigem  Wärmezustande. 
Die  praktische  Messung  der  Temperatur  vermittels  eines  sogenannten 
Thermometers  beruht  ferner  auf  dem  Grundsätze  von  der  Gleichheit 
zweier  Temperaturen,  welche  beide  einer  dritten  gleich  sind;  die  Brauch- 
barkeit irgimd  eines  Thermometers  aber  beruht  auf  der  Bekanntschaft  mit 
der  Beziehung,  welche  zwischen  seinen  Angaben  und  denen  eines  idealen, 
d.  h.  ganz  reine  atmosphärische  Luft  von  stets  normalem  .\tmosphärendruck 
enthaltenden  Luftthermometers  stattfindet.*  Mit  dem  Begriffe  der  Tem- 
peratur pflegt  man  den  der  Wärmehöhe  als  gleichbedeutend  zu  verbinden 
und  demgemäss  von  hoher  und  niedriger  anstatt  von  grosser  und  kleiner 
Temperatur  zu  sprechen. 

Als  Wärmeeinheit  (Calorie)  wird  jetzt  diejenige  Wärmemenge  an- 
genommen, wodurch  die  Temperatur  der  Gewichtseinheit  (1  Kilogramm) 
reinen  Wassers  unter  einem  constanten,  dem  normalwn  Atmosphärendruck 
gleichen  äusseren  Druck  von  0®  auf  1®  erhöht  wird.  Die  Voraussetzungeines 


• Zur  Definition  der  Temperatiireinheit  musste  das  Verlialtcn  einer  he- 
stiuimteu  Körperart  unter  bestimmten  Umständen  (/..  B.  reiner  atinosiihärischer 
Luft  unter  normalem  atmosphärischen  Druck)  benutzt  werden,  um  nicht  solchen 
Erfalirungen  vorzugreifen,  deren  .Ausspruch  auf  dem  eben  erst  zu  defiuirendeu 
Begriffe  beruht  und  welche  zudem  nur  eine  angenäherte  Gültigkeit  haben,  so 
dass  die  Strenge  der  Definition  dadurch  beeinträchtigt  worden  wäre.  So  ist  es 
bekanntlich  nur  angeuähert  wahr,  dass  der  A usdeh nungscoefficien t für  1" 
Temperatnrzunahme,  d.  i.  die  Grösse 

J '"  -U“ 

n t'u 

der  obigen  Gleichung  (1)  für  andere  (iase  ehenso  gross  wie  für  reine  atmo- 
sphärische Luft  und  dass  er  von  der  Grösse  der  tührigens  constanten)  Pressung 
unabhängig  ist;  ebenso  ist  die  verhältuissmässige  .Ausdebmmg  eines  anderen 
Körpers,  als  eines  Gases,  z.  B.  des  Quecksilbers,  nur  uäherungsweise  derjenigen 
der  Luft  innerhalb  gewisser  Temperaturgrenzen  proportional. 
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b^timinton  äusseren  Druckes  ist  hierbei  zwar  unwesentlich  (wenn  auch 
uicht  überflüssig)  wegen  der  sehr  geringen  Züsamraendrückbarkeit  des 
i'assers;  dagegen  ist  es  wesentlich,  nicht  nnr  eine  bestimmte  Temj)oratur- 
ranahme,  sondern  auch  eine  bestimmte  Anfangstemperatur  bei  dieser  De- 
inition  der  Wärmeeinheit  vorauszusetzen,  weil  die  zur  Krhöhuug  der  Tem- 
l••ratur  eines  Kilogramms  Wasser  von  <'’bis(<  1)"  erforderliche  Wärme- 

menge merklich  von  / abhängt. 


§ 8.  Voranssetzungen  und  Bezeichnungen;  Zustandsgleiehung. 

Im  Folgenden  soll  immer,  sofern  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich 
bemerkt  ist,  stillschweigend  vorausgesetzt  sein,  dass  keine  Tange ntial- 
‘pannungeu  in  dem  betrachteten  Körper  Vorkommen,  dass  also 
die  Xorui.alspaiinungen  in  irgend  einem  Punkte  für  alle  Ebenen  gleich  sind, 
bareh  diese  Voraiisssetzuiig  wird  die  Allgemeiugültigkeit  der  zu  entwickeln- 
ilen  Sätze  in  Betreff  der  flüssigen  und  luftförmigen  Körper  nicht  berührt, 
dieselbe'  nur  in  Bt'treff  fester  Körper  Ix-schränkt,  die  Untersuchung  aber 
»psentlich  vereinfacht,  indem  dann  der  Spannungszustand  in  einem  gewissen 
l'nnkte  durch  eine  einzige  statt  durch  im  .\llgemeinen  fi  (irössen,  nämlich 
dnreh  die  kurzweg  so  geuanute  Spannung  ö (§.  4)  bestimmt  ist.  Statt 
der  letzteren  soll  jedoch  ihr  Entgegengesetztes,  <lie  I’ressung=  — o,  in 
die  Kochnuug  eingefuhrt  werden,  weil  diese  Pressung  in  der  Kegel  (bei 
lnftförmigen  Körj»ern  iipmer)  positiv  ist.  Der  Wärmezustand  in  einem 
lärnkte  eines  Körpers  ist  hiernach  bestimmt  durch  die  Aggregatform,  das 
-p^srif.  Volumen  und  die  Pressung.  In  der  Folge  soll  stets  mit 

r das  specitischc  Volumen, 
p die  Pressung, 

t ,,event.  f,  wenn  i zur  Bt^zeichuung  der  Zeit  dient)  die  Temperatur 

eines  Körpers  von  gleichfönnigem  Wärmezustande  resp.  in  a?inem  Punkte 
fines  Körpers  von  ungleichförmigem  Wärmezustande  bezeichnet  werden. 
b»hei  sollen,  sofern  nicht  ausdrücklich  eine  anderweitige  Verfügung  ge- 
troffen wird,  bei  der  Messung  dieser  Grössen  sowohl,  wie  auch  überhaupt 
bei  der  Messung  von  Längen,  Flächen,  körperlichen  Käumen,  Zeiten,  Ge- 
s^^hwindigkeiten,  Beschleunigungen,  Kräften,  Arbeiten,  Temperaturen  und 
Wirmemengen,  die  folgenden  Einheiten  zu  Grunde  gelegt  und  in  der  an- 
gegebenen Weise  abgekürzt  bezeichnet  werden: 
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1 Meter  = 1 Mtr. 

1 Quadratmeter  = 1 Qiiadratni. 

1 Cubikmeter  = 1 Cubikm. 

1 Sccuiide  = 1 Sec.  — l" 

1 Kilogramm  — 1 Kgr. 

1 Kilogramm-Meter  = 1 Kgmtr. 

I Grad  Celsius  =1” 

1 Wärmeeinheit  — 1 Cal., 

letztere  deu  Einheiten : 1 Kgr.  und  1 ® eiitspreclauid.  — 

Weuu  zwei  Körper  von  gleicher  .\rt  sieh  iu  gleichförmigen  und 
gleicheu  Wärmezustiinden  betinden,  also  gleiche  Aggregatform,  gleiches 
specif.  Volumen  und  gleiche  Pressung  haben,  so  haben  sie  erfahrungsniässig 
auch  dieselbe  Temj)eralur,  wenigsfejis  mit  nur  wenigen  .\usnahmeu.  welche 
(insbesondere  /,.  H.  bei  Wasser)  in  dem  Falle  beobachtet  werden,  dass  der 
Wärmezustand  sich  nahe  der  Grenze  betiiidot,  welche  die  Zustandsgebiete 
der  festen  und  Hüssigeu  .\ggregatform  trennt.  Die  Temperatur  l eines 
Körj)ers  von  bestimmter  Art  ist  also  durch  seinen  Wärmezustand,  d.  h. 
durch  die  Aggregatform,  das  specif.  Volumen  v und  die  Pressung  f im 
.\llgemeiueu  bestimmt,  oder  es  ist  t eine  Function  von  v und  />,  deren 
l'’orm  und  Cocfticieuteii  von  der  .\ggregatform  und  von  der  Körperart  ab- 
hängig sind,  welche  also  für  alle  Elemente  eines  bomogenen  Körpers  die- 
selbe ist,  auch  weiiu  dieselben  sich  tibrig<'us  in  verschieilenen  Wärnie- 
zu-ständen  betinden. 

Diese  Gleichung  zwischen  r,  />  und  l heisse  (nach  Dauschinger)  die 
Zustanilsgleichuug  des  homogeuen  Kör])crs  der  betreffenden  .\rt 
für  die  betreffende  .Aggregatforni.  Unserer  bisherigen  Keiintuiss  zufolge 
hat  mau  Grund  anzunehmeu,  dass  (abgc^seheu  von  tlen  Besonderheiten, 
welche  gewisse  Körper  in  der  Nähe  der  Grenze  zwischen  zwei  .\ggregat- 
foriuen  zeigen)  die  Form  der  Zustaiidsgleichuug  nur  durch  die  .\ggregat- 
form,  nicht  durch  die  Körptu'art  bedingt  wird,  da.ss  also  die  Zustands- 
gleichuugen  verschiedenartiger  homogener  Körper  bei  gleicher  .\ggregatform 
auch  einerlei  F’orm  und  nur  verschiedene  CoefticieiiG'n  haben,  so  dass  man, 
wenn  letztere  als  allgemeine  Buchstabengrössen  eingefnhrt  werden,  auch 
kurzweg  von  der  Znstandsgleichnng  einer  Aggregatform  reden 
kann.  Dieselbe  kann,  abgesehen  von  speculativeu  Voraussetzungen  in 
Betreff  der  iilolekularconstitntion  der  Materie,  nur  durch  Indiiction  aus 
einer  grossen  ZaJil  (piantitativ-experimeiiteller  Bestimmungen  d»>r  Grössen 
r,  /»,  t abstrahirt  werden,  wobei  es  ferner  der  Fall  sein  kann,  dass  man 
sich  vorläufig  mit  solchen  Gleichungen  behelfen  muss,  welche  nur  für  eiuen 
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Thoil  des  UiiifanKspehiptes  einer  Aggregatforin  mit  genügender 
Annabemng  gelten,  z.  B.  für  luftförmige  Körper  in  der  Nühe  desjenigen 
(rreozzustandes,  welcher  dem  üebcrgange  zur  tropfbar  flüssigen  oder  festen 
Azeregatform  entspricht  (Dämpfe),  oder  in  der  Nähe  des  entgegengesetzten 
(in-nzzustandes  (vollkommene  Gase). 

Durch  die  Zustandsgleicbung  wird  t im  .Allgemeinen  nur  eindeutig 
als  Function  von  v und  p bestimmt,  in  den  erwähnten  .Ausnahmefälleu  da- 
geeen  zweideutig.  Wenn  z.  B.  hei  gewissen  Wertheu  von  r und  p die 

Ti'Biperatur  des  Wassers  ■<(  4®  ist,  so  kann  sie  bei  denselben  Werthen 

von  r und  p noch  einen  anderen  Werth  > 4®  haben,  indem  für  < = 4® 
unsefUhr  das  specif.  Volumen  bei  gegebener  Pressung  ein  Minimum  ist. 

Im  .Allgemeinen  ist  die  Zustandsgleichnng  von  solcher  Art,  das.s, 
wenn  r constaut  ist,  p und  t iu  gleichem  Siuue, 

••  P p < ,, 

..  t ,,  „ V p „ entgegengesetztem  Sinne 

'ich  gleichzeitig  ändern. 

Vermöge  der  Zustandsgh'ichuiig  kann  jede  der  drei  Grössen  r,  p,  t 
als  Function  der  beiden  anderen  betrachtet  uud  somit  der  Wärinezustand 
•'iiips  homogenen  Körjiers  von  gewisser  Art  und  für  eine  gewisse  Aggregat- 
form nicht  nur  (der  ursprünglichen  Detinition  gemäss)  durch  v und  p, 
'"Bdem  auch  durch  p uud  t oder  durch  p und  t bestimmt  werden.  Die 
ll<>fiminung  durch  p und  t ist  in  der  Praxis  besonders  hei  Flüssigkeiten 
im  weitenm  Siune  gebräuchlich,  weil  Pressung  uud  Temiieratur  derselben 
durch  die  betretl'euden  Instrumente  (Manometer  uud  Thermometer)  am 
l'  ichtesten  messbar  sind. 

Nicht  homogene  Körper  kommen  im  Folgeudeu  nur  ajs  coutiuuir- 
licbe  Gemische  oder  als  Nebeueinanderlagerungen  (discontinuirliche  Ge- 
mische) zweier  Körpi^r  von  gleicher  Art,  aber  verschiedener  Aggregatform 
m Betracht,  z.  B.  von  AA'a.sser  und  Wasserdampf,  Eis  und  Wasser,  und 
:^*ar  im  Falle  eines  discoutiuuirlichen  Gemisches  nur  unter  der  Voraus- 
■•tzung,  diuss  p und  l in  allen  Punkteu  dieselben  Werfhc  haben,  widrigen- 
lalls  die  Zustandsändernngen  der  beiden  Bcstandtheile  verschiedener 
Asgregatförin  gesondert  untersucht  werden  müssten.  Ist  in  diesem  Falle 
r das  specif.  Volumen  iu  einem  gewissen  Punkte  des  contiuuirlichen 
resp.  das  mittlere  specif.  Volumen  des  dlscontinuirlichen  Gemisches, 
(p  das  specif.  Volumen  des  einen, 
w -h  1 dasselbe  des  anderen  Bestaniltheils. 

1 — y die  Gewichtsmenge  des  ersten. 
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y dieselbe  dos  zweiten  Bestaudtheils  pro  1 Kgr.  eines  Volumen- 
elenientos  resp.  des  ganzen  Körpers,  so  ist 

r = (1  — y)  ie  + y (w  + J)  = w y A. 

Während  nun  iin  Allgemeinen  w und  A Functionen  von  p und  t sind 
gemäss  den  besonderen  Zustandsgleieliuugeu,  welche  den  Aggregatforincii 
der  beiden  Bestandtheile  entsprechen,  sind  hier  p und  l nicht  unabhängig 
von  einander,  sondern  durch  eine  gewisse  Gleichung /(y,  <)  = 0 ver- 
bunden, weil  die  Wärmezustände  der  beiden  Beständtheilo  nicht  beliebige 
Zustände  für  die  betreffenden  Aggregatformeu,  sondern  Grenzzustäiide 
bezüglich  auf  den  Uebergang  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregatfonn 
sind*.  In  der  obigen  Gleichung  für  v können  somit  w und  A entweder 
als  Functionen  von  p oder  als  Functionen  von  t betrachtet  werden;  jene 
Gleichung,  welche  daun  eine  Beziehung  zwischen  e,  y,  y oder  e,  t,  y aus- 
drückt, soll  in  diesem  Falle  die  Zustaudsgleichung  des  aus  gleich- 
artigen Bestandf heilen  verschiedener  Aggregatfonn  bestehen- 
den Körpers  genannt  werden.  Sind  irgend  zwei  der  4 Grössen  r,  y,  t,  y 
gegeben,  ausgenommen  y und  t.  so  sind  durch  die  Zustandsgleichuiig  und 
die  Gleichung /'  y,  - 0 auch  die  beiden  anderen  bestimmt. 

Sollen  also  im  b’alle  eines  homogenen  Körpers  sowohl  wie  im  Falle 
eines  solchen  Gemisches  gleichartigi'r  Bestandtheile  von  verschiedener 
.Aggregatform  tlieselben  zwei  Gröss<'n  als  unabhängig  Variable  zur  Bestim- 
mung des  Wärmezustaudes  benutzt  werden,  so  köuueu  dies  entweder  v und 
y oder  v und  f sein.  Die  Wahl  von  c und  ( hat  zwar  den  Vorzug,  das.s 
die  üben  erwähnte  Zweideutigkeit  der  als  Function  von  und  y betrach- 
teten Temperatur  dabei  vermieden  wird;  gleichwohl  wird  es  vorgezogen, 
ilen  folgenden  allgemeinen  Knt Wickelungen  gewöhnlich  die  Wahl  von  r 
und  y als  unabhängig  Veränderliclier  zu  Grunde  zu  legen,  weil  dadurch 
die  Expansionsarbeit  (§.  6)  sich  unmittelbar  ausdrücken  lässt. 

* Dass  bei  gesättigten  Dampfen,  d.  h.  bei  solchen  Dämpfen,  welche  sich 
im  Greuzznstande  bezüglich  auf  den  Uebergang  zur  tropfbar  flüssigen  Aggregat- 
form befinden,  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  y und  t stattfindet,  ist 
allgemein  bekannt.  .Aus  der  von  AA\  Thomson  experimentell  nachgewiesenen 
Thatsache,  dass  die  .Schmelztemperatur  des  Eises  oder  die  Gefrieruugstein- 
peratnr  des  .AA'assers  mit  der  l’ressung  sich  ändert,  nämlich  mit  zunehmender 
Prcssnng  etwas  abidinmt.  lässt  sich  indessen  schliessen,  dass  eine  entsprechende 
Beziehung  zwischen  y und  t auch  für  die  (irenze  zwischen  der  flüssigen  und 
festen  .Aggregatform  im  Allgeineineu  stattiindet. 
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§.  9.  WBrmemittlieUung:  durch  Bertthrunir* 

Wenn  zwei  Körper  von  verschiedenen  Temperaturen  mit  einander  in 
BerUhrunp  gebracht  werden,  so  nimmt  erfahrungsmässip  ihr  Temperatur- 
imterschied  ullniahlig  bis  Null  ah,  und  man  sagt  dann,  es  gehe  Warme 
von  liein  wärmeren  zum  kälteren  oder  weniger  warmen,  d.  h. 
von  dem  Körper  höherer  zu  dem  Körper  niederer  Temperatur 
über,  oder  auch  es  gehe  diese  Wärme  selbst  von  höherer  zu  niederer 
Temperatur  Uber. 

Mit  dem  Wärmeübergänge  von  einem  Körper  K zu  einem  ihn  berüh- 
renden Kör])er  A',  durch  die  HerührungsHäche  F hindurch  ist  in  beiden 
Körjx’rn  eine  Bewegung  der  Wärme,  eine  sogenannte  Wärnieleitung 
verbunden  zu  denken,  welche  im  Körp(>r  A' gegen  die  BerühruugsHiiehe 
hin.  im  Körper  A',  von  der  Berührungsfläche  weg  gerichtet  ist,  entsprechend 
einer  Tem]»erafuratmahme  im  ersten  Körjier  gegen  F hin,  im  zweiten  von 
T weg.  Denkt  mau  sich  einen  Körper,  in  welchem  Wärmeleitung  statt- 
tindet,  in  irgend  einem  .\ugenblickc  durch  Flächen  der  .\rt  geschnitten, 
(lass  die  augenblickliche  Tein|ieratur  in  allen  runkten  einer  .solchen  Fläche 
gleich  gross  und  in  je  zwei  benachbarten  Flächen  um  einen  bestimmten, 
gleich  grossen  Befrag  verschieden  ist,  so  liegen  di(“se  Flächen  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  um  so  weiter  auseinander,  je  grösser  die  Wäniie- 
leitungsfähigkeit  des  Köri)ers  ist.  Letzten',  welche  übrigens  im  .\llgemeinen 
sowohl  in  verschiedenen  Punkten  des  Körjiers,  als  auch  nach  verschiedenen 
Richtungen  verschieden  sein  kann,  wird  durch  den  sogen.  Wärmeleitungs- 
loenicienten  gemessen,  der  durch  die  folgende  Detinition  bestimmt  ist. 

Ks  sei  A ein  Punkt  des  Körjiers,  in  welchem  zur  Zeit  t die  Temjie- 
ratnr  = r ist,  -4,  ein  anderer  Punkt,  welcher  nach  der  Bichtung  AX  um 
lir  von  A entfernt  und  in  welchem  somit  zur  Zeit  i die  Temperatur 

~ l ~ J ist;  es  sei  ferner  dF  ein  nach  zwei  Dimensionen  unendlich 
or 

kleines  elK-nes  Flächenelement,  welches  den  Punkt  -f  enthält  und  zu  .fX 
senkrecht  ist,  dQ  die  Wärmemenge,  welche  im  Zeitelemente  dl  durch  dF 
mi  Sinne  AX  hindurch  geleitet  wird,  so  versteht  man  unter  dem  Wärme- 
Icitungscocfficienten  im  Punkte  A des  Körjiers  nach  der  Uich- 
tnng  AX  den  Coefticienten  A,  welcher  der  Gleicliuiig  entsjiricht: 

dQ  — — 7 dF^^  dt. 

ox 
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Die  pro  Flächen-  und  Zeiteinheit  hindurcliffeleiteti'  WürinemenRe,  welche 
die  Geschwindigkeit  der  Wärmeleitung  im  Punkte  A nach  der 
Richtung  AX  genannt  werden  kann,  ist  danach: 


dF  dt  dx 


iV. 


Ist  der  Körper  homogen,  so  kann  in  der  Regel  X in  allen  Punkten  gleich 
vorausgesetzt  werden,  ist  er  isotrop,  so  ist  X auch  nach  allen  Richtungen 
gleich  gross.  Die  Unabhängigkeit  des  Coefticienten  X von  der  Richtung 
soll  in  der  Folge  stets  angenommen  werden,  wodurch  insbesondere  kry- 
stallisirte  feste  Körper  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  sind;  dagegen 
ist  er  im  .Vllgemeiuen  als  abhängig  vom  Wärmezustandc  zu  betnachteu, 
so  da.ss  er  streng  genommen  auch  hei  homogenen  Körpern  im  Allgemeinen 
von  Punkt  zu  Punkt  veränderlich  sein  kann.  Sind  nun  A uinl  A,  zwei 
Punkte  eines  Körpers  mit  den  rechtwinkeligen  Coordiuaten  r,  y,  z und 
-j-  dx,  tj  dy,  z j dz,  ist  ferner  iSV=  dx  dy  dz  das  Volumen  des  recht- 
winkelig- parallelepipedischen  Körperelementes  mit  der  Diagonale  AAi, 
und  zur  Zeit  t\ 

l die  Temjieratur  im  Punkt:'  A,  folglich 
hl  hl 

f -4- , dx-\  ,-  dy-\  . dz  dieselbe  im  Punkte  A., 
ox  Oy  oz 

so  ist  die  resultirende  Wärmemenge  dQ,  welche  die.sem  Körpereleniente 
im  Zeitelemente  dl  durch  Leitung  mitgetheilt  wird: 


dQ  — Xdy  dz 


dt 


4 )■  dz  dx 
4 X dx  dy 
d.  i.  dQ  — 


hl  , (hl  hH  , , 

hl  , fhl  , h'-l  , 4 , 

_ ~hz  ’^\hz  + h7^-'^^)r 

, ,,jhQ  , h^l  h‘l  \ , 


Im  Inneren  eines  homogenen  Körju'rs  oder  auch  eines  continuirlichen 
Gemisches  von  zwei  Körpern  gleicher  Art  und  verschiedener  .Vggn'gatforni 
ist  die  Temperatur  eine  coulinuirliche  Function  der  ('oordinaten  ehensn 
wie  das  specif.  Volumen  und  die  Pressung  im  P'alle  des  homogenen  Kor- 
))ers  re.sp.  das  specif.  Vcdnmeu  und  das  Mischungsverhältniss  y im  Falle 
des  continuirlichen  Gemische.s,  mit  welchen  jene  durch  die  Zustandsgleichuiig 
verbunden  ist;  dasselbe  gilt  auch  für  den  Fall  eines  discontinuirlichen  Ge- 
misches von  Bestandtheileu  gleicher  Art,  sofern  dieselben  einzeln  hoiuogou 
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'ind  and  an  ihren  Berührungsflächen  sich  ini  Grenzzustande  zwischen  zwei 
Aggregatfornien  befinden,  ln  je  zwei  Punkten  eines  gleichartigen  Köri>ers, 
»eiche  einander  unendlich  nahe  liegen,  sind  also  die  Werthe  von  l stets  nur 
aueiidlicb  wenig  verschieden.  Anders  verhält  es  sich  in  Betreff  der  Ober- 
dächontemperaturen  zweier  sich  berührender  ungleichartiger  Körper  X’ 
and  K",,  d.  h.  in  Betreff'  der  Temperaturen  der  in  der  Berührungsfläche  F 
der  Köri)cr  au  einander  grenzenden  unendlich  dünnen  Überflächensehichteii 
derselben,  welche  während  des  Wärmeüberganges  von  K zu  um  eine 
cndüchc  Grösse  verschieden  sein  können;  dabei  ist  der  Fall  ausgeschlossen, 
dass  beide  Körper  luftförmig  sind,  indem  solche  sich  unbeschränkt  gegen- 
seitig durchdringeu,  ohne,  feste  oder  flüssige  Scheidewand  sich  also  über- 
haupt nicht  in  einer  bestimmbaren  Fläche  berühren.  Ist  d/’ ein  Element 
der  Berührungsfläche,  durch  welches  im  Zeitelemente  dl  die  Wärmemenge 
dQ  von  X zu  A\  übergeht,  ist  ferner  Al  der  üeberschuss  der  Ober- 
llichenteinperatiir  von  X über  dieselbe  von  A",  beiderseits  von  rfA',  und 
setzt  man  dann  die  Geschwindigkeit  iles  Wärmeüberganges: 


dQ  _ 

dFdt~^  ' 


Al 


(3), 


so  heisse  /,  der  Wärineübergaugscoefficient  au  der  Stelle  des  Ele- 
mentes dF  der  Berührungsfläche.  Ebenso  wie  an  der  Berührungsfläche 
/•eier  verschieileuer  Körper  kann  auch  im  Inneren  eines  nicht  homogenen 
Korp«Ts,  nämlich  an  der  Grenze  zwischen  Bestandtheilen  von  verschiedener 
Art  ilie  Tem]ieratur  sich  discoutinuirlich  von  einem  zum  anderen  Punkte 
Juderu.  Sie  verhält  sich  in  dieser  Hinsicht  anders  wie  die  Pressung,  welche 
auch  beiderseits  von  der  Berührungsfläche  zweier  Körper  immer  nur 
unendlich  wenig  verschieden  ist.  Nur  wenn  es  absolut  starre  Körper  gäbe, 
»äre  cs  möglich,  da.ss,  indem  ein  solcher  Körper  auf  einen  anderen  bei 
unmittelbarer  Berührung  durch  Druck  beschleunigend  wirkte,  eine  endliche 
l’ressungsdifferenz  beider  Körper  an  der  Berührungsstelle  stattfände,  dem 
Trägheitswiilerstande  des  ganzen  getriebenen  Körpers  entsprechend,  wo“- 
jegen  in  Wirklichkeit  der  treibende  Körper  zunächst  nur  die  der  Berüh- 
rungsstelle nächste  Schicht,  daun  diese  die  folgende  u.  s.  f.  beschh'unigt. 
Bei  der  Wärmeniittheilung  durch  Berührung  findet  zwar  auch  ein  analoger 
lontinuirlicher  Uebergang  der  Wärme  von  Schicht  zu  Schicht  statt;  wäh- 
rend aber  die  Pressungsdifferenz  zweier  benachbarter  Schichten  nur  von 
ihren  Ma.sseu  ubhängt,  von  den  Arten  und  .Aggregatforinen  ihrer  Materien 
und  von  der  Innigkeit  der  Berührung  dagegen  unabhängig  ist,  wird  die 
Temperaturdifferenz  durch  diiuse  letzteren  Umstände  wesentlich  bedingt 
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(l(‘r  Art,  dass  sic  uur  dann  immer  unendlich  klein  ist,  wenn  die  Schichten 
demselben  homogenen  Körper  oder  demselben  Gemisch  von  theil  weise 
flüssigen  gleichartigen  Körpern  angehören. 

Wenn  durch  Mittheilung  von  Wärme  ein  fester  Körper  flüssig,  ein 
flüssiger  luftfömiig,  oder  durch  Entziehung  von  Wärme  ein  luftforniiger 
Körper  flüssig,  ein  flüssiger  fest  wird,  so  ist  während  einer  solchen  all- 
mähligen  Aenderung  der  Aggregatforni  die  Temperatur  des  Körpers  nur 
von  der  Pressung  abhängig,  also  coustant,  wenn  letztere  coustant  ist. 
Wenn  also  die  Pressung  eines  coutiuuirlicheii  Gemisches  gleichartiger 
Bestaudtheile  von  verschiedenen  Aggregatformen  in  demselben  .\ugenblicke 
in  allem  Punkten  gleich  resp.  in  je  zwei  Punkten  nur  unendlich  wenig 
, verschieden  ist,  was  nicht  ausschliesst,  dass  sie  im  Verlauf  der  Zeit  stetig 
veränderlich  sein  kann,  so  ist  auch  die  augenblickliche  Temperatur  in  je 
zwei  Punkten  nur  unendlich  wenig  verschieden,  während  gleichwohl  die 

dQ 

Wärmelcitnng  mit  endlicher  Geschwindigkeit  — . statflinden  kann; 

dr  dt 

der  Wärmeleituiigscoefficient  X ist  in  solchem  Falle  unendlich  gross.  Wenn 
ferner  einer  homogenen  P'lüssigkeit  im  weiteren  Sinne  Wärme  von  unten 
her  mitgetheilt  oder  von  oben  her  entzogen  wird,  so  kann  durch  die  Aeii- 
derung  des  specif.  tJewichtes  eine  so  lebhafte  Mischungsbewegung  in  der 
Flüssigkeit  veranhisst  werden,  dass  die  Temperatur  in  demselben  Augen- 
blicke in  je  zwei  Punkten  nur  unmessbar  wenig  verschieden,  der  Wänne- 
leitungscoefticient  X also  unmesshar  gross  ist,  falls  der  Wärmeübergang 
an  der  Oberfläche  mit  endlicher  Geschwindigkeit  stattfindet.  Ebenso  kann 
X bei  einem  discontinuirlichen  (iemischc  von  zwei  gleichartigen  Bestand- 
theilen  verschiedener  Aggregatform  an  der  Grenze  dieser  Bestandtheile 
unendlich  gross,  im  Inneren  der  (im  weiteren  Sinne)  flüssigen  Theile  in 
Folg(>  von  Mischungabewegungen  wenigstens  unmessbar  gross  sein.  Nur 
bei  homogenen  festen  Körpern  hat  X unter  allen  Umständen  einen  end- 
lichen Werth. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  der  Wärmeleitungscoefficient  X unendlich 
oder  wc'nigstens  unniessbar  gross  ist,  so  dass  er  in  der  Rechnung  hei  Ab- 
straction  von  unmessbar  kleinen  DüTerenzim  als  unendlich  gross  zu  befrachten 
ist,  kann  die  Temperatur  des  Körpers,  obsclion  sie  in  je  zwei  Punkten  des- 
sellien  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  doch  von  der  T(unperatur  in 
der  unmittelbaren  Umgebung  des  Körpers  um  Endliches  verschieden  sein, 
sofern  der  Wärmeübergangscoefticient  X,  nicht  etwa  selbst  unendlich  gross 
ist.  Im  Gegensätze  dazu  schliesst  die  Voraussetzung  einer  in  je  zwei 
Punkten  eines  Körpers  von  endlicher  Grösse  unendlich  wenig  verschiedenen 
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Pressung  auch  ohne  Weiteres  die  Voraussetzung  ein,  dass  diese  Pressung 
von  dem  äusseren  Druck  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  nur  unendlich 
wenig  verschieden  sei. 

Schliesslich  mag  in  Betreff  der  .\nwendnng  auf  eine  Flüssigkeit  aus- 
drücklich hervorgehoben  werden,  dass  6V  in  der  obigen  Gleichung  (2)  das 
Volumen  eines  Kürperelemeiites  bedeutet,  von  welchem  vorausgesetzt  wird, 
dass  es  keinerlei  Mischung  mit  Flüssigkeit  von  anderer  Temperatur  während 
des  Zeitelementes  dt  erfilhrt;  anderenfalls  würde  es  an  genügenden  .\nhalts- 
puukten  zur  Wahl  des  entsprechenden  Werthes  von  X fehlen  und  das  Aen- 
derungsuesetz  der  Temperatur  im  Inneren  der  Flüssigkeit  sich  nur  empi- 
risch bestimmen  lassen. 


§.  10.  WBrmeinittheilung  durch  Mtrahluog. 

Erfahrungsmässig  können  sich  zwei  Körper  K und  Ä',,  wenn  sie  sich 
iu  einem  geeigneten  Mittel  befinden,  auch  daun  Wärme  mittheileu,  wenn 
sie  sich  nicht  berühren,  und  zwar  ohne  dass  die  Temperatur  dieses  Mittels, 
welches  auch  durch  einen  leeren  Raum  ersetzt  werden  kann,  dadurch  ge- 
indert  wird.  Solche  Wärraemittheilung  heisst  Wärmestrahlung;  sie  ist 
ganz  analogen  Gesetzen  unterworfen  wie  die  Lichtstrahlung.  Bezüglich  auf 
die  Aeuderung  des  Wärmezustandes  eines  Körpers  steht  sie  zu  der  Wärme- 
tuittheilung  durch  Berührung  in  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  bezüglich 
auf  die  .\enderuug  des  äusseren  Zustandes  eine  aus  beliebiger  Ferne  wir- 
kende äussere  Ma.ssenkraft  zu  einem  äusseren  Druck  auf  die  Oberfläche; 
die  im  Inneren  des  Körpers  geleitete  Wärme  entspricht  den  inneren 
Flächenkräften,  und  endlich  kann  deu  inneren  Masseukräfteu  entsprechend 
auch  Wärmestrahlung  im  Inneren  des  Körjjers  selbst  stattfiuden. 

Ist  A ein  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  A'  welcher  dem  Körper 
A"i  Wärme  zustrahlt,  und  erstreckt  sich  ilie  von  A ausgehende  Wärme- 
strahlung iu  einem  Zeitelemente  dt  bis  zu  einer  gewissen  Fläche  F',  so 
kann  man  ebenso  wie  bei  der  Forti)flanzung  iles  Lichtes  alle  Punkte  A' 
von  y als  neue  Wärmecentra  betrachten,  von  denen  sich  im  folgenden 
Zeitelemente  dt  die  Wärmestrahlung  bis  zu  gewissen  Flächen  f erstreckt, 
ilaim  alle  Punkte  A"  der  UmhUllungsfläche  F"  dieser  Flächen  /"  abermals 
al«  neue  Geiitra,  von  denen  aus  sich  im  folgenden  Zeitelemente  dt  die 
Wärmestrahlung  bis  zu  gewissen  Flächen  /'”  mit  der  gemeinschaftlichen 
Umhülluiigsfläche  F'"  erstreckt  u.  s.  f.  Die  so  erhaltenen  Umhüllungsflächen 
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F\  F^"  ...  heissen  die  von  A ausgehenden  Wärniewellenflächen, 
und  jede  Linie  A A'  A"  A'"  . . . , welche  alle  diese  VVellenfiäehen  normal 
durchschneidet,  heisst  ein  von  A ausgehender  Wärinestrahl.  Diese 
Wärmestrahlen  können  im  Allgemeinen  krumme  und  seihst  stellenweise  ge- 
brochene Linien  sein,  iniUun  das  Medium  sieh  längs  denselben  stetig  oder 
plötzlich  ändern  und  dadurch  zu  Brechungen  und  Reflexionen  V'eranla-ssung 
geben  kann.  Dabei  sind  zunächst  Wärmestrahlen  von  einerlei  Gattung, 
also  von  gleicher  h’ortpflanzungsgescliwindigkeit  in  demselben  Mittel  vor- 
ausgesetzt. 

Ist  A^  irgend  ein  Punkt  des  Wärmestrahls  A A'  A"  A'"  . . . , z.  B.  ein 
Punkt  der  von  demselben  getrolTeiu'n  Oberfläche  des  Köpers  Ä',,  so  ist  der 
Strahl  AAi  auch  dadurch  charakterisirt,  da,ss  er  der  Weg  ist,  auf  welchem 
die  von  A aus  gestrahlte  Wärme  den  Punkt  A,  in  der  kürzesten  Zeit  er- 
reicht. Ist  nämlich  A a a"  a”  . . . A,  irgend  ein  anderer  beliebig  nahe  be- 
nachbarter Weg  zwischen  A und  A,,  unter  tr\  a'\  a”  . . . Punkte  der  Flächen 
F\  F"\  F'"  . . . verstanden,  welche  den  Punkten  Ä,  A",  A'”  . . . des  Strahls 
AA^  beliebig  nahe  liegen,  so  können  nicht  alle  Elemente  ,4a',  oV' .. . des 
Weges  Aua"  ...A^  normal  zu  den  Fläch(*n  F\  F" ...  sein.  Ist  aber  z.  B. 
fl'  a"  nicht  normal  zu  F",  so  liegt  der  Punkt  a"  ausserhalb  der  Flüche 
/",  bis  zu  welcher  sich  von  «'  aus  die  Wäniiestrahlung  im  Zeitelemente  dt 
erstreckt,  und  es  braucht  also  die  Wärmestrahlung  von  a'  bis  «"  eine 
grössere  Zeit,  als  von  a'  bis  zum  Berührungspunkte  der  Flächen  /"  und 

welch’  letztere  der  zur  Strahlung  von  A'  bis  A"  erforderlichen  Zeit 
gleich  ist. 

Die  Wärmestrahlung  zwischen  zwei  Körpern  A'  und  h\  ist  gegenseitig, 
und  es  hängen  die  Wärmemengen,  welche  sie  einander  in  einer  gewissen 
Zeit  zustrahlen,  von  den  Beschafl'enheiten  der  ttberflächenschichten  beider 
Körper,  von  den  Temperaturen  derselben  und  von  der  Beschaffenheit  des 
von  der  Wärme  durchstrahlten  Mittels  ab.  Dass  im  B'alle  der  Gleichheit 
jener  Oberflächentemperatnren  der  Körper  K dem  Körper  unter  allen 
Umständen  ebenso  viel  Wärme  zustrahle,  wie  er  von  ihm  in  derselben  Zeit 
durch  Strahlung  empfängt,  lässt  sich  nicht  ohne  Weiteres  behaupten;  denn 
die  Definition  der  Gleichheit  zweier  Temperaturen  (§.  7)  setzt  lediglich 
Wärmemittheilung  durch  Berührung  voraus  und  lässt  sich  als  Definition 
auch  nicht  ohne  Vorurtheil  erweitern.  Bei  der  Mannigfaltigkeit  von  mög- 
lichen Fällen  und  den  mancherlei  B'ehlerquellen,  mit  denen  die  Versuche 
über  die  Wärmestrahlung  zu  kämpfen  haben,  lässt  sich  auch  auf  dem  Wege 
des  Versuchs  alleiu  eine  vollkommene  Feststellung  der  Beilingnngen.  unter 
denen  das  Wärmegleichgewicht  durch  Strahlung  stattfindet,  kaum  erwarten; 
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durch  eine  mathematische  Untersuchung  ergeben  sie  sich  in  folgender 
Weise.* 

Es  seien  A,  B,  € drei  Ebenen;  in  jeder  derselben  seien  zwei  recht- 
»inkelige  Coordinateuaxen  augenoinmen,  in  Beziehung  auf  welche 
und  Vu  die  Coordinaten  eines  l’uiiktes  « in  der  Ebene  A, 
und  yft  ..  ^ ..  B^ 

und  y,  „ ..  ..  c C 

•iad.  Es  seien  ferner 

= einer  Function  von  x/,,  yt.  j-,, 

-1  1'  M *ru?  yai  *^o  yo 

^ab  ~~  ^ M '1  Vny  -^br  Vb 

die  Minimalzeiten  der  Wärmestrahlung  beziehungsweise  von  b bis  c,  von 
« bis  e und  von  a bis  b,  also  die  Zeiten,  welche  die  Fortpflanzung  der 
Wärme  durch  Strahlung  längs  den  Würmestrahlen  bc,  »c  und  nb  oder  um- 
gekehrt erfordert. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  G Coordinaten  der  drei  Punkte  «,  b,  c stattfinden  müssen, 
wenn  diese  in  demselben  Strahle  liegen  sollen,  uncl  zwar  so, 
dass  e zwischen  a und  b liegt,  der  Strahl  also  ticb  oder  bca  ist.  Jeden- 
falls ist  danu 

0.C  ; 

allein  di«‘se  Btnlingung  genügt  nicht,  weil  durch  zwei  der  drei  Punkte  im 
•Vllgemeinen  der  dritte  bestimmt  ist,  durch  4 jener  G (’oordinafeii  folglich 
die  beiden  anderen  lK‘stimnit  sein  müssen.  Ist  aber  u ein  Punkt  der  Ebene 
J in  der  Nähe  von  «,  welcher  also  nicht  in  der  Verlängerung  des  Strahls 
k liegt,  so  ist  die  Zeit  des  directen  Strahls  ab  die  kleinste  Zeit  der 
Strahlung'  von  (z  bis  6,  also  kleiner  als  die  Summe  der  Zeiten  längs  den 
Stralilen  «c  und  cb,  d.  h. 

bab  ^br  oder 

so  dass  der  Punkt  a als  in  der  Verlängerung  des  Strahls  bc  gelegen  durch 
die  Ihslingung 

t„t  — tac  — m»x. 

Iiestimmt  ist,  woraus  folgt: 


* Vergl.  Clausius:  „I’eher  die  Coiicentratiou  von  Wärme-  und  Liclit- 
jtrablen  und  die  Grenzen  ihrer  Wirkung.“  Poggendurt'f’s  .\nnalen,  üd.  121. 
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^ ^(if) 

" ^ ' \ ^ ■ 

Ox„  rty„ 

Ist  ebenso  ß ein  Punkt  der  Ebene  Ji  nahe  bei  b,  so  ist 
^ai  ^lic  ^ir  oder 

so  dass  der  Punkt  b als  in  der  Verlängerung  des  Strahls  ac  gelegen  der 
Hedingung 

t,A  hc  — '««-r. 


entsprechen  muss,  woraus  folgt: 

^fcc) ..  ^6c)  . 

dx,  “ ’ ^y6  ■“  “ 

Ist  -endlich  / ein  Punkt  der  Ebene  C nalie  bei  e,  so  ist 

tut  ^(ly  ”1“  ^6yi  also  “|~  ^br 

“1“  ^öf)  . . ~l“  ^bc)  

"f)7r  “ ’ öy/ 


(2). 


(3)- 


Jedes  der  Systeme  (1),  (2'  und  t,3i  von  je  zwei  Gleichungen  drückt  die 
gegenseitige  Beziehung  der  drei  Punkte  aus,  in  welchen  ein  Strahl  die 
drei  Ebenen  so  schneidet,  dass  der  l’unkt  c zwischen  a und  b liegt;  jedes 
dieser  3 Paare  von  Gleichungen  hat  die  beiden  anderen  Paare  und  auch 
die  Gleichung  t,,f  + </«•  ~ <„i,  zur  uothwendigen  Folge,  falls  es  nur  einen 
Strahl  zwischen  den  Punkten  a und  b gieht. 

Es  sei  nun  in  der  Eirene  A der  Punkt  a gegeben,  in  der  Ebene  D 
ein  unendlich  kleines  Flächenelement  dB-,  die  Strahlen,  welche  vom  Punkte 
u nach  allen  Punkten  des  Umfanges  von  dB  gehen,  schneiden  dann  die 
Ebene  C im  Umfange  eines  Flacbenelementes  dC,  dessen  Verhältniss  zu 
dB  Irestimmt  werden  soll.  Wird  das  Element  dB,  dessen  Gestalt  hierbei 
gleichgültig  ist,  als  ein  Rechteck  = dxb  dt/b  angenommen,  so  dass  die 
Coordinaten  der  Endpunkte  b,  b,,  b^  und  Aj  beziehungsweise 

= •^6,  y*;  4 dxb.yb-,  Xb,yb  rfyi,;  x,,  -r  dxb,ijb  ~r  dyb 

sind,  so  kann  das  entsprechende  Element  dV  als  eiu 
Parallelogramm  c c,  Cj  (Fig.  3)  betrachtet  werden, 
dessen  Eckpunkte  c^  und  c^,  welche  auf  den  Strahlen 
ab,  und  ab^  liegen,  bezüglich  auf  den  Eckjmukt  c, 
welcher  auf  dem  Strahle  ab  liegt,  die  folgenden 
relativen. Coordinaten  haben : 
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I , 

I = 

;>jCj  = dy,, 

oyt, 

Ist  nun  q^  der  Sclinittpunkt  von  mit  c^Cj,  der  Schnittpunkt  von 
mit  fjfj,  und  q^q^  parallel  cp^,  so  ist 

iC  = er,  cjf j = <;  c^  y,  q^  ^ cpi  q^  q^ 

= <.p^  {cp^  — Piqt)=  cp^  [cp^  Piei)  — cPfCPi—PiC^.PtCi 

(hxc  öaTc  hyc\  , , 

Vha-t  öys  Äyi  hxj  *' 
dC  __<)^byc  _^c^Vc 

^ 


i)ic  . 

ept  = . «n 
OXff 


Um  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  partiellen  Differential- 
fjaotienten  als  Functionen  der  C'oordinaten  der  Punkte  u,  b,  c auszudrUckeu, 
kann  irgend  eines  der  Gleichungenpaare  (1),  (2),  (3)  benutzt  werden;  hier 
mögen  die  Gleichungen  (1)  gewählt  werden,  welche,  sofern  hier  x„  und  ya 
Constante  sind,  sich  dadurch  auszeichnen,  dass  , 


>r.rW. 

Oxa  öy„ 


nur  die  Variablen  zj  und  yj, 
nur  die  Variablen  Xc  und  y^ 


• nthalten.  Setzt  man  zur  .\bkürzung  vorübergehend 
= A,  ta!,  = C 


und  bezeichnet  eine  Differentiation 

nach  Xa  y«  Vb  *c  Vc 
durch  den  Zeiger  « « h 7 1 


so  lassen  jene  Gleichungen  (1)  sich  so  schreiben: 

C„— 2f„  = 0;  C^—Ba  = 0. 

Wenn  man  sie  nach  xj  differenzirt  und  berücksichtigt,  dass  x^  und  y^  Func- 
tionen von  xi  sind,  so  folgt: 


bxc 


/.  n /)  

^u6  "ac  N ■ ^uv  < ~~  » 

OXfo  öi*6 


theor«t.  MaHckioenlebre. 
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desgl.  durch  Differentiation  nach  yj,: 

öj- 


^!/c 


öy6 

hx, 


5y/, 

^yc 


‘ oyt,  Oyt 

.\us  den  beiden  ersten  dieser  4 Gleichungen  folgt: 

1 . Hac  ^ay  ^ay  ^ac  • 

* ^ny  ^ub  “ ^nb  ^ay  • ^ab  ^ac  ^ac  ^ab 

und  aus  den  beiden  letzten : 

< ' HR  RR. 

— 1 . . . . — iJae  "ay  ^ay  •‘*uc  • 

oyt  oyi, 


• -So-/  — C„^  Bay  : Caß  Bac  ~ 

endlich  aus  diesen  beiden  Doppelproportionen: 
(iyc  J>^oöyc_._  _ 

1 : - ..  x'  ■ X \^ac  ^ay  ' 

0X(,  oyi,  . oyj  0X(, 


■Soe  Gaß  ; 


■BayBa:f-. 


: {Bay  Cab C„b  Bay)  {Caß  Bac -Sflc  Cuß) {B„y  Caß C„ß  Bay) 

{Ca^Bac- 


Bac  C 


ne  ^ tti 


oder 


1 : ^ = {Bac  Bay Bay  Bac)''-  {B„c  B„y Bay  Bac)  (C„b  Caß C„ß  Cab) 

Bgc  Bgy  Bgy  Bgc 

dC  C fib  (-'aß  Cgß  ('ab 

Derselbe  Ausdruck  wäre  gefunden  worden,  wenn  das  Element  dC  an- 
genommen und  das  entsprechende  Element  dB  dazu  bestimmt  worden  wäre. 
.\ucli  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich,  dass  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(2)  cm  ganz  analoger  Ausdruck  für  das  Verhältniss  der  Flächenelementc 
dA  und  dC  der  Ebenen  A und  C ergiebt,  welche  einem  von  einem  Punkte 
b der  Ebene  B ausgehenden  Strahlenbüschel  entsprechen,  desgl.  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (3)  für  das  Verhältniss  der  Flächenelementc  dA  und  dfi 
der  Ebenen  A und  B,  welche  einem  von  einem  Punkte  e der  Ebene  C aus- 
gehenden Strahlenbüschel  entsprechen.  Jedes  dieser  Verhältnisse  ist 
dem  folgenden  Do])pelverhältnisse  zu  entnehmen: 
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dA  : dB  : dC  — a : b : c . 

worin  a,  b,  c die  Absolutwerthe  der  foif^onden  Ausdrücke 
bedeuten: 


a Ai^Y  ^by  ^ 


,1c  ■ 


bc 


b ~ B^  B„y  ■ 


e = Cab  f^a 


hjCihXc  Öy^Öl/r  Öa-^Öl/c 

öy«  ^¥c  Ö-Ca  öyc  Öy,  ÖJ-J 


^ub  — 


öxaba-ft  öy„öy(, 


8jr„dyt  fty„  8x6 


• . (5). 


Zur  Bestimmung  der  Wärinemeuge,  welche  irgend  zwei  Ele- 
mente und  rf.ß  der  Ebenen  .4  und  5 sich  gegenseitig  zustrahlen, 
werde  nun  zunächst  angenommen,  dass  eine  Concentration  der  Strahlen 
nicht  stattfindet,  dass  also  jeder  Punkt  des  einen  Elementes  von  jedem 
Punkte  des  anderen  ei)ien  und  zwar  nur  einen  Strahl  (dersell)en  Gattung) 
erhält. 

Um  insbesondere  die  Wärmemenge  = dQ„/,  zu  bestimmen,  welche  das 
Element  dA  dem  Elemente,  dB  in  der  Zeiteinheit  zustrahlt,  werde  die 
Mittelebenc  C parallel  der  Ebene  A in  einem  so  kleinen  Abstande  q an- 
i.'enommen,  dass  das  durchstrahlte  Mittel  zwischen  dA  und  der  Ebene  ü 
als  gleichförmig,  jeder  der  betreffenden  Strahlentheile  ac  folglich  als  gerad- 
linig vorauszusetzen  ist.  Ist  nun  dC  das  P’lächeueb-ment,  in  welchem  der 
von  einem  beliebigen  Punkte  a des  Elementes  dA  nach  dem  Elemente  dB 
gebende  StrahlenbUschel  die  Ebene  C schneidet,  so  ist  den  Gleichungen 
(5)  zufolge 


dC  = 


c 

b 


dB, 


worin  die  Grösse  b sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auf  eine 
'•ehr  einfache  Form  bringen  lässt.  Werden  nämlich  die  Coordinatenaxen  in 
•len  Ebenen  A und  C einander  parallel  und  so  angenomineu,  dass  die  Ver- 
l'indnngslinie  ihrer  Anfangspunkte  auf  diesen  Ebenen  senkrecht  ist,  so  ist 
der  .\bstand  r des  Punktes  a mit  den  t'oordinateu  x,„  y„  von  dem  beliebigen 
Punkte  e (x„  yc)  des  Elementes  dC: 

»■—  >'  ('*  + +~(yc— y«)- 

und  wenn  u>^  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  strahlenden  Wärme  in 
dem  Mittel  zunächst  dem  Elemente  dA  beileutet,  so  ist 

wY  «e„*  Uxohj:,  öy„öy<.  öy,  (Vy„ 

4* 
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oder,  weil  dem  Ausdrucke  von  r zufolge 

hr  Xc — 3-„  fir  Xc — x„ 

r 


bx„ 

r ’ Öj'c. 

b*r 

1 

■ 

(Xc — x„)*l 

iiXahx^. 

r* 

r J ’ 

ö*r 

1 

■ 

(y<-— y-i)*l 

^ya^'Jc 

r* 

r J ’ 

1 f s yc—y» 


ist,  auch 


1 1 


1 1 0* 

• *<■)*  — (yc— y«)*  = - j 

J r * 


(6). 


Hiernach  ist 

dC=w„*  — e.  dB. 

(T 

Je  zwei  Strahlen  des  vom  Punkte  « nach  dem  Elemente  dB  gehenden 
Büschels  bilden  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander,  so  da.ss  die 
Richtung  ac  eines  solchen  Strahls  im  Punkte  a als  die  Richtung  des  ganzen 
Büscliels  in  diesem  Punkte  bezeichnet  werden  kann.  Bildet  diese  Richtung 
mit  der  gegen  die  Ebene  C hin  gerichteten  Normalen  der  Ebenen  A und  C 
den  Winkel  so  ist 

Q 

co»d-  = — , also  auch  dC  — — ^ — c.dB. 
r cos-d- 


Denkt  man  sich  ferner  um  a als  Mittelpunkt  mit  den  Halbmessern  p 
und  r KugelHächen  beschrieben,  so  wird  letztere  KugelHäche  vom  Strahleii- 
büschel  in  einem  P'lächenelemente  — dC.  cot  0-  geschnitten,  also  die  ersten', 
nämlich  die  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  p im  Flächeuelemente 


4 

dK=  ^ dC . cos  ih  , 
r- 

woraus  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  dC  sich  ergiebt: 
dK  w„- 

"}  = -^c.dB 

COS  {/■ 


in 


Diese  Grösse  = dem  Flächenclemente,  in  welchem  der  Strahlen- 
büschel eine  um  seinen  Ursprung  a als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
1 beschriebene  Kugelfläche  schnitte,  wenn  er  bis  dahin  dieselbe  Richtunc 
wie  in  a behielte,  kann  die  Oeffnungsgrösse  des  von  a nach  dB 
gehenden  Strahlenbüschels  genannt  werden.  Sie  ist  für  die  Strahleu- 
büschel,  welche  von  den  verschiedenen  Punkten  a des  Elementes  dA  nach 
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iB  pehcn,  nur  unendlich  wenig  verschieden,  und  es  ist  somit  die  Wilrmc- 
meoge  dQ^t,  einerseits  dieser  Oetfuungsgrösse  und  anderseits  der  Projectiou 
mn  dA  auf  eine  zu  den  gleichen  Kichtungen  aller  Strahleubüschel  senk- 
rechte Ebene  proportional  zu  setzen: 

dK 

d Q„ij  = f . dA  eon  {h . — - = f ie„*  c.  dA  dB, 

Q- 

»erin  f einen  Coefficienten  bedeutet,  welcher  durch  die  specifische 
Wärnieeinission  = e„  des  Flächenelemeutes  dA,  d.  i.  durch  die  Wärme- 
menge bestimmt  ist,  welche  von  demselben  pro  Flächeneinheit  in  l"  im 
•ranzen  gegen  die  (unendliche)  Ebene  C hin  ausgestrahlt  wird.  Aus  der 
»-ntsprechendeu  Gleichung 

dK 


dK  cos  B-  — (■„  dA, 


»orin  da.s  Integral  sich  über  die  ganze  Halbkugel  zum  Halbmesser  q er- 
'treckt  al.so 


ist,  folgt 


1"  dK  cos  B jrp* 


t — — , also  dQ„i,  = e„  — dA  dB 

.T  .T 


(H) 


= der  Wärmemenge,  welche  das  Element  dA  dem  Elemente  dB 
in  durch  Strahlung  zuseiidet,  worin  die  Grösse  c durch  die  be- 
treffende Gl.  (5)  bestimmt  ist,  h^benso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge, 
welche  dA  von  dB  in  l”  empfängt,  wenn  «j  und  icj  die  entsprechenden 
Bedeutungen  für  dB  wie/,  und  für  dA  haben, 

dQh„  = fb  «tj*  — dAdB 

, .T 

dQnb  : dQi„  = e„  wj  : e,,  w^'‘ (9). 

Es  werde  jetzt  angenommen,  die  Wärmestrahlung  zwischen  den  Ele- 
menten dA  und  dB  sei  mit  einer  Conce ntration  der  Strahlen  (durch 
Brechung  oder  Retie-vion)  verbunden,  und  zwar  soll  zunächst  der  extreme 
Fall  vorausgesetzt  werden,  dass  alle  Strahlen,  welche,  von  irgend  einem 
Punkte  a des  Elementes  dA  ausgehend,  durch  ein  gewisses  endliches 
Flächenstück  dC  der  Ebene  C hindurchgehen,  in  einem  Punkte  b von  dB, 
dem  conjugirten  Brennpunkte  von  a,  zusiimmentreffen.  Das  Element 
dB  sei  das  optische  Bild  von  dA,  d.  h.  der  Ort  der  conjugirten  Brenn- 
punkte b aller  Punkte  a von  dA-,  umgekehrt  ist  dann  auch  dA  das  optische 
Bild  von  dB. 
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§-  1 

Dil'  Grösse  e,  Gl.  (51  ist  in  diesem  Falle  uiieiidlicli.  Denn  durch  «l« 
Punkt  (jCat  y<i)  Elementes  dÄ  ist  sein  conjufiirter  Brennpunkt 
im  Elemente  dB  zugleich  mifgegeben  und  umgekehrt,  so  dass  die  im  Au 
drucke  von  c vorkommendeu  Differentialquotienten  von  Iah  nach  ir^ei 
welchen  der  Coordiuateu  Xa.  y«,  Xh.  y»  hier  keine  endlichen  Werthe  habt 
können.  In  der  That  sind  auch  die  Verhältnisse  dA-.dC  und  dB.dC,  welcl 
nach  Gl.  (5)  beziehungsweise  = a:c  und  = b-.c  wären,  im  vorliejffendt 
Falle  unendlich  klein,  weil  ein  von  a nach  dB  oder  von  b nach  dA  gehei 
der  Strahlenbüschel  die  Ebene  C in  einer  Fläche  AC  von  endlicher  Grös? 
schneidet. 

Ein  Strahleubüschel  dagegen,  welcher  von  irgend  einem  Punkte  c de 
Fläche  Je  nach  dA  oder  dB  geht,  schneidet  die  Ebene  B in  dB  re.sp.  di 
Ebene  A in  rfA,  so  dass  zwischen  diesen  Elementen  dA  und  dB  nach  wi 
vor  die  Beziehung  stattlindet: 

dA:dB  — (t:b  fJO. 

welche  auch  in  optischer  Beziehung  von  Interesse  ist,  indem  sie  mit  Rück- 
sicht auf  die  Bedeutungen  von  a und  b nach  Gl.  (5)  die  allgeineiusti 
Gleichung  zur  Bestimmung  des  Grössenverhältnisses  zwischen  einem  Gegen- 
stände und  seinem  optischen  Bilde  ist. 

Ist  nun  dC  ein  Element  der  Fläche  JG,  so  ist  die  Wärmemenge  dQ^h- 
welche  das  Element  dA  dem  Elemente  dB  durch  dieses  Element  dC  hin- 
durch zusendet,  gleich  der  Wärmemenge,  welche  überhaupt  von  dA  nach 
dC  ge.strahlt  wird,  indem  letztere  vollständig  in  dB  concentrirt  wird,  und 
da  zwischen  diesen  Elementen  dA  und  dC  dieselbe  Beziehung  stattlindet 
wie  zwischen  dA  und  dB  in  Gl.  (8),  dass  nämlich  von  jedem  Punkte  des 
einen  nach  jedem  Punkto  des  anderen  Elementes  ein  und  nur  ein  Strahl 
geht,  so  ist  hier 

^ h 

dQab  — Cu  Wa~  — dA  dC, 

erhalten  aus  Gl.  (8)  durch  Vertauschung  von  dB  mit  dÜ  und  vou  c mit  b, 
welche  letztere  Grösse  nach  Gl.  (5)  ebenso  von  t„e  abhängt  wie  c von  O- 
Dieselbe  Gleichung  gilt  für  alle  Elemente  von  dü,  und  es  ist  also  die  ganze 
Wärmemenge,  welche  in  V von  dA  nach  dB  gestrahlt  wird, 

AQ„h=-  fa'Pa*  - dA  I bdC=  (bdAdC rilj. 

j ^ j 

Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge,  welche  dA  von  dB  in  ]” 
empfängt. 
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§■  10- 


j adßdC, 

wobei  die  Integration  ebenso  wie  in  Gl.  ( 1 1 ) sieh  über  die  Fläche  JC 
erstreckt. 

Diese  Wärmemengen,  welche  die  Flächenelemente  dA  und  dB  mit 
einander  austau-scheu,  sind  in  Folge  der  Concentration  der  Strahlen  we- 
sentlich andere  wie  im  vorigen  Falle  ohne  solche  Concentration,  ihr  Ver- 
hältnisa  aber  ist  dasselbe  wie  früher,  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (10): 

('l?  ^)* 

Es  seien  nun  allgemein  A und  B irgend  zwei  begrenzte  F'lächen, 
welche  sich  gegenseitig  Wärme  zustrahlen,  C eine  zwischen  ^ und 
B liegende  Fläche,  JC  das  Stück  derselben,  welches  der  Ort  aller  Punkte 
ist,  in  welchen  die  von  A nach  B oder  umgekehrt  gehenden  Strahlen  die 
Fläche  C schneiden.  Mag  diese  Strahlung  mit  oder  ohne  Concentration 
der  Strahlen  in  A und  ß stattfindeu,  so  kann  doch  die  beliebige  Fläche  C 
immer  so  gewählt  werden,  dass  in  ihr  keine  Concentration  der  Strahlen 
statttindet,  diuss  also  von  jedem  Punkte  der  Flächen  A und  ß nach  irgend 
einem  Punkto  von  /iC  nur  ein  Strahl  geht.  Fis  ist  dann  die  Wärmemengo, 
welche  das  Element  dA  der  Fläche  A durch  das  Element  dC  von  /fC  hin- 
dnreh  der  Fläche  B in  l”  znstrahlt,  nach  Gl.  (8)  hei  Vertauschung  von  dB 
mit  dC  und  e mit  i: 

b 

dQub  = »aV>a‘  dAdC, 


wobei  die  in  der  Grösse  b nach  Gl.  f5)  vorkommeuden  Coordiuaton  y,, 
und  ge  sich  auf  Axeu  in  den  Berührungsebeuen  der  F'lächen  A und  C 
beziehen,  mit  welchen  die  Elemente  dA  und  dC  derselben  znsammenfallen. 
Die  Berechnung  der  ganzen  Wärmemenge,  welche  in  l"  von  A nach  B 
gestrahlt  wird,  erfordert  eine  zweimal  zweifache  Integration  über  die  ganze 
Fläche  A und  das  ganze  Flächenstück  JC,  ist  also 

dA I b dC 

wobei,  sofern  dA  und  dC  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  sind,  jede  der 
beiden  Integrationen  zwei  einzelne  Integrationen  in  sich  begreift  und  die 
Grenzen  der  Integration  in  Beziehung  auf  dC  durch  die  Grenzen  der  F'lächo 
B bestimmt  und  übrigens  Functionen  des  Ortes  sind,  wo  das  Fllement  dA 
in  der  F'läche  A liegt.  Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmeraeuge,  welche 
die  Fbcbe  A in  l"  von  der  F’läche  B empfängt. 


= — I ( Ca 


HdAdC 


(m 
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u>»  = 


th  «cj*  (t  dB  dC, 


wobei  die  Greazen  der  Intejfration  iu  Beziehun(f  auf  dC  durch  die  Grenzen 
der  Fläche  A bestimmt  und  übrigens  Functionen  des  Ortes  sind,  wo  das 
Element  dB  in  der  Fläche  B liegt.  Nun  können  die  Flächen  A und  B 
insbesondere  so  in  Elemente  zerlegt  werden,  dass  jo  zwei  derselben  dA 
und  dB  demselben  StrahlenbOschel  entsprechen,  dessen  Frspning  c in  der 
Fläche  C liegt;  dann  ist  nach  Gl.  (h') 

b dA  = n dB 

und  es  entspricht  jedem  Elementargliede  h dA  dC  iin  .\usdrucke  von  Qab  «'in 
gleiches  Elementarglied  adBdC  im  Ausdrucke  von  Q*,,  so  dass,  die  Inte- 
grale zwischen  den  vorerwähnten  Grenzen  genommen,  auch 


ff  f>dA  dC=  JJadBdC 

ist  und  somit,  wenn  und  tc^  in  allen  Punkten  von  A,  cj  und  ic»  in 
allen  Punkten  von  B gleich  sind,  sich  wieder  verhält: 

Q.Li  : Qia  = Ca  : Cj  ICj* (9,  b l. 

Bei  diesen  Betrachtungen  sind  Strahlen  von  einerlei  Gattung  (von 
gleicher  sogen.  Wärmefarbe)  vorausgesetzt  worden;  sind  aber  dieselben  von 
ungleicher  Gattung,  so  dass  sie  mit  etwas  verschiedenen  Geschwindigkeiten 
in  demselben  Mittel  forfgepflanzf  werden,  so  sind  unter  w„  und  Wb  die  be- 
treffenden Mittelwerthe  zu  verstehen.  Wenn  ferner  die  Wärmestrahlung 
zwischen  A und  B mit  Wärmeverlusten  unterwegs  verbunden  ist  (durch 
Brechung,  Reflexion  oder  durch  Absorption  von  Seiten  des  Mittels),  so 
werden  dadurch  die  .\bsolutwerthc  von  Q„b  und  Q^a  zwar  vermindert,  doch 
bleibt  ihr  Verhältniss  das.selbe,  weil  jene  Verluste  auf  demselben  Wege 
oder  Strahle  stets  dieselben  sind,  mag  derselbe  im  einen  oder  im  umge- 
kehrten Sinne  durchlaufen  werden. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  A und  B die  Oberflächen  von 
Körpern  sind,  von  der  Wärme  Q,^b  im  .\llgemeinen  nur  ein  Theil  =r  ab  (Lh 
von  der  hinter  B liegenden  Körperschicht  absorbirt  wird,  also  eine  Tem- 
peraturerhöhung derselben  bewirkt,  während  ein  zweiter  Theil  von  der 
Fläche  B reflectirt  und  ein  dritter  durch  die  Körperschicht  hindurcii 
gestrahlt  werden  kann.  Ebenso  sei  «„  Qba  deijenige  Theil  der  von  B 
nach  A in  l”  gestrahlten  Wärme,  welcher  von  der  Körperschicht  hinter 
A absorbirt  wird.  Die  sogen.  Absorptionscoefficienten  «„  und  «t 
sind  von  den  Beschaffenheiten  der  betreffenden  Körperschichten  abhängig, 
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§.  10. 

ftr  »oUkommoii  schwarze  Körper  = 1.  Sollen  nun  die  beiden  Körper- 
s’hichteu  sich  im  Teinperaturglcichgewichto,  d.  h.  im  Beliarruugszu- 
‘tande  der  gegenseitigen  Wärmemittheilung  durch  Strahlung 
Nefinden.  so  muss 

KhQ<,b  = also  " (c,/  = — iC(,® 

««  «ft 

■ein.  Für  den  Fall,  dass  die  Körper  sich  in  einem  gleichförmigen  Mittel 
L B.  beide  in  der  atmosphärischen  Luft)  betinden  und  dass  eine  Conccn- 
tration  der  Strahlen  nicht  stattfindet,  kann  es  als  erfahrungsmässig  cou- 
‘tatirt  betrachtet  werden,  dass  der  Beharruiigszustand  dann  stattfindet, 
»enn  die  Temi)orafuren  der  übrigens  beliebig  verschieden  beschaffenen 
öborfiächcnschichtcn  der  beiden  Körper  einapder  gleich  sind.  Setzt  man 
also  die  specifischen  Wärmeemissionen  (!„  und  C(,,  welche  im  Allgemeinen 
»OB  den  materiellen  Beschaffenheiten  und  Temperaturen  der  Oberfiächen- 
s'hichten  und  von  den  Beschaffenheiten  der  angrenzenden  Mittel  abhäiigen 
können,  beziehungsweise 

' — ~ ^ fl  c,i  und  Cft  , 

unter  ej  und  et,'  die  nur  von  den  Temperaturen  der  Obertiächenschichteu 
and  von  den  angrenzenden  Mitteln  abhängigen  specif.  Wärmeemissionen 
vollkommen  schwarzer  Körper,  unter  und  £4  also  Emissionscoeffi- 
cieuteu  verstanden,  welche  für  vollkommen  schwarze  Körper  = 1 sind, 
vo  dass  das  Temperaturgleichgewicht  durch  Strahlung  nun  allgemein  an  die 
Bedingung 

£a  / a £ft  » a 

— e„  Wa^^  — et,  Wt,- 

a«  «ft 

zebnnden  ist,  so  ist  im  erwähnten  Falle  eines  zwischen  A und  B gleich- 
fönnigen  Mittels  (le,,  icj)  für  den  Beharrungszustand  auch  = ri, 
also  f,  : R„  = f 4 ; «4.  Die  Emissions-  und  Absorptionscoefficienten 
f und  n verschiedener  Körper  haben  also  bei  gleicher  Neigung 
der  aus-  und  einfal lenden  Strahlen  (wie  solche  hier  überall  statt- 
tiiidet)  ein  coustantes  Verhältniss  zu  einander.  Die  Bedingung  des 
Temperaturgleichgewichtes  durch  Strahlung  reducirt  sich  dadurch  auf: 

«ä  — et,'  wi,‘ (13). 

Wenn  es  also  allgemein  wahr  sein  soll,  dass  das  Temperaturgleichge- 
»icht  zweier  sich  Wärme  mittheilender  Körper  durch  die  Gleichheit  ihrer 
Oberflächentemperaturen  charakterisirt  ist,  nämlich  nicht  nur  im  Falle  der 
^’ärmemittheiluug  durch  Berührung,  wofür  diese  Gleichheit  durch  Definition 
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§.  11. 


Btatttindet,  sondern  auch  im  Falle  der  Wärmestrahlung,  so  dass  also  auch 
niemals  von  selbst  ein  überschüssiger  Wärmeübergang  von  einem  kälteren 
in  einen  wärmeren  Körper  stattfinden  kann,  so  muss  man  annehmeu,  dass 
die  specifischen  Wärmeemissionen  vollkommen  schwarzer  Kör- 
per von  gleichen  Oberflächentemperaturen  den  Quadraten  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  Strahlen  in  den  angren- 
zenden Mitteln  umgekehrt  proportional  sind,  wobei  es  keinen 
Unterschied  macht,  ob  die  Strahlen  durch  Brechungen  oder 
Reflexionen  in  beliebiger  Weise  concentrirt  werden  oder  nicht. 


§.  11.  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit;  Wärmcgleichung  and 
• Gleichung  des  Arbeitsvermögens. 

Unzähligen  Erfahrungen  zufolge  kann  durch  Aufwendung  von  Arbeit 
Wärme  gewonnen,  also  der  Wärmezustand  eines  Körpi-rs  verändert  werden, 
und  umgekehrt  durch  Aufwendung  von  Wärme  Arbeit  verrichtet  oder  ent- 
sprechende lebendige  Kraft  gewonnen,  also  der  äussere  Zustand  eines 
Körpers  verändert  werden.  Beispiele  der  ersten  Art  von  Wirkungen  sind 
die  Wärmegewinnuug  durch  Reibung  und  durch  die  Conipressioii  eine.“ 
Gases  unter  Verbrauch  von  Arbeit  oder  entsprechender  lebendiger  Kraft. 
Beispiele  der  zweiten  .\rt  gewähren  alle  sogenannten  calorischen  Maschinen, 
vermittels  welcher  Arbeit  unter  Verbrauch  von  Wärme  gewonnen  wird. 
Wenn  nun  Kräfte  als  die  Ursachen  der  .\enderungen  des  äusseren  Zu- 
standes eines  Körpers  definirt  wurden,  so  dass  insbesondere  die  Arbeiten 
von  Kräften  die  Ursachen  von  Aenderuugeu  der  lebendigen  Kraft  sind, 
während  nach  jenen  Erfahrungen  auch  Wärme  dieselbe  Wirkung  haben 
kann,  wenn  ferner  die  Wärme  als  Ursache  der  Aeuderungen  des  inneren 
Zustandes  definirt  wurde,  insoweit  derselbe  durch'  Aggregatform,  specif. 
Volumen  und  Spanuungszustand  als  sogen.  Wärmezustand  charakterisirt 
ist,  während  nach  obigen  Erfahrungen  auch  Arbeiten  die  gleiche  Wirkung 
haben  können,  so  muss  man  noth wendig  schliessen,  dass  Wärmemengen 
und  Arbeiten  mit  einander  vergleichbare  Grössen  sind,  welche  sich  unter 
geeigneten  Umständen  gegenseitig  vertreten  können,  und  zwar  muss  man. 
wenn  die  früheren  Definitionen  nicht  hinfällig  werden  sollen,  diese  Ver- 
tretung als  eine  Umwandlung  betrachten  der  Art,  dass  .\rbeit  sich  in 
Wärme  verwandelt,  indem  sic  eine  Aendcruiig  des  Wärmezustandes  eines 
Körpers  zu  Folge  hat,  und  dass  Wärme  sich  iu  Arbeit  verwandelt,  indem 
sie  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  ändert  oder  eine  äussere  Kraft  als 
Widerstand  überwindet. 
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Der  Begriff  einer  solchen  geffonseitigeu  Verwandlung  hat  das  Priii- 
(ip  der  Aeqnivalenz  von  Arbeit  und  Wärme  zur  nothwendigeu 
Folge,  d.  h.  er  setzt  ein  bestinuiites  Maa.ssverhältniss  der  sich  in  einander 
verwandelnden  Grössen  voraus,  dessen  Zahlenwcrth  nur  von  den  Kinheiten 
ibhingt,  durch  welche  die  Grössen  gemessen  werden.  In  der  That  lehrt 
»ach  die  Erfahrung,  dass,  wenn  durch  Aufwendung  von  .\rbeit  der  Wörme- 
rastand  eines  Körpers  verändert  und  die  aufgewendete  oder  verbrauchte 
Arbeit  mit  der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  dem  Körper  zur 
Bewirkung  derselben  Aenderung  ties  Wärmezustandes  hätte  mitgetheilt 
werden  mOssen,  oder  wenn  umgekehrt  durch  Veränderung  des  Würme- 
zustaudes  eines  Körpers  .Arbeit  verrichtet  und  die  verrichtete  oder 
STOwonnene  Arbeit  mit  der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  dem 
Körper  zur  Bewirkung  derselben  Aenderung  des  Wärinezustaudes  hätte 
entzogen  werden  müssen,  alsdann  jene  Arbeit  dieser  Wärme  stets  so  nahe 
m demselben  Verhältnisse  — 1 proportional  ist.  tla.ss  die  Unterschiede 
den  ßeobachtungsfehlern  zngeschrieben  werden  können. 


Die  Wärmemenge  welche  der  .Arbeit  — 1 entspricht,  heisst  der 
Wärmewerth  der  .Arbeitseinheit  (das  calorische  .Arbeitsäquivalent), 

die  .Arbeit  ^ — ff',  welche  der  Wärmemenge  — 1 entspricht,  heisst  der 


Arbeitswerth  der  Wärmeeinheit  (das  mechanische  Wärineä(|uivaleiit;. 
Im  Mittel  aus  vielen  experimentellen  Bestimmungen  (besonders  ausgefllhrt 
von  Joule  durch  Vergleichung  der  zur  Unterhaltung  einer  Reibung  auf- 
eewendeten  .Arbeit  mit  der  dadurch  gewonnenen  Wärmemenge)  hat  sich 
ergeben : 


1 


ff'=  424  Kgmtr. 


1 1 

tr  42l 


Nach  dea  Principien  der  Mechanik  (§.  0,  Gl.  7)  sind  Arbeiten  und 
lebendige  Kräfte  im  Zahlenverhältnisse  = 1 einander  gleichwerthig,  so 
ilitM  durch  Verbrauch  einer  gewissen  Arbeit  eine  ebenso  grosse  lebendige 
Kraft  gewonnen  wird  und  umgekehrt;  zwischen  lebendiger  Kraft  und 
Wärme  besteht  deshalb  dieselbe  Aequivalenz  im  Zahlenverhältnisse  1 : A 
= lU:  1 wie  zwischen  Arbeit  und  AVärme. 

Dem  Vorstehenden  zufolge  hat'  ein  Körper  in  Folge  seines  augen- 
blicklichen Zustandes  ans  einem  doppelten  Grunde  das  Vermögen,  Arbeit 
n verrichten:  in  Folge  seines  äusseren  oder  Bewegungszustandes  und  in 
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Folge  sciues  Wiiriiiezustaiules.  Das  Arljeit-svermögcii,  welches  dem  Bewe- 
guugszustaiule  des  Kür|iers  eutsiiricht,  ist  = seiner  lebendigen  Kraft  L 
und  heisse  sein  äusseres  Arbeitsvermögen;  das  dem  Wärmezustande 
entsprechende  Arbeitsvermögen  heisse  das  innere  Arbeitsvermögen 
und  sei  mit  U bezeichnet.  Das  gesammtc  oder  Arbeitsvennögen  kurzweg 
ist  dann  — L^  TI.  Der  Wämiewerth  des  inneren  Arbeitsvermögens  = AU 
heisse  die  Körperwärme;  dieselbe  kann  ebenso  wie  U nicht  absolut, 
sondern  nur  relativ,  nämlich  als  Differenz  der  Körjierwännen  resp.  der 
inneren  Arbeitsvermögen  fär  den  augenblicklichen  und  einen  gewissen 
anderen  anfänglichen  Wärniezustand  des  Körpers  bestimmt  worden.  Für 
ein  Gemisch  von  Wasser  und  gesättigtem  Wasserdampf  lässt  sich  z.  R. 
bestimmen,  um  welchen  Retrag  die  Körpenvärme  oder  das  innere  Arbeits- 
vermögen desselben  in  einem  gewissen  Zustande  grösser  ist,  als  wenn  sich 
die  ganze  Ma.sse  im  Zustande  von  Wasser  bei  0®  Temperatur  und  einer 
bestimmten  Pressung  befände;  es  lässt  sich  aber  kein  Wärniezustand  der 
Masse  (als  Eis)  angehen,  welcher  einer  weiteren  .\enderuiig  durch  Wärme- 
entziehung nicht  mehr  fähig,  und  für  welchen  also  die  Körperwärme  resp. 
das  innere  Arbeitsvermögen  = Null  wäre. 

Nach  dem  Priucip  der  -\equivalenz  von  Arbeit,  lebendiger  Kraft  und 
Wärme  ist  für  irgend  eine  unendlicb  kleine  Zustandsändoruug 
eines  Körpers  der  Zuwachs  an  .Arbeitsvermögen  desselben 
= der  .Arbeitssumme  der  auf  ihn  wirkenden  änsseren  Kräfte 
-j-  dem  .Arbeitswerth  der  ihm  von  aussen  mitgelheilteu  Wärme. 
Eine  besondere  Rolle  spielt  hierbei  die  Reibung  au  der  Oberfläche;  ihr 
Erfolg  besteht  in  der  Verwandlung  einer  gewissen  .Arlieit  = dR  (oder 
äquivalenten  lebendigen  Kraft)  in  Wärme,  welche  in  einem  gewissen  A'er- 
hältnisse  a:l  — a theils  dem  Körper  selbst,  theils  seiner  Umgebung  (dem 
Rerührungskörper,  längs  welchem  er  mit  Reibung  in  gleitender  Bewegung 
begriffen  ist)  nütgethcilt  wird.  Die  .Arbeitssumme  der  äusseren  Kräfte  für 
die  unendlich  kleine  Zustandsänderung  des  Körpers  enthielte  also  ausser 
der  .Arbeitssumme  = dAf  -f-  dP  der  Masseukräfte  und  des  äusseren  Drucks 
(§.  6)  noch  die  negative  .Arbeit  — = — dR  der  änsseren  Reibung,  und  der 
Arbeitswerth  der  dem  Körper  an  seiner  Oberfläche  mitgetheilten  Wärme 
enthielte  den  Bestandtheil  = a dR,  so  dass  in  dem  .Ausdruck  für  die  .Aen- 
derung  des  .Arbeitsvermögens  mit  Rücksicht  auf  die  äussere  Reibung  das 
Glied  vorkäme: 

— rfÄ  -f  ß dJ?  = — (1  — a)  di? 

— - dem  Entgegengesetzten  des  .Arbeitswerthes  der  au  die  Umgebung  niit- 
getbeiiten  Reibungswärme.  Wenn  man  aber  diese  letztere  Wärme  als 
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ne(fativeii  Bestaudtheil  in  die  Wärmemenge  = d(i  einrechnet,  welche  dem 
Körper  bei  seiner  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  von  aussen  mit- 
cetheilt,  nämlich  mehr  mitgetheilt,  als  entzogen  wird,  indem  man  sich 
vorstellen  kann,  dass  zunächst  die  ganze  äussere  Reibiingswürme  an  den 
iietrachteten  Korjver  ülvergeht  und  erst  nachträglich  ein  Theil  derselben 
ihm  wieder  entzogen  wird,  so  hat  mau  die  Gleichung 

d<L-\  V)  = dM^-dP^  WdQ  il), 

welche  in  der  Folge  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  genannt 
werden  soll.  Durch  Verbindung  derselben  mit  der  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  — §.  6,  Gl.  (7)  — 


dL  — dM-\-  dP—dR—  dS  + dE 

ergiebt  sich: 

dU=  WdQ  -^dR  -\-dS—dE (2). 

ln  dieser  Gleichung  bedeutet  dS  die  Arbeit  der  inneren  Widerstände, 
deren  Wirkung  erfahrungsmässig  ebenso  wie  die  der  äusseren  Reibung  in 
einer  Verwandlung  von  Arbeit  (lebendiger  Kraft)  in  Wärme  besteht.  Es 
ist  also 

IVdQ  -j-  dR  + dS 


der  Arbeitswerth  der  dem  Körper  im  Ganzen  mitgetheilten,  nämlich  theils 
von  aussen  mitgetheilten  (der  Umgebung  entzogenen),  theils  durch  die 
äussere  Reibung,  theils  durch  die  inneren  Widerstände  erzeugten  Wärme, 
und  die  Gl.  (2),  welche  in  der  Folge  die  Wärmegleichung  heissen  mag, 
drückt  aus,  dass  jene  Wärme  = dU  -j-  dE  theils  zur  Vermehrung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  des  Körpers  (resp.  der  Körper- 
wärme AU),  theils  zur  Verrichtung  von  Deforraationsarbeit  des- 
selben verwendet  wird. 

Hiernach  findet  überhaupt  die  Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  in 
solcher  Weise  statt,  dass  sie  zunächst  in  Deformationsarbeit  sich  umsetzt, 
welche  dann  gemäss  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  theils  zur  Ver- 
mehrung der  lebendigen  Kraft  des  Körpers,  theils  zur  Ueberwindung  von 
Widerstandskräften  dienen'kann.  Die  Wärme,  welche  sich  in  Deformations- 
arbeit verwandelt,  kann  dabei  theils  solche  Wärme  sein,  welche  dem  Körper 
erst  mitgetheilt  wird,  sei  es  von  äusseren  Körpern  durch  Berührung  oder 
Strahlung,  sei  es  an  der  Oberfläche  durch  die  Verwandlung  von  Reibungs- 
arbeit (ßR\  oder  im  Inneren  durch  die  Verwandlung  innerer  Widerstands- 
arbeit {df>)  in  Wärme,  theils  kann  sie  der  Körperwärme  selbst  entnommen 
sein,  entsprechend  dom  Falle,  dass  in  Gl.  (2)  dU  negativ  und  dE  positiv 
ist  Umgekehrt  kann  auch,  einem  negativen  Werthe  von  dE  entsprechend, 
Deforraationsarbeit  sich  in  Wärme  verwandeln  ; aber  es  kann  die  Verwand- 
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lung  von  Arbeit  überhaupt  in  Wärme,  — and  dadurch  unterscheidet  sie  sich 
wesentlich  von  der  umgekehrten  Verwandlung,  — auch  unabhängig  von  De- 
formationsarbeit, nämlich  durch  Vermittelung  der  secundären  Bewegungs- 
widerstände (der  äusseren  Reibung  und  der  innereu  Widerstände)  statt- 
finden. Während  also  die  gegenseitige  Verwandlung  von  Deformations- 
arbeit  und  Wärme  in  einander  eine  umkehrbare  Verwandlung  ist,  ist 
die  Umsetzung  der  Arbeit  secundärer  Bewegungswiderstände  in  Wärme 
eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung;  es  liegt  im  Wesen  der  secun- 
dären  Bewegungswiderstände,  dass  sie  immer  eine  negative  Arbeit  ver- 
richten, d.  h.  Arbeit  oder  entsprechende  lebendige  Kraft  verbrauchen, 
welche,  indem  sie  als  solche  verschwindet,  als  Wärme  erhalten  wird. 
Wenn  gemäss  der  Voraussetzung  in  §.8  keine  Tangentialspannungen  in 
dem  betrachteten  Körper  Vorkommen,  so  ist  die  hier  im  Allgemeinen 
sogenannte  Deformationsarbeit  dE  die  in  §.  6 näher  charakterisirte,  nämlich 
durch  Gl.  (9)  daselbst  allgemein  bestimmte  Expansionsarbeit,  welche  nur 
von  den  Pressungen  und  den  Volumenänderungen  der  Körperelemente 
abhängt. 

Ihren  Begriffen  zufolge  sind  die  Körperwärme  und  das  innere  Arbeits- 
vermögen eines  Körpers  durch  den  Wärmezustand  desselben  bestimmt. 
Das  innere  Arbeitsvermögen  i)ro  1 Kgr.  = U oder  das  specifische 
innere  Arbeitsvermögeu  eines  Körpers  von  gleichförmigem  Wärme- 
zustande, resp.  das  specif.  innere  Arbeitsvermögeu  in  einem  gewissen 
Funkte  eines  homogenen  Körpers  von  ungleichförmigem  Wärmezustande 
oder  eines  continuirlichen  Gemisches  von  ungleichförmigem  Mischungs- 
verhältnisse, oder  auch  das  mittlere  specif.  innere  .irbeitsverinögen 
eines  discontinuirlichen  Gemisches  ist  also  durch  dieselheu  Grössen  be- 
stimmt, wie  der  Wärmezustand,  insbesondere  z.  B.  durch  v und  p bei  einem 
Körper,  in  welchem  keine  Tangentialspannungen  Vorkommen ; oder  es  hängt 
(formell,  wenn  auch  nicht  thatsächlich , noch  etwas  allgemeiner)  U mit 
jenen  den  Wärmezustand  charakterisireudeu  Grössen  und  mit  einer  anderen, 
die  aber  mit  Hülfe  der  Zustandsgleichung  (§.  8)  elimiuirt  werden  kann, 
durch  eine  Gleichung  zusainmeu,  welche  in  der  Folge  die  Gleichung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  genannt  wenlen  soll.  — 

Das  Princip  der  Aequivalenz  und  gegenseitigen  Umwandelbarkeit  von 
Wärme  und  Arbeit  oder  lebendiger  Kraft  ist  mit  der  Anschauung  von  der 
Wärme  als  einer  Materie,  somit  einer  unveränderlichen  Grösse,  nicht  ver- 
einbar, hat  dagi'gen  zu  der  .\unahme  geführt  resp.  dieselbe  weiter  begrün- 
det, dass  das  Wesen  der  Wärme  in  dem  Molekularzustandt^  der  atoniistiscli 
coustituirteu  Materie  zu  suchen  sei,  nämlich  in  der  Gruppirung,  den  gegen- 
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seitij^en  inneren  Kräften  nnd  einer  unsichtbaren  inneren  Bewegung  der 
die  Körper  in  discreter  Weise  mit  leeren  Zwischenräumen  constituirenden 
Ueinsten  Massentheilchen,  wobei  die  Gruppirung  auf  gewisse  mittlere  Lagen 
ilieser  kleinsten  Ma.ssentheilchen  sich  bezieht,  welche  sie  bei  der  inneren 
fiewegung  höchstens  periodisch  vorübergehend,  wenn  Oberhaupt  wirklich 
f-innehmen,  und  wobei  die  innere  Bewegung  oder  deren  Aenderung  an  und 
liär  sich  nicht  mit  einer  wahrnehmbaren  Aenderung  der  Massenvertheilung 
wbunden  ist,  während  eine  Aenderung  jener  Gnippirung  sich  entweder 
■iarch  eine  Aenderung  der  Aggregatform  oder  durch  eine  messbar  verän- 
derte Massenvertheilung  (Aenderung  des  specifischen  Volumens)  oder  durch 
beides  zugleich  zu  erkennen  giebt.  Von  der  ausdrücklichen  Zugrunde- 
legung dieser  Annahme  und  ihrer  näheren  Bestimmung  hinsichtlich  der 
-Vrt  der  constituirenden  kleinsten  materiellen  Theilchen  (Aetheratome, 
Körper-Atome  nnd  Moleküle)  und  der  besonderen  Art  ihrer  Gruppirung 
und  inneren  Bewegung  sowie  der  Wirkuugsgesetze  der  ihnen  immanenten 
Kräfte,  welche  zur  vollständigen  Erklärung  der  Wärmeerscheinungen  und 
5omit  zur  Rechtfertigung  der  Annahme  an  sich  vorausgesetzt  werden 
mfissten,  soll  jedoch  hier,  wie  schon  einleitungsweise  zu  diesem  Abschnitte 
Itemerkt  wurde,  umsomehr  vorläufig  abgesehen  werden,  als  eine  solche 
Beduction  der  Wärmeerscheinungen  aus  bestimmten  atomistischeu  Annahmen 
bisher  nur  sehr  unvollkommen  gelungen  ist.  Das  Princip  der  Aequivalenz 
vou  Wärme  und  Arbeit  wird  hier  also  ebenso  wie  die  folgende  weitere 
.tosfhhrung  und  Ergänzung  desselben  zunächst  als  lediglich  empirisch 
inducirt  betrachtet. 


i 12.  Allgemeine  Gleichungen  znr  Bestimmung  der  ZnstandsSndemng 
einer  Flflssigkeit  (im  weiteren  Sinne)  unter  gegebenen  Umständen. 

Die  in  §.  5 entwickelten  Differentialgleichungen  gewähren  noch  keine 
vollständige  und  allgemeine  Lösung  dieser  Aufgabe;  denn  abgesehen  davon, 
'lass  noch  eine  fünfte  Beziehung  zwischen  den  in  den  Gleichungen  (tl) 
und  (7)  daselbst  vorkommenden  abhängig  variablen  Grössen  u,  v,  w,  /i. 
welche  als  Functionen  der  Coordinaten  a-,  y,  z und  der  Zeit  t zu  bestimmen 
waren,  fehlte,  war  dort  von  Aenderungen  der  Temperatur  gar  nicht  die 
Rede,  und  es  wurde  die  Zustandsänderung  lediglich  als  Wirkung  äusserer 
Kräft«*  betrachtet,  während  die  hier  als  gegeben  vorausgesetzten  Umstände 
im  .Allgemeinen  zugleich  eine  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
eiaschliessen  können. 
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Wenn  die  Geschwindigkeitscomponentcn  zur  Zeit  t im  Punkte  (x,  y,  z' 
nach  der  Richtung  der  Coordinatenaxeu,  welche  in  §.  5 mit  «,  r,  w bezeichnet 
wurden,  jetzt  mit  Uj.,  «,  bezeichnet  werden,  und  die  specif.  Masse 

u = — gesetzt  wird,  unter  v das  siiecif.  Volumen  verstanden,  so  ist  nach 
ff’’ 

den  Gleichungen  (6)  a.  a.  O. 


ftp  ÖMj  buj.  buc 

~ bT  + bT  + ""  öy  + bz 


fbJ  b-u^  , , b-M^ 


by  b«,, 


bu. 


b«„ 


bi<„ 


^ by  - bF  + “^bx  + ""b^  + b7 

~ ^ Ul,  + bx'^  +by*  +bz'*  ' 


bp  bu^  bit,  biij  b«j 

bz  = bt  b7  + "»  b7  bz~ 


,'bj  b-u,  bhi,  b-u. 


b«^  b«  b«, 

‘“'’‘'=57+s;r+,',=  ■ 


unter  X,  1'  X die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkraft  und 
unter  7?  eine  Constante  verstanden,  welche  sich  auf  die  innere  Reibung 
bezieht;  ferner  nach  Gl.  (7)  daselbst: 


öi  b"^  b"^  b^ 

r c V V 

b(  bx  by  ' bz 


wofür  mit  Rücksicht  anf  die  Bedeutung  von  J auch  geschrieben 
kann: 


1 


--f- 

f ^b/l 


b- 

V 

'‘^bT 


+ Wl 


werden 


(•->. 


Bezeichnet  ferner  T die  Temperatur  im  Punkte  1.x,  y,  z'i  zur  Zeit  t,  i.  den 
Wärmeleitungscoeflicienteu  daselbst,  so  ist  nach  §.  9,  Gl.  (2)  die  Wärme- 
menge, welche  einem  diesen  Punkt  enthaltenden  Massenelemente  der 
Flüssigkeit,  dessen  Volumen  zur  Zeit  < = drist,  im  Zeitelemente  dt  mit- 
getheilt  wird, 
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iQ  = X.6v{ 


hH 

hx* 


dt, 


wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  im  Inneren  der  Flüssigkeit  die  Wärme  nur 
durch  Leitung  und  ohne  Mischungsbewegung  übertragen  wird.  Dieselbe 
Wärmemenge  ist  nach  der  Wärmegleicbun^  §.H,  — auch 


dU+  dE 

du=-p- 


A (dU--{-  dE>, 


indem  hier  dR  = 0 ist,  sofern  das  betrachtete  Massenelement  im  Inneren 
der  Flüssigkeit  liegt,  und  auch  (/.S  = 0 gesetzt,  d.  h.  ebenso  wie  in  den 
Gleichungen  (1)  von  discontinuirlicheu  Geschwiudigkeitsäuderuugeii  ab- 
strahirt  werden  muss,  weil  die  betreffenden  inneren  Bewegungswiderstände 
sich  nicht  in  Elemente  zerlegen  la.ssen,  ihre  Wirkungen  vielmehr  nur  im 
Ganzen  beurtheilt  und  (nach  Ausführung  der  Integration  der  hier  aufzu- 
stelleuden  Differentialgleichungen  über  einen  gewissen  Theil  der  Flüssigkeit) 
in  Rechnung  gebracht  werden  können,  ln  dem  letzteren  Ausdrucke  von 
äQ  ist  nach  §.  G,  Gl.  1 9)  die  Expansiousarbeit 


dE  ^^p.ddV 

und  somit  ergiebt  sich  durch  Gleichsefzung  beider  Ausdrücke  von  dQ: 


Darin  l»edeutet  1/  das  innere  Arbeitsvermögen  des  F'lüssigkeitselementes 
vom  Volumen  df'zur  Zeit  t.  Bezeichnet  man  aber  mit  U das  specif.  innere 
.Arbeitsvermögen  im  Punkte  (x,i/,z)  zur  Zeit  t (§.  11),  so  ist 


statt  dU  zn  setzen: 


und  indem  ferner  gesetzt  werden  kann; 


ddV—  dr, 

V 


i-rhält  die  letzte  Gleichung  nach  Multiplication  mit  ^^,und  Division  mit  dt 
die  Form: 


A 


,dU 

dl 


h*t  I h*r\ 

hx*  ‘ hl/*  ' hz*) 


(3). 


In  dieser  letzten  Gleichung  sind  , und  , vollständige  Ditt'erentialuuotien- 

af  dl 

teu,  indem  U und  v auf  ein  Masseuelement  bezogeiiMvurdeii,  welches  zur 

tb«uret.  MAitckinonlehr«.  (.  O 
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Zeit  l (len  Raumpunkt  (x,  y,  z)  enthält-,  es  ist  also  (analog  der  Entwickelung 
von  f/v,  (f  jf  und  <f  , in  §.  5) 

dU  hU  , , hU  hU 

dl 


är 


ftr 


ftr 


ör 


hz 

hv 


Indessen  können  auch  die  (ileichungen  (1)  und  (2')  mit  Hülfe  voll- 
ständiger Differentiahjuotienten  etwas  einfacher  geschrieben  werden: 


(l,a) 


öl) 

dttji 

■ R<fv 

td.l 

+ 

Ö-«x 

-f 

ÖV 

Ö^«x\ 

ö^" 

^ dt 

(öa: 

ör“ 

öy*’ 

b7^~) 

du,. 

/ÖJ 

ö-u„ 

+ 

ö-«„ 

b-u„\ 

~ dt 

- lilfV 

Uy 

+ 

öy=*^' 

+ 

hp 

du. 

■ Itgr 

/ÖJ 

Ö*Mx 

+ 

h-u,\ 

öz  " 

""dt  ~ 

iöV 

+ 

öy^ 

letztere  Gleichung  auch: 


V ' dt 
dv 


0 


t’J 


dt 


(iJ.  a . 


(2, 1.). 


Durch  die  5 Gleichungen  (1)  — (3)  in  Verbindung  mit  der  Znstauds- 
gleichuug  (.§.  8) 

(4- 


und  der  Gleichung  des  inneren  .Vrheitsvermögens  (§.  1 1) 


/■\p,y,r,  f>-;=rU (5) 

sind  die  7 Grössen  U als  Functionen  von  j:,  y,  z,  < bestimmt, 

wenn  die  übrigen  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  theils  als 
f'onstante,  theils  als  Functionen  von  x,  y,  z,  t gegeben  sind  und  wenn  ferner 
zur  Restiininung  der  willkürlichen  (’onstanten  und  Functionen,  die  durch 
die  Integration  der  partiellen  Different ialgleichnngen  eingeführt  werden, 
der  .\nfangszustand  und  die  Obertlächenliedingnngen  gegeben  sind,  uiimlicli 
der  Zustand  (äusserer  und  Wärmeznstand'i  zu  einer  bestiinniten  Zeit,  die 
OberHücheukräffp  und  die  Umstände,  von  welchen  der  Wärmeaustausch 
zwischen  der  Flüssigkeit  und  ilirer  Umgebung  abhängt.  Wie  dabei  tUe 
oberflächliche  Reibung  und  wie  die  inneren  Bewcgungswiderstände  in 
Rechnung  zu  bringen  sind,  wird  später  in  der  Hydraulik  näher  dargelegl 
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»erden.  Während  die  Gleichungen  (1)  — (.3)  allgemein  für  jede  Art  von 
Flüssigkeit  gelten,  sind  die  Gleichungen  (t)  und  (5)  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  verschieden,  weshalh  auch,  ahgesehen  von  den  analytischen 
Schwierigkeiten,  welche  die  Integration  der  ersteren  Gleichungen  darhietet, 
die  weitere  Behandlung  des  I’rohlenis  auf  spccielle  Fälle  beschränkt  ist. 
In  dem  besonderen  F'alle  eines  continuirlichen  Gemisches  von  Flüssigkeit 
and  cesättigtein  Dampf  derselben  Art  kommt  zu  den  genannten  sieben 
noch  eine  achte  als  Function  von  a:,  y,  2,<  zu  bestimmende  Grösse,  das 
Mischuiigsverhältniss,  wogegen  aber  auch  eiue  achte  Gleichung  <fi  (p,  l)  = 0 
/or  Verfügung  ist. 

Wenn  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  u in  jedem  Punkte 
(j’jy,:)  den  Umständen  gemäss  gegeben  ist  oder  angenommen 
wird,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Bewegung  der  Flüs- 
sigkeit durcli  eine  von  festen  Wänden  gebildete  Leitung  beschränkt  wird, 
and  wie  es  überhaupt  meist  geboten  ist,  um  ilie  mathematische  Uuter- 
snebung  zu  erleichtern  oder  gar  zu  ermöglichen,  so  sind  durch  u auch  die 
(om|ioneuten  bestimmt,  und  es  reducirt  sich  die  Zahl  der  zu  be- 

stimmenden Functionen  auf  5,  nämlich 


11,  r,  p,  T,  U. 

l»ie  drei  Gleichungen  (1)  können  dann  in  eine  zusammeugezogen 
Werden.  Multii>licirt  man  die  Gleichungen  (l,a)  beziehungsweise  mit 


dx  — 11  j,  dt,  dy  = di,  dz  — m,  dt. 


wo  also  dx.  dy,  dz  die  Projectionen  des  Weges  d»  — udi  auf  die  Coordi- 
nateuaxen  sind,  welchen  ein  materieller  Punkt  im  Zeiteleniente  dt  durch- 
läuft, und  dividirt  man  die  Gleichungen  durch  y,  so  ergiebt  sich  durch 
ihre  Addition  mit 


‘V 

('ia- 


dx  + 


^y 


rdy-\  Zdz)  = dM 
dy  \ dz  = 

02  O« 


DJ 

Dx 


dx  -{- 


DJ 

D„ 


dx 


1 

ff 


(’tx  -f  »V  d<‘,i  + «i  rf«,’)  - 


lidit 

ff 


. d 


11^ 

-ff 


die  folgende  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  pro  1 Kgr.  eines  beliebigen 
Massenelemeutes  der  Flüssigkeit: 
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hp 


d — = dM  - — r . - Bv 


b/i 


(/« 


’^ör* 


«X 


^ hx'^ 


Ö-M„  ^*“k  , 


bz' 

ö*«, 

bz^ 


.dt 


Die  drei  Glieder  auf  der  rechten  Seite  sind  pro  1 Kgr.  des  Flüssic 
keitselementes  und  auf  dem  Wege  dt  — udt-, 

1)  die  .\rbeit  der  Massenkraft, 

‘J)  die  Arbeit  der  auf  die  Oberfläche  von  der  umgebenden  Flüssigkeit 
ausgeUbten  Pressung,  insoweit  sie  von  der  .\enderung  des  specif 
Volumens  unabhängig  ist,  also  nicht  zu  Defoniiationsarbeit  ver 
liraucht  resp.  von  solcher  vernichtet  wird, 

3)  die  Arbeit  der  inneren  Reibung. 

Setzt  man  Uj.  = au,  = bu,  u,  = c«, 
wo  «.  b,  c,  nämlich  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  von  u mit  den  Coonli- 
natenaxen,  gegebene  Functionen  von  x,y,z  sind,  so  ist  mit  den  Bezeicli- 
nungen 


Öf/  , 

ft«  , 

ft«  , 

ftx^"^ 

by  = ->' 

ftz""“' 

ft*“ 

b^a 

ft*rt  , 

II 

H 

fty*““*' 

ftz*^"' 

und  den  analogen  Rezeichnungen  hinsichtlich  b und  c: 


6«x  ö«  , , 

- = a + flx  « 

oj;  ox 


b^u^  b*u  ,bu 

+ ft.  * “ 


u.  s.  f.,  also 

ft  *«x  ft  *Mx  b -Ur 
ftr*  ^ft//'“  ' öz* 

/ft*H  ft*«  ft*«',  / ,bu 


bx-  by^  ' ftz  */ 


, ft«  ,ft« 


ft*«^  bht,!  , 

rfx*  ^ fty*  ' ftz* 


,,'ft*«  ft*M  , ft*« 

ftx*  ' fty* 


f,  /ft“  , , /ft“ 

'fty 


/ft«  , 


f +Ä/,J+(C+V'+VV 
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4*«,  b*u 

1 

Ar*  ^ ftyS 

-r- 

bz^ 

b^u 

b^u 

b -u\  . 

7 , 

, ?>« 

, f>«\  f , 

by^ 

, S+' 

Die  Substitutiou  dieser  Ausdrücke  erf?iebt  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
a*  + Ä‘  + e*=l, 

abo  aa^  -j-  44/  -f-  <^<'/  = 0 

aaj.  44j  cc^  = — * “f-  *) 

ist,  worin  der  Index  x auch  mit  y oder  z vertauscht  werden  kann,  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  folgender  Form: 

■lg  ö«  ^ 


a/*  + 4/*  + c/* 

-| 

bs  ör*  öy* 

+ «/*-(-  4/“>  + c/* 
+ «;*+Ä/*+c/*| 

• u 

, 

Är  I”“  4-  " — : -I-  -(-4..'“'4-c„'*  \ u \ d» . . (6). 

Ist  K die  beschleunigende  Masscnkrafl  im  Sinne  von  «,  so  ist  auch 


dM=  - Kd» 

9 

and  mau  erhält  durch  Division  von  Gl.  (6)  mit  udt  = ds-. 


1 </»  1 ,, 

- - = — A 

g dt  g 


— Är 


bJ 

bs 


b^u 

bx^ 


bP 


(i*M 

?)7* 


a/'  f-  i/M-7* 

f-«;*  f 
+«/“  +*;* 


I '2 


In  dieser  und  in  den  beiden  Gleichungen  (2,  h)  und  (H): 

b^l  . b<‘l 

P 


dr  ;dU  rfc\  , 

r/j=  , und  A — 1-  ® — | ^ Xc  . - -j-  . - - 

dt  dt  ^ dt  \hx^  ' (iv* 


b^t 
fia’*  > 


■ ■ (7). 


«ixlurch  in  Verbindung  mit  der  Zustandsgleichung  (4),  der  Gleichung  des 
inneren  .Arbeitsvermögens  (5),  den  Oberflächenbedingungen  und  dem  .\n- 
täneszustande  die  Grössen  «,  v,  p,  f,  47  im  vorliegenden  Falle  als  Functionen 
von  JT,  y,  z,  l bestimmt  sind,  ist 


A'=eA'+4r  f cif 

bA  bA  , bA  ■ bA 
b»^%x-^^by-^% 
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hu 


<)*  hr 
du  h« 
dt  bl 

dv  b« 
dt  bt 


iU_bU 

dT~bi 


..  , , ö« 
"öx+*8y  + 


f be 
I a 


bu 

‘^öT 


bu 


-J" 

bl'  \ 


\"ö7  + *öy 


bU 
bz  / 


Dieselben  Gleichungen  gelten  mit  Ä = 0 auch  für  einen  festen  Körper, 
in  welchem  keine  Tangentialspanuungeu  Vorkommen  und  ?.  als  unabhängig 
von  der  Richtung  der  Wärmeleituiig  vorausgesetzt  werden  kann. 

Für  den  Beharrungszustand  der  Bewegung  einer  Flüssigkeit, 
d.  h.  für  den  Fall,  dass  der  äussere  und  innere  Zustand  in  jedem  Punkt 
des  Raumes  unveränderlich  ist,  hat  man  zu  setzen: 


Ött 

bl 


^0, 


bu 

bt 


^0, 


wodurch  l überhaupt  wegfallt  uml  sämmtliche  Grössen  «,  r,  p,  t,  7/ Func- 
tionen nur  von  r,  y,  z werden. 


§.  13.  rmkelirbare  und  nicht  umkehrbare  Yerwandlungeu  und  Zustunds- 

Underungen. 

Wenn  man  das  innere,  d.  h.  das  dem  Wärniezustande  eutsprechoiule 
.\rbeitsvermögen  eines  Körpers  lediglich  als  Wärme  betrachtet,  nur  mit 
einer  anderen  Kinheit  als  der  gewöhnlichen  Wärmeeinheit  oder  t’alorie 
gemessi-n,  uämlicli  als  .Vrbeitswerlli  der  Körperwärme,  so  wird  .Arbeit  oder 
ä(inivalente  lelu'iidige  Kraft,  welc.lie  äus  Wärme  entsteht,  nach  den  Bonier- 
knngen  in  §.  1 1 gc'inäss  der  Wärmegleichung  ( 2)  daselbst  zunächst  stets 
als  D<‘formationsarbeit  erlialten  (als  Expansionsarheit  im  Falle  einer  Flüssig- 
keit oder  auch  ini  Falle  eines  festen  Körpc'rs,  in  welchem  keine  Taugen- 
tialspanmingen  Vorkommen);  dagegen  kann  umgekehrt  Wärme  nicht  nur  aus 
Deformationsarbeil,  sondern  auch  unmitlelb.ar  aus  den  .Arbeiten  secundürer 
Bewegnngswiderstände  ent.stehen,  nändich  äusserer  Reibung  und  solcher 
innerer  Widerstände,  welche  durch  discontinnirlicho  Geschwindigkeits- 
änderungen bedingt  sind.  Die  gegenseitige  Umsetzung  von  Deformatious- 
arbeit  und  Wärme  in  einander  wurde  deshalb  eine  umkehrbare  Ver- 
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«andlung,  die  Umsetzung  der  -\rbeit  socundilrcr  Bewegungswiderstände 
in  Wärme  dagegen  eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung  genannt. 

I)en  Uebergang  der  Wärme  aus  ciuem  Kfirj'er  oder  Körpertheile  von 
der  Temperatur  in  einen  Körper  oder  Körpertheil  von  der  Temperatur 
t,  kann  man  auch  als  eine  Verwandlung  betrachten,  nämlich  als  eine  Ver- 
srandlnng  oder  einen  Uebergang  der  betreffenden  Wärme  von  der  Tempe- 
ratur in  solche  von  der  Temperatur  .Abgesehen  von  elektrischen, 
äberhaupt  von  anderen  iuneren  Zuständen,  als  dem  Wärmezustandc,  kann 
ein  solcher  Uebergang  theils  unmittelbar  durch  Leitung  oder  Strahlung, 
theils  durch  Vermittelung  eines  dritten  Körpers  oder  Körpertheils  statt- 
änden,  mit  dessen  entsprechender  Zustandsämlerung  dann  im  Allgemeinen 
zugleich  eine  Verwandlung  von  Wärme  in  .\rbeit  oder  umgekehrt  verbunden 
ist.  Eine  unmittelbare  Wärmemittheilung  durch  Berührung  (Wärmeleitung) 
kann  der  Definition  (§.  7 j zufolge  nur  von  einem  Körper  höherer  zu  einem 
s<jlchen  niederer  Temperatur  stattfiiiden;  dasselbe  gilt  für  den  Fall  der 
Strahlung  unter  der  in  §.  10  gefundenen  Bedingung.  Wird  letztere  als 
•'rfailf  vorausgesetzt  (wie  cs  auch  ohne  erschöpfende  directe  Bestätigung 
durch  den  Versuch  mit  Rücksicht  auf  die  Uebereinstimmuiig  der  aus  dieser 
Voraussetzung  gezogenen  Folgerungen  mit  der  Erfahrung  gerechtfertigt 
• Tscheint),  so  kann  also  ein  unmittelbarer  Uebergang  der  Wärme 
immer  nur  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  stattfinden; 
derselbe  ist  eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung. 

Damit  die  Znstandsänderung  eines  Körpers  mit  nur  umkehr- 
baren Verwandlungen  verbunden  sei,  ist  hiernach  zunächst  erforderlich, 
dass  .\rbeitsverluste,  d.  h.  Verwandlungen  von  .Vrbeit  in  Wärme  durch  Be- 
wegnngswiderstände  nicht  Vorkommen.  Ein  unmittelbarer  Uebergang  von 
Warme  ist  freilich  streng  genommen  unvermeidlich,  sofern  überhaupt 
W'ärmemittheilungen  nicht  ausgeschlossen  werden  sollen,  allein  dem  Begriffe 
des  Unendlichkleinen  als  einem  Grenzbegriffe  gemäss  genügt  zur  Realisirung 
einer  Ziistand.säuderung  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  in  dieser 
Hinsicht  die  Bediugung,  da.ss  bei  einer  Zustandsänderuug  von  endlicher 
Gnisse  eine  endliche  W'ärmemenge  eine  nur  unendlich  kleine  Temperatur- 
anderiing  erfahre.  Dazu  ist  mit  Rücksicht  zunächst  auf  den  W'ärineaustausch 
Ml  der  Körperoberfiäche  nöthig,  dass  die  Differenzen  zwischen  den  Tempe- 
raturen <,  der  verschiedenen  Elemente  der  Obertlächenschicht  des  Körpers 
und  den  betreffenden  äusseren  Temperaturen  d.  h.  den  Tempera- 
laren der  unmittelbar  angreuzendeii  Elemente  anderer  Körjier,  mit  welchen 
fine  Wärmemittheilung  durch  Berührung,  sowie  der  Oberflächenelemeuto 
entfernter  Köqier,  mit  denen  ein  Wärmeaustausch  durch  Strahlung  statt- 
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findet,  überall  unendlich  klein  seien.  Dabei  könnten  diese  ents])rechcndcii 
Temperaturen  und  tg  jede  für  sich  an  verschiedenen  Stellen  uni  End- 
liches verschieden  sein.  Wenn  man  dann  aber  durch  Flächen  constantor 
Temperatur  den  Körper  in  unendlich  dünne  Schichten  zerlegt  denkt,  so 
würde  zwar  die  bei  der  endlichen  Zustandsäuderung  des  Körpers  von  einer 
solchen  Schicht  zur  benachbarten  geleitete  endliche  Wärmemenge  nur  eine 
unendlich  kleine  Temperaturänderung  erfahren,  ebenso  wie  die  durch  die 
Oberfläche  gehende  Wärme-,  sofern  aber  der  Körper  ans  unendlich  vielen 
solchen  Schichten  besteht,  würde  im  Ganzen  eine  unendlich  grosse  Wärme- 
menge eine  unendlich  kleine  Temperaturänderung  oder  eine  endliche 
Wärmemenge  eine  endliche  Teinperaturäiiderung  erfahren  können.  Damit 
also  auch  mit  Rücksicht  auf  Wärmeleitung  im  Inneren  des  Körpers  seine 
Zustandsänderung  nur  mit  umkehrbaren  Verwandlungen  verbunden  sei. 
müssen  noch,  wenn  der  Körper  homogen  ist,  die  Temporatordifferenzen 
zwischen  je  zwei  unendlich  nahen  Körpcrpuukteu  als  unendlich  klein  höherer 
Ordnung  oder  zwischen  jo  zwei  beliebigen  Punkten  des  Körpers  als  unend- 
lich klein  vorausgesetzt  werden,  so  dass  dann  auch  die  äusseren  Tempera- 
turen t„  an  verschiedenen  Stellen  nur  unendlich  wenig  unter  sich  ver- 
schieden sein  dürfen.  Ist  aber  der  Körper  nicht  homogen,  sondern  ein 
Gemisch  von  Bestandtheilen  gleicher  Art  und  verschiedener 
Aggregatform,  welche  sich  in  Grenzzuständen  bezüglich  auf  den  Ueber- 
gang  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregatforin  befinden,  so  ist  das  Tem- 
peraturgleichgewicht  hinsichtlich  der  Wärmemittheilung  im  Inneren  des 
Körpers  nicht  au  eine  gleichförmige,  sondern  an  eine  solche  Verthcilung 
der  Temperatur  gebunden,  dass  dieselbe  überall  zur  betreffenden  Pressung 
in  einer  bestimmten  Beziehung  steht;  zur  Ermöglichung  nur  umkehrbarer 
Verwandlungen  muss  also  in  diesem  Falle  die  Körpertemperatur  in  jedem 
Punkte  der  Pressung  entsprechend  (von  der  ihr  entsprechenden  Grenz- 
temperatur höchstens  um  ein  Unendlichkleiues  höherer  Ordnung  verschiedeiD 
sein,  wobei  die  Oberflächentemperaturen  an  verschiedenen  Stellen  um 
Endliches  verschieden  sein  können  unbeschadet  der  unendlich  kleinen  Diffe- 
renzen zwischen  den  sich  entsprechenden  Temperaturen  und  — 

Die  Zustandsänderung  eines  Körpers  heisst  im  Ganzen  umkehrbar, 
wenn  die  Umkehrung  des  .\endernngsgesetzes  ihrer  Ursachen  (äusseren 
Kräfte  und  mitgetheiltcn  resp.  entzogenen  Wärmemengen)  genügt,  um  sic 
in  umgekehrtem  Sinne  d.  h.  so  stattfinden  zu  lassen,  dass  dabei  der  Körper 
mit  alten  seinen  Elementen  durch  dieselben  äusseren  und  Wämiezustände 
wie  zuvor  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge  hindurchgeht,  die  äusseren  Zu- 
stände betreffend  zugleich  mit  entgegengesetzten  Geschwindigkeitsrichtungeu. 
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Eis  ist  dazu  erforderlich  und  ReuUpend,  dass  mit  der  Zustandsänderiing  nur 
umkehrbare  Verwandlungen  verbunden  sind  und  dass  zu  Ende  derselben, 
»Iso  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  die  Umkehrung  stattfinden  soll,  die 
Differenz  zwischen  der  äusseren  und  der  Obertiächentemperatur  des 

Körp*-rs  an  jeder  Stelle  seiner  Oberfläche,  wo  ein  Wärmeaustausch  mit  der 
Cmgebung  überhaupt  stattfiuden  kann,  = Null,  sowie  dass  der  Körper  selbst 
in  Ruhe,  somit  auch  die  Differenz  — p^  zwischen  dem  äusseren  Druck 
/>,  und  der  Körperpressuug  />j  au  jeder  in  normaler  Richtung  beweglichen 
Stelle  der  Oberfläche  = Null  ist.  Während  der  Zustandsänderung  kann 
dann  der  Körper  nicht  streng  genommen  beständig  in  Rnhe  und  können 
jene  Differenzen  und  nicht  streng  genommen  beständig  = 

Null  sein;  sie  sind  vielmehr  unendlich  klein  und  von  entgegengesetzten 
Zeichen,  jenachdem  der  Durchgang  durch  den  betreffenden  Zustand  in  dem 
einen  oder  im  umgekehrten  Sinne  stattfindet.  Gleichwohl  kann  der  Begriff 
einer  nicht  nnr  im  Ganzen,  sondern  im  Elinzelncn,  d.  h.  in  jedem  .\ngeu- 
blicke  umkehrbaren,  einer  kurzweg  sogenannten  umkehrbaren  Zustands- 
änderuug  als  der  eines  Grenzfalles  aufgestellt  werden,  dessen  Betrachtung 
von  besonderem  Interesse  ist.  Es  ist  darunter  eine  Zustandsänderung  zu 
verstehen,  welche  mit  nnr  umkehrbaren  Verwandlungen  verbunden 
ist  und  mit  verschwindend  kleiner  Geschwindigkeit  stattfindet, 
wobei  daun  freilich  noch  die  Voraussetzung  einer  vorgängigen  unendlich 
lileinen  .Vouderung  der  äusseren  Temperaturen  <q,  der  äusseren  Drucke  Pq 
und  der  Geschwindigkeiten  gemacht  worden  muss,  wenn  von  irgend  einem 
Augenblicke  an  die  Umkehrung  der  Zustandsäuderung  durch  die  Umkehrung 
des  .Aenderungsgesetzes  ihrer  Ursachen  bewirkt  werden  soll. 

Bei  verschwindend  kleinen  Geschwindigkeiten  hängt  das  Gesetz,  nach 
welchem  sich  die  augenblickliche  Pressung  von  Punkt  zu  Punkt  des  Körpers 
ändert,  nur  von  den  Massenkräften  ab  (siehe  die  Gleichungen  (1)  in  §.  12, 
welche  mit  Ä 0 auch  für  feste  Körper  ohne  Tangentialspannungen 
zelten);  wird  von  ihnen  abgesehen,  insbesondere  also  von  der  Schwere,  was 
namentlich  bei  Gasen  und  Dämpfen  meistens  zulässig  ist,  so  ist  (bei  V'or- 
iiachlässigung  unendlich  kleiner  Differenzen)  die  augenblickliche  Pressung 
in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich  und  gleich  dem  äusseren  Druck.  Bei 
•iemischen  gleichartiger  Theile  von  verschiedenen  Aggregatfonnen  ist  dann 
i'benso  wie  bei  homogenen  Körpern  (bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Differenzen)  auch  die  augenblickliche  Temperatur  in  allen  Punkten  des 
Körpers  gleich  und  gleich  der  äusseren  Temperatur,  so  dass  in  beiden 
fällen  kurzweg  von  der  augenblicklichen  Pressung  und  Temperatur  des 
Körpers  geredet  werden  kann;  beide  Fälle  unterscheiden  sich  aber  dadurch. 


Digitized  by  Google 


74 


CJfKEHBBABE  ZU8TANDSÄNDEBUNGEN. 


§.13. 


dass  die  gleichfönnige  Pressung  und  Temperatur  nur  bei  dem  homogenen 
Körper  auch  ein  gleichförmiges  specif.  Volumen,  überhaupt  einen  gleich- 
förmigen Wärmezustand  bedingt. 

In  der  Differentialgleichung  der  lebendigen  Kraft  (§.  6,  Gl.  7): 
dL  — dM-^dP  dR-  dS-irdE 

ist  im  Falle  einer  Zustandsänderung  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen 

dR—0  und  dS—(), 

im  Falle  einer  umkehrbaren  Zustaudsäuderung  zugleich  dL  = 0 zu  setzen, 
wodurch  die  Expansion.sarbeit 

dE=  fp.ddV—  — {dM  -t-  dP) 

wird  und  bei  .Vbstraction  von  Massenkräften,  also  bei  gleichförmiger  Körper- 
pressung 

dE=pdV=  — dP. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Expausionsarbeit  gleich  dem  Entgegengesetzten 
der  Arbeit  des  äusseren  Drucks,  also  gleich  der  Arbeit  des  Drucks,  welchen 
der  Körper  vennöge  seines  Pressmigszustaniles  auf  seine  unmittelbare  Um- 
gebung nusübt,  welche  ,\rbeit  im  Allgemeinen  nur  ein  Tlieil  der  Expaii- 
sionsarbeit  ist  und  die  oberflächliche  Expansionsarbeit  oder  die 
Ober  fläche  narbeit  des  Körpers  genannt  werden  kann. 

Pei  umkehrbaren  Zustandsänderuugen  eines  Körpers  kann  es 
sich  immer  nur  um  die  Aendernngen  seines  Wärmezustandes  handeln,  und 
zwar  reduciren  sich  alle  <labin  gehörigen  .Aufgaben  auf  die  Bestimmung  der 
Wärmemenge,  welche  dem  Köri>er  mitgetheilt  oder  entzogen 
werden  muss  behufs  einer  gegebenen  unil  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  stattfindenden  .Aenderung  seines  Zustandes,  d.  h.  seines 
Wärmezustamh's.  Dazu  dient  die  Wärmegleichung  (2),  §.  11,  nach  welcher 
mit  dR  = 0 und  dS  = I) 

irdQ  — (ff/ J dE=  dU  + fp.  ddr ( 1) 

ist,  wobei  das  Integral  sich  auf  d V bezieht  und  über  den  ganzen  Körper 
aiiszudehneu  ist.  Bezieht  man  diese  Gleichung  auf  1 Kgr.  eines  Körper- 
elementes, weiches  nöthigenfalls  unendlich  klein  3ter  Ordnung  angeuommen 
wird,  um  seinen  Zustand  als  gleichförmig  voraussetzeu  zu  dürfen,  und  be- 


zeichnet mit  V sein  specif.  A'olumen,  mit  p seine  Pressung,  mit  U — einer 
Function  von  v und  p sein  .sjiccif.  inneres  Arbeitsvermögen,  so  ist 

H'dQ--  dU-\-  pdv (2) 


der  .Arbeitswerth  der  Wärme,  welche  dem  Körperelement  pro  1 Kgr.  be- 
hufs einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  mitzutheilcn  ist,  bei  welcher 
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sich  V um  dv  und  U um  dU  ändert;  ist  dQ  negativ,  so  bedeutet  der  Ab- 
solutwerth eine  zu  entziehende  Wärmemenge.  Hat  der  Körper  wegen  Ab- 
straetion  von  Ma.ssenkräflcn  eine  gleichförmige  augenblickliche  Pressung, 
so  kann  Gl.  (2)  auch  auf  1 Kgr.  des  ganzen  Körpers  bezogen  werden,  wenn, 
falls  er  nicht  homogen  ist,  unter  v das  mittlere  specif.  Volumen  und  unter 
U das  mittlere  spccif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben  verstanden  wird. 

Hiernach  ist  der  Arbeitswertli  der  Wärme  Q,  welche  dem  Körper- 
cloment  resp.  dem  ganzen  Körper  pro  1 Kgr.  behufs  einer  endlichen  Zu- 
standsänderuiig  mitgetheilt  worden  muss,  wenn  das  specif.  Volumen,  die 
Pressung  und  das  sjjecif.  innere  Arbeitsvermögen 
im  .\nfangszustandc  = t>,,  f)^,  Uj, 
im  Endzustände  = Cj,  p,,  17^  sind, 

ir<i=  u,  — u,  -\-  fpdv (3), 

wobei  das  Infi'gral  — der  p]xpansionsarbeit  zwischen  den  Grenzen  p, 
und  fj,  zu  nehmen  ist.  Seine  nerecliming  erfordert  die  Kenntniss  des 
Gc-setzes,  nach  welchem  die  Zustandsänderung  erfolgt,  nämlich  der  Bezieh- 
ung, welche  dabei  zwischen  p und  p beständig  statttindet,  welche  also  ge- 
geben sein  muss,  wenn  die  Aufgabe  nicht  unbestimmt  sein  soll.  Die 
Gleichung 

/ («•,  /')—•>. 

wodurch  diese  Beziehung  allgemein  ausgcdräckt  werden  kann,  lässt  sich  als 
die  auf  rechtwinkelige  Cnordinatenaxen  der  v fals  .Xbscissenaxe)  und  der  p 
,als  Ordinatenaxe)  bezogene  Gleicbung  einer  ebenen  (hirve  betrachten, 
welche  die  Zust andscurve  genannt  werden  soll.  Das  fragliche  Integral 
= der  Expansionsarbeif  ist  dann  - ^ dem  Inhalte  der  Fläche,  welche  von 
der  r-Axe,  der  Znstandscurve  und  <len  Ordinaten  p^  und  p^  begrenzt  wird, 
welche  dem  .\nfangs-  und  Endzustände  entsprechen;  bei  den  folgenden 
üntersnehungen  wird  diese  geometrische  Darstellung  oft  nützliche  Ver- 
wendung finden. 

Indem  die  obigen  Gleichungi'ii  (1)  bis  (3)  ans  der  allgemeinen  Wärme- 
gleichung unter  iler  Voraiissetziing  dR  — ds  ^ O abgeleitet  wurden,  ohne 
dass  dabei  die  für  eine  umkehrb.are  Znstandsänderung  ausserdem  charak- 
teristische Voraussetzung  dj,  ~ 0 in  Betracht  gekommen  wäre,  so  gelten 
jene  (rleichungen  überhaupt  für  unikcdirbare  Aenderungen  des  Wär- 
mezustandes, d.  h.  für  die  Aenderungen  des  Wärmezustandes  bei  solchen 
Znstandsänderungen,  welche  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  verbun- 
den sind,  übrigens  aber  mit  beliebigen  Geschwindigkeiten  statttinden  können. 
Nor  folgt  in  solchen  Fällen  aus  der  Abstraction  von  Massenkrätten  nicht 
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auch  eine  Rleichförniigo  Körperprossung,  so  dass  selbst  bei  dieser  Abstrac- 
tion  zur  Untersuchung  der  Aenderung  des  Wärmezustandcii  eines  Körpers 
iin  Allgemeinen  eine  Zerlegung  desselben  in  Elemente  iiöthig  ist,  und  die 
üleichungen  (2)  und  (3)  nur  auf  1 Kgr.  eines  solchen  Elementes  zu  be- 
ziehen sind.  Mit  dieser  Einschränkung  gelten  alle  Gesetze,  welche  im  Fol- 
genden der  Einfachheit  wegen  für  umkehrbare  Zustandsänderungen  noch 
aufgestellt  werden,  allgemein  für  die  Aenderungen  des  Wärmezustandes 
bei  Zustandsänderungen  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen,  d.  h.  für 
umkehrbare  Aenderungen  des  Wärmezustandes.  Bei  der  Ilerleitung  frag- 
licher Gesetze  kann  übrigens  immer  ein  Körper  von  gleichförmiger  Tem- 
peratur und  Pressung  vorausgesetzt  werden  von  1 Kgr.  Gewicht,  dessen 
Volumen  also  = v ist;  nur  ihre  Anwendung  ist  an  Einschränkungen  ge- 
bunden, nämlich  im  Allgemeinen  auf  unendlich  kleine  Körperelemente  he-‘ 
schränkt,  wenn  nicht  die  Geschwindigkeiten  und  Massenkräfte  verschwindend 
klein  sind,  wobei  zudem  im  Falle  nicht  homogener  Körper  von  endlicher 
Grösse  v und  U als  Mittelwerthe  zu  verstehen  sind. 

Besondere  Arten  umkehrbarer  Zustandsänderungen  von  Interesse  für 
die  .Vn Wendungen  sind  folgende: 

U)  Zustandsänderung  bei  constantem  Volumen:  rfc  — 0.  Die  Zustands- 
curve  ist  eine  zur  p-Axe  parallele  Gerade. 

2)  Zustandsänderung  bei  constanter  Pressung:  dp  — 0.  Die  Zustands- 
curvc  ist  eine  zur  r-.Axo  parallele  Gerade. 

3)  Zustandsänderung  bei  constanter  Temperatur:  di  — 0.  Die  Zu- 
standsenrve  heisst  die  isothermische  Curve. 

1)  Zustandsänderung  bei  constantem  innerem  Arbeitsvermögen  (con- 
stanter Körperwärme):  dU  = 0.  Die  Zustandscurvc  heisse  (nach  Cazin) 
die  isodynamische  Curve. 

h)  Zustandsänderung  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme: 
dQ  = O.  Die  Zustandscurvc  heisse  (nach  Uankine')  die  adiabatische 
Curve  (Undurchlässigkeitscurve,  nämlich  der  Zustandsänderung  eines  Kör- 
pers in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  ent-sprecheml').  — 

Solche  Zustandsänderungen,  welche  nicht  nur  mit  wesentlichen  Aen- 
derungen des  äusseren  Zustandes  (Bewegungszustandes),  sondern  auch  mit 
nicht  unikehrhareu  Verwauillungen  verbunden  sind,  lassen  sich  häutig 
84'lbst  durch  Zerlegung  des  Körpers  in  Elemente  nicht  in  ihren  einzelnen 
Theilen  bezüglich  auf  Raum  und  Zeit  verfolg«-n,  besonders  wenn  solche 
iliscoiitinuirliche  Geschwindigkeitsänderungen  (Mischnngen,  Stösse,  Wirbel- 
bewegungen etc.)  im  Inneren  Vorkommen,  deren  Gesetzmässigkeit  nicht 
mathematisch  ausdrückbar  oder  ganz  unbekaunt  ist.  Unter  den  speciellen 
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Fragen,  welche  indessen  auch  in  solchen  Fällen  auf  Grund  der  allgemeinen 
Gleichungen  in  §.11  leicht  zu  beantworten  sind,  ist  die  folgende  Aufgabe 
bemi-rkenswerth ; Bestimmung  der  Aenderuiig  des  inneren  A rbeits- 
vermögens  für  den  Fall,  dass  nur  im  .\nfaugs-  und  Kndzustande 
der  Körper  sich  iu  Ruhe  befindet,  falls  gegeben  sind  die  mitgetheilte 
Wärme  ■ Q,  die  Volumenänderung  des  Körpers  und  der  äussere  Druck 
in  den  normal  zur  Oberfläche  bewegten  Funkten  der  letzteren  wäbrend 
der  Dauer  dieser  Bewegung.  Ein  specieller  solcher  Fall  findet  z.  B.  statt, 
weun  ein  luftfonniger  Körper,  der  sich  in  einem  Gefässe  in  Ruhe  betindef, 
Bach  der  Oeffnung  eines  Verschlusses  zum  Theil  in  ein  anderes,  zuvor  luft- 
leer gemachtes  Gefäss  äberströmt,  bis  in  den  conimuuicirenden  Gefässeu 
■•in  neuer  Ruhezustand  eint  ritt. 

Durch  Integration  der  Gleichung  des  Arbeitsvennögeus 

rf  (Z  + U)  ^ tlM  + 

für  die  ganze  Dauer  der  Zustanilsämlerung,  für  vn‘\div  j dL  _ - 0 ist,  er- 
giebt  sich  hier 

daliei  ist,  unter  den  specif.  äusseren  Druck  fUr  ein  Oberflächeuelement 
dF  verstanden,  während  dasselbe  sich  um  ds  im  Sinne  der  Normalen  aus- 
wärts bewegt, 

= der  Oberflächenarbeit  des  Körpers.  Insbesondere  bei  der  Abstraction 
von  Masseukräften  ist  also 

V,  wq  —fjp^  dFd» (4); 

in  dem  Doppelintegral  hat  sich  die  eine  Integration  über  den  in  normaler 
Richtung  bewegten  Theil  F der  Körperoberfläche,  die  andere  über  den 
ganzen  Betrag  dieser  Bewegung  zu  erstrecken.  Der  Vorgang  besteht  hier- 
bffi  darin,  dass  sich  Körperwärme  in  Expansionsurbeit  verwandelt,  vou 
welcher  ein  Theil  den  äusseren  Druck  überwindet,  der  Rest  sich  in  leben- 
dige Kraft  umsetzt,  die  aber  demnächst,  indem  sie  durch  die  Arbeit  von 
bewegungswiderstäuden  verbraucht  wird,  in  Körperwärme  .sich  zurückver- 
wandelt; iler  .Vrlnntswerth  der  letzteren,  das  innere  Arbeitsvermögen,  würde 
also  scbli«‘sslich  um  den  Betrag  der  Oberflächcuarbeit  abgeuommen  haben, 
wenn  nicht  von  aussen  Wärme  -=  Q mitgetheilt  würde,  welche  die  Körper- 
wänne  um  einen  ihr  selbst  gleichen  Betrag  oder  das  innere  .•Vrbeitsvermögeu 
am  ihreu  Arbeitswerth  = U'Q  vergrössert. 
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Ist  der  äussere  Druck  auf  F in  jedem  Augenblicke  der  Nomialbe- 
wegung  dieser  Fläche  F gleichförmig  vertheilt,  so  ist 

J p^J'dFd^=  WQ-  fp^dV (5), 

unter  V das  veränderliche  Körpervoluineii  in  irgend  einem  Augenblicke 
während  seiner  Aeuderung  von  T\  bis  vei'standeu.  Bleibt  dabei  p,,  be- 
ständig gleich,  so  ist 

^ ]rQ  — p^(F,—  T\) (G), 

wie  z.  B.  in  dem  oben  erwähnten  Specialfall  der  in  ein  luftleeres  (refäss 
theilweise  überströmenden  luftförmigen  Flüssigkeit,  wobei  zugleich  = O, 
also 

= JFQ 

ist,  insbesondere  wenn  von  der  Wärmeleitung  der  Gefässwände 

mit  Rücksicht  auf  deren  Beschaffenheit  und  wegen  uid)edeutender  Differenz 
der  inneren  und  äusseren  Temperaturen  sowie  der  mässigi'H  Dauer  der 
Zustandsänderung  abgesehen  werden  kann.  Das  Aenderungsgesetz  der 
äusseren  Ursachen,  welches  hier  ein  unverändertes  inneres  .Arbeitsvermögen 
des  Körpers  (.der  luftförmigen  Flüssigkeit)  trotz  der  Zunahme  des  Wdumens 
von  bis  zur  Folge  halte,  bestand  darin,  dass  liie  äusseren  Kräfte 
(.Massenkräfte  und  äusserer  Druck  auf  den  normal  bewegten  Theil  der 
Überfläche)  beständig  :=  Null  waren  und  dass  Wärme  von  Aussen  weder 
mitgetheilf  noch  entzogen  wurde.  Die  Umki-hrung  dieses  Aenderungsge- 
setzes  würde  dasselbe  hier  unverändert  lassen,  wobei  es  offenbar  unmöglich 
wäre,  den  Körper  in  den  urs])rüuglichen  Zustand  zurückzuversetzen,  indem 
vielmehr  die  Arbeit  eines  äusseren  Drucks,  also  ein  von  Null  verschiedener 
Werth  von  und  die  Entziehung  von  Wärme  — dem  Wärmewerth  jener 
aufgeweiideten  Arbeit  dazu  erforderlich  wäre. 


§.  14.  Krelsprocesse  und  Aequlralenz  der  Verwandlungen. 

Des  einfacheren  .Aus<lrucks  wegen  soll  in  iler  Folge'  eine  gegenseitige 
Verwandlung  von  Wärme  und  .Arbeit  in  einander  eine  A'erwandhing  der 
ersten  .Art,  eine  Verwandlung  von  Wärme  in  eben  solche  von  anderer 
Temieeratur  eine  Verwandlung  der  zweiten  .A rt  genannt  werden,  .lede 
derselben  kann  in  zweierlei  8inn  sfattfinden.  und  zwar  soll  die  Verwandlung 
von  Wärme  in  .Arbeit  eine  jiositive,  die  umgekehrte  von  .Arbeit  in  Wärme 
eine  negative  Verwandlung  der  ersten  .Art,  der  Wärmeübergang  von 
niederer  zu  höherer  Temperatur  eine  posit  ive,  der  umgekehrte  von  höherer 
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za  niederer  Temperatur  eine  negative  Verwandlung  der  zweiten  Art 
heissen.  Dem  Früheren  zufolge  kann  eine  i)ositive  Verwandlung  der  ersten 
-4rt  nur  so  stattlinden,  dass  die  in  Arbeit  sich  umsetzende  Wärme  zunächst 
ab  Deformationsarbeit  eines  diese  Verwandlung  vermittelnden  Körpers  er- 
halten wird;  ebenso  kann  eine  positive  Verwandlung  der  zweiten  .\rt  nicht 
durch  unmittelbare  Leitung  oder  Strahlung  der  Wärme  von  einem  Körper 
niederer  zu  einem  solchen  höherer  Temperatur,  sondern  stets  nur  durch 
Vermittelung  eines  dritten  Körpers  erfolgen.  Jede  positive  Verwandlung 
erfordert  also  die  Zustandsänderung  eines  vermittelnden  Körpers.  Dabei 
ist  der  Fall  beinerkenswerth,  dass  die  letztere  ein  sogenannter  Kreispro- 
cess,  d.  h.  eine  solche  Zustandsänderuug  ist,  welche  ilen  vermittelnden 
Körper  in  seinen  .Vnfangszustand  zurückführt.  Darauf  bezieht  sich  nämlich 
das  von  Clausius  aufgestellte  Princip  der  Aequivaleuz  der  Verwand- 
lungen, welches  behauptet,  dass,  weun  ein  solcher  Kreisprocess  mit  einer 
positiven  Verwandlung  verbunden  ist,  dann  nothwendig  zugleich  eine  ne- 
gative Verwandlung  erfolgt  sein  muss,  welche  zu  jener  in  einer  gewissen 
Beziehung  steht  der  Art,  dass,  wenn  jede  Verwandlung  bezüglich  auf  ihre 
Art,  ihre  Grösse  und  ihren  Sinn  durch  einen  gewissen  algebraischen  .Aus- 
druck. ihren  sogenannten  Verwandlungswerth,  dargestellt  wird,  alsdann 
bei  jedem  Kreisprocesse  ilie  Summe  aller  Verwandlungswerthe 
= Null  oder  negativ  ist,  nämlich  =r  Null  für  den  Grenzfall 
eines  umkehrbaren  Kreisprocesses,  d.  h.  eines  solchen,  welcher  in 
allen  seinen  Theilen  aus  umkehrbareu  Zustandsäuderuugen  besteht.  Die 
Herleitung  dieses  Priiicii)s  nach  Clausius*  beruht  auf  einer  Erweiterung 
der  in  §.  13  bezüglicli  der  Unmöglichkeit  eines  unmittelbaren  Wärmeüber- 
ganges von  niederer  zu  höherer  Temperatur  gemachten  Voraussetzung, 
nämlich  auf  der  Annahme,  dass  auch  mittelbar  niemals  Wärme  von 
einem  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper  übergehen  könne 
ohne  irgend  eine  diesen  Vorgang  begleitende  sonstige  Verän- 
derung, sei  es  die  Zustandsänderuug  eines  vermittelnden  Köriiers  oder 
eine  andere  gleichzeitig  statttiudende  Verwandlung.  Ebenso  wie  jene  Vor- 
aussetzung in  §.  13  bezüglich  der  Wärmestrahlung,  findet  auch  diese  er- 
weiterte .Annahme  ihre  Rechtfertigung  in  der  Uebereinstimmuug  der  dar- 
aus gezx)genen  Folgerungen  mit  der  Erfahrung. 

Zur  Herleitiiug  des  fraglichen  Princips  kann  man  sich  nach  Clausius 
einen  Körper  K unter  .Abstraction  von  Massenkräfteu  einem  umkehrbaren 
Kreisprocesse  von  besonderer  Art,  nämlich  von  solcher  .Art  unterworfen 
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denken,  dass  die  Zustandscurve  (§.  1.3),  wodurch  das  Gesotz  der  Zustands- 
änderung (Aenderung  des  Wärmezustandes)  geometrisch  dargestellt  werden 
kann  und  welche  bei  einem  Kreisprocesse  eine  geschlossene,  in  sich  zurUck- 
kehrende  Linie  ist,  abwechselungsweise  aus  isothermischeu  und  adiabatischen 
t’urven,  im  Ganzen  aus  je  drei  Curvenstücken  dii-ser  beiden  Arten  zusam- 
mengesetzt ist.  Die  Zustaudsäuderung  nach  einer  adiabatischen  Cune  kann 
man  sich  dadurch  vermittelt  denken,  dass  der  Körper  K in  eine  Hülle  ein- 
geschlossen wird,  welche  für  Wärme  undurchdringlich  ist  ohne  die  Volumen- 
änderung des  Körpers  zu  hindern,  die  Zustandsänderung  nach  einer  isother- 
mischeu Curve  dadurch,  dass  der  Körper  höchstens  an  einem  Theile  seiner 
Oberfläche  von  einer  die  Wärme  nicht  durchlassenden  Wand  begrenzt,  am 
übrigen  Theile  dagegen  mit  einem  anderiMi  Körper  von  constanter  Tempe- 
ratur in  Berührung  gebracht  wird,  welche  somit  auch  im  Körper  K (dessen 
Zustandsäiub'ruug  beliebig  langsam  stattfindend  gedacht  werden  kann)  er- 
halU'ii  bleibt,  so  lange  diese  Berührung  dauert.  Die  Art  des  Körpers  K 
betreffend  soll  zunächst  nur  vorausgesetzt  werden,  dass  bei  gleichem 
Volumen  die  Pressung  um  so  grösser  sei,  je  höher  die  Temperatur 
ist,  und  dass  bei  constanter  Temperatur  die  Volumenzunahme 
eine  Mittheiluug  von  Wärme,  also  die  Volumenabnahme  eine 
Entziehung  von  Wärme  erfordere. 

Der  Körper  K habe  1 Kgr.  Gewicht.  Sein  Volumen  und  seine 
Pressung  seien  im  Anfaugszustaude  = v und  p,  dargestellt  in  Fig.  4 durch 
die  rechtwinkeligeii  Coordinaten  des  Punktes  a: 

Oa  — r,  ua~p\ 

die  entsprechende  Aufangst emperatur 
sei  = t.  Die  umkehrbare  Zustands- 
änderung dieses  Körpers  K erfolge 
1)  nach  der  adiabatischen  ('urve  ab 
bis  im  Zustaude  b seine  Temperatur 
= <1  geworden  ist,  2)  in  Berührung 
mit  einem  Körper  A',  von  constanter 
j Temj)eratur  nach  der  isotliermi- 
schen  Curve  hc  unter  Voluineuzu- 
nahme,  also  unter  Aufnahme  einer  gewissen  Wärmemenge  welche  dem 
Körper  A',  eutuommeu  wird,  3)  nach  der  adiabatischen  Curve  cd  iu  solchem 
Sinne,  dass  die  Temperatur  abuimmt,  etwa  bis  4)  iu  Berührung  mit 
einem  Körper  A'„  von  constanter  Temperatur  nach  der  isothermischeu 
Curve  de  unter  Volumenabuahme,  also  .\bgabe  einer  gewissen  Wännemengf 


Digitized  by  Google 


§■14. 


UMKEHRBARE  KREISPROCKSSE. 


81 


an  den  Körjier  und  zwar  so  lange  bis  im  Zustande  e eine  ebenso  grosse 
Winnemenge  au  diesen  Körper  abgegeben  ist  wie  zuvor  bei  der 
ZostandsAnderung  nach  be  dem  Körper  A',  entnommen  worden  war,  5)  nach 
■Irr  adiabatischen  Curve  ef  in  solchem  Sinne  und  so  lange  bis  die  Tempe- 
ratur wieder  = der  Anfangstemperatur  t geworden  ist,  G)  nach  einer  iso- 
tbermischen  t'urve  in  solchem  Sinne  und  so  lange  bis  auch  das  Volumen 
«ieder  = dem  Anfangsvolumen  v geworden  ist;  dann  ist  die  resultirende 
Zastandsändening  ein  umkehrbarer  Kreisprocess,  die  Pressung  also  auch 
wieder  = p geworden,  die  resultirende  Zustandscurve  durch  die  isother- 
Qische  Curve  fa  im  Punkte  a geschlossen,  wenn  der  augenblickliche 
Wärmezustand  als  durch  r und  t vollkommen  bestimmt  voraus- 
gesetzt wird,  was  nach  §.  8 bei  einem  homogenen  Körper  sowohl  wie  bei 
«nem  Gemische  gleichartiger  Bestandtheile  von  verschiedener  Aggregatfonn 
>elbst  mit  Rücksicht  auf  die  daselbst  erwähnten  Ausnahmezustände  (z.  B. 
des  Wassers  in  der  Nähe  des  Gefrierpunktes)  der  Fall  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusohen,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  das  Volumen 
Of  des  Körpers  im  Zustande  / kleiner  sein  muss,  als  das  Volumen  Oa  im 
Anfangszustaude  o,  dass  also  die  unter  6)  genannte  letzte  Zustandsänderuug 
nach  der  isothermischen  Curve  fa,  nämlich  bei  constanter  Temperatur  = t, 
die  Mittbeilung  einer  gewissen  Wärmemenge  Q an  den  Körper  K erfordert, 
ist  nämlich  t (Fig.  4)  der  Durchschuittspunkt  der  isothermischen  Curve  df 
mit  der  adiabatischen  Curve  oi  (die  eine  oder  die  andere  oder  beide  nötliigen- 
falls  bis  zum  Durchschnitt  verlängert  gedacht),  so  werde  zunächst  ange- 
nommen, der  Kreisprocess  erfolge  gemäss  der  Zustandscurve  abcdua,  und 
es  sei  Q,  die  Wärmemenge,  welche  bei  der  Cornpression  nach  d»  au  den 
Körper  A'j  abgegeben  wird.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  bei  gleichem 
Volumen  der  höheren  Temperatur  auch  die  grös.sere  Pressung  des  Körpers 
A entspricht,  also  die  Curve  da  auf  derselben  Seite  von  bc  wie  die  Ab- 
scissenaxe  hegt,  so  wird  bei  dem  Kreisprocesse  abedsa  eine  überwiegende 
Eipansionsarbcit  verrichtet,  nämlich  die  Arbeit 

a'abcdd'a'  — f d»aa'  ^ = beditb. 

Diese  Arbeit  kann  nur  aus  Wärme  entstanden  sein,  und  da  der  Körper  A' 
in  seinen  Aufaugszustand  zurückgekehrt  ist,  somit  nach  wie  vor  dieselbe 
Körperwärme  besitzt,  so  muss  jene  gewonnene  Arbeit  das  Aequivalent  einer 
dem  Körper  mehr-  mitgetheilten,  als  entzogenen  Wärme  sein.  Dem  Körper 
ist  aber  im  vorliegenden  P’alle  nur  die  Wärme  mitgetheilt,  die  Wärme 
tVj  entzogen  worden;  letztere  ist  also  Qi,  und  es  muss  folglich  der 
Körper  bei  der  Temperatur  weiter,  als  von  d bis  » comprirairt  werden, 
damit  er  die  Wärmemenge  an  deu  Körper  A',  abgebe.  Daraus  folgt 

theuret.  Maflchineulehre.  1.  b 
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die  Behauptunfc  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  adiabatischen  Cunen  a«  uud 
ef  (wie  überhaupt  zwei  verschiedene  Zustandscurven  derselheu  Art)  sicli 
nicht  schneiden  können. 

Bei  dem  ursprünglich  vorausgesetzten  Kreisprocesse  abedefa  wird  also 
in  der  That  eine  überschüssige  Wärmemenge 


Qx  --Qi  ~ Q 

dem  Körper  K mitgetheilt,  welche  als  solche  verschwindej,  also  in  die 
Arbeit  E = der  von  der  Zustauilscurve  umschlossenen  Fläche  abedefa  sich 
verwandelt  gemäss  der  Gleichung 

(i  =-  AE-, 


zugleich  wird  die  Wärmemenge  Q,  von  dem  Körper  au  den  Körper  K, 
übertragen,  oder  es  geht  diese  Wärme  von  der  Temperatur  t,  zu  der  klei- 
neren Temperatur  über.  Mit  diesem  Kreisprocesse  ist  also  eine  positive 
Verwandlung  der  ersten  Art  und  zugleich  eine  negative  Verwandlung  der 
zweiten  Art  verbunden;  er  heisse  recht  läufig,  sofern  ein  beweglicher 
Punkt,  welcher  seine  Zustandscurve  im  Sinne  abedefa  durchläuft,  dabei 
eine  resultirende  Drehung  im  Sinne  der  Bewegung  eines  l'hrzeigers  ausfOhrt. 


Bei  dieser  Betrachtung  ist  die  Höhe  der  Anfangstemperatur  t,  bei 
welcher  auch  die  Wärme  Q dem  Körper  K mitgetheilt  wird,  an  keine  ein- 
schränkende Bedingung  geknüptt.  Die  Fig,  1 bezieht  sich  auf  den  Fall 
in  anderen  Fällen  ändert  sich  nur  die  Figur  ohne  dass  die  Schluss- 
folgerung dadurch  berührt  würde.  Wäre  insbesondere  t L,  so  lies.se 
sich  (Fig.  5)  der  Kreisprocess  in  einen  rechtläutigen  ebeds  und  einen  rück- 
läufigen aeefa  zerlegen;  bei  ersterem  wird  Arbeit  gewonnen,  bei  letzterem 

verbraucht.  Weil  aber  auch  hier  der  obiuc 
Schluss  unverändert  gilt,  da.ss  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  dem  Körper  bei 
der  Zustandsänderung  nach  fa  eine  gewisse 
Wärmemenge  (i  mitgetheilt  w<^den  müsse, 
so  muss  auch  im  Ganzen  Arbeit 


Fig.  5. 


— V 


E—  ebcde — asefa^ 


= dem  Arbeitswerth  der  mitgetheilten  Wärme  gewonnen  werden,  und  es 
ist  also  auch  in  diesem  Falle  eine  positive  Verwandlung  der  ersten 
und  eine  negative  Verwandlung  der  zweiten  Art  mit  dem  Kreis- 
processe verbunden.  Jede  dieser  beiden  \ erwandlungen  hat  die  andere 
zur  Folge  und  mag  als  Merkmal  eines  rechtläufigen  umkehrbaren 
Kreisprocesses  im  weiteren  Sinne  betrachtet  werden,  welcher  also  aus 
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recbtliuligcu  und  rückläufigen  Krcisi)roce9seu  ini  engeren  Sinne  zusammen- 
KeseUt  sein  kann. 

Was  aber  die  feraer  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  be- 
trifft, dass  bei  gleichem  Volumen  der  höheren  Temperatur  die  grössere 
Pressung  entsi)reche,  und  ilass  bei  eonstanter  Timiperatur  ilie  Volumeuzu- 
nahme  eine  Mittheilung,  die  N'uiumeuabiiahme  eine  Entziehung  von  Wärme 
■Tfiinlere,  welche  Voraus-set Zungen  der  Erfahrung  zufolge  im  Allgemeinen 
zQtreflTen.  insbesondere  z.  B.  bei  Gasen,  Dämpfen  und  (iemischen  von  Dampf 
uuil  gleichartiger  Elüs-sigkeit,  so  kann  mau  bemerken,  dass  das  obige  lle- 
"Ultat,  betreffend  die  nothwendige  Verbindung  einer  positiven  Verwandlung 
der  ersten  Art  mit  einer  negativen  Verwandlung  der  zweiten  Art,  bei  irgend 
einem  (durch  eine  dieser  beiden  Verwandlungen  als  rechtläufig  charakteri- 
Mrieii  I umkehrbaren  Kreisprocesse  selbst  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn  zu- 
gleich in  beiden  fraglichen  Beziehungen  das  entgegengesetzte  Verhalten 
sUttfiudet,  wenn  also,  falls  ausnahmsweise  VolumenverkleinePuug 
des  Körpers  K mit  Wärmemittheilung  an  denselben  bei  con- 
stanter  Temperatur  verbunden  ist,  dann  auch  bei  gleichem  Vo- 
lumen der  höheren  Temperatur  die  kleinere  Pressung  entspricht. 
Sämmtliche  Curvenstücke,  aus  denen  die  Zustandscurve  uhedefa  des  Kreis- 
processes  besteht,  haben  däun  entgegengesetzte  Richtungen  wie  im  ursprüng- 
lich vorausgesetzten  Falle,  so  dass  die  Rechtläutigkeit  bestehen  bleibt,  wie 

z.  B.  Fig.  6 für  den  Fall  t^  er- 

kennen lässt,  wobei  wie  in  den  vorigen  F’i- 
guren  die  Pfeile  bei  Q und  mitgetheilte 
oder  entzogene  Würmemeugeu  audeuten,  je- 
nachdem  sie  gegen  <lie  von  der  Zustauds- 
curve  umschlossene  Fläche  hin-  oder  von 
derselben  weggerichtet  sind.  Dieses  entge- 
gengesetzte Verhalten  zeigt  z.  B.  ein  Ge- 
misch von  Eis  und  Wasser;  wenn  durch  Wänuemittheiluug  bei  eonstanter 
Temperatur  Eis  geschmolzen  wird,  nimmt  das  Volumen  nicht  zu,  sondern 
ab,  dagegen  aber  nimmt  auch  die  Schmelztemperatur  des  Eises  (wie  schon 
früher  in  der  .\umerkung  zu  §.  8 hervorgehoben  wurdej,  also  die  Tempe- 
ratur des  Gemisches  mit  zunehmender  Pressung  nicht  zu,  sondern  ab.* 

' Xach  James  nnd  William  Thomson  um  0,0075  Grad  für  eine  Druck- 
zauahme  von  1 Atmosphäre.  Wenn  man  umgekehrt  das  Princip,  um  dessen 
Entwickeluug  es  sich  hier  handelt,  als  allgemein  gültig  voraussetzt,  nachdem 
es  auf  Grund  der  Annahme  eines  den  Gasen  analogen  Verhaltens  des  vermit- 
telnden Körpers  K hergeleitet  wurden  ist,  so  kann  mau  daraus  resp.  aus  an- 

0» 
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Denkt  man  sich  nun  den  Kreisprocess  mit  demselben  Körper  K und 
mit  Hülfe  derselben  Berührungskörper  K^  und  im  umgekehrten  Sinne 
afedcha  ausgeführt,  so  sind  auch  die  begleitenden  V'orgänge  die  entgegen- 
gesetzten. Während  der  Ziistaudsänderuug  nach  af  bei  constanter  Tenijie- 
ratur  t wird  die  Wärme  Q dem  Körper  K entzogen,  während  der  Zustands- 
änderung nach  ed  bei  constanter  Temperatur  wird  die  Wärme  Qy  dem 
Körper  K vom  Körper  mitgetheilt,  und  während  derselben  nach  eh  liei 
constanter  Temperatur  giebt  K die  Wörme  Qy  an  Ky  ab.  Diese  Wanne 
Qy  ist  also  schliesslich  von  an  Ky  übertragen,  sie  ist  als  Wärme  von 
der  Temi)eratur  in  solche  von  der  höheren  Temperatur  <,  verwandelt 
worden;  dabei  ist  dem  Körper  K eine  überschüssige  Wärme  Q von  der 
Temperatur  t entzogen  worden,  welche,  da  dieser  Körper  K in  seinen  Au- 
tängszustaud  zurückgekehrt  ist,  einen  schliesslichen  Vcrlust.au  Körperwärme 
also  nicht  erlitten  hat,  nur  durch  Verwandlung  aus  Arbeit  entstanden  sein 
kann*  nämlich  aus  derjenigen  Arbeit,  welche  zur  Compression  des  Körpers 
K mehr  aufgewendet  werden  musste,  als  bei  seiner  Expansion  von  ihm  ver- 
richtet wurde,  und  welche  Arbeit  E — WQ  wieder  durch  die  von  der  Zu- 
standscurve  afedcha  umschlossene  Fläche  geometrisch  dargestellt  wird. 
Mit  diesem  umgekehrten  oder  rückläufigen  Kreisproccsse  ist 
also  eine  negative  Verwandlung  der  ersten  Art  und  eine  posi- 
tive Verwandlung  der  zweiten  Art  verbunden. 

Bei  dem  beschriebenen  recht-  oder  rückläufigen  umkehrbaren  Kreis- 
processe  können,  wenn  auch  die  Temperaturen  <,  <,  und  unverändert 
bleiben,  doch  die  mit  Q und  Qy  bezeichneten  Wärmemengen  sehr  verschie- 
den sein,  sofern  dem  Körper  K im  Aufaugszustande  trotz  der  gegebenen 
Temperatur  t doch  verschiedene  Werthe  von  r und  p entsprechen  können, 
auch  eine  von  den  drei  Znstaudsänderungeu  bei  constanter  Temperatur  t 
resp.  ty  oder  beliebig  weit  ausgedehnt  werden  kann,  endlich  auch  die 
zweierlei  Curven  (isothermische  und  adiabatische  Curven),  aus  denen  die 
ganze  Zustandscurve  des  Kreisprocesses  besteht,  von  verschiedenem  geome- 
trischen Charakter  sein  können,  wenn  statt  des  Körpers  K ein  Körper  K" 

deren  darauf  beruhenden  Formeln  jene  Beziehung  zwischen  der  Pressung  und 
der  Gefrierungstemperatur  des  Wassers  mit  Clausius  (Pogg.  Ann.,  September 
ISöOi  als  eine  Folgerung  des  allgemeinen  Princips  ableiten.  Ich  habe  hier  das 
directere  Verfahren  vorgezogen,  a priori  die  Bedingungen  allgemein  zu  bezeich- 
nen, unter  denen  das  fragliche  Princip  gültig  ist,  wonach  dann  die  Gültigkeit 
desselben  für  ein  Gemisch  aus  Wasser  und  Eis  erst  aus  dem  Umstande  gefolgert 
werden  kann,  dass  jene  Bedingungen  sich  u.  A.  auch  bei  einem  solchen  Ge- 
mische trotz  seines  im  Einzelnen  abnormen  Verhaltens  erfüllt  linden 
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von  anderer  .\rt  gewählt  wird.  Sind  bei  einem  solchen  Krcisprocesse  von 
der  durch  Fig.  4 — 6 dargestellten  Art,  ausgeführt  mit  dem  Körper 
etwa  Q'  und  die  Werthe  der  Wärmemengen,  welche  bei  einem  den- 
selben Temperaturen  t,  <,  und  entsprechenden  solchen  Krcisprocesse 
des  Körpers  K mit  Q und  Q,  bezeichnet  wurden,  so  ist  es  nun  wesentlich 
zu  bemerken,  dass,  wie  auch  Q und  Q',  Q^  und  Q\  verschieden  sein  mögen, 
doch  das  Verhältniss  dieser  Wärmemengen  stets  dasselbe,  also 
Q 

Q'  Q'i 

ist.  Denn  wäre  etwa 


^ Q Q' 

oder  — = 


(1) 


Q 

(/ 


m 

n 


, Ol  ^ 
und  77,-  < - , 
0 1 n 


unter  m und  n ganze  Zahlen  verstanden,  so  dass,  wenn  dieselben  nur  hin- 


länglich gross  genommen  werden,  — jedes  beliebige  rationale  und  in  der 

n 

Grenze  selbst  ein  irrationales  Verhältniss  darstellen  kann,  so  werde  der 
Kreisproccss  n mal  reclitläutig  mit  dem  Körj)er  X,  dann  m mal  rückläufig 
mit  dem  Körper  X'  ansgefUhrt  gedacht.  Dadurch  wird  zuerst  die  Wärme 
hQ  von  der  Temperatur  t in  Arbeit  verwandelt  nnd  die  Wärme  >iQ^  vom 
Körper  A",  zum  Körper  X^  übergeführt  (von  der  Temperatur  in  die 
Temperatur  versetzt),  dann  dieselbe  .Vrbeit  in  Wärme  inQ'  ~ nQ  von 
der  Temperatur  t zurückverwandelt  und  die  Wärme  niQ\  ) • nQ^  von  A', 
zu  A*,  nbergeführt.  Schliesslich  befänden  sich  beide  vermittelnde  Körper 
A'  und  X'  in  ihren  anfänglichen  Zuständen,  nnd  es  bestände  das  F.ndre- 
sultat  darin,  dass  eine  gewisse  Wärmemenge  = /nQ\ — ”Oi  von  dem  Körper 
Ä",  zu  dem  wärmeren  Köri>er  A',  ohne  Compensation,  d.  h.  ohne  irgend 
eine  andere  gleichzeitige  Veränderung  übergefuhrt  worden  wäre,  was  nach 
dem  oben  erwähnten  Clausins’schen  Grundsätze  unmöglich  ist.  Denselben 
Widerspruch  hat  die  Annahme 


0 

Q' 


= und 


O'i  n 


zur  Folge,  wenn  man  dann  nur  den  «-maligen  Kreisproccss  des  Körpers  X 
rückläufig  nnd  den  /»-maligen  Kreisproccss  von  X'  rechtläufig  stattfinden 
lässt. 


Vermittels  eines  umkehrbaren  Kreisprocesses  von  der  hier  vorausge- 
setzten Art  kann  jede  der  zweierlei  in  Rede  stehenden  Verwandlungen  auf 
nnendlich  mannigfache  Weise  durch  eine  andere  Verwandlung  derselben 
Art  oder  durch  eine  Verwandlung  der  anderen  Art  ersetzt  werden.  Ist 
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z.  B.  die  Verwaiullunii  einer  frewisseii  Wärmemenge  Q von  der  Temperatur 
t in  Arbeit  gegeben,  so  kann  ein  rückläufiger  solcher  Kreisprocess  auf  nn- 
endlicli  mannigfache  Weise  so  eingerielitet  werden,  dass  dabei  .Arbeit  in 
dieselbe  Wärmemenge  Q von  derselben  Temperatur  t verwandelt,  also  die 
gegebene  Verwandlung  rückgängig  genmehf  oder  aufgehoben  wird;  dabei 
wird  dann  aber  eine  gewisse  Wärmemenge  von  der  Temperatur  in 
die  höhere  Temperatur  versetzt,  wo  Q^  so  unendlich  mannigfach  ver- 
schieden sein  kann  wie  <,  und  verschieden  gewählt  werden,  indem  das 
nach  Gl.  (1)  constante  Verhältniss  zwischen  Q und  Q^  wesentlich  auf  der 
Voraussetzung  beruht,  dass  l,  l^  und  in  verschiedeuen  Fällen  dieselben 
Werthe  haben.  Die  ursprünglich  gegebene  positive  Verwandlung  der  ersten 
.Art  findet  sich  somit  (Inrch  eine  positive  Verwandlung  der  zweiten  .Art 
ohne  sonstige  resultirende  Vt'ränderung  ersetzt.  Nun  kann  ferner  der  reeht- 
läutige  Kreisprocess  so  eingerichtet  werden,  dass  (Tic  so  eben  erhaltene 
Verwandlung  wieder  aufgehoben,  uämlich  die  Wärmemenge  von  der 
Temperatur  in  die  Temperatur  zurückversetzt,  dafür  aber  eine  ge- 
wisse Wärmemenge  Q'  von  der  Temperatur  t'  in  .Arbeit  vcrwaudelf  wird, 
wo  Q'  je  nach  dem  Werthe  von  t'  unendlich  mannigfach  verschieden  sein 
kann.  Die  ursio'ünglich  gegebene  Verwandlung  der  ersten  .Art  findet  sich 
also  jetzt  durch  eine  andere  solche  derselben  .Art  ersetzt  u.  s.  f. 

Kennt  man  nun  mit  Clausius  zwei  A'erwandlungen  ä(|uivalent, 
wenn  sie  sich  ohne  anderweitige  resultirende  .Aenderung  gegenseitig  er- 
setzen können,  so  kann  man  sich  die  .Aufgabe  stellen,  jede  A'erwandlung 
durch  einen  algebraischen  .Ausdruck  so  zu  repräseutiren  und  zu  messen, 
dass  äipiivalentc  Verwandlungen  durch  gleiche  AA'crthe  dieser  .Ausdrücke, 
durch  gleiche  sogenannte  Verwandlnngswerthe  charakterisirt  werden 
der  Art,  dass  ]>ositiven  oder  negativen  Verwandlungen  auch  positive  resp. 
negative  V'erwandlungswcrthe  ents|»rechen. 

Bezeichnet  allgemein  / ((?,  t)  den  AAerth  der  A'erwandlung  der  Wärme 
Q von  der  Temperatur  t in  .Arbeit,  und  F {Q,  1^)  den  Werth  der  A’er- 

wandluug  der  AA'ärme  Q von  der  Temperatur  t,  in  eben  solche  von  der 
Temperatur  so  siud  die  Werthe  der  umgekehrten  A’erwandlungen 
— - — / (Q,  t)  resp.  — F (Q.  <,)  =;r  — F (Q,  t,,  l.,\  Nun  ist  von  den 

beiden  Verwandlungen  A und  Ä,  welche  mit  einem  umkehrbaren  Kreis- 
processc  von  der  hier  in  Rede  stehenden  .Art  (Fig.  4 — Fig.  fi)  verbundeu 
sind,  jede  der  umgekehrten  anderen  äquivalent.  Denn  wenn  man  den 
Kreisprocess  in  umgekehrtem  Sinne  wiederholt,  womit  die  Verwandlungen 

— A lind  — B verbunden  sind,  so  wird  die  frühere  Verwandlung  A durch 

— A aufgehoben,  so  dass  sie  durch  die  Verwandlung  — B ohne  sonstige 
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rfsiiltirpiide  .\eiiilerung  ersetzt  erscheint;  el)enso  wini  H durch  — B auf- 
Sfhobeii,  also  durch  A ersetzt.  Die  Suimne  der  Verwandlungswerthe  A 
nml  B muss  also  = Null  sein,  l'indet  etwa  der  Kreisprocess  rechtlflufig 
statt,  und  ist  Q die  Wärmemenge,  von  der  Temperatur  t,  welche  dabei  in 
•Irbeit  verwandelt  wird,  die  Wärmemenge,  welche  von  der  Temperatur 
If  zur  kleineren  Temperatur  /j  übergeht,  so  hat  man 

F(Q,j,a,)^o. 

Die  Functionen  / und  F müssen  aber  von  solcher  ,\rt  sein,  dass  dieser 
Gleichung  für  gegebene  Werthe  von  <,  und  dem  obigen  Gesetze  unter 
l'i  zufolge  immer  dasselbe  Verhiiltniss  entspricht,  zu  welchem  Ende 

zu  setzen  ist; 

/(a  <)=  und  F(f^.  FA,,f^). 

Hiernach  entspricht  dem  obigen  rechtläutigen  Kreisprocesse  die  Gleichung: 

F(t,, 

und  wenn  man  dann  einen  rückläufigen  Kreisprocess  derselben  .\rt  so  statt- 
findeii  lässt,  dass  dabei  die  Wärme  Q,  von  der  Temperatur  zur  höheren 
Temperatur  t,  übergeht  und  eine  gewisse  Wärmemenge  t/  von  der  Tem- 
peratur f'  durch  Verwandlung  aus  .\rbeit  erhalten  wird,  so  ist  für  diesen 
die  Summe  der  Verwandlungswerthe: 

— I -f  F(L.  (,)  = — Fi^^,  f^)  = (), 

also 

(2). 

Dieser  rückläufige  Kreisprocess  ist  unbeschadet  <ler  gegebenen  Werthe 
von  Q,  und  auf  unendlich  mannigfäche  Weise  möglich  (entsprechend 
verschiedenen  Lagen  des  Punktes  « auf  den  adiabatischen  Curven  ab  der 
obigen  Figuren,  während  die  Figurentheilc  bede  für  einen  bestimmten  ver- 
mittelnden Körper  K gegeben  sind);  insbesondere  kann  er  so  eingerichtet 
werden,  dass  Q'  <-^  Q ist.  Dann  ist  aber  ilas  Resultat  der  beiden  entgegenge- 
setzten Verwandlungen  der  ersten  .\rt,  welche  durch  die  beiden  Kreis- 
processe  zusammengenommen  bewirkt  vvurden,  nämlich  der  Verwandlung 
der  Wärme  Q von  der  Tem])cratur  t in  Arbeit  und  iler  Verwandlung  von 
■Arbeit  in  die  Wärme  Q'  von  der  Temperatur  t\  ganz  dasselbe,  als  ob  die 
Wärme  {Q — Q')  von  der  Temperatur  t in  .\rbeit  und  die  Wärme  Q’  von 
der  Temperatur  t in  ebensolche  von  der  Temperatur  t'  verwandelt  worden 
wäre.  Diese  beiden  Verwandlungen  verschiedener  Art  sind  also  zusammen 
den  beiden  vorgenannten  Verwandlungen  erster  Art,  deren  Verwandlungs- 
werthe nach  Gl.  (2)  die  Summe  Null  haben,  äquivalent,  so  dass  auch  die 
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Summe  ihrer  Verwandlungswerthe  = Null  sein,  somit  die  Gleichung  statt- 
finden  muss: 

woraus  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  folgt: 

(3). 

Die  Function  F ist  hierdurch  auf  die  Function  / zurückgeführt;  für  letztere, 
welche  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  mag  eine  einfachere  Bezeichnung  ein- 
gefUhrt  werden  durch  die  Gleichung 

wo  also  T wie  / (t)  eine  Temperatnrfnnctiou  bedeutet,  welche  unabhänRig 
ist  von  der  Art  und  dem  Zustande  des  in  Betracht  gezogenen  Körpers,  so- 
fern dieser  Zustand  durch  die  Temperatur  allein  nicht  bestimmt  ist  Ins- 
besondere seien  T, , etc.  diejenigen  Werthe  dieser  Function  T”,  welche 
den  Temperaturen  etc.  entsprechen.  Somit  ist 

Q Q 

^resp.--^- 

der  Verwandlungswerth,  welcher  der  Umsetzung  der  Wärme  Q 
von  der  Temj)eratnr  t in  ,1<iui  valente  Arbeit  resp.  der  Umsetzung 
von  .\rbeit  in  die  Wärme  Q von  der  Temperatur  < entspricht,  und 


I 


T, 


Q 


der  Verwandlungswerth  der  Wärme  Q beim  Uebergange  von  der 
Temperatur  zur  Temperatur  Eine  Verwandlung  der  zweiten 
-Art  kann,  wie  man  sieht  immer  als  Combination  einer  positiven  und  einer 
negativen  Verwandlung  der  ersten  .Art  für  dieselbe  Wärmemenge  betrachtet 
werden,  und  umgekehrt.  — 

Bei  dem  umkehrbaren  Kreisprocesse  von  der  durch  Fig.  4 dargestellten 
.Art  ist  nun,  wenn  derselbe  rechtläufig  stattfindet,  wie  durch  die  beigesetzten 
Pfeile  in  der  Figur  angedeutet  ist,  die  Summe  der  Verwandlungswerthe: 


und  insbesondare  für  den  Fall  l = : 

T,  T, 

oder  wenn  jetzt  Q ■ |-  mit  <?,  und  mit  bezeichnet  wird. 


Ql  Q‘. 


^=0  mit 

9 


(4 
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batischen  Cuncn  a.a,  «0«, 


S“0  1 


ist  der  Vcrwand- 


4.  i. 


- dein  Wärmewerth  der  gewonnenen  .\rbeit.  Die  Zustandscurve  a„a^aa^ag 
des  Kreisprocesses  (Fig.  7),  welcher  in  diesem  Falle  ein  einfacher  um- 

Fig.  7. 

kehrbarcr  Kreisprocess  heissen  soll,  besteht  aus 
zwei  isothermischen  Curven  und  zwei  adia- 

T, 

lungswerth.  welcher  der  Zustandsänderung 
entspricht,  indem  die  bei  der  Temperatur  dem 

Körper  mitgetheilte  Wärme  als  in  Arbeit  ver- 
(L 

wandelt  betrachtet  werden  kann, — _ ist  der  Verwandlungswerth,  welcher 

der  Zustandsänderung  aa^a^  entspricht,  indem  die  bei  der  Temperatur 
h "<1  ^ 4em  Körper  entzogene  Wärme  ö,  <[  als  aus  Arbeit  entstanden 
zu  betrachten  ist.  Findet  dieser  einfache  Kreisprocess  rückläufig  statt,  so 
bedeutet  öi  eine  dem  betreffenden  Körper  entzogene,  eine  mitgetheilte 
Wärmemenge,  A’ eine  aufgewendetc  Arbeit,  und  die  betreffenden  Verwand- 

lungswerthe  bei  den  Zustandsänderungen  a^a^a  und  aa^a^  sind  ^ und  — 

Zj  7, 

Wenn  ein  Körper  in  beliebiger  umkehrbarer  Zustandsände- 
ruug  begriffen  ist,  wobei  seine  Temperatur  t sich  im  Allgemeinen  stetig 
ändert,  und  wenn  dann  für  ein  unendlich  kleines  Element  dieser  Zustands- 
änderung, entsprechend  dem  Bogenclement  af,a  der  (in  Fig.  7 punktirteu) 
Zustaudscuiwe,  wobei  sich  t um  dt  ändert.  dQ  die  dem  Körper  mitgetheilte 
Wärme  bezeichnet  und  zwar  wie  dt  algebraisch  verstanden,  so  dass  der  Ab- 
solutwerth  eines  negativen  dQ  eine  entzogene  Wärme  bedeutet,  so  kann 
man  sich  für  jedes  Element  der  Zustandsänderung  die  Wärmemittheilung 
und  die  Temperaturändernng  nach  einander  statt  gleichzeitig  stattfindend 
denken,  entsprechend  dem  Ersatz  des  Rogenelementes  a„a  der  Ziistands- 
curre  durch  die  Bogenelemente  einer  isothermischen  und  einer  adiabatischen 
(’urve:  und  a,n  oder  aa,  und  a^a^,  jenachdem  die  Zustandsänderung 

im  Sinne  a^a  oder  im  Sinne  aa„  stattfindet.  Dem  Vorigen  zufolge  ist  dann 
der  Verwandlungswerth  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  allge- 
dQ 

mein  = ~,  also  für  eine  Zustandsänderung  von  endlicher  Grösse; 


N. 


dQ 

T 


Einen  beliebigen  umkehrbaren  Kreisprocess  kann  man  in  ein- 
fache Kreisproccsse  zerlegt  denken,  entsprechend  der  Zerlegung  der  von 
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seiner  Ziistatulseune  umschlossenen  Flftehe  durch  eine  Schaar  unendlich 
nahe  bcnachharter  adiabatischer  Curveii  nebst  Ersatz  der  dazwischen  liejfen- 
(len  Bopenelonieute  der  Zustaudscurve  durch  isothermisehe  Curvenelemente. 
Durch  wiederholte  Anwendung  der  auf  diese  elementaren  einfachen  Kreis- 
processe  bezogenen  Gleichnngen  ; l)  ergiebt  sich  also 


wobei  die  Integrale  über  den  ganzen  Kreisprocess  anszudehuen  nud  Q und 
E,  d.  h.  die  überschüssig  initgetheilte  Wärme  und  gewonnene  Arbeit,  näm- 
lich mehr  mitgetheilte,  als  entzogene  Wärme,  mehr  gewonnene  als  ver- 
brauchte Arbeit,  gleichzeitig  positi\  und  negativ  sind.  Bei  jedem  nm- 
kehrbaren  Kreisprocesse  eines  Körpers  ist  somit  die  demselben 
überschüssig  mitgetheilte  oder  entzogene  Wärme  = dem  Wärine- 
werth  der  überschüssig  gewonnenen  oder  verbrauchten  Arbeit, 
uiifl  der  resnitirende  Werth  aller  damit  verbundenen  Verwand- 
lungen ^ Null. 

Wenn  die  augenblickliche  Temjieratur  des  Körpers  nicht,  wie  bisher 
angenominen,  in  allen  Punkten  gleich  wäre,  wie  es  unbeschadet  der  l'm- 
kehrbarkeit  der  Zustandsänderung  bei  einem  Gemische  gleichartiger  Be- 
slandtheile  verschiedener  Aggregatform  unter  Berücksichtigung  des  Eiiv- 
tlusses  von  Massenkräften  der  Fall  sein  kann,  so  würde  die  Berechnung 
des  Integrales  N im  .Vllgemeineii  eine  zweifache  Zerlegung  in  Elemente 
erfortlern : 


V-//7. 


unter  d*Q  die  Wärme  verstanden,  welche  bei  einer  unendlich  kleinen  Zu- 
standsänderuiig  dem  Kör|»er  durch  ein  b^lement  seiner  OherHäche  mitge- 
theilt  wird,  an  wadchem  seine  augi.'iddickliche  TempiTatnr  — t ist.  F'ilr 
einen  Kreisjiroccss  gelten  aber  die  Gleichnngen  ((!)  allgemein,  ist  insl»c- 
sondere  auch  in  diesem  Falle  der  resnitirende  \ erwandluugswerth  *V 
Null.  Denn  wäre  (‘r  positiv,  so  könnte  die  resultirende  Verwandlung  als 
Uebergang  von  Wärme  zu  höherer  Temperatur  betrachtet  werden,  oliiu' 
dass  damit  eine  sonstige  Veränderung  als  fompensation  v(>rbumlen  wäre, 
was  d(>r  zu  Grunde  liegenden  .Annahme  gemäss  nnmöglich  ist;  wäre  S"  ne- 
gativ, so  würde  hei  Finkelirung  des  Kreisjtrocesses  N positiv  werden  uml 
somit  derselbe  Widersiiruch  sich  ergeben. 

Nach  einer  allgemeinen  Bemerkung  in  §.  lA  gelten  schliesslich  die- 
selben Gesetze  auch  für  einen  Kreisprocess,  welcher,  ohne  in  jedem  Augon- 
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blioke  uuikehrlmr  zu  sein,  ohne  niimlicli  mit  verschwindend  kleiner  Ge- 
y-hwindigkeit  stattzufinden,  mit  nur  umkehrbaren  Zustandsandorunpen  ver- 
hundi'n  ist.  Dapepen  ist  der  resultirOndc  Verwandlungswertli 
bei  einem  Kreisprocesse,  welcher  mit  nicht  umkelirbareii  Ver- 
»andlunpcn  verbunden  ist,  indem  derpleicben  stets  negativ  sind,  also 
''ine  nepative  Gesammtsumine  aller  Verwandlungswerthe  ergeben,  sofern 
die  Werthe  der  umkehrbaren  Verwandlungen  fUr  sich  nach  wie  vor  zu- 
>amnien  den  Werth  Null  haben. 


f 1.').  Verschiedene  Formen  der  Wärmegleiehnng;  erste  und  zweite  Haiipt- 

glelehnng. 

I)as  in  §.12  erörterte  allgemeine  Verfahren,  die  Zustandsänderungcu 
einer  Flüssigkeit  (oder  auch  eines  festen  Körpers,  in  welchem  keine  Tan- 
^'cntialspannnngen  Vorkommen)  unter  beliebig  gegebenen  Umständen  zu  be- 
'tinmien.  setzt  ausser  der  Zustandsgleichung  (§.  8)  auch  die  Gleichung  des 
inneren  .Arbeitsvermögens  (§.11:  für  den  betreffenden  Körper  als  bekannt 
'iiraus;  ebenso  erfordert  die  Wännegleichung  (2'i  in  §.  13: 

WdQ  = dU  + p * 

/nr  Hestimmnnp  der  Wärme  Q,  welche  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers 
oder  Körperelementes  behufs  einer  gegebenen  und  nach  gegebenem  Gesetze 
statttindenden  umkehrbaren  .Venderung  seines  Wärmeznstandes  mitzntheilen 
ist.  die  Kenufniss  des  sjiecifischen  inneren  .Arbeitsvermögens  ü als  P’nnotion 
von  r und  />,  welche  letzteren  Grössen  hier  im  .Allgemeinen  als  die  den 
AVännezustand  charakterisirenden  A’erilnderlichen  angenommen  werden.  In- 
ilem  alwT  diese  Kenntuiss  a priori  nicht  vorauszuset/.en,  auch  empirisch  die 
tlröese  6' kaum  direct  als  Function  von  v und  p bestimmbar  ist,  so  ist  es 
arttzlich,  durch  die  Einführung  anderer  Grössen  von  leichter  bestimmbaren 
Abhangigkeitsgesetzen  .statt  der  unbekannten  Function  i/'^die  Wärmeglei- 
chnng  auf  entsprechende  andere  Formen  zu  bringen,  sei  cs  zu  unmittelbarem 
Ocbranch  bei  den  oben  envähnten  Problemen,  sei  es  zur  indireefen  .Ab- 
leitung der  Gleichung  des  inneren  .Arbeitsvermögens  und  selbst  unter  Um- 
-Uudeu  der  Zustandsgleichnng. 

Durch  die  Substitution  von 

... 

dh  ~ c — «e  -f-  . dp 
fic  fi/J 

»ird  die  obige  Wärnu-gleichung,  w elche  sich  auf  eine  umkehrbare  Zustauds- 
inderuiig  bezieht. 
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. ri), 


WdQ  ^ Ydv  -t-  Xdp 


wenn 


gesetzt  wird,  woraus  folgt: 


ÖF  _ __  ^ ^ 

hp  öf  bvhp  hp  hr 


Diese  letzte  Gleichung,  von  Zeuner  die  erste  Hauptgleichung 
genannt,  stellt  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  Functionen  X und 
T von  V und  p dar,  welche  in  der  neuen  Form  (1)  der  Wärmegleichung 
statt  der  Function  V Vorkommen;  sie  lässt  es  auch  analytisch  unmittelbar 
erkennen,  dass  die  Wärniegleichung  nicht  ohne  Weiteres  (nicht  ohne  da.ss 
die  Zustandscuno  gegeben  wäre)  iutegrabel,  nämlich  dass  ihre  rechte  Seite 
kein  vollständiges  Differential  ist,  weil  dazu 


br  hX 
hp  bc 


0 statt  = 1 


sein  müsste.  Wenn  man  indessen  den  Ausdruck 


Frfr4  Xdp 

mit  einer  gewissen  Function  von  v und  p multiplicirt,  so  lässt  sich  die 
letztere  bekanntlich  stets  so  wählen,  dass  das  Product  ein  vollständiges 
Differential  wird,  und  es  ist  bemerkensworth,  dass  der  reciproke  Worth  der 
in  vorigem  §.  besprochenen  Temperaturfunction  T hier  eine  solche  Function, 
ein  sogenannter  integrirender  Factor  der  rechten  Seite  von  Gl.  (1 » ist. 
Weil  nämlich  W'  eine  Constante  und  für  einen  umkehrbaren  Kreisprocess 

, wie  sie  auch  im  Verlaufe  der  um- 
kehrbaren Zustandsänderung  eines  Körpers  sich  ändern  mag,  doch  immer 
denselben  Werth  Null  wieder  annimmt,  so  oft  der  Körper  in  seinen  An- 
fangszustand zurttckkehrt,  so  muss 


dd 

f ' 


0,  somit  die.  Grösse 


da 

T 


WdQ 

T 


F A' 

= y dp 


das  vollständige  Differential  einer  Function  der  den  Wärmezustand  charak- 
terisirenden  Grössen  v und  p sein,  woraus  dann  folgt: 


t!  hr  T’ 


oder 


i-ör  ,„bX  hT 
T - - — F — T - — X ~ 
dp  dp  df  br 
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(hier  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Hauptglcichung: 


T — 


Diese  Gleicliuug,  welche  mit  Zeuner  die  zweite  Hauptgleichuiig 
aenaunt  werdeu  mag,  ist  als  eine  hesouderc  Ausdnicksform  des  Priiicips 
der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  zu  betrachten,  während  die  erste  Haupt- 
zleichuug  eine  unmittelbare  Folge  der  -\equivalenz  von  Wärme  und  Arbeit 
ist.  Wenn  man  in  der  Wärmegleichuug  (1)  mit  Hülfe  der  zweiten  Haupt- 
zleichuug  erstlich  V durch  X und  T,  dann  X durch  V und  T ausdrückt, 
ergiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass 


ist. 


ör 

dr 


dr 


hr 

(Vp 


dp 


und 


X 

irdQ=^ 


Ö7' 

f>r 

hT 


T 

dr  \ Xdp 


^T-r  Tdr 

hf 


<v 


U'dQ—  Ydr 


hT 

hr 


dp 


YdT—  Tdp 

hr 

hr 


Somit  haben  sich  drei  neue  Formen  der  Wärmegleichung  ergeben: 


lYdU^  Ydr  \ Xdp 


(1) 


XdT^-  Tdr 

hr 

hp 

Ydr—  Tdp 

hr 


i'i) 


(3). 


In  der  ersten  sind  X und  }’  I'unctionen  von  v und  p , welche  in  der 
durch  die  erste  Hauptgleichung 


ftr  hX 


(4) 


regeh<-neu  Beziehung  zu  einander  stehen  und  übrigens  von  der  .\rt  und 
.Vzgregatfonn  des  Körpers  abhängen.  Die  in  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  ausserdem  vorkommeude  Grösse  T ist  unmittelbar  eine  unter 
»Heu  Umständen  gleiche  Temperaturfunction  und  dadurch  mittelbar  auch 
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eine  von  der  Körperarf  und  Aggregatform  abhängige  Function  von  t>  und  p; 
ihre  Hezieliung  zu  X und  1'  ist  durch  die  zweite  llauptgleichuiig 


<>  Är 


gegeben.  Wäre  T als  Function  der  Teiiii)eratur  < bekannt,  desgl.  / als 
Function  von  p und  p t'^irch  die  Zustandsgleichung  iin  Falle  eines  honiu- 
geneii  Korpei's),  so  könnten  die  Gleichungen  i4)  und  (5)  zur  Hestinimuiig 
von  X und  1'  demnächst  auch  zur  Hestiianiuiig  der  Gleichung  des  innereii 
Arbeitsvermögens  dienen  vermittels  der  Itiä'ereiitialgleichungen: 


^ r— 


G3'. 


Indessen  mögen  die  Gleichungen  i l) — -'5'  schon  jetzt  in  noch  anderer 
Weise  umgeformt  werden  iliirch  Einführung  zweier  anderer  Grös.sen  von 
einfacher  physikalischer  Hedeutung  statt  X und  F,  wenn  auch  diese  Be- 
deutung erst  später  nach  Bestimmung  der  Teinjieraturfunction  F vollstündii! 
hervortreteii  wird.  Setzt  mau  nämlich 


Cr  — im  Falle  v = Conjii., 

f/1 


<IQ 


Cp=  „ im  Falle  p — 


dT 


so  ist  nach  den  Gleichungen  2j  und  (.‘1): 

X 


also  X=  11' f, 


(■>7’ 


ir 


6p 

y 

67” 


ör 

6r 


Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  X und  1'  in  den  Gleichungeu 

1 


(1)  — (3)  ergjebt  für  die  Wärmegleichung  (mit  A — jj.J'lie  Formen: 

67’ 


=^-c.dT+  dp 


(y> 


= ipdT— 


6p 

AT 


6r 

6t 


dp 


1 lo 
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uud  für  die  Imiden  llauptKleic-hunffen , welche  die  ReziehutiKeii  der  F’uiic- 
tionon  und  T zu  einander  ausdrücken: 


./  7 = (c„ 


5 57‘\ 

5r"’''5p  / 

(lu^ 

57’ 5r 

n->v 

öv  dp 

Die  hier  eingefilhrten  (Irössen  c,  und  stehen  in  einfaclier  Beziehung 
zu  der  sogenannten  speci  fischen  Wärme.  Unter  der  specifischen  Wärme 
eiues  Körpers  für  einen  gewissen  gleiclifürniigen  Wärinezustand  und  eiu 
gewisses  Aeuderungsgesetz  dessellien  versteht  man  nämlich  das  Verliältniss 
der  Wärme,  welche  einer  Gewichtseinheit  des  Konters  hehufs  einer  uuend- 
lich  kleinen  jenem  ‘Gesetze  folgenden  .\enderung  des  fraglichen  Wärme- 
zustandes mitziitheilen  ist,  zu  der  entsprechenden  Tem]n*raturzunahme,  also 
den  DilTerentiahiuütieiiten 

dq  _ dq  dT 
dt  ~ dT  dt  ’ 

hiernach  ist,  wenn  insbesondere  f die  specif.  Wärme  für  constantes 
Volumen  und  c,  die  specif.  Wärme  für  constante  Pressung  bedeutet, 

dT  , dT 



Dabei  sind  e und  Cj  im  .\llgemeinen  als  Fuiictionen  von  v und  p zu  he- 
trachten,  deren  Formen  von  der  .Vggregatform  und  deren  Uoefticient<‘n  von 
der  Art  des  Körjiers  ahhätyzen. 

Wenn  man  statt  r und  p andere  Grössen  als  unahhängig  Ventniler- 
liche  zur  Charakterisirung  des  Wärmezustandes  wählt,  so  können  die  obigen 
Gleichungen  leicht  entsprechend  umgeforrat  werden.  Unter  den  verschie- 
denen in  dieser  Hinsicht  möglichen  Fällen  sind  diejenigen  hemerkenswerth, 
wo  ausser  einer  der  Grössen  r und  p noch  die  Teinjieratur  oder",  was  auf 
dasselbe  hinaus  kommt,  die  Temperaturfunction  T als  unahhängig  Verän- 
derliche angenommen  wird.  Ks  sind  dann  statt  der  Diflerenliah|uotienten 

hr  , hT 
. und  . 
oc  Op 


hei  der  Wahl  von  e uml  T: 


hei  der  Wahl  von  p und  T; 


<V  , ö/' 

57  57  ’ 

5r  . 5c 

X und  . „ 

5p  57- 


in  die  Gleichungen  einzuführen.  zu  welchem  Zwecke  es  nützlich  ist,  die 
zwischen  diesen  C partiellen  Different iahiuotienten  stattfindenden  Bezieh- 
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ungen  allgemein  festzustellen.  Wenn  man  aber  eine  der  drei  Grössen 
V,  p,  T als  constant  voraussetzt,  so  ist  vou  den  übrigen  jede  durch  die  an- 
dere allein  bestimmt;  vou  jenen  G Differentiakjuotienteii  sind  also  je  zwei, 
welche  dieselbe  der  Grössen  r,  p^  T als  constant  voraussetzen,  einander  re- 
ci]>rok,  d.  b.  es  ist 

ön  flT*  ÖT"  6r  öc  öa 

hrhp  hl-  f)T  hphr  ^ ’ 

Um  durch  je  zwei  solche  jener  6 Differentialquotienten,  welche  sich  auf 
die  nämlichen  unabliiingig  Veränderlichen  r und  p,  v und  T oder  p und  T 
beziehen,  die  übrigen  4 ausdrücken  zu  können,  bedarf  cs  also  ausser  den 
drei  Beziehungen  (14)  nur  noch  einer  zwischen  den  Differeutialquotienten 

hp  Ö7’  hp 

hT'  bv  ’ hp  hi'  hT'  hr' 


Wenn  man  aber  zunächst  T als  P’unction  von  v und  p betrachtet  und  in 
der  entsprechenden  Differentialgleichung 


iir^ 


hT 

h7 


hT 

dp 


dann  7'  = Vonst.,  also  dT  ~ U setzt,  so  wird  r eine  Function  vou  p,  also 

ör 

rff  =• . dp 
hp 


und  mau  erhält: 


oder  wegen  r „ : 

hT  hp 


hThr  ^hT 
hr  hp  ‘ hp 


C15). 


hp  hT  fte 
h7’  hr  hp 

Werden  z.  B.  p und  T als  unabhängig  Veränderliche  angenommen,  so 
ist  nach  Gl.  (12)  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (14): 


' ^^^hThT 


h7 


oder  mit  ” -nach  Gl. (15): 


hr 

h7 

hr 

hp 
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§.  15. 


bp 


woraus  u.  A.  folgt,  dass  immer 


(IG),* 


Cp~>C, 

ist,  weil  bei  constanter  Temperatur  stets  v mit  wachsender  Pressung  p ab- 

Dunmt,  d.  li.  ;r-  negativ  ist. 
bp 

Die  Wärme  dQ,  welche  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  behufs 
einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zustandsänderung  mitzutheileii  ist, 
wird,  jenachdem  die  letztere  durch  die  unendlich  kleinen  Aenderungen  von 
f und  p,  r und  t resp.  T,  p und  t resp.  T gegeben  ist,  unmittelbar  durch 
die  Uleichnugeu  (1)  oder  (8),  (2)  oder  ''9)  resp.  (3)  oder  (10  ; ausgedrückt. 
Dabei  sind,  sofern  diese  Veränderliche,  durch  deren  Differentiale  die  Zu- 
«tandsänderung  gegeben  ist,  als  unabhängig  Veränderliche  vorausgesetzt 
werden,  gemäss  den  Beziehungen  (14)  die  Gleichungen  (2)  und  (9)  zu 


schreiben: 

frdQ  = f~  {XdT-}-Tdv)  (2) 

dQ  = e,dr+AT^^^-d^ (9) 

und  die  Gleichungen  (3)  und  (10): 

(.YdT-Tdp)  (.3) 

dQ  = e„dT-ÄT^^-^dp (10), 


wobei  es,  da  hier  überhaupt  nur  die  drei  Grössen  e,  p,  T als  event.  unab- 
hängig Veränderliche  in  Betracht  gezogen  sind,  auch  ohne  besondere  Be- 
zeichnung durch  Indices  (wie  solche  z.  B.  von  Clausius  angewenilet  werden) 


bp 


bv 


selbstverständlich  ist,  dass  der  Voraussetzung  p = Cotut.  und  der 
Voraussetzung  p — Corist.  »'ntspricht. 


• Siehe  Clausius:  „lieber  verschiedene  für  die  .\nweiidung  bequeme 
Können  der  Hauptgleichimgen  der  mechanischen  Wärmelhcorie,  01.  (31i“  in 
1‘ogg.  Auu.,  Juli  1805. 

GrmBhof,  thevret.  MaBchinßnlehro.  I.  7 


Digitizgd  by  Google 


98  DARSTELLUNG  VERSCHIEDENER  GRÖSSEN  DURCH  ZÜSTANDSCURVKN.  §.  IG. 


§.  lli.  Geometrische  Darstellung  der  Torg^äng’e  bei  umkehrbaren  Zustands- 

Anderungren. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  sogenannte  Zustandscune  wieder- 
holt dazu  benutzt  wurde,  das  Gesetz  der  gleichzeitigen  Aenderungeu  von 
» und  p,  sowie  die  gewonnene  oder  aufgewendete  .\rbeit  bei  irgend  einer 
umkehrbaren  Zustandsändcrung  geometrisch  darzustellen,  mag  schliesslich 
darauf  hingewiesen  werden,  wie  mit  Hülfe  der  in  §.  13  erwähnten  beson- 
deren Zustandscurven,  nämlich  der  isotherm  ischeii,  der  isody  na  mi- 
schen und  adiabatischen  Curve,  auch  andere  mit  irgend  einer  umkehr- 
baren Zustandsänderung  verbundene  Vorgänge,  insbesondere  die  Aendemng 
des  inneren  Arbeits\’ermogeus  U,  die  mitgetheilte  Wärme  Q und  deren 
Verwandlungswerth  N durch  geometrische  Darstellung  zur  Anschauung  ge- 
bracht werden  können.* 

Es  werde  ein  Körper  von  1 Kgr.  Gewicht  vorausgesetzt,  und  es  seien 
die  Werthe  von  e,  p.  t,  T,  U 

im  Anfaugszustande  = »j  p,  T", 
im  Endzustände  — Cj.  p.^  . 

Jenem  entspricht  rpig.  8)  der  Punkt  »j 
mit  den  Coordiuaten 

^*1  “ '‘n 

diesem  der  Punkt  mit  den  Coordiuaten 

OÄjj  =■  Pi ", 

^ sei  die  Zustandscurve,  welche  das 

Abhängigkeitsgesetz  von  r und  p,  also  das 
Gesetz  darstellt,  nach  welchem  die  umkehrbare  Zustandsänderuiig  statt- 
findet. Ist  dann 

E die  hierbei  vom  Körper  verrichtete  Expansionsarbeit,  Q die  ihm  mit- 
getheilte Wärme,  so  ist 

1FQ=  U.  — l\  +E (1) 

und  E = der  f'läche  d,  a«o  b^.  Zur  Darstellung  von  werde 

durch  den  Punkt  a^  die  isodynamischo  Curve  U=  Coust.=  C", , 
durch  den  Punkt  die  adiabatische  Curve  gelegt 
und  durch  ihren  Schnittpunkt  c die  Ordinate  cd. 

• Vergl.  Zeuner:  Gnmdzäge  der  niechauischen  Wärmetheorie,  2.  Aiiü . 
Seite  80  und  ff. 


Fi(f.  8. 
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L*anü  ist  für  die  Zustaudsänderung  nach  der  adiabatischen  Curve  von 
4j  bis  <■  entsj)rechend  Gl. ''!) 

0=  L\ — Fläche  cd, 
also  — Uj  =rder  Fläche  b^a^cd  und  somit 


irQ=  bjCij  aa,b^  -)-  b^a^cd  — aa^cd. 


Der  Arbeitswert!!  der  mitgetheilten  Wärme  Q ist  also  = dem  In- 
halte der  Fläche,  welche  begrenzt  wird  1)  von  der  r-Axe,  2)  von  der  Zu- 
'tandscurve  und  der  durch  den  Endpunkt  derselben  gehenden  adia- 
luitischen  Curve  A^,  3;  von  der  Ordinate  des  Antängspunktes  und  4j  von 
der  Ordinate  des  Punktes,  in  welchem  die  adiabatische  Curve  A^  von  der 
durch  den  Anfangspunkt  «,  gehenden  isodyiiamischcu  Curve  Uj  geschnitten 
wird.  Diese  Fläche  wird  durch  die  Ordinate  tles  Endjmnktes  der  Zu- 
standscune  in  zwei  Theile  getheilt,  von  welchen  der  eine,  begrenzt  von 
der  Zustaiidscune  a^a^,  = der  Expansionsarbeit  E,  der  andere,  be- 
grenzt von  der  adiabatischen  Curve  A,^,  = = der  Zunahme  des 

inneren  Arbeitsvermögens  in  Folge  der  Zustaudsäuderung  ist.  Dabei 
^ind  die  Inhalte  dieser  Flächen  positiv  oder  negativ  zu  setzen  der  Art,  dass, 
»ent!  sie  von  einer  beweglichen  Ordinate  beschrieben  gedacht  werden, 
Welche  zur  Erzeugung  der  Flächen  =•  E und  = WQ  von  der  Ordinate 
des  -\nfangspunktes  «j  und  zur  Erzeugung  der  Fläche  = — L\  von  der 

tirdinate  des  Endpunktes  der  Ziistandscurve  ausgeht,  diese  Ordinate  po- 
sitive oder  negative  Flächejiclemente  beschreibt,  jeiiachdem  sie  sich  im 
Sinne  der  positiven  oder  der  negativen  r-Axe  bewegt. 


Um  auch  den  der  Zustandsänderung  nach  a^au^  entsisrechenden  Ver- 


»andlnngswerth  E 


-ß 


dQ 

f 


auf  eine  geometrische  Darstellung  zurück- 


/irffihren,  werde  durch  den  Punkt  dj  noch  die  isothermische  Curve  T = 
T”,  gelegt;  / sei  ihr  Schnittpunkt  mit  der  adiabatischen  Curve  A^. 
Denkt  man  sich  dann  den  Körper  aus  dem  Zustande  (r^,  p^}  in  den  An- 
tängszustaiid  d,  r, , p^ ) nach  der  Zustaudscure  d,  e d,  in  umkehrbarer  Weise 


ziirtckgefiihrt,  so  ist  der  entsprechende  Verwandlungswerth  — - — ~ 


wenn 


Q,  die  Wärme  bedeutet,  welche  dem  Körper  behufs  der  Zustaudsäuderung 
uach  ff,  c initgetheilt  werden  müsste,  so  dass  ihm  dieselbe  Wärme  ö,  bei 
der  umgekehrten  Zustandsäuderuug  nach  ca,  entzogen  werden  muss.  In- 
dem nun  für  den  umkehrbaren  Kreisprocess  d,  aa^  cd,  der  resultirende  Ver- 
»aadlungswerth  = Null  ist,  hat  man 

7* 
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TV  — -^‘-  = 0,  also  TV=-^^ f->\ 

T,  ' T, 


Der  Arboitswertli  der  Wärme  Q,  kann  dem  Obigen  zufolge  durch  eine 
Fläche  mit  Hülfe  der  Ciirveu  und  dargestellt  wenlen;  somit  ist  auch 
jr  iV  r,  = jrQ,  = Fläche  d 

= einer  Fläche,  deren  Rildungsgesetz  sich  von  demjenigen  der  zur  Dar- 
stellung von  IFQ  dienenden  Fläche  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die 
durch  den  Anfangspunkt  o,  gehende  isothermische  Curve  T,  an  die  Stelle 
der  Zustandscurve  «j  a tritt. 

Der  01.  zufolge  ist  die  Grösse  N für  einen  gegebenen  Körper  voll- 
kommen bestimmt  durch  das  Curvenstück  e,  also  durch  den  Puukt  a, 
und  die  Curve  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  auf  der  Curve 
A^  und  von  der  F'orm  der  Zustandscurve  «,  drtj.  So  oft  letztere  diesell«- 
adiabatische  Curve  A^  irgendwo  schneidet,  hat  der  Verwandlungswerth  -V 
eine  dieser  Curve  A^  eigeuthüniliche  Grösse;  er  entspricht  in  dieser  Hin- 
sicht der  sogenannten  Kraftfunction  der  Mechanik,  während  die  adiabati- 
schen Curven  den  NiveauHächen  analog  sind. 


B.  Verhalten  der  Gase,  insbesondere  der  atmosphä- 
rischen Luft. 

§.  17.  Deflnitiuneii,  ErfahrnngssBtze  und  Annahmen;  Znstandsgleichnnr 

der  Gase. 

Unter  einem  permanenten  Gase  oder  auch  kurzweg  einem  Gase 
pflegt  ein  luftförraiger  Körper  verstanden  zu  werden,  welcher  uns  nur  als 
solcher  bekannt  ist,  indem  er  durch  die  uns  zu  Gebote  stehenden  Mittet 
der  Druckerhöhung  und  der  Wärmeeutziebung  bisher  nicht  in  die  flüssige 
oder  feste  .Aggregatform  hat  gebracht  werden  können.  Dazu  gehören  u.  -A. 
Sauerstoff  und  Stickstoff  sowie  beliebige  Gemische  dieser  einfachen  Gasi.\ 
z.  R.  reine  (vtm  ihren  nebensächlichen  Restandtheilen,  in.sbesoudere  Wasser- 
(lam])f  und  Kohlensäure  befreite  i atmosphärische  Luft.  Das  Verhalteu 
dieser  permanenten  Gase  ist  mit  grosser  .Annäherung  an  zwei  einfache  Ge- 
setze gebunden,  welche  unter  den  Namen  des  Mariotte’schen  und  des  Gay- 
Lussac’schen  Gesetzes  bekannt  sind  und  wodurch  ihr  physikalischer  Cha- 
rakter wesentlich  bestimmt  wird.  Weil  aber  jener  RegrifT  eines  perma- 
/ uenten  Gases  nicht  an  sich  bestimmt,  sondern  abhängig  von  unseren  augcii- 
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blicklichen  Keimtnisseii  und  Htilfsniitteln  ist,  mit  ricri'ii  Vervollkomminiug 
ein  bisher  als  permanent  erschienenes  Gas  diesen  Charakter  verlieren  kann, 
weil  ferner  auch  andere  luftforniige  Körper,  die  uns  zugleich  in  flüssiger 
und  fester  Aggregatform  bekannt  sind,  in  gewis.sen  Wärmeziistilnden  (bei 
sehr  grossem  specif.  Volumen)  den  fraglichen  zwei  Gesetzen  ebenso  gut 
entsprechen  können  wie  permanente  Gase,  so  wird  es  vorgezogen,  unter 
einem  Gase  hier  jeden  luftförmigen  Kör]>er  von  solcher  Art 
oder  von  solchem  Wärmezustande  zu  verstehen,  dass  seine  je- 
weils in  Betracht  gezogenen  Zustaudsäuderungen  als  dem  Ma- 
riotte’schcn  und  dem  Gay-Lussac’schen  Gesetze  unterworfen 
ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  vorausgesetzt  werden 
dürfen.  Der  Zustand  eines  vollkommenen  Gases  ist  ein  Greuzzustanil, 
für  welchen  jene  Gesetzt'  genau  gelten  und  welchem  bei  gleicher  rressung 
und  Temperatur  die  penuanenteu  Gase  nur  näher  kommen,  als  andere  luft- 
ftrniigc  Körper  (Dämpfe). 

Xach  dem  Mariotte’schen  Gesetze  sind  das  sjiecif.  Volumen  v und 
die  Pressung  p eines  Gases  hei  constanter  Temperatur  l einander  umge- 
kehrt proportional;  ihre  Zustandsgleichung  hat  also  die  Form 

pv  — f{l), 


woraus  fiir  p=Cnnnt.  sich  ergiebt: 


dl 


Wäre  das  Gas  reine  atmosi)härische  Luft  und  p = dem  normalen  .\tmo- 
sphäreudruck,  so  wäre  der  Temperatur- Detinition  zufolge  der  in  dieser 

dp 

Gleichung  vorkommende  Differentiahjuotient  - constant  (siehe  §.7,  Gl.  1), 

also  auch  /' (t)  = Cond.  Nach  dem  Gay-Lussac’schen  Gesetze  sind 
aber  für  alle  Gase  und  beliebige  Wertho  der  constanten  Pressung  die  gleich- 
zeitigen Aeuderuugen  von  p und  t einander  stets  in  demsell)en  Verhältnisse 
projKirtional,  ist  also  /'(<)  = einer  Constanten.  Wird  dieselbe  mit  R be- 
zeichnet, so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung; 

. pe .S -|- 

unter  .S  eine  andere  Constante  verstainlen.  Dies  ist  die  Zustandsgleich- 
nng  der  Gase,  welche  auch  geschrieben  werden  kann; 

' , s 

pp  — S I 1 -|-  (U)  mit  (’) 


'«ler 


pp  = R (rt  '-j  mit  a = 


R 


Digitized  by  Google 


102 


ADSDEHNÜNGSCOEFFICIENT  DER  OASE. 


§.17. 


Die  Constante  a ist  der  sogenauute  Ausdehuungscoefficient  des 
Gases  = dem  Verhältnisse  der  Volumeuzuuahme  Ac,  welche  einer  Tempe- 
raturzunahme um  = 1®  bei  constauter  Pressung  p entspricht,  zu  dem 
Volumen  = bei  < = 0 und  derselben  Pressung  p\  aus  Gl.  ( 1)  folgt 
nämlidi  unter  diesen  Voraussetzungen  und  mit  diesen  Bezeichnungen: 

Av 

p Av  z=  S(c  und  p e„  = »V,  also  « = — . 

Zur  Bestimmung  des  Ausdehuungscoefticienten  eines  Gases  kann  man 
übrigens  auf  Grund  der  Zustaiidsgleichung  (1)  ebensowohl  die  Wertho  von 
V messen,  welche  für  p = Const.,  als  die  Werthe  von  />,  welche  für  r = 
Contt.,  als  auch  die  Werthe  von  v und  p,  welche  zugleich  verschiedenen 
Temperaturen  entsprechen;  als  letztere  empfehlen  sich  die  (durch  schmel- 
zendes Eis  und  kochendes  Wasser)  leicht  längere  Zeit  constant  zu  erhal- 
tenden Temperaturen  < ^ 0 und  — - 100.  Sind  dann 
t’o  und  Pq  die  Werthe  vou  v und  p für  t = 0, 
r,  und  p^  die  Werthe  von  v und  p für  t — 100, 
so  ist  nach  Gl.  1) 


Po  *’o 


= 1 lUO«; 


Pi  ''i  "Po  0» 
1 OO  t’n 


. (3\ 

IOOPq 

n = — — für  r,  = r,)  . . 

100  Po 

. . (4, 

Für  ein  vollkommenes  Gas  müsste  nach  diesen  beiden  Spccialfbrmelu  iminer 
derselbe  Werth  vou  a gefunden  werden,  und  zwar  für  beliebige  Werthe 
vou  Po  und  />„.  Die  Reguault’schen  V’ersuche  mit  wirklichen  Gasen  er- 
gaben dagegen  den  Coefticienteu  a etwas  verschieden,  jenachdem  er  nach 
Gl.  1 3)  oder  nach  Gl.  (4)  bestimmt  wurde,  ferner  nach  jeder  von  beiden 
Formeln  etwas  verschieden  je  nach  dem  Werthe  von  r,,  oder  pg,  nämlich 
um  so  kleiner,  je  kleiner  pg,  je  grösser  also  gewählt  wurde.  Für  WassiT- 
stoffgas  sind  diese  Verschiedenheiten  am  kleinsten.  Für  verschiedene  G.ase 
ist  rt  unter  gleichen  Umstämlen  nicht  mehr  verschieden,  als  für  dasselbe 
Gas  unter  verschiedenen  Umständen. 

Hiernach  ist  der  Ausdehnungscoellicicnt  für  den  Greuzzustand  eine.« 
volfkommenen  Gases  als  eine  von  der  Gasart  unabhängige  Constante  zu  be- 
trachten und  dem  kleinsten  Werthe  von  « höchstens  gleich  zu  setzen,  wel- 
cher für  irgend  ein  G<as  unter  irgend  welchen  Umständen  bisher  gefunden 
wurde,  weil  jedes  Gas  jenem  Greuzzustaudo  um  so  näher  kommt,  je  grösser 
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bei  gegebener  Temperatur  sein  spccif.  Volumen  » ist,  mit  wachsendem  v 
aber  « abnimmt.  Die.ser  kleinste  Werth  ist  a — 0,003661,  gefunden  für 
Wasserstoffgas  nach  Gl.  (3)  für  atmosphärischen  Druck.  ludern  aber  eine 
Steigerung  dieses  Druckes  bis  3 Atm.  noch  kaum  einen  Einfluss  auf  die 
letzte  Decimalstellc  ausUbte,  lässt  sich  erwarten,  dass  auch  durch  Vermin- 
derung der  Pressung,  also  durch  Vergrösserung  des  specifischen  Volumens 
eine  merkliche  Abnahme  von  a nicht  herbeigeführt  werden  würde,  d.  h.  cs 
lasst  sich  anuehmen,  dass  das  Wasserstuffgas  schon  bei  atmosphärischem 
Drucke  und  ( = 0°  von  dem  Grenzzustande  eines  vollkommenen  Gases  un- 
merklich  abweicht.  Indem  es  aber  für  die  Folge  bequemer  ist,  statt  des 
Ausdehnungscoefficienteu  « seinen  rociproken  Werth  a in  die  Rechnung 
einzuftthren  gemäss  der  obigen  zweiten  Form  der  Zustandsgleichung: 

(2), 

soll,  wie  es  üblich  geworden  ist,  in  runder  Zahl  gesetzt  werden: 

<1^  273,  entsprechend  «=  — 0,(M)3663. 

a 

Der  Unterschied  zwischen  diesem  Grenzwerthe  von  n und  demjenigen, 
welcher  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  als  das  für  die  technischen 
-Anwendungen  wichtigste  Gasgemenge  gefunden  wurde,  ist  so  klein,  dass 
davon  bei  diesen  Anwendungen  abgesehen  werden  darf.  Es  fand  z.  B. 
Regnault  für  reine  atmosphärische  Luft 

nach  Gl.  (4i:  « — 0,003665  bei  pg  = 1 Atm., 
nach  Gl.  (3):  « = O,0<')3670  bei  pg  — p,  ~ 1 .Atm., 

H =r  0,003604  bei  Po  — Pi  — 3,3  .Atm. 

Wenn  nun  auch  « in  der  Zustandsgleichung  < 2)  als  eine  für  alle  Ga.se 
gleiche  Constante  zu  betrachten  ist,  so  ist  doch  Ä von  der  Ga.sart  wesent- 
lich abhängig  und  durch  irgend  ein  System  zusammengehöriger  Werthe  von 
p,  e und  i bestimmt,  insbesondere  z.  B.  für  reine  atmosphärische  Luft 

durch  ihr  specif.  Gewicht  y = — = 1,2032  Kgr.  für  t = 0 und  normalen 

atmosphärischen  Druck.  Letzterer  ist  in  Kgr.  pro  Qnadratm.  ausgedrückt 
= dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule  von  1 Quadratm.  Grundfläche  und 
0,76  Mtr.  Höhe  bei  0“  Temperatur  des  Quecksilbers.  Bei  dieser  Tempe- 
ratur ist  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  — • 13,506,  die  grösste  Dicbtig- 
keit  des  Wassers  fbei  t = 4"i=  1 gesetzt,  also  das  specif.  Gewicht  des 
Quecksilbers  von  0"=  13596  Kgr.  pro  Cubikm.,  und  der  normale  .Atino- 
sphärendruck 

p=  13596.0,76=  10333  Kgr.  pro  Quadratm. 
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Hiernach  ergiebt  sich  aus  Gl.  (2)  mit  « = 273  fUr  reine  atmosphärische 
Luft: 


10.333 

R— = 29,27. 

1,2932 . 273 

Ist  d die  Dichtigkeit  eines  anderen  Gases  oder  Gasgemeuges  in  Beziehung 
auf  atmosph.  Luft  von  gleicher  Pressung  und  Tcmi)eratur,  so  ist  für  das- 
selbe nach  Gl.  (2) 

29,27 

"=  "j  


Die  natürlich  vorkommendc  und  zu  technischen  Zwecken  benutzte  atmo- 
sphärische Luft  enthält  verschiedene  Beiinischungen,  namentlich  von  Wasser- 
dainpf  und  Kohlensäure,  jedoch  in  so  kleinen  Mengen,  ilass  dadurch  der 
Gas-Charakter  des  Gemisches  nicht  wesentlich  beeinträchtigt  wird,  den  be- 
treffenden Kechnungen  also  nach  wie  vor  eine  Zustandsglcichung  von  der 
Form  der  Gl.  f2')  zu  Grunde  gelegt  werden  darf,  besonders  wenn  gleich- 
zeitig der  (bjnstanten  R ein  Werth  beigelegt  wird,  welcher  nach  Gl.  (ö)  der 
durch  ilio  nebensächlichen  Besfaiultheile  bedingten  Dichtigkeit  6 entsimicht. 
Uebrigens  ist  es  nur  der  Wassergehalt  der  Luft,  welcher  diese  Werthe  von 
d und  R eiuigermasseii  merklich  beeiuHussen  kann.  Ist  daun  p die  Ge- 
sammtpressung  der  feuchten  Luft,  p'  die  Pressung  des  darin  enthaltenen 
W.asserdampfes,  also  p — p’  die  Pressung  der  trockenen  Luft  für  sich  .allein, 
so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  d<a.ss  ihvs  specif.  Gewicht  des  Wasserdainpfes 
etwa  .so  gross  ist  wie  das  der  trockenen  Luft  bei  gleicher  Pressung  und 
Temperatur,  die  Dichtigkeit  d der  feiicliten  Luft: 

p H p 8 p 

lind  die  Constante  R ihrer  Znsandsgleiclinng: 

29,27  ;/ 

R^  - z.  B.  = 29,.38  für  ' = 0,01.  * 

8 p 

Was  die  siieci fische  Wärme  der  Gase  = c für  constantes  Volumen, 
r(‘sp.  = Cj  für  constante  Pressung  (§.  l.'i)  betrifft,  so  ist  nur  Ictztwe  (na- 
mentlich von  Reguault)  für  verschiedene  Gase  direct  bestimmt  und  dabei 
nur  abhängig  von  der  Gasart,  dagegen  unabhängi)i(  von  dem  augenblicklichen 
Zustande  des  Ga.ses  gefunden  worden  wenigstens  mit  einer  ebenso  grossen 
Annäherung,  als  mit  welcher  das  Gas  dem  Mariotto’schen  und  dem  Gay- 
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Lnssac’schcn  Gesetze  folgt.  Insbesondere  für  atmosphärische  Luft  er- 
ftab  sich* 

c,  = 0^375. 

In  Betreff  der  specif.  Wärme  c ist  man  einstweilen  auf  das  aus  ver- 
schiedenartigen Versuchen  (siehe  §.  2\)  zu  abstrahirende  Verhältniss 


n 


angewiesen,  welches,  freilich  nicht  so  zuverlässig  bestimmt  wie  c^ , für  at- 
mosphärische Luft  = 1,41  gesetzt  werden  kann,  woraus  dann  folgt: 


e 


0,237.5 

~i7i  r 


0,1  «Hl. 


Für  irgend  ein  anderes  Gas  kann  die  specif.  Wärme  c theoretisch  abgeleitet 
werden  ans  seiner  specif.  Wärme  c, , seiner  Dichtigkeit  d in  Beziehung  auf 
atmosphärische  Luft,  und  aus  den  Werthen  von  e und  c,  für  utm.  Luft 
(siehe  §.  10),  so  dass  die  F'rage,  ob  auch  e eben.so  wie  r,  für  jedes  Gas  von 
dem  augenblicklichen  Zustande  desselben  unabhängig  sei,  sich  auf  die  Frage 
rctlucirt,  ob  für  atmospliärisclie  Luft  die  specif.  Wärme  c = 0,lf>Hl_oder 
ilas  Verhältniss  « = 1,41  ebenso  constant  sei  wie  die  sj)ccif.  Wärme 
f,  =rr(),237.').  Die  bisherigen  cxperimentelleudlestiinmungeu,  aus  welchen 
»=  1,41  als  augeuäherter  und  bis  auf  höchstens  die  zweite  Deciinalstidlo 
voraussichtlich  zuverlässiger  Werth  des  Verhältnisses  n für  atm.  Luft  ab- 
geleitet wurde,  sind  nun  zwar  nicht  umfu.ssend  und  genau  genug,  um  jene 
Frage  sicher  zu  entscheiden,  indc'ssen  spricht  die  innere  Wahrscheinlichkeit 
tür  ihre  Bejahung.  Während  die  bei  coustantem  Volumen  einem  Ga.se  mit- 
getheilte  Wärme  nur  eine  Veränderung  seines  Zustandes  bewirkt,  hat  die 
bei  constanter  Pressung  mitgetheilte  zugleich  eiue  Expansionsarbeit  ~ pdv 
pro  1 Kgr.  des  Gases  zu  verrichten;  die  specif.  Wärme  c erscheint  somit 
von  einfacherer  Bedeutung,  als  c,,  und  wenn  schon  letztere  sich  als  eine 
Constaute  für  jedes  Gas  herausstellt,  so  lässt  sich  da.sselb(^  um  so  eher  von 
e vennuthen. 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  beide  specif.  Wärmen  e 
und  für  jedes  Gas  constant  sind,  ihre  Werthe  also  nur  von  der  Art, 
nicht  vom  Zustande  des  Gases  abhängen. 


‘Für  eine  Temperatiircrliöhiing 

von  — 30®  bis  + l«“  wurde  gefimden  c,  = 0,2.377 
0°  „ + 100"  „ c,  = (»,2374 

„ 0®  „ -t-  200“  „ .,  c,  =0,2375. 
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§.  18.  Bestimmung:  der  Temperaturfunction  T. 


Da  die  durch  die  Betrachtungen  in  §.14  eingeführte  Tomperaturfunc- 
tion  T,  welche  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §.  15  eine  so  wesent- 
liche Rolle  spielt,  von  der  .\^rt  des  betreffenden  Körpers  unabhängig  ist, 
so  sind  die  einfachen  und  verhältnissniässig  sicher  bekannten  Gesetze, 
welchen  das  Verhalten  der  G<use  unterworfen  ist,  zur  allgemeinen  Be- 
stimmung dieser  Function  T besonders  geeignet.  Ihre  Bedeutung  ergiebt 
sich  aus  den  beiden  Hauptgleichungen  (11)  und  (12),  §.  15,  in  Verbindung 
mit  der  Zustandsgleichung 

pV  = Ä (rt  -j-  <) 

der  Gase  und  der  begründeten  Annahme,  dass  die  beiden  specif.  Wärmen 
c und  f,  derselben  constant  sind.  Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  (11)  und 
(12),  §.  15,  gemäss  Gl.  (18)  daselbst 


ferner 


hT 

bt) 


dT 

dT 

"’dt  ’ 

dTbt 

bT  dTbt 

dl  bv' 

bp  dt  bp 

dT 


oder  mit  der  kürzeren  Bezeichnung:  — T’ 

dl 


jf,1  ‘‘l>  y,«  i 


hT  ^l 

hv  bf  ’ bp 


T 


bp' 


so  ist  nach  der  ersten  Hauptgleichiing: 

b f bl\  b f 
“(Sp  ^ ' öiJ  bvV 
oder,  sofern  c und  constant  sind. 


bp^ 


A = (r,  — e) 

und  nach  der  zweiten  Ilauptgleichuug: 


bH 
bf  bp 


AT  = (c^—c)  t 


bv  bp 


tl,- 


(2). 


Durch  Division  von  Gl.  (1  und  (2)  folgt 

?)< 

T _ 8p 
r~~bH~ 

bv  bp 
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oder  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgleichung  der  Gase,  nach  welcher 
JW  p ht  V 6 1 

R ^ hp  R ' hv  hp  R 

ist.  auch 


T'dt 

~f~ 


Tr  ^ 


dT 

~T  ' 


dl 


a+t' 


T — Cougt.  (n  -f- 1) 


' oder  endlich,  wenn  der  willkürlich  zu  wählende  constaute  Coeflicient  = 1 
gesetzt  wird. 

7’=  a : t — 27.‘1  + < (3). 


Die  Temperaturfunction  7*  unterscheidet  sich  also  von  der  Temperatur 
t nur  durch  einen  constanteii  Summanden;  sie  ist  selbst  eine  Temperatur, 
nur  von  einem  Nullpunkte  aus  gerechnet,  welcher  um  273®  unter  dem  Ge- 
frierpunkte des  Wassers  liegt  und  der  absolute  Nullpunkt  genannt  wird, 
während  dann  T entsprechend  die  absolute  Temperatur  heisst.  Mit 
T—0  oder  t = — 273  braucht  man  übrigens  nicht  nothwendig  den  Be- 
Rriff  der  kleinstmöglicheii  Temperatur  überhaupt  zu  verbinden;  nur  im  Gas- 
mstaude,  wenn  derselbe  beständig  durch  die  Gleichung 


pv  — R 'a  t) 

1 harakterisirt  wird,  kann  ein  Körper  bei  einer  geringeren  Temperatur,  als 
1=  — a — — 273  nicht  b('stehen. 

Wegen  7^  = 1 bedeutet  jetzt  in  den  allgemeinen  Gleichungen,  §.  15, 
für  einen  beliebigen  Körper 

e,  die  spccif.  Wärme  bei  constantem  Volumen, 

Cp  „ ,,  „ „ comstanter  Pressung; 

dT  und  dt  können  in  den  Formeln  beliebig  mit  einander  vertauscht  werden. 
In  der  Regel  soll  im  Folgenden  die  absolute  Temperatur  T statt  der  vom 
Gefrierpunkte  des  Wassers  aus  gerechneten  oder  thermometrischen  (durch 
die  üblichen  Thermometer  direct  augezeigten)  Temperatur  t in  die  Rech- 
nung eingeführt  werden,  indem  dadurch  manche  Formeln  eine  etwas  ein- 
fachere Form  erhalten  und  der  Buchstabe  t zur  Bezeichnung  der  Zeit  dis- 
l^jnibel  wird. 

Insbesondere  ist  daun  die  Zustandsgleichung  der  Gase: 


pv^  RT (1), 

und  wenn  für  sie  die  specif.  Wärmen  c,  und  Cp  wie  bisher  mit  c und  Cj 
bezeichnet  werden,  so  erhalten  mit 
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hT  p hT  V 

- und  — 

hv  Jt  hp  R 

die  Gleichungen  i'f()  — (10),  §.  1.5,  die  Formen: 

dQ  =z  ^ (f , p dv  -f  c V dp) ).5 ! 

K 

ART 

=-  e dT  dv  ^ c dT ^ A p dv (6 

V 

-47fr 

= CjdT—  dp  = c^dT — A V dp (7  i. 


Sie  drücken  die  Wärnieniengc  aus,  welche  einem  Kgr.  eines  Gases  behufs 
einer  unendlich  kleinen  Acnderuug  seines  Wäriuezustandes  mitzutheilen  ist, 
jeniichdem  letztere  gegeben  ist  durch  die  .\enderungen  von  v und  p,  oder 
von  c und  T,  oder  von  p und  T. 


§ 19.  Speciflsrhe  WBrme  und  inneres  ArbeltsvermSiren  der  Gase. 


.Aus  Gl.  ^1)  des  vor.  §.  folgt  mit  . . = 

or  Op  R 

c, — e = eui — 1)  = J7f (1). 

Für  verschiedene  Gase  ist  also  die  Differenz  ihrer  specif.  Wannen  hei  con- 
stanter  Pressung  und  bei  constantem  Volnmen  proi>ortional  der  Constanten 
R ihrer  Zustandsgleichung,  somit  ningekehrt  pro])nrti()nal  ihrer  Dichtigkeit 
<1:  Gl.(5j,  §.  17. 

Sofern  die  Grö.ssen  R und  c,  mit  grosser  Zuverlässigkeit  iusbesouderc 
für  atmosphärische  Luft  bekannt  sind,  kann  Gl.  (1)  zur  Berechnung  der 
Con-stanten  A dienen  mit  nahe  derselben  Annäherung,  mit  welcher  auch 

c oder  n — — bekannt  ist.  Mit  den  im  vorigen  §.  angeführten  Werthen 


dieser  Coustauten  bezüglich  auf  atmosphärische  Luft  ergiebt  sich: 

1 29,27 

-=r  fF= ^ = 423,« 

A 0,237.5— 0,1  «84 

in  sehr  guter  Uebereinstimmnng  mit  directen  Bestimmnugeu  besonders  von 
.Toule,  nach  welchen  in  §.11  angegeben  wurde:  Jr=  424.  Diese  üeber- 
eiiistimmung  gewährt  eine  werthvolle  gegenseitige  Controle  der  directen 
Bestimmungen  von  >/ — 1,41  für  Luft  und  fF .=  424  allgemein,  von  denen 
cs  fraglich  ist,  welche  an  sich  das  grössere  Zutrauen  verdient,  während  beide 
jedenfalls  weniger  zuverlässig  sind,  als  die  Bestimmungen  von  R und  e, . — 
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Da  die  Differenz  = c, — e der  Dichtigkeit  eines  Gases  umgekehrt  pro- 
portional^ für  atmosph.  Luft  aber 

f,  —c  = 0.1L375  — 0,1 684  = 0,069 1 
nt,  so  ist  für  irgend  ein  anderes  Gas  oder  Gasgemenge  von  der  Dichtigkeit 
d bezüglich  auf  atmosph.  Luft 


(t,0691 

6' 


(2), 


wonach  der  Werth  von  e aus  den  beobachteten  Werthen  von  c,  und  d be- 
rechnet werden  kann.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  für  die  (bis  jetzt) 
permanenten  Gase*  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Kohlenoxyd,  so- 
wie für  einige  andere  luftiurmige  Körper,  welche  mit  Rücksicht  auf  spätere 
Anwendungen  von  Interes.se  sind,  ausser  den  chemischen  Molekularfonneln 
and  eutspreclienden  Molekulargewichten  »/i,  die  von  Regnaul t gefundenen 
"’crthe  von  d und  c,  enthalten  nebst  den  nach  Gl.  (2;  daraus  abgeleiteten 

Werthen  von  e und  n = . 

c 


m 

d 

Ci 

c 

n 

Wasserstoff 

2 

0,0693 

3,4090 

2,4119 

1,413 

0,0692 

Sauerstoff 

0, 

32 

1,10.06 

0,2175 

0,1550 

1,403 

1,1072 

Stickstoff 

28 

0,9714 

0,24;18 

0,1727 

1.412 

0,9688 

Kohlenoxyd  .... 

CU 

28 

0,9673 

0,2450 

0,1736 

1,411 

0,9688 

Sumpfgas 

16 

0,5527 

0,5929 

0,4679 

1,267 

0,5536 

Oelbildendes  Gas  . 

28 

0,9672 

0,4040 

0,3326 

1,215 

0,9688 

Kohlensäure  .... 

CU^ 

44 

1,,5201 

0,2169 

0,1714 

1,265 

1„5224 

Wasserdampf  . . 

H.,0 

18 

0,6219 

0,4805 

0,3694 

1,301 

0,6228 

IrtLS  Verhältniss  n ergiebt  sich,  wie  man  sieht,  für  die  permanenten  Gase 
sehr  nahe  gleich  gross  und  — dem  Wertbc  « — 1,41  für  atmosph.  Luft. 
Während  nach  Gl.  .2 ) die  Differenz 

c,d  — cd  = 0,0691 


* Die  Permanenz  des  Gaszustandes  bei  beliebiger  Verstärkung  des  äusseren 
l>ni«ke8  oder  Erniedrigung  der  Temperatur,  wovon  hier  allein  die  Hede  ist, 
Khliesst  die  Möglichkeit  einer  Aenderung  der  Aggregatform  unter  der  Ein- 
wirkung von  Molekularkräfteu  nicht  aus.  8o  mag  bei  der  Absorption  von  Gasen 
durch  titkssige  oder  feste  Körper,  zi  U.  hei  der  auffallend  bedeutenden  .Absorp- 
tion von  Wasserstoffgas  durch  Platin  und  Palladium,  das  Gas  als  Hussig  oder 
fest  geworden  zu  betrachten  sein;  allein  die  Eigenschaften  des  absorbirten 
bases  an  sich,  d.  h.  unabhängig  von  den  fraglichen  Molekularkräften,  sind  uns 
io  dem  fraglichen  Zustande  nicht  bekannt. 
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für  alle  Gase  gleich  gross  ist,  entsprechen  jenen  Gasen,  für  welche  n gleich 
gross  ist,  auch  gleiche  Eiuzelwerthe  der  Producte  cd  und  c,  d.  Da  d dem 
specif.  Gewichte  (Gewichte  der  Volunieneinheit}  eines  Gases  bei  gegebener 
Pressung  und  Temperatur  proportional  ist,  so  sind  jene  Producte  cd  und 
c,  d den  betreffenden  specif  i sc  heu  Wärmen  der  Volumeneinheit  ver- 
schiedener Gase  bei  gleicher  Pressung  und  Temperatur  derselben  propor- 
tional. Während  also  für  alle  Gase  die  Differenz  der  specif. 
Wärmen  der  Voluineneinheit  (bei  gleichen  Wertheu  von  p und  ti  be- 
ziehungsweise für  constantes  Volumen  und  für  constante  Press- 
ung gleich  gross  ist,  sind  diese  specif.  Wärmen  auch  einzeln 
gleich  gross  für  solche  Gase,  für  welche  n denselben  Werth  bat, 
insbesondere  also  fast  genau  für  die  1 ersten  Gase  der  obigen  Tabelle. 

Dieses  Gesetz  kann  auf  einen  anderen  bemerkenswerthen  Ausdruck 
gebracht  werden,. wenn  es  mit  der  von  Avogadro  zuerst  ausgesprochenen 
und  in  der  theoretischen  Chemie  ziemlich  allgemein  anerkannten  Hypothese 
verbunden  wird,  dass  im  Gaszustande  bei  gleichen  Werthen  von  p 
und  l von  allen  Substanzen  gleich  viel  Moleküle  in  gleichen 
Räumen  enthalten  seien.  Hiernach  wäre,  unter  feine  Constante  und 
unter  m das  Molekulargewicht  verstanden, 

d=Cm,  insbesondere  (5  = 0,0.140»» (iJ), 

wenn  die  Constante  im  Mittel  den  Werthen  von  m und  (5  für  Wasserstoff. 
Sauerstoff  und  Stickstoff  entsprechend  bestimmt  wird.  Die  nach  Gl.  1)  be- 
rechneten Werthe  von  (5  sind  in  obiger  Tabelle  in  der  Columne  unter  d’ 
enthalten  und  sind,  wie  man  sieht,  durchweg  sehr  wenig  von  den  beobaeb- 
teten  Wertheu  verschieden.  Indem  also  die  Producte  cd  und  e,  (5  auch  den 
Produefen  mc  und  ;«c, , also  den  specifischen  Molekularwärmen  t specif. 
Wärmen  eines  Moleküls)  i)roportional  gesetzt  werden  können,  kann  das 
obige  Gesetz  auch  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  im  Gaszustande 
bei  gleichen  Werthen  von  p und  t die  specif.  Molekularwärinen, 
welche  beziehungsweise  ('onst.  und  p—  Connt.  entsprechen, 
für  alle  Substanzen  dieselbe  Differenz  und  für  solche  Gase, 
für  welche  « gleich  gross  ist,  auch  einzeln  dieselben  Werthe 
haben.  — 

Die  Werllie  von  d und  c, , welche  in  obiger  Tabelle  für  Sumpfgas, 
oelbihlendes  Gas,  Kohlensäure  und  Wasserdampf  angegeben  sind,  beziehen 
sich  auf  solche  Wärmezustände  dieser  (ia.se  r(>s|).  Dämpfe,  in  welchen  die- 
selben, und  zwar  in  zunehmendem  Grade  nach  der  Reihenfolge  ihrer  Auf- 
führung in  der  Tabelle,  schon  so  weit  von  dem  vollkommenen  Gaszustände 
entfernt  sind,  dass  sie  kaum  oder  entschieden  nicht  als  Gase  im  Sinne  der 
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ErklArong  von  §.  17  gelten  können.  Die  Anwendung  von  01.(2)  zur  Be- 
rechnung von  c und  n war  deshalb  in  diesen  Fällen  eigentlich  nicht  zulässig, 
wenigstens  nicht  mit  demselben  Rechte  wie  für  die  ersten  in  der  Tabelle 
aufgeführten  Gase  im  engeren  Sinne,  so  dass  die  Werthe  von  e und  n in 
diesen  Fällen  sowohl  für  diejenigen  Zustände,  auf  welche  sich  die  beob- 
achteten Y’erthe  von  d und  c,  beziehen,  als  auch  für  die  betreffenden 
Grenzzustände  eines  vollkommenen  Gases  von  den  in  der  Tabelle  ange- 
führten Werthen  merklich  abweichen  können.  Man  konnte  nnn  vermuthen. 
dass  nur  durch  diesen  letzteren  Umstaud  die  bedeutende  Verschiedenheit  der 
Werthe  von  w in  der  zweiten  Hälfte  von  denen  in  der  ersten  Hälfte  obiger 
Tabelle  begründet  sei,  dass  aber  in  allen  Fällen  sich  n derselben  Grenze 
nähere  in  dem  Maasse  wie  der  Zustand  sich  dem  vollkommenen  Gaszustande 
nähert;  allein  dann  müsste  wegen 

c l O.Ofi'.tl  ,,  , , 

— — — 1 — , gemäss  Gl.  (2) 

f , n c,  o 

auch  das  Product  c, d sich  in  allen  Fällen  derselben  Grenze  nähern,  also 
wenigstens  einer  von  beiden  Factoren  c,  und  d in  viel  höherem  Grade  ver- 
änderlich sein,  als  es  erfahrungsmässig  selbst  bei  Dämpfen  in  der  Nähe  des 
Uebergangszustandes  znr  dUssigen  Aggregatform  der  Fall  ist.  Dass  die 
Dichtigkeit  d der  Dämpfe  bezüglich  auf  atmosphärische  Luft  sich  selbst 
beim  Uebergauge  in  den  vollkommenen'  Gaszustand  nicht  erheblich  ändern 
werde,  lässt  auch  der  Umstand  vermuthen,  dass  das  Avogadro’sche  Gesetz 
b<-i  Dämpfen  kaum  weuigl*r  zutrifft,  als  bei  den  permanenten  Gasen.  Enil- 
lich  lassen  auch  die  Werthe  von  n in  den  letzten  I F’ällen  der  Tabelle 
ebenso  auch  bei  anderen  Dämpfen)  nicht  sowohl  eine  Abhängigkeit  vom 
Unvollkommenheitsgrade  des  Gaszustandes,  als  vielmehr  von  der  atomisti- 
schen  Constitution  des  Moleküls  erkennen,  und  zwar  so,  dass  n um  so  kleiner 
ist.  je  grösser  die  Atomzahl  — a des  Moleküls  ist.  Von  Dr.  A.  Naumann* 
ist  diese  Beziehnng  auf  die  Formel 


gebracht  worden,  wonach  z.  B.  für  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und 
Kohlenoxyd  « — 2)  sich  n = 1,4,  für  Kohlensäure  und  Wasserdampf 
«=r.3;:  « =r  1,33.3,  für  Sumpfgas  («  = 5):  « = 1,2.^>,  für  ölbildendes  Gas 
'«  = 6):  n—  1,222  ergeben  würde.  Prof.  Dr.  G.  Schmidt  stellte  das 
Verhältniss  n als  abhängig  dar  nicht  nur  von  der  .Atomzahl  des  Moleküls, 

* Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie.  Bd.  142,  Seite  2ü(>. 
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sondern  zugleich  von  einer  den  verschiedenartigen  Atomen  in  wenigen  ein- 
fachen Abstufungen  zugeschriebenen  verschiedenen  Werthigkeit.*  Diese 
und  andere  Formeln  werden  erst  dann  von  erheblichem  Werthe  sein,  wenn 
sie  aus  einfachen  Hypothesen  rationell  abgeleitet  erscheinen,  oder  wenn  sie 
wenigstens  als  em))irische  Formeln  besser  und  ausnalimsloser,  als  bisher, 
mit  den  Thatsacheu  in  Einklang  gebracht  werden  können.  — 

Für  die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  eines  Körpers  behufs  einer 
unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zustaudsänderung  mitzutbeilen  ist,  hat  mau 
allgemein  nach  §.  1 3,  Gl.  (2) 

WdQ=rdl7-^  pdv, 


während  für  ein  Gas  nach  §.  18,  Gl.  (G)  auch 

WdQ=  »'cdT-i  pdv 

ist.  Daraus  folgt 


dt/=  WedT (4\ 

Wegen  e—  Contt.  ist  also  die  Aenderuug  des  inneren  Arbeitsver- 
mögens eines  Gases  seiner  Temperaturänderung  proportional. 
Ist  f'j  der  Werth  von  U für  1 so  ist 

V~U^  - We.T—T^) 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgleichung 


U- 


L\ 


und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 


U—U^ 


n— 1 


(.-»). 


§.  20.  Zustandsttndening  nach  dem  Gesetze:  pv”  Consi.  Isothermisehe, 
isodynamische  und  adiabatische  Gurre  der  Gase. 

Die  umkehrbare  ZustandsändiTung  eines  Gases  erfolge  nach  deui 
Gesetze 

pe'"  = ,1;. 

unter  C und  m Constante  vei-staudeu.  Es  ist  daun 

v”  dp  pme"'  ~^  (/»:=();  ^ = — m ^ : 2.i. 

dv  V 


• Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur-  und  .\rchitekten- Vereins. 
18GG.  Heft  IX— XII. 
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Wenn  C und  m endliche  Werthe  haben,  sind 


p = ü,  p = z», 

dp 

P=  CXJ,  p = 0, 

II 

Fig.  ». 


zusammengehörige  Werthe;  die  Zustandscurve 
( Fig.  9 ) hat  die  Axen  der  r und  der  p zu  Asym- 
ptoten. Ist  ,ST—g  die  Suhtangenfe  für  den  be- 
liebigen Punkt  .V  der  Zustandscurve  mit  den 
Coordinaten  OS  = r,  SAf  = p,  so  ist  für  den- 
selben 


V 


also  »I  = — 

H 


OS 

ST' 


Ist  p^  die  Pressung  und  T^  die  absolute  Temperatur,  welche  dem  speciti- 
schen  Volumen  p,  (mit  O.S,  = »’i  dem  Punkte  der  Zustandscurvej  ent- 
spricht. so  folgt  aus  den  Gleichungen 


;>r'"  — und  pr  — IIT 

»1—1 

p V"  /''i  Y"  ' \ 

V\  P\''\ 

Die  Kxpansionsarbeit  A’,  welche  von  1 Kgr.  des  Gases  beim  Ueber- 
gaug  aus  dem  Zustande  ip,,  p,,  y, ) in  den  Zustand  AI  v,  p,  T)  ver- 
richtet wird,  ist 


= .s, , w, =p,,,-y  - ( Y_ , - 




vermittels  der  Gleichungen  (3j  kann  sie  statt  durch  r auch  durch  p oder 
T ausser  durch  die  mit  dem  Anfangszustande  gegebenen  (irössen  aus- 
gedrückt werden. 

Die  specifische  Wärme,  welche  als  Function  von  m hier  mit//  be- 
zeichnet sei,  ist  mit  Rücksicht  auf  §.  18,  Gl.  (,0)  und  auf  die  Zustands- 
gleichuug: 


dT  ^ dT  ^ 


p dr 
d pv) 


'jder  wegen  AR  = ein — 1)  und  d{pv)—pdv-\-  vdp 

<}r»»hof.  theoTAt.  UaAchinenlAhre.  L b 
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//  = <•  + 


oder  endlich  nach  ohiger  Gl.  (2) 


c (n — 1) 

' + -T 

p ar 


71—1  ^ 771— 71 

I 1 -1 C = c 

' ^ 1—7»/  „,_1 


f5  . 


Fig,  10. 


Diese  specif.  Wärme  ist  positiv  für  m 1 oder  m ^ n, 
negativ  für  1 <^fi. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  p mit  t« 
ändert,  ist  in  F’ig.  10  durch  die  Cuire  dar- 
gestellt, deren  Coordinaten  m und  p sind; 
sie  schneidet  die  .\xe  der  ft  in  der  Entfer- 
nung OG,  =rc,,  die  Axe  der  m in  der  Ent- 
fernung ON  =-  V vom  .Anfangspunkte  0.  I>ie 
Curve  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
den  .Asymptoten  7/7,  7/7,  in  der  Entfernung 
— c von  Om  und  p^  //,  in  der  Entfernung 

7«  =■  TW,  1 und  fi—p^  c 
wird  ihre  Gleichung  für  die  Axen  0,  »7,  und  0,  //, : 


i/“i 


• (»  1 ) f = (Cy C). 


Schliesslich  ist  die  (positive  oder  negative)  AVärme,  welche  dem  Gase 
pro  1 Kgr.  beim  Uebergang  aus  dem  Zustande  iV,  in  den  Zustand  M mit- 
getheilt  werden  muss, 

Q — fnT  7,) (6. 

worin  nach  den  Gleichungen  3)  auch  T durch  e oder  p ersetzt  werden 
kann.  Wegen 

Pj  e,  : III — 1 ; £ 

£ /7,r, 

-1 


T—Ti  = — r, 


-(rj 


777 — 1 , „ 777- 

AE= 

AJ{  c{n- 


ÄE  = — 

-1)  pin- 


-1) 


AE 


ist  auch 


0 = 


: 777 


AE 


a 


also  Q von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  wie  E,  jenaebdem 
777  <;  » oder  III  > >7  ist.  — 

Eine  Zustandsänderuug  von  dieser  .Art  p i'"' = Const.  kann  im  Allge- 
meinen, zunächst  wenigstens  versuchsweise  vorhehaltlich  entsprechender 
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ß«stimmung  von  m,  vorausgesetzt  werden,  wenn  die  Zustandseutre  oder 
das  Gesetz  der  Wämieniittheilung  nicht  gegeben  sind,  sondern  aus  Beob- 
achtungen abgeleitet  werden  inUssen.  Lässt  sich  aus  denselben  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (3)  und  (4)  der  Werth  von  m bestimmen,  so  ergiebt  sich 
das  Gesetz  der  Wärraemittheilung  aus  Gl.  (5)  und  (G);  ob  die  Voraus- 
setzung des  Gesetzes  pr'"  unter  m eine  fonstante  verstanden, 

überhaupt  zulässig  war,  lässt  die  mehr  oder  weniger  vollkommene  Ueber- 
einstimmung  der  aus  verschiedenen  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von 
»I  erkennen. 

Die  in  §.  13  unter  1)  bis  5)  erwähnten  besonderen  Arten  von  Zu- 
staiidsänderungen  sind  in  dem  Gesetze  pr'“  --  Count,  als  SpecialfUlle  ent- 
halten. 

1)  Mit  m — 0,  also  pv”“  — p,  erhält  man  die  Zustandsänderung 
bei  constanter  Pressung  p.  Dafür  ist 


2)  Mit  »;  = 1 wird /o' = also  T=Comt.  Für  diese  Zustauds- 

äudernng  bei  constanter  Temperatur  ist 


j P *’i 

u = oc  und  — = — . 

p,  V 

Die  Expansionsarbeit,  welche  nach  Gl.  (4)  in  unbestimmter  Form  erscheint,  ist 


'1 


Die  isothermische  Curve  pr  = Connt.  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel; 
die  isodynamische  Curve  fällt  mit  ihr  zusammen,  weil  für  <IT={)  nach 
§.19,  Gl.;4)  auch  dl/—0  ist. 

3^  Mit  m~n  wird  ^ = (),  also  dQ  = 0.  Die  Zustandscurve  mit  der 
Gleichung 

" pr"  = Const. 

ist  also  die  adiabatische  Curve,  entsprechend  einer  Zustandsände- 
ruug  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme.  Vou  dein- 
selben  Punkte  (v,  p)  aus  nähert  sie  sich  mit  wachsendem  v schneller  der 
r-Aie,  als  die  isothermische  Curve;  ist  nämlich  der  spitze  Winkel, 
welchen  die  erstere,  y,  derjenige,  welchen  die  letztere  Curve  in  demselben 
Punkte  mit  der  r-Axe  bildet,  so  ist  nach  Gl.  (2) 


tg<p„=zn  tg  . 

8* 
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Diese  Zuatandsänderung  nach  der  adiabatischen  Curve  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit  für  die  Anwendungen;  es  ist  bei  derselben 


V 


M-l 


1 

4)  Mit  »1=  oc-,  also p r = c erhält  man  die  Zustandsänderuug  bei 
cüustantem  Volumen  r.  Dafür  ist 


fj 


Pi 


§.21.  Bestimmung  des  Yerhliltnisses  n—  ‘ . 

c 

Mit  Rücksicht  auf  die  Wichtigkeit  des  Verhältnisses  n der  beiden 
specif.  Wärmen  für  coustaiites  Volumeu  und  für  constante  Pressung,  sowie 
zugleich  als  Amvenduugsboisiiiele  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  For- 
meln mögen  hier  zwei  Methoden  begründet  werden,  welche  zur  Bestim- 
mung dieses  Verhältnisses  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  bisher  an- 
gewendet wurden. 

Erste  Methode.  — ln  einem  Behälter,  welcher  mit  einer  verschliess- 
baren  Ausflussmündung  und  mit  einem  Manometer  zur  Messung  des  Druckes 
im  Inneren  des  Behälters  versehen  ist,  befinde  sich  ein  Gas,  dessen  Pressung 
= p^  grösser  ist,  als  die  des  umgebenden  Mediums  (z.  B.  der  Atmosphäre), 
während  seine  (absolute)  Temperatur  — der  äusseren  = T,  sei.  Die 
Ausflussmündung  werde  einige  Secunden  lang  geöffnet,  und  sogleich  nach 
ihrem  Schluss  die  im  Inneren  gesunkene  Pressung  = beobachtet.  Die 
entsprechend  auf  gesunkene  Temperatur  würde,  auch  wenn  der  Behälter 
mit  einem  in  sein  Inneres  reichenden  Thermometer  versehen  wäre,  nicht 
mit  Sicherheit  beobachtet  werden  können,  weil  dessen  Stand  der  veränderten 

Temperatur  viel  langsamer  folgte  als  der  des  Manometers  der  veränderten 

• 

Pressung,  einige  Zeit  nach  dem  Schluss  der  Ausflussmündnng  aber  der  Zu- 
stand des  Gases  sieh  schon  merklich  geändert  haben  kann  infolge  des  Ein- 
dringens von  Wärme  durch  die  Wand  des  Behälters.  Wenn  man  aber  von 
deigenigen  Wärmemenge  absieht,  welche  schon  während  der  kurzen  Zeit 
des  theilweisen  Ausflusses  des  Gases  aus  der  geöffneten  Mündung  durch  die 
Gefösswand  von  aussen  her  eindriugt,  so  lässt  sich  die  der  Pressung  pi 
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entsprechende,  sofort  nach  dem  Schlüsse  der  Mündung  innen  herrschende 
Temperatur  nach  vorigem  §.  unter  3)  berechnen,  nämlich 

^=fö'r' 

Vi> 

setzen.  Bei  geschlossener  Mündung  des  Behälters  steigt  nun  in  Folge  des 
Eindringens  von  Wärme  die  Temperatur  im  Inneren  allmälilig  wieder  bis 
J,,  welcher  Werth  als  erreicht  zu  betrachten  ist,  wenn  das  Manometer 
eine  weitere  Zunahme  der  allmählig  auf  gewachsenen  Pressung  nicht 
mehr  erkennen  lässt.  Da  diese  Zustandsänderung  des  im  Behälter  abge- 
sperrten  Gases  bei  constantem  Volumen  stattfand,  so  ist  dem  vorigen  §. 
unter  4)  zufolge 

^3  Pi 

Durch  die  Multiplication  beider  Gleichungen  ergiebt  sich 

_ 1 

1 = y ('a " 

Pi  pj  P\  Pi  - 

(?!')■= (1). 

Pi''  Pi  'ff  Pi— 'ff  Pi 

Auf  diese  Weise  hat  Weisbach  für  atmosph.  Luft  gefunden:  bei  einem 
Versuche  n — 1,4(X*,  bei  einem  anderen  » = 1,405.*  Da  die  Luft  in 
ihrem  natürlichen  Zustande  benutzt  wurde,  also  etwas  Wasser-  und  Kohlcn- 
säuredampf  enthielt,  für  welche  Bestandtheile  nach  der  Tabelle  in  §.  19  das 
Verhältniss  n kleiner  ist,  als  für  Sauerstoff-  und  Stickstoffgas,  so  entspricht 
auch  den  Versuchen  ein  etwas  kleinerer  Werth  von  n,  als  reiner  Luft. 
Auch  die  geringe  Wärmemenge,  welche  während  der  Oeffnung  der  Aus- 
flussmündung  von  aussen  her  in  den  Behälter  eindringt,  liefert  das  Ver- 
hältniss n etwas  zu  klein.  Ist  nämlich  hierbei  pv"‘  — Cond,  das  wahre 
.Aenderungsgesetz  des  Gaszustandes  im  Inneren  des  Behälters,  so  hat 

dQ 

dT 

einen  kleinen  negativen  Werth,  sofern  mit  dem  negativen  Werthe  von  dT 
Pin  positiver  Werth  von  dQ  verbunden  ist;  also  ist  m etwas  kleiner,  als 
ON—n  : siehe  F’ig.  1 0. 

Zweite  Methode.  — Eine  andere  Methode,  das  Verhältniss  n zu 
bestimmen,  beruht  auf  der  Beziehung,  welche  zwischen  ihm  und  der  Gc- 

• „Civilingenieur“  1859,  Seite  Iti. 
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schwindigkeit  w stattfindet,  mit  welcher  der  Scliall,  überhaupt  irgend 
eine  durch  einen  Impuls  henorgebrachte  örtliche  Verdichtung  oder  Ver- 
dünnung in  einem  Gase  fortgepflauzt  wird.  Für  diese  Geschwindigkeit  w 
mag  zunächst  ein  allgemeinerer  Ausdruck  abgeleitet  werden,  welcher  nicht 
nur  für  Gase,  sondern  auch  für  beliebige  Flüssigkeiten  und  selbst  für  feste 
Körper  gilt,  in  welchen  eine  örtliche  Dichtigkeitsänderuug  (eine  Verdich- 
tungs-  oder  Verdünnungswelle)  durch  Longitudinalschwingungen,  d.  li. 
durch  solche  Schwingungen  der  Masseutheilchen  fortgejiHanzt  wird,  welche 
überall  normal  gegen  die  WellenHächen  gerichtet  sind;  eine  Wellenfläche 
ist  der  Ort  aller  Punkte,  in  welchen  in  demselben  .-Vugenblicke  gleiche 
Schwingungszustände  stattfinden. 

Im  Punkte  A des  von  dein  betrachteten  Körper  eingenommenen 
Raumes  sei  AA'  <iie  Richtung  der  Normalen  zu  der  durch  A gehenden 
Wellenfläche,  genommen  im  Sinne  der  Fortpflanzung  der  Wellen;  v sei  das 
spccif.  Volumen,  p die  Pressung,  n die  Vibrationsgeschwindigkeit  zur  Zeit 
t ira  Punkte  A,  diese  Geschwindigkeit  h positiv  oder  negativ  gesetzt,  jc- 
nachdem  sic  die  Richtung  AA\  also  die  Richtung  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit w,  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat.  Wird  dann  die 
Richtung  der  jr-.\xe  im  Sinne  AA'  angenommen,  so  ist  nach  §.  12,  Gl.  (l  'i, 
unter  X die  romponenti'  der  beschleunigenden  Massenkraft  (insbesondere 
z.  B.  der  Schwerkraft im  Punkte  A nach  der  Richtung  AA'  verstanden,  mit 


und  abgesehen  von  innerer  Reibung; 

(i/)  h» 

■ f».r  ci/  ^ hr 


(2'. 


Ist  AA'  — dx,  so  ist  im  Punkte  A'  die  Vibrationsge.schwiudigkeit  zur  Zeit 
hu 

t = u ^ dx,  also  zur  Zeit  t ^ dt  : 
hx 


, ö«  , ö / hu  , \ , hu  , 

« 4-  1 V " i'  c dx]dt  — u-\-^  dx  4-  . dt. 

hx  ‘ ür  hx  J ^hx  ~ ht 


Ist  zugleich  AA' ^ w dt  — {[{.'in  Weg,  um  welchen  vom  Punkte  A aus  die 
Welle  während  des  Zeitelementes  dt  fortgeiiflanzt  wird,  so  müsste  diese 
Vibrationsgeschwindigkeit  im  Punkte  A'  zur  Zeit  t -{-  dt  — der  Vibrations- 
geschwindigkeit II  im  Punkte  A zur  Zeit  t sein,  falls  die  Schwingungen  mit 
unveränderter  Intensität  fortgepflanzt  würden;  sofern  aber  letzteres  im  All- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist,  wenle 

h«  hu  hu  dx 

' öx  ' ht  hx  dt 
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gesetzt,  unter  et  einen  im  Allgemeinen  veränderlichen  kleinen  Bruch  ver- 
>ianden.  Daraus  folgt 


hu 


and  durch  Substitution  in  Gl.  (2) 


hu 

hr 


X—gt' 


hp 

hx 


(I  + «)  W M 


hu 

hx 


(3). 


Das  Massenelemeut  des  Körpers,  welches  sich  zur  Zeit  t in  dem  parallele- 
pipedLscheu  Rauinelemente  (/x  dy  dz  mit  dem  Eckpunkte  A betindet,  erfährt 
infolge  des  Schw’ingungszustandcs  im  Zeitelemente  dt  die  Volumenver- 
irösserung 

. r 1 Öm 

dy  dz  I («  4t  ^ dt  — udt  \ ^ dx  dy  dz.  ^ i 

somit  ist  die  verhältnissmässige  Vergrösserung  des  specif.  Volumens  im 
Punkte  A während  des  Zeitelementes  dt-. 


1 hr  hu 

- . dt  = ^dt, 
e ht  hx 


und  die  Substitution  des  hieraus  sieh  ergebenden  Ausdruckes  für  ^ in 

hx 

Gl.  3)  giebt: 


vX  -f  gv 


fix 


(1  + «)  w — u 


jbr 


(4). 


Wird  nun  mit  AA’  = dx  — wdt,  ebenso  wie  oben  die  Vibrationsgcschwiu- 
digkeit.  auch  die  Pressung  im  Punkte  A'  zur  Zeit  t dt  im  Allgemeinen 
etwas  verschieden  von  der  Pressung  p im  Punkte  A zur  Zeit  t gesetzt 
trotz  gleicher  Schwingungsphase,  etwa 


hp  , hp  , ön  , dx 

p -j-  ^ rfx  -I-  r - dt=  p — rt  dx  mit  w = ■ 
hx  ht  hx 


dt 


so  liefert  die  Substitution  des  eutsprecheudeu  .\usdriickes 


hp  1 hp 

hx  (1  -f"  /^)'e 


in  Gl.  (4;: 


— i'X- 


g^_ 

( 1 -j-  ß')  ip 


(1  -{■  «)  'e — M 


‘ hv 
. ht 


oder,  wenn  das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  elementaren  .Aenderuugen 
von  p und  v in  demselben  Punkte,  uümlich 
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hv 

hi 


dp 

dv 


gesetzt  wird. 


(1  + a)w^  — 


gv-_  dp 
(1  ß)w  dv 


vX 

hv 


+ “• 


ht 


Die  beiden  letzten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  sind  pe- 
riodisch positiv  und  negativ  und  zwar  so,  dass,  falls  X unabhängig  von  der 
Zeit  t ist  ihre  Mittelwerthe  = Null  sind.  Der  Mittclwerth  der  Fort- 
pfl  anzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  iin  Punkte  A,  welcher  allein 
beobachtet  werden  kann  und  in  Betracht  kommt,  entspricht  also  der 
Gleichung 

'1  -F  «)  ( 1 -f-  ,1)  le  =*  = — ä (5;. 

Je  mehr  der  Körper  bei  der  Fortpflanzung  der  Wellen  sich  vollkommen 
elastisch  verhält,  die  lebendige  Kraft  der  Vibrationsbewegung  also  keinen 
Verlust  (durch  Umsetzung  in  Wärme)  erleidet,  und  je  schwächer  die  Wellen- 
flächen  gekrümmt  sind,  je  geringer  also  ihre  verhältnissmässige  Vergrösse- 
rung  oder  Verkleinerung  bei  der  Fortpflanzung  (einer  im  Sinne  von  w con- 
vexen oder  coiicaven  Krümmung  entsprechend)  ist,  was  insbesondere  bei 
der  Fortpflanzung  im  unbegrenzten  Mittel  um  so  mehr  zutrifft,  je  weiter 
die  betrachtete  Stelle  A vom  Erregungsorte  der  Wellen  entfernt  ist,  desto 
mehr  verschwinden  die  Grössen  a und  ß,  so  dass  man  erhält; 


(«'• 


Die  periodischen  Zustandsänderungeu  der  einander  benachbarten  Körper- 
schichten erfolgen  so  schnell,  dass  dabei  ein  merklicher  Wärmeanstauscli 
zwischen  ihnen  nicht  statttindeu  kann,  ln  G).  (ß),  welche  in  dieser  Form 

allgemein  gültig  ist,  bedeutet  deshalb  ~ das  Verhältniss  der  gleichzeitigen 

dv 


elementaren  Aenderungen  von  p und  v,  welche  der  Voraussetzung  ent- 
sprechen, dass  eine  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  nicht  statt- 
finde, oder  es  ist  ~ die  Richtungstangentc  der  adiabatischen 


Curve. 

Insbesondere  für  Gase  ist  also  nach  §.  20,  Gl.  (2)  mit  ni  = n zu  setzen: 
dv  V 


Digitized  by  Google 


§.21.  F0BTPFLANZÜNG8OE8CHWINDIOKEIT  DES  SCHALLES. 

Iiadurch  ■»'ird 


121 


=-^gnRT (7), 

unter  7”  die  mittlere  oder  diejenige  absolute  Temperatur  verstanden,  welche 
im  Zustande  der  Ruhe  an  der  betreffenden  Stelle  herrscht;  mit  den  perio- 
dischen Schwingungen  und  Dichtigkeitsänderungeu  sind  nämlich  auch  ent- 
'prechende  periodische  Temperaturändernugeu  verbunden,  welche  aber  so 
*:hDolI  stattfinden,  dass  sie  nicht  gemessen  werden  können.  Für  atmosphä- 
rische Luft  ergiebt  sich  mit 


9 

0,81;  R 

= 20,27 

; » = 

1,41 

w — 

= 20,12  V 

T 

B.  für 

l 

= 0" 

10" 

20“ 

30" 

oder 

T 

= 273 

283 

203 

303 

w 

= 332,5 

338,5 

344,4 

350,: 

in  guter  Uebereinstiminung  mit  wiederholten  Messungen  der  Schallgeschwin- 
digkeit in  der  Luft. 


C.  Verhalten  fester  und  flüssiger  Körper. 

Die  experimentellen  Grundlagen,  welche  die  .Anwendung  der  allge- 
miinen  Gleichungen  in  §.  15  auf  die  Untersuchung  der  .Aeuderungeu  des 
Wannezustandes  der  Körper  ermöglichen,  werden  hauptsächlich  gewonnen 
1)  durch  die  Messung  der  specif.  Volumina,  welche  verschiedenen 
Teniperaturen  bei  constauter  Pressung  entsprechen, 

2i  durch  die  Messung  der  specif.  Volumina,  welche  verschiedenen 
Pressungen  bei  constanter  Temperatur  entsprecheu, 

3,.  durch  die  Bestimmung  der  specif.  Wärme  bei  constanter  Pressung 
and  verschiedenen  Temperaturen. 

Wären  diese  Bestimmungen  hei  hinlänglich  vielen  verscliiedenen 
Werthen  der  Pressung  und  der  Temperatur  ausgeführt,  so  würden  die 
Messuugeu  sub  1)  und  2')  zur  empirischen*  Erkenntiiiss  der  Zustaudsglei- 
rhnng  führen;  aus  dem  .Ausdrucke  für  die  specif.  Wärme  bei  constanter 
Pressung  könnte  vermittels  der  zweiten  Hauptgleichung  — - §.  15,  Gl.  (12)  — 
zunächst  die  specif.  Wärme  c,  bei  constantem  Volumen  und  daun  durch 
Vergleichung  der  verschiedenen  .Ausdrücke  von  dQ  als  Functionen  von  c, 
ttud  — §.  15,  Gl.  (8)  bis  (10)  — mit  der  allgemeinen  Form 

WdQ  = dU-{-pdv 


Digiiiz(ft  by  Google 


122 


TEHHAITEK  FESTER  rXD  FLCSSIGEB  KÖRPER. 


§.21. 


der  Wärmegleichuug  für  eine  umkehrbare  AcuJerung  des  Wärmezustandes 
auch  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  gefunden  werden.  Die 
erste  Hauptgleichung  — §.  15,  Gl.  11  — sowie  gewisse  sonstige  physika- 
lische Erfahrungswerthe,  z.  B.  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 
in  dem  betreflfenden  Körper,  würden  noch  zur  Controlc  verwendbar  bleiben. 

Die  Erfährungeu  über  feste  und  flüssige  Körper  sind  freilich  nicht 
umfassend  genug,  um  daraus  ihre  Zustaudsgleichuug  und  die  Gleichung 
ihres  inneren  Arbeit.svermögens  in  der  angedeuteten  Weise  zuverlässig  ab- 
leiten zu  können^  die  Bestimmungen  der  gleichzeitigen  'Aenderungen  von 
Volumen  und  Temperatur,  sowie  die  der  speeiL  Wärme  bei  constanter 
Pressung  sind  im  Wesentlichen  bisher  auf  den  Fall  beschrankt,  da.ss  diese 
constante  Pressung  dem  Atmos])härendruek  gleich  ist,  und  ebenso  sind  die 
Bestimmungen  der  sich  entsprechenden  Aenderungen  von  Volumen  und 
Pressung,  für  Flüssigkeiten  überhaupt  nur  in  selir  geringer  Zahl  vorhanden, 
fast  nur  bei  gewöhnlicher  Lufltemperatur  ausgeführt  worden.  Indessen 
können  doch  die  vorliegenden  Erfahrungen  dazu  benutzt  werden,  mit  Hülfe 
der  allgemeinen  Gleichungen  in  §.  15  gewisse  Folgerungen  daraus  zu  ziehen, 
welche  im  P'olgenden,  besonders  bei  der  Untersuchung  des  für  die  tech- 
nischen .Anwendungen  wichtigeren  Verhaltens  der  Dämpfe,  zum  Thcil  Ver- 
wendung finden  werden.  Jene  Folgerungen  beruhen  darauf,  dass  durch  die 
obem  unter  1)  und  2)  genannten  Messungen  die  Werthe  der  partiellen 
Differentialquotienten 

ör  öp 

s .>■ 

welche  beziehungsweise  den  Voraussetzungen  p — Cornt.  und  t = Comi. 
entsprechen,  für  gewisse  Fälle  bekannt  sind,  und  dass  daraus  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen,  für  welche  diese  Werthe  als  gültig  betrachtet  werden,  auch 
die  Werthe  der  übrigen  aus  den  Variablen  v,  p.  t gebildeten  Differential- 
quotieuten  gefunden  werden  können  gemäss  den  aus  §.15  bekannten  B«'- 
ziehungen 

hp  ht  (W  hv  hc  hp  ^ 

hp  hv  bt  bp  bl- 

, bpbl  <lr 

ör  bp  ' 


in  welchen  auf  Grund  der  aus  §.  IH  bekannten  Bedeutung  der  Temperatur- 
functiou  T=‘2VA  + t die  Difterentiale  von  T und  t sich  ersetzen  können. 
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§.22  Terhalten  von  Flttssiirkeiteii,  insbesondere  des  IFassers. 


Ueber  die  Ausdehnung  flüssiger  Körper  durch  die  Wärme 
bei  constauter  atmosphärischer  Pressung  sind  einige  sehr  vollstän- 
'lipe  Versuchsreihen  vorhanden,  welche  gestatten,  das  Verhältniss  des  specif. 
Volumens  r bei  irgend  einer  zwischen  gewissen  (ireuzen  liegenden  Tempe- 
ratur t zu  dem  specif.  Volumen  r'  bei  der  willkürlich  zu  wählenden  Aii- 
l'angsteraperatur  t'  als  Function  von  t darzustelleii: 

V 


ako  auch  den  AiisdehnungscoefTicienten 


« 


1 hr 

/ (S  / 


--At. 


welcher  das  Verhältniss  der  bei  constauter  atmosphärischer  Pressung  sich 
entsprechenden  elementaren  Aenderungen  von  r und  l ausdrUckt,  erstcre 
rfr 

= -7  genies.sen  in  Theilen  des  1 gesetzten  specif.  Volumens  bei  der 

Temperatur  t'.  Dabei  ist /(i)  als- ganze  algebraische  Function  von  t dar- 
stellbar gefunden  worden.  So  ist  insbesondere  für  Wasser,*  wenn  P4  sein 
‘pecif.  Volumen  bei  4"  (ira  Zustande  grösster  Dichte)  bedeutet,  nach 
Weidner  zu  setzen  für  t 4®: 

0,UOO(M)H2(4-  -f  t),OOOOU.')444  t4— <)* 

-f  (».(>00000267  (.4-/1)* 

und  nach  Mafthiessen  für  4" <^  < •<[  82": 

— = 1— 0,000(M)258  (f— 4)  + 0,t)0O0(lH3S9  (<~4)* 

, — 0,000000tj7 1 73  4—4  4, 

sowie  für  t )>  32": 

” 0,99969.0  + 0,0000054724  0,00(400001 126 <*. 

*’4 

Hiernach  kann  in  allen  Fällen  gesetzt  werden: 


p 

«’a 


t h 


* Siehe  u.  A.  Hirzel  luid  Oretschel;  .lahrbuch  der  Ertindimgeu  und 
Fortschritte  auf  den  üchieten  der  Physik  und  Chemie  etc.,  Jahrg.  1867, 
S 111  u.  ff. 
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also  der  auf  das  kleinste  spccif.  Volumen  bezogene  Ausdchnungscoeffi- 
cient 

« — ^ -f  (2), 

wenn  dabei  den  Coefticienten  je  nach  den  Temperaturgrenzen 

die  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  zu  entnehmenden  Werthe  beigelegt 
werden. 


i «. • If" 

i «clO'” 

o,.10" 

f < 4 

1,0001.370 

I — 64568 

86480 

— 26700 

4 < t < 32  1 

1,0001489 

1 —73085 

92498 

— 7173 

t > 32  1 

0,9996950 

0 

54724 

— 1126 

Mit  diesen  Werthen  sind  nach  Gl.  ;1)  und  (2)  fUr  Wasser  die  Werthe  von 

V 

— und  « in  der  weiter  unten  folgenden  Tabelle  berechnet. 

«^4 

Gewöhnlich  wird  die  Temperatur  l = 0 als  Aufangstemperatur  ge- 
wählt und  auf  das  entsprechende  spccif.  Volumen  »(,  jedes  andere  v sowie 
der  Ausdehnungscoefficient  « bezogen.  So  ist  nach  Regnault  fUr  Queck- 
silber 

^ ^ 1 4-  0,000  170  007  i -f  0.000  000  0252 
•’o 

(C  = ^ = 0,000  170  007  -L  0,000  000  0504  /. 

c„  hl 

Auch  wird  der  .\usdchnuiigscoefticieiit  häufig  als  Mittelwerth  =a  für  das 
Temperatur-Intervall  0 bis  t in  die  Rechnung  eingefiilirt,  entsprechend  der 
Gleichung 

c (-0  ! 1 -f  «'/.) 

wonach  rt  — — { — 1 = — 

t \r„  J I 

ist.  z.  R.  für  Quecksilber 

<('—-0,000  170  007  -f  O.00OO0O0252<. 
insbesondere  für  das  Intervall  von  0"  bis  t — 100” 

«'  = 0,000  iHi5;i. 

Die  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  ist  ihrer  ge- 
ringen Grösse  wegen  schwieriger  zu  me.ssen  und  deshalb  auch  weniger  voll- 
kommen und  zuverlässig  bekannt,  als  ihre  .\usdehnung  durch  die  Wärme. 
Nur  wenige  V'ersuche  liegen  vor,  aus  welchen  sich  der  Werth  des  Coin- 
pressiouscoefficieuten 
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1 5» 

V 


(3) 


rntnehmen  lässt,  welcher  das  Verhältniss  der  bei  constanter  Temperatur  t 

dv 

äch  entsprechenden  Aenderungen  von  v und  p ausdrückt,  erstere  = — — 

V 

«emessen  in  Theilen  des  = 1 gesetzten  specif.  Volumens  r bei  der  Tem- 
peratur t und  bei  atmosphärischer  Pressung. 

Für  einige  Flüssigkeiten  (Salzäther,  Alkohol,  Schwefelätlier)  fand 
Colladon  den  Coeflicienten  ^ etwas  abnehmend  mit  wachsender  Pressung 
vou  1 bis  24  Atm.).  Insbesondere  für  Wasser  scheint  jedoch  diese  V'er- 
änderüchkeit  sehr  gering  zu  sein;  für  dasselbe  ist  nach  Grassi,*  wenn  p 
ia  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

bei  t — ü®  25"  50" 

^ =r  0,f)000  503  0,0000  456  0,0000  44 1 

lu  der  Nähe  von  0®  vermuthet  Grassi  ein  Maximum  von  (i,  auch  mag 
vielleicht  ß wieder  zunehmen,  wenn  t über  öo"  hinaus  wächst,  wie  auch 
für  Aetlier  und  Alkohol  bei  <=  14"  resp.  13"  etwas  grössere  Werthe  von 
ff  gefunden  wurden,  als  bei  <=-0“  resp.  7".  Hiernach  ist  in  der  folgenden 
Tabelle  für  Wasser  die  Interpolation  der  Werthe  von  pf.lO'^  zwischen  < = 0 
und  25",  / = 25"  und  50"  mit  Hülfe  einer  stetigen  Curve  ausgeführt 
Würden,  welche  durch  die  3 Punkte  mit  den  Abscissen  = 0,  25,  50  und 
den  Ordiuaten  = 503,  456,  441  so  gelegt  wurde,  dass  sie  in  den  End- 
punkten parallel  der  .\bscissenaxe  war;  für  t ]>•  50"  wurde  in  Ermange- 
lung anderweitiger  .\nhaltspunkte  ß constant  = 0,0000441  gesetzt. 

Für  Aether  und  Alkohol  fand  Grassi  den  Compressionscoefficienteu 
2 bis  3 Mal  so  gross,  als  für  Wasser,  Ihr  Quecksilber  von  0"  aber  nur 


(S  = 0,00000  295. 


* , ör  öc 

Kurch  die  Werthe  von  und  ist  nun  auch  der  Differentialquotient 


ör 

hp  — 1 ilt 
bt  bv  br 

(Ic  bp  bp 


bestimmt,  d.  h.  das  Verhältniss  der  bei  constantem  Volumen  sich 
entsprechenden  elementaren  Aenderungen  von  p und  t.  In  der 


* Krön  ig’s  Journal  für  Physik  und  phys.  Chemie  des  Auslands.  Bd.  II.  S.  129. 
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weiter  unten  folgenden  Tabelle  sind  insbesondere  für  Wasser  die  Wertlie 
von 


bp 


1 fVt’ 

bt  « 

V 1 i>e  «-•  ß 
V bp 


(4) 


enthalten,  welche  sich  aus  den  in  den  vorhergehenden  Coluraueu  enthal- 

p 

tenen  Werthen  von  — , a und  ß ergeben,  wobei  aber  freilich  die  An- 
»•4 

nähme  gemacht  ist,  dass  die  für  atmosphärische  Pressung  gefun- 
denen Wertlie  von  u auch  bei  anderen  constanten  Pressungen 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  gelten.  Ebenso  wie  die  Werthe 

von  ß setzen  natürlich  auch  die  daraus  abgeleiteten  Werthe  von  . voraus. 

o< 

dass  p in  Atmosphären  ausgedrückt  sei. 

Wird  der  Ausdehnungscoefficient  auf  das  specif.  Volumen  bei  der 
Temperatur  0 bezogen,  so  ist 


L 

bp  _ *’o  _ « 

V bp 

wobei  u den  mittleren  Ausdehnuugscoefticieuten  für  das  Temperaturinter- 
vall von  0 bis  t bedeutet.  Insbesondere  für  Quecksilber  ergiebt  sich 


bei  t =rO: 


bp  _ 179007 

87  •"  ~29.'>Ö 


= Go, 7 . — 


Kennt  mau  die  Werthe  von 


bt 


für  verschiedene  Temperaturen,  so 


kann  mau  die  Steigerung  = /ip  der  Pressung  berechnen,  welche'iu 
einer  an  der  Ausdehnung  gehinderten  Flüssigkeit  durch  ihre 
Erwärmung  von  bis  hervorgebracht  wird: 

U 


So  findet  man  für  Wasser  (auf  Gmnd  der  berechneten  Tabelle  und  mit 
Hülfe  einer  bekannten  Xäherungsmethode)  für  die  Erwärmung  von  10* 
bis  40“ 
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J;,  = '^(1,84  + 4.  3.28 -f  2.  4.53  + 4.5,57  + 2.6.38  + 4.  7,61  + 8,60) 

= 163,5  Atm. 

und  für  die  Erwärmung  von  40“  bis  100“ 


Jp  = --  (8,60  + 4.  10,38  + 1 1,94  + 4.  13,32  + 2. 14,52 

+ 4.  15,57  + 16.45) 


= 783,5  Atm.. 

also  für  die  Erwärmung  von  10“  bis  lOO“ 

Jp  = 163,5  + 783,5  = 947  Atm. 

Befindet  sich  die  Flüssigkeit  in  einem  vollständig  von  ihr 
erfüllten  geschlossenen  Gefässe,  welches  von  Aussen  einem  constan- 
ten  Drucke  = der  Anfangspressung  der  eingeschlosseuen  Flüssigkeit  aus- 
gesetzt ist,  so  ist  die  Druckzunahme  bei  der  Erwärmung  natürlich  kleiner, 
weil  sich  das  Gefäss  erweitert  sowohl  unmittelbar  in  Folge  seiner  eigenen 
Erwärmung,  als  auch  mittelbar  in  Folge  des  inneren  Ueberdrucks,  welcher 
selbst  durch  die  Erwärmung  der  Flüssigkeit  verursacht  wird.  In  solchem 

I 

Falle  ist 


und  dariu  zu  setzen: 


dv  = V (tt,  dt  + dp\ 


wenn  die  Temperatur  des  Gefässes  derjenigen  der  eiugeschlossenen  Flüssig- 
keit beständig  gleich  ist,  wenn  ferni'r  f«,  und  die  Volumenausdehnungs- 
Coefficienteu  des  Getässes  bezüglich  auf  die  Steigerungen  der  Temperatur 
und  der  inneren  Pressung  bedeuten,  bei  deren  Kleinheit  wenig  darauf  an- 
kommt, auf  welchen  Zustand  der  Factor  r (specif.  Volumen  der  einge- 
schlossenen Flüssigkeit)  bezogen  wird.  Hiernach  ist 


1 

also  mit  p — = nach  Gl.  1 3 ): 

or  p 


«I 


dp 

dt 


ht  ß 


und  wenn  hier  für 


7^  und  ~ constante  Mittelwerthe  uesetzt  werden. 


t*r- 


Digitized  by 


128  EHWÄBMUNO  VON  FLÜSSIOKEITEN  IN  GESCHLOSSENEN  GEFÄSSEN.  §.22. 

giebt  sich  die  Steigerung  des  Drucks  bei  der  Erwärmung  von 
bis 


Darin  ist  «,  nur  von  der  Substanz  des  Gefiisses,  zugleich  von  der  Ge- 
stalt und  von  den  Dimensionen  desselben  abhängig.  Hat  z.  B.  das  GefUss 
die  Form  einer  cy lindrischen  Röhre  mit  dem  inneren  Halbmesser  r, 
und  dem  äusseren  Halbmesser  r^,  welche  viel  kleiner,  als  die  Rohrläuge 
sind,  ist  ferner  £ der  Elasticitätsraodul  des  isotropen  nach  allen  Richtun- 
gen gleich  beschaffenen)  Materials  der  Röhre,  und  ist  m die  Zahl,  welche 
ausdrückt,  wie  viel  Mal  die  durch  einen  äusseren  Zug  im  Sinne  desselben 
henorgebrachte  specilische  Verlängerung  grösser  ist,  als  die  damit  verbun- 
dene Verkürzung  normal  zur  Richtung  des  Zuges,  so  entspricht  einem  inne- 
ren Ueberdruik  — p Atm.  die  verhältnissmässige  Volumenausdehnung* 

.'i  1 m — '2  p r,  ^ 

‘ 15/«  E - r,  * 

der  Röhre,  wenn  E in  Kgr.  pro  Quadratcentiin.  ausgedrückt  wird,  und  es 
ist  also 

_//  _;il  /«— 2 I r,  * 
p ~ 15  /«  K /'s  - — r/  ’ 


* Nach  des  Verfassers  „Festigkeitslehre“,  Nr.  272,  ist  mit  den  dortigen 
Bezeichnungen 

m — 2.  , m— 1 A . jar,* 

' ^ ~ ,7,— j m + 1 C?  ’ rj’— V’ 

wenn  daseihst  der  äussere  Druck  = 0 und  dafür  statt  (tes  inneren  Druckes 
p,  der  innere  tielierdruck  p gesetzt  wird,  also 


//I— 2 p »•,* 

Hi-f  1 O r,*  ' 


Darin  hat  (i  die  Bedeutung:  (J  — _y  j E und  p ist  in  Kgr.  pro  t^uadrat- 
centini.  ausgodrückt  vorausgesetzt,  wenn  E auf  dieselhcii  Einheiten  bezogen 
wird.  Indem  aber  der  Atmosphärendruck  einer  Pressung  von  Kgr.  pro  Qua- 
dratcentim.  eiits|iricht,  ergiebt  sich,  falls  p in  Alm.  aiLsgedrückt  «♦d. 

m — 2 31  „'«-fl  P 31  m— 2 p r,* 

//t-f-1'30''  /«  Kr,* — r,*°*15  m E r,* — r,*' 
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1 1 

Der  Coefficieiit  m ist  erfahrungsmässig  = 3 bis  4,  also = — bis 

m o 2 

Setzt  man  hier 


= , entsprechend  m = 3,543, 

m 31 


» wird 


a* 


0,9  r,  ’ 


A “ — r,  * 

Besteht  die  Röhre  aus  Schmiedeeisen,  so  kann 


E^2  000  000  und  «,  =-  3. 0,00001 18  = 0,0000  354 
gesetzt  werden,  und  wenn  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  Wasser  ist,  so  er- 
gebt sich  mit 


/i=r  0,000045 

a.  0,01  r,  * 

-‘=0,79;  3?'=-’— i- 

Hiernach  ist  z.  B.  die  Steigerung  des  Druckes  bei  der  Erwärmung  von 
!•»“  bis  100®  nach  Gl.  (5)  und  mit  Rücksicht  auf  das  oben  für  rfr  = 0 ge- 
fundene Resultat: 


Jp  = 


947—71 


876 

— Atm. 

1 4. 


= 873  871  868  861’  Atm. 
für  - = 0,5  0,6  0,7  0,8. 

Die  Maximalspannung  (Product  aus  dem  Elasticitätsmodul  und  der  grössten 
sjs'df.  .\usdehnung),  welche  dadurch  in  der  Rohrwand  hervorgerufen  wird, 
wäre  (vergl.  des  Verfassers  „Festigkeitslehre*’,  Nr.  273) 

31  _31  r,*  1 

30  ^ ^ m trj  * -r,  *)  30  ^ ' r,  « - r,  * ^ m 

wenigstens  näherungsweise,  wenn  man  die  dieser  Formel  zu  Grunde  liegen- 
den Elasticitätsgesetze  als  unbeschränkt  gültig  betrachtet,  also  mit  obigen 
Werthen  von  m und  Ap 


l = 1758  2167  2874  4304  Kgr.  pro  (juadratcentim. 


für- = 0,5  0,6  0,7  0,8. 

Im  letzten  Falle  (cj  = 0,8  r^)  würde  die  Röhre  voraussichtlich  ge- 
sprengt werden.  Der  erste  Fall  (r,  =0,5r,)  entspricht  den  Verhältnissen, 

Ortihpf«  th«orei.  MftRcHineitlehre.  I.  9 
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in  welchen  die  zp  Hochdruckwasserheizuugen  bestimmten  schmiedeeisernen 
Rühren  ausgefilhrt  zu  werden  pflegen  etwa  1,25  Centim.  innerer  bei  2,5 
Centim.  äusserem  Durchmesser);  weil  aber  dabei  das  in  den  Rohren  cir- 
ciriirende  Wasser  wesentlich  höher  erwärmt  wird,  als  bis  100“  (etwa  bis 
160“),  so  erkennt  man  die  Nothweudigkeit  eines  Sicherheitsventils  als  Schutz 
gegen  die  Sprengung  der  Rohren  trotz  ihrer  verhältnissmässig  grossen 
Wanddicke.  — 

Die  specif.  Wärme  von  Flüssigkeiten  ist  nur  bei  constanter  und 
zwar  atmosphärischer  Pressung  direct  bestimmt  worden.  Diese  specif. 
Wärme  Cp  wächst  mit  der  Temperatur,  insbesondere  bei  Wasser  nach 
Regnault  gemäss  der  empirischen  Formel: 

Cp  = 1 H-  0,00004  t 0,0000009  t* (6). 

Unt(T  der  Voraussetzung,  dass  diese  Reziehung  zwischen  Cp  und 
t nicht  nur  bei  atmosphärischer,  sondern  auch  bei  irgend  einer 
anderen  constanten  Pressung  mit  genügender  Annäherung  gilt, 
lässt  sich  daraus  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen  be- 
rechnen. Nach  der  zweiten  Hanptgleichung  — §.  15,  Gl.  (12)  — ist  näiiilicti 


= c„  — AT 


bv  bp 


Darin  ist  für  Wasser  nach  obiger  Gleichung  (2) 

bv 


•bt 


= = 0,001  « 


bp 

und  o in  ^ ist  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ansgedrückt  vorausgesetzt;  werden 
0£ 

bp 

aber  unter  <—  die  zuvor  berechneten,  auf  1 Atm.  als  Einheit  der  Pressun- 
bt 

bp  bp 

gen  bezogenen  Tabellenwerthe  verstanden,  so  ist  10.333  statt  ^ zu 

dt  nt 


setzen.  Dadurch  wird  mit  N ässer 


T 

424 


bp 

10,3.33«^^  = cp- 


■0,02437  Tu 


bt 


Nach  die.sen  Gleichungen  ((i)  und  i 7)  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
die  Wertho  von  Cp  und  berechnet  worden  nebst  den  entsprechenden  Ver- 
hältnissen - unter  Reuufzung  der  Wertbe  von  u und  in  der  3teu  und 
c ^ 

5tcu  Columne. 
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t 

i L I 

»■a  1 

a.  10’ 

ß.  10’ 
^ l 

hp 

ht 

c^ 

0, 

1 

Cj, 

t-V 

— 5 

1,IX)07Ü9 

— 1711 

503  : 

— 3,40 

0,99982 

0,9960 

1,0038 

0 

1.000137 

— 646 

5t)3 

— 1.28 

1 

0,9994 

l,0tX)t5 

6 

l.OtXKiOO 

1 140 

500 

0,28 

1,(KH)22 

1,00t  C2 

1.0000 

10 

1 l,tXK>271 

904 

490 

1.84 

l.tKH)49 

0,9993 

1.0012 

15 

1.00t)892 

15<iO 

476 

3,28 

l,U(H»8t) 

0.9972 

1.0036 

20 

l,fK»1813 

1 2108 

464 

4,53  , 

1.00116 

0,9943 

l,(HMi9 

25 

‘ 1.0t  12982 

' 2549 

457 

5,57  1 

1.001.56  1 

1 0,9912 

1.0104 

30 

1 l,t)(t4344 

2882 

■ 4.50 

* 6, .38 

1,00201 

0.9884 

1,0137 

35 

1,040916 

3417 

446 

' 7.61 

1,00250 

0,9830 

1 1,0199 

4iJ 

I 1,007730 

1 3837 

443 

8.60 

l,0t)304 

0.9779 

1 1,0257 

45 

' 1.009751 

^ 4241 

442 

1 9,51 

l.(Xt;362 

0.9724 

1,0321 

5t) 

1,011968 

4628 

441 

10,38 

1.00425 

0.9l9;4 

, 1,0.391 

«1) 

1.0169(«J 

5351 

441 

11,94 

1,(H)564 

0,95:58 

1.0544 

70 

1 l,t)22648 

1 60tl6 

441 

13,32 

' 1.00721 

1 0,94t)3 

1,0711 

SS» 

1.028953 

6.594 

1 441 

14,52 

1,(XI896 

1 0,92t;6 

1,0889 

i»0 

1.035813 

7114 

441 

1.5.57 

1.01089 

0,9129 

1,1073 

100 

1,043159 

75t  >7 

441 

1 16.45 

1.013t  10 

0.8999 

1.1257 

Boi  späteren  .\n\ven(lungeii  wenlen  audi  solclie  .spocif.  Wärmen  des 
Wassers  in  Betradit  kommen,  welche  anderen  V'oraussetzuiiRen,  als  p 

oder  V = Conxt.  entsjiredien.  Ist  dabei  das  Gesetz  der  Zustands- 
' <ip 

äudemng  gegeben  durch  das  Vcrliältniss  = - der  gleichzeitigen  elemen- 

dt 

taren  .Venderungen  von  p und  <,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

hv 

dQ  = c,dt  — AT^  dp  (§.  15,  Gl.  10) 

ot 

die  entsprechende  specif.  Wärme 


=r  — = 

dt  ia  dt' 


Weser  .\nsdruck  unterscheidet  sich  von  dem  obigen,  aus  der  zweiten  Haupt- 
gleichung hervorgegangenen  Ausdrucke  von  c,  nur  dadurch,  dass  das  allge- 
• dp 

meine  Different ialverhältniss  — an  die  Stelle  des  der  besonderen  Voranssetz- 

' hp 

ungrfr  = 0 entsprechenden  partii-llen  Differentialquotienten  -—getreten  ist; 

ot 

*omit  ergiebt  sich  auch,  weuu^in  Atmosphären  ausgedrückt  wird,  analogGI.(7) 
c = c„  — 0,02437  (8). 


Besondere  Erwähnung  verdient  der  Fall,  da.ss  die  Zustaudsände- 
ruug  ohue  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindet. 
Hierfür  ist  nach  §.  15,  Gl.  (8) 

!(* 
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dp 

= = also 


oder  wegen 


ö<  ö p 

ht  öp  bp 


dp Cp  hp 

de  f , ö p 


Cpbt  bp 
Cfbvbt 


(9) 


Diese  allgemein  gültige  Gleichung  drückt  das  beinerkenswerthe  Gesetz  aus 
dass  für  denselben  Punkt  oder  Zustand  te,  p)  sich  die  Rieht  ungs 
tangeuten  der  adiabatischen  und  der  isothermischeu  Curve  zl 
einander  verhalten  wie  die  specif.  Wärmen  Cp  und  c,,  ein  Gesetz 
welches  für  Gase  schon  früher  in  §.  20  unter  3;  durch  die  Gleichung  /pff, 
— ^ aiisgodrückt  worden  war.  Für  Flüssigkeiten  kann  mit  Rücksicht 

auf  obige  Gl.  (3)  auch  geschrieben  werden 

dp  1 Co  . . 

-—  = — — — , wenn  p in  Atm., 
dv  ßvc,'  ^ 


10333  Co  . j 

— — . JL  ^ wenn  p in  Kgr.  pro  Quadratni. 

pV  Cf 

ausgedrückt  wird.  Damit  ergiebt  sich  z.  B.  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Schalles  in  einer  Flüssigkeit  nach  §.21,  Gl.  i 6) 


tp 


(•  10333  ffv  Cp 

T'~  c. 


101367  vcp 
ß p. 


mit  y = 9,8 1 


r V 

und  insbesondere  in  Wasser  mit  p = p.  — = 0,001 

P4  *4 

I 101,367  p c, 
f ß V^Cf 

Versuche  ergaben  für  Seine-Wasser  bei  < = 15“  60“ 

w=  1437  1725  Mtr., 

während  aus  Gl.  (10)  sich  ergiebt:  to  — 1463  1570  „ 


(Kt  , 


|T  , ff 

mit  den  der  obigen  Tabelle  entnomraeueu  Werthen  von  — , d und  — 

P4  P» 

In  Betreff  solcher  Zustandsänderungen  des  Wassers  ohne  Mittheilnue 
oder  Entziehung  von  Wärme  sind  von  Joule  die  Temperaturänderungen 
= /It  beobachtet  worden,  welche  bei  verschiedenen  Anfaugstemperaturen 
=T  t durch  bestimmte  Druckerhöhungen  = Jp  Atm.  hervorgebracht  wur- 
den. Die  entsprechenden  Werthe  von  t,  dp  und  di  sind  in  der  folgenden 
Zusammenstellung  angegeben.* 


• Nach  Zeuner,  GnindzUge  der  mechanischen  Wärmetheorie.  2.  AuÜ..  S.  557 
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< 

ip 

Jt 

(Jft 

(Ji)-it 

1,2 

24,34 

- 0,0083» 

— 0,(.H)73» 

+ 0,0010 

5 

24,34 

0,0(J44 

0,002.) 

--  0,0021 

11,69 

24,34 

0,020.0 

0,0192 

— 0,0013 

18,3« 

24,34 

0,0314 

0,0335 

-f  0,(X>21 

30 

24,34 

0,0544 

0,0517 

— 0,0tr27 

31,37 

14,64 

0,0394 

0,0320 

- 0,0074 

40,4 

14,64 

0,0450 

0.0431 

— 0,0019 

Zar  Vergleichung  dieser  Versuchsrcsultate  mit  den  allgemeinen  For- 
üR-ln  der  Wärmetheorie  und  mit  den  zuvor  besprochenen  physikalischen 
Constanten  des  Wassers  kann  man  bemerken,  dass  mit  dQ  = 0 auch  c = 0 
iit  und  somit  aus  Gl.  (8)  sich  ergiebt: 

0,02437  r« 

dp  Cp 

wonach  für  so  geringe  Temperaturänderungen,  wie  sic  hier  in  Frage  kom- 
men. auch  gesetzt  werden  kann: 


. 0, 02437  r«. 

M = — - Ap 


(11). 


Wenn  mau  darin  « nach  Gl.  (2),  Cp  nach  Gl.  (6;  berechnet,  ergeben  sich  die 
Werthe,  welche  in  obiger  Zusammenstellung  unter  der  Bezeichnung  {M) 
tingetragen  sind;  die  Differenzen  = (Jt)  — Jt  erscheinen  nicht  grösser, 
ab  sich  bei  der  Schwierigkeit,  so  kleine  Temperaturilnderungeu  zuverlässig 
ni  messen,  sowie  auch  mit  Rücksicht  darauf  erwarten  lässt,  dass  die  zu 
Grunde  liegende  Voraussetzung,  es  seien  « und  Cp  bei  jeder  constanten 
Pre-ssung  dieselben  Functionen  der  Temperatur,  vermuthlich  nicht  ganz 
rirhlig  ist. 


§.  23.  Verhalten  fester  KSrper. 

Die  Aasdehnung  fester  Körper  durch  die  Wärme  ist,  wie  die 
der  Flüssigkeiten,  auch  nur  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  direct 
ttestimmt  worden.  Bezeichnen  Vg  und  v die  spccif.  Volumina  bei  den  Tom- 

V 

peraturen  O und  t,  so  ist  — eine  so  mit  t wachsende  Temperaturfunction, 
dass  im  Allgemeinen 

1 -f  af-f  W* (1) 

zesetzt  werden  kann,  unter  a und  b positive,  von  der  Körperart  abhängige 
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Coefficienteu  vcrstaudon.  Es  ist  dann  der  Ausdehnungscocfficient  b 
der  Temperatur  t 

a=— + (2 

Vj  ot  - 

So  fand  z.  B.  Matthiesscn* 

für  Zink:  a.  10*  = 8222,  b.  10>®  = 700 

„ Blei:  „ = 8177,  „ = 222 

„ Zinn:  „ = 6100,  „ =789 

„ Silber:  „ = 5426,  „ = 405 

„ Kupfer:  „ = 4443,  ,,  = 555 

„ Gold:  „ = 4075,  „ = 336 

„ Platin:  „ = 2554,  „ = 104. 

Bezeichnet  d den  mittleren  Ausdchnnngscoefficienten  für  das  Teinpcratu 
Inter>all  0 bis  so  ist 

, p , 

n =a  - \~bt  entsprechend  der  Gl.  =!-(-«< (3 

«’o 

kennt  man  u für  verschiedene  Werthe  von  t,  so  kann  man  « und  h,  som 
auch  a nach  (il.  (2)  für  bestimmte  Temperaturen  berechnen.  Ist  z.  B.  fi 
Glas  von  Obis  100®,  Obis  200®,  Obis 300® 

«'.10*=  2760  2907  3132, 

so  kann  in  Gl.  (1^  und  <2)  gesetzt  werden: 

fl.  lO*=  2561  und  h.  10*®=  186. 

In  den  meisten  Füllen  ist  nur  iler  mittlere  .\usdehnungscoetlicieut  zwisebf 
0 und  100®  bestimmt  worden,  und  zwar  als  linearer  Ausdehnungscoefficien 
welcher  indessen  klein  genug  ist,  um  daraus  den  hier  in  Rede  .stehende 
cubischen  Ausdehnungscoefticienten  einfach  durch  Multiplication  mit  3 al 
zuleiten.  wenigstens  für  solche  Körper,  welche  als  isotrop  gelten  können.  - 
Die  Zusammendrückbarkeit  fester  Körper  bei  constanter  Teniis 
ratur  ist  mit  ihrer  Au.sdehubarkeit  durch  äusseren  Zug  priiicipiell  identis» 
und  wird  durch  den  F.IasticitätsmoduI  ausgedrückt.  Ist  letzterer  ft 
einen  isotropen  Körper  = E,  hat  ferner  m die  in  vorigem  §.  erklärt 
Bedeutung  und  sind  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Bichtuiigeu  Ap 
Apj  die  .\enderungen  der  Pressung,  f,,  <■,,  f,  die  entsprechendf 
(positiven  oder  negativen)  Au.sdehnungen,  so  ist** 

* Hirzcl  und  Grctschel:  Jahrbuch  der  Krtindungen  und  Fortschritt 
auf  den  Gebieten  der  Physik  und  Chemie  etc.,  Jahrg.  1867,  S.  116. 

**  Vergl.  des  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  227. 
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Et^  = /ip^  — 


Api  -4-  Jp,i 


■ E^2  ^P% 


Et^  — 


^Pi  + 


und  die  vcrhältuissmässige  Volumenftndcrung 

— = Ej  + fg  + fß. 

Sind  die  .\enderungen  Ap  nach  allen  Richtungen  gleich,  so  dass  auch  p 
selbst  nach  allen  Richtungen  beständig  gleich  bleiht,  so  folgt  aus  obigen 
Gleichungen: 


E-=-^h--\Ap, 


wonach  nun 


1 ?>i>  1 Av 

V hp  V Ap 


H m—2 
E m 


gesetzt  werden  kann. 


Die  specif.  Wärme  fester  Körper  ist  meist  nur  = Cp  für  coustaiite 
atmosphärische  Pressung  und  für  mittlere  Temperaturen  experimentell  be- 
stimmt worden.  Die  specif.  Wärme  für  constantes  Volumen  kann  daraus 
Tcnnittels  der  Gl.  (16)  in  §.  15  mit  Rücksicht  auf  obige  Gleichungen  ('2) 
and  (4)  berechnet  werden,  nämlich  vermittels  der  Gleichung 

f-V 

■ / t’n  * 1 m 

Cp  — e,=  AT  -^-^AT  ^ .— n^E 

nv  V .!  m — 2 


oder  mit 


r i -f  a’t  ' 1 000  <5  ( 1 + u't  ) ’ 


unter  6 die  Dichtigkeit  des  Körpers  bei  0"  bezüglich  auf  Wasser  im  Zu- 
stande grösster  Dichtigkeit  verstanden, 

'’'’“‘^"~3000  m—2  

Der  Elasticitätsmodul  E ist  für  verschiedene  feste  Körper  theils  etwas 
wachsend,  theils  etwas  abnehmend  bei  wachsender  Temperatur  gefunden 
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worden.*  Betrachtet  mau  E und  m als  Constaute,  so  würde  — c,  nach 
Gl.  (5)  mit  t üunehmeu,  weil  « mit  l wuchst  und  u für  feste  Körper  viel 
kleiner  ist,  als  für  Luft,  also  auch 

T _ 1 + U, 00366  l 

1 

mit  t wächst.  Indessen  kann  auch  m sich  mit  t ändern,  so  dass  der  resul- 
tirende  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Differenz  Cp — c,  einstweilen  nicht 
sicher  anzupeben  ist.  Wenn  c,  anderweitig  bestimmt  worden  wäre,  könnte 
Gl.  (5)  zur  Berechnung  des  Coefticieuten  m dienen. 

So  berechnet  z.  B.  Zeuner,**  indem  er  \ :A  = 424  und  allgemein 
Bl  = 3 setzt,  für  Silber  mit 

r=273;  (5  =10,511;  «'  = 0,000057231 
£==7357.1000*;  Cp  = 0,05701 

die  specif.  Wärme  c,  = 0,05553;  also  — = 1,0266,  während  Edlund  auf 

G 

anderem  Wege  fand:  -— = 1,0203.  Legt  man  dieses  letztere  Verhältuiss 

bei  übrigens  denselben  Annahmen  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  ec  = 0,05588 
und  aus  Gl.  (5):  «i  = 3,54.  — 

Für  eine  Zustandsänderung  ohne  Mittheilung  oder  Ent- 
ziehung von  Wärme  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4^  nach  der  allgemeinen 
Gleichung  (9)  in  vorigem  §. 

^ ^ ^ _ 1 »* 

dv  c,  hv  3 »I — 2 VC, 

und  nach  §.  15,  Gl.  (10)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) 
dl  AT  hv  AT  v„  (t 

dp  Cp  hl  Cp 

* Bei  Metallen  nimmt  nach  Wertheim  der  Coefficieut  E im  .\llgemeinen 
mit  wachsender  Temperatur  ab,  in  einigen  Fällen  (Eisen,  Stahl,  Silber)  .Anfangs 
zu  und  erst  bei  höheren  Temperaturen  (über  HKI")  ab.  Für  Eisen,  Kupfer  und 
Messing  fand  indessen  Kohlrausch  E beständig  nur  abnehmend  mit  wach- 
sendem t,  und  zwar  nach  der  Formel 

E = E^  (1  — at  — /it^) 
mit  folgenden  Wertheu  von  n und  /i: 

'<  ß 

Eisen  0,000447  0,0tX)tKXI52 
Kupfer  0,000520  O.OtXKKXßS 
Messing  0.00042H  0.00(XKil3(i 

**  Gruudzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie,  2.  Aufl.,  S.  553. 
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Dicso  GleichuDgen  setzen  wesentlich  voraus,  tliiss  die  Aeuderung  der 
Pressung  nach  allen  Kichtungeu  ini  Körper  gleich  ist.  Fände  aber  nur  eine 
einseitige  Pressungsänderung  = Jp,  statt,  z.  11.  nach  der  Längen- 
nchtung  eines  stabförinigeu  Körpers,  dessen  Querschnitte  sich  ungehindert 
ios-ichneu  oder  zusauiinenzieheu  können,  so  wäre  nach  obigen  (lleichungen 
far  fj,  fj  und  s,  mit  = /ip^  =0: 

■£'  - = — £■(£,  + + fg)  = ) 

/jv  ■ 2 \ 

statt  — E — = 3 ' 1 — - )/Jp  . 

V m j 


In  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  ist  deshalb  im  vorliegenden  Falle 


ip  = — ipy  zu  setzen,  wodurch 
o 


dp^  ' m E Ci, 
do  m — 2 e e. 


(«) 


1 (9) 

dp^  ,1  Cp  Cp 

»inl.  unter  «j  den  linearen  Ausdehnungscoetticientcn  verstanden. 

Dauach  ergiebt  sich  z.  H.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  in  einem  stabförinigeu  Körper,  wenn  in  der  allgemei- 
nen Gl.  (fi\  §.21  für  der  Werth  von  -y  ' nach  Gl.  (8^  gesetzt  wird, 
de  dv 


= 1 I v-'V 

r dv  f m--2  f m — 2 


E c„ 

-i-  .(10), 

y <-e 


unter  7 das  specif.  Gewicht  des  Körpers  verstanden.  Eine  Zuverlässige  Be- 
rechnung von  w kann  nach  dieser  Formel  allerdings  kaum  stattfinden,  weil 
cs  fraglich  ist,  mit  welcher  Schnelligkeit  die  periodischen  Erweiterungen 
und  Zusammenziehungcn  der  Querschnitte  den  Pressungsändeniiigen  folgen, 
in  welchem  Grade  sie  also  überhau|)t  statttinden  und  welcher  Werth  somit 
dein  Coeflicienteu  m bcizulegen  ist. 


§.  24.  Vebergang  aus  der  festen  in  die  ilttsslge  Aggregatform. 

Wenn  ein  fester  Körper  im  Schmelzen  oder  ein  flüssiger  in  der  Er- 
starrung begriffen  ist,  so  befindet  er  sich  in  einem  Grenzzustaiide,  welcher 
durch  die  Pressung  allein  oder  durch  die  Temperatur  allein  vollkommen 
bestimmt  ist.  Pressung  und  Temperatur  bedingen  sich  also  gegenseitig, 
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und  wenn  p und  dp  und  dt  zusammengehörige  Werthe  derselben 

fttr  den  fraglichen  Greuzzustaud  sind,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass  dp 
und  dt  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  In  dieser  Hinsicht 
wurde  schon  früher  bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  Aequivalenz  der 
Verwandlungen  in  §.14  honorgehoben,  dass,  sofern  die  Schmelzung  bei 
constanter  Temperatur  stets  mit  Wärmeaufnahme  des  schmelzenden  Körpers 
verbunden  ist,  die  Allgomeingültigkeit  jenes  Princips  und  somit  der  darauf 
beruhenden  Gleichungen  in  §.15  nothwendig  einen  positiven  oder  ne- 


gativen Werth  des  Verhältnisses  -r  erfordert,  jcnachdem  das 

dp 

specif.  Volumen  beim  Schmelzen  wächst  oder  abnimmt.  Es  ist 
aber  von  Interesse,  für  dieses  Verhältuiss  einen  allgemeinen  Ausdruck  zu 
entwickeln,  welcher  auch  seinen  absoluten  Zahleuwerth  in  bestimmten  Fällen 
zu  berechnen  gestattet. 

Betrachtet  man  zu  dem  Ende  1 Kgr.  eines  bei  constanter  Temperatur 
t und  entsprechender  Pressung  p in  der  Schmelzung  begriffenen  Körpers, 
so  ist  in  einem  .Augenblicke,  in  welchem  y Kgr.  flüssig,  also  (1 — y)  Kgr. 
fest  sind, 


v-—w-\-yA (1) 

das  Volumen  desselben,  wenn  w das  specif.  Volumen  in  der  festen,  w -f  J 
dasselbe  in  der  flüssigeu  .\ggregatform  bedeutet.  Indem  liier  w und  J nur 
von  t oder  p .abhäugen,  ist  für  eine  unendlich  kleine  Zusfandsäuderuug  bei 
constanten  Wertlien  von  t und  p 


dv  — Ady (2) 

und  es  ist  also  ilie  Wärmemenge  dQ,  welche  behufs  dieser  unendlich  kleinen 
Zustandsänderung  dem  Körper  mitzutheilen  ist,  nach  §.  15,  Gl.  (9)  mit 
bp  dp 


dt  = 0 und 


bt 


dt 


dQ=ÄT-!’  dv  — ÄTA'^f  dy. 
dt  dt 

Bezeichnet  aber  r die  Schmelzwärme,  d.  h.  die  Wärmemenge,  welche 
zur  Schmelzung  von  1 Kgr.  des  Körpers  bei  der  Temperatur  t oder  der 
entsprechenden  Pressung  p erfordert  wird,  so  ist,  da  die  unendlich  kleine 
Zustandsäuderung  hier  nur  in  der  Schmelzung  von  dy  Kgr.  des  Körpers 
bei  constanten  Werthen  von  t und  p besteht,  auch 


d Q — r dy 


und  aus  der  Vergleichung  beider  .Ausdrücke  von  dQ  ergiebt  sich 

dt  _ÄTA 
dp  r 


(3> 
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Die  Temperatur  < = 0 oder  T—  273  ist  der  Definition  zufolge  die- 
jenige, bei  welcher  Eis  unter  atmosphärischer  Pressung  schmilzt.  Setzt 
man  hierfür  mit  Clausius 


r=79,  » = 0,001087,  » + 4 = 0,001000, 

also  J=  — 0,000087,  so  ist  mit  A = — ^ und  wenn  p in  Atm.  statt  in 

424 

Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrUckt  wird,  nach  Gl.  (3; 


dt 

dp 


10333.  273.  0,000087 


= — 0,00733 


424.79 

in  sehr  guter  Uebereinstimmung  mit  dem  durch  Versuche  von  W.  Thom- 
son ermittelten  Werthe 


dt 

— =—0,0075.— 
dp 

Schliesslich  mag  bemerkt  werden,  dass  Gl. (3)  offenbar  allgemein 
für  den  Grenzzustand  des  Ueberganges  aus  einer  in  eine  andere 
Aggregatform  gilt,  dass  also  auch  in  der  Folge  ttlr  den  Uobergang  aus 
der  fiüssigen  in  die  Dampfform  davon  Gebrauch  gemacht  werden  kann,  falls 
nur  den  Grössen  A und  r die  entsprechend  modificirten  Bedeutungen  bei- 
gelegt werden. 


D.  Verhalten  der  Dämpfe,  insbeeondere  des  Wasser- 
dampfes. 

§ 25.  Gesättigter  und  überhitzter  Dampf;  Gemische  von  Dampf  und 
gieichartiger  Fittssigkeit. 

Ein  Dampf  ist  ein  luftförmiger  Körper,  welcher  durch  Wärmeent- 
ziehung oder  durch  andere  im  Erfolg  gleiche  Mittel  flüssig  gemacht  (con- 
densirt  werden),  sowie  umgekehrt  aus  einer  Flüssigkeit  durch  Wärmemit- 
theilung oder  andere  im  Erfolg  gleiche  Mittel  gebildet  w'erden  kann.  .\us- 
nahmsweise  kann  auch  ein  unmittelbarer  Uebergaug  aus  dem  Zustande  eines 
festen  Körpei-s  in  denjenigen  eines  Dampfes  oder  umgekehrt  stattfinden  mit 
l'eberspringung  der  diesen  Uebergaug  im  Allgemeinen  vermittelnden  flüs- 
sigen Aggregatform. 

Erfahrungsmässig  kann  ein  bestimmter  Raum  von  einer  gewissen 
Dampfart  bei  einer  bestimmten  Temperatur  nur  eine  bestimmte  Menge 
enthalten,  wobei  jedoch  gleichzeitig  luftförmige  Körper  vöu  anderer  Art  in 
demselben  Raume  enthalten  sein  können  ohne  die  Capacität  desselben  für 
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§.25. 


jeue  Dampfart  durch  ihre  Gegenwart  zu  beeiuHussen.  Ist  in  solcher  Weise 
ein  Raum  mit  einem  Dampfe  gesättigt,  so  heisst  dieser  selbst  gesättigter 

Dampf.  Sein  specif.  Gewicht  /=  — und  seine  Pressung  p sind  Maximal- 

V 

werthe  für  die  betreffende  Temperatur  t,  letztere  ist  ein  Minimalwerth  für 
das  betreffende  / oder  p.  Durch  eine  der  Grössen  7,  p,  t oder  v,  p t sind 
die  übrigen  bestimmt. 

Ueberhitzter  Dampf  ist  solcher,  für  welchen  t grösser  ist,  als  für 
gesättigten  Dampf  bei  demselben  / oder  />,  oder  für  welchen  7 und  p kleiner 
sind,  als  für  gesättigten  Dampf  bei  demselben  t.  Bei  überhitztem  Dampfe 
ist,  ebenso  wie  bei  Gasen  und  wie  im  Allgemeinen  für  jode  Zustandsform 
eines  Körpers,  nur  durch  zwei  der  Grössen  7,  p,  t oder  e,  p,  t die  dritte 
bestimmt. 

Der  Zustand  gesättigten  Dampfes  ist  ein  Grenzzustand  bezüglich  auf 
den  Uebergang  in  eine  andere  Aggrcgatforni;  jo  weiter  sich  ein  Dampf  von 
demselben  entfernt  bei  zunehmenden  Wertben  von  <,  v oder  bei  abnehmen- 
den Werthen  von  7,  p^  desto  mehr  nähert  er  sich  einem  anderen  Grenzzu- 
stande, nämlich  dem  eines  Gases,  charakterisirt  durch  die  Gleichung: 
pv  = Cond.  T.  Nachdem  dieser  letztere  im  Vorbergebeudeu  näher  bi»- 
sprochen  worden  ist.  mag  zunächst  der  andei'e  Greuzzustand,  der  eines  ge- 
sättigten Dampfes  untersucht  werden,  um  dann  zur  Betrachtung  der  da- 
zwischen liegenden  Zustände  überhitzten  Dampfes  üherzugehen  insoweit  es 
hei  den  in  dieser  Hinsicht  z.  Z.  noch  mangelhaften  experimentellen  Grund- 
lagen möglich  ist. 

Ein  Dampf  ist  immer  gesättigt,  wenn  er  im  Beharrungszustande  oder 
hei  einer  stetigen  .Vonderung  des  Wärmezustandes  mit  Flüssigkeit  von  der- 
' selben  Art  gemischt  oder  überhaupt  in  Berührung  ist;  umgekehrt  setzt  die 
Annahme  oder  Forderung,  dass  der  Dampf  bei  seinen  Znstand.säudcruugen 
beständig  gesättigt  bleiben  soll,  im  Allgemeinen  die  Berührnug  mit  gleich- 
zeitig vorhandener  Flüssigkeit  derselben  Art  voraus.  Ist  y.  1 — y das  Ge- 
wichtsverhaltiiiss  von  Dampf  und  Flüssigkeit  in  einem  solchen  Gemische, 
w das  sjiecif.  Volumen  der  Flüssigkeit, 
w A dasjenige  des  Dampfes, 
so  ist  das  (mittlere)  specif.  Volumen  des  Gemisches: 

p = W -f-  yA. 

Diese  Gleichung,  in  welcher  w und  A Functionen  der  sich  gegenseitig  be- 
stimmenden Grössen  p oder  t sind,  stellt  somit  eine  Beziehung  zwischen 
p,  /»,  y oder  r,  <,  y dar  und  soll  die  Zustandsgleichung  des  Gemisches  von 
Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit  genannt  werden.  (Vergl.  §? 8.) 
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I.  Gesättigter  Dampf. 

§.  26.  Beziehung  zwischen  Pressung  und  Temperatur. 

Die  Beziehung,  welche  hei  gesättigten  Dämpfen  zwischen  ihrer  Pres- 
sung und  Temperatur  stattfindet,  ist  fftr  verschiedene  Dampfarten  besonders 
durch  umfassende  Versuche  Regnaulf’s  empirisch  bestimmt  worden,*  für 
gesättigten  Wasserdampf  auch  von  Magnus,  dessen  Versuchsresultate  sich 
mit  jenen  in  sehr  guter  Uebereinstimmung  befinden. 

Zur  analytischen  Darstellung  dieser  gegenseitigen  .\bhängigkeit  der 
Grössmn  p und  l sind  sehr  verschiedene  empirische  Formeln  aufgestellt 
worden.  Regnault  wählte  nach  dem  Vorgänge  Biot’s  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

(Ij, 

unter  lg  einen  gewöhnlichen  Logarithmus  für  die  Basis  10  und  unter  p die 
Pressung  in  Millimetern  Quecksilbersäule  ausgedrückt  verstanden,  aus 
welcher  durch  Division  mit  760  die  Pressung  in  .\tmosphären  erhalten 
wird,  während  letztere  durch  Multiplication  mit  fOSSd  die  Pressung  in  Kgr. 
pro  Quadratm.  liefert;  ist  die  untere  Grenze  des  Temperaturintenalls, 
für  welches  die  Formel  durch  entsprechende  Wahl  der  Constanten  C,a,b,a,ß 
den  Versuchen  angepasst  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  iu  grossem 
Maassstabe  eine  stetige  Curve  gezeichnet,  welcher  die  zusammengehörigen 
Versuchswerthe  von  t und  p als  Abscissen  und  Ordiiiaten  möglichst  genau 
entsprachen;  das  Temperaturintervall  = Ix'-Im,  fhr  welches  die  5 Con- 
stanten bestimmt  werden  sollten,  wurde  in  1 gleiche  Theile 
zl/  — ^ ~~  l'i  fs  Q — " Q —— 

getheilt.  und  es  wurden  dann 

zu  den  .Abscissen  Q G 

die  entsprechenden  Ordiiiaten  p^  p^  p^  p^ 
aus  der  graphischen  Darstellung  abgegriflen.  Hiernach  hat  man  mit  den 
kürzeren  Bezeichnungen : 

* lieber  die  Methoden  und  die  Resultate  dieser  und  anderer  Versuche' 
Regnaul t’s,  auf  welche  theils  im  Vorhergehenden  schon  Bezug  genommen 
wurde,  theils  im  Folgenden  noch  wiederholt  Bezug  zu  nehmen  sein  wird,  be- 
richtet das  Werk;  „Relation  des  experiences  entreprises  pour  detemiiner  les 
lois  e't  les  donnces  physiques  nccessaires  au  calciil  des  machines  ä feii“,  1.  Band 
lt07,  2.  Band  1862  erschienen. 


Digilized  by  Google 


142 


FRESSUNO  UND  TEMFERATUB  GESÄTTIGTER  DÄMPFE. 


§.26. 


gemäss  Gl.  (1)  die  folgenden  5 Gleichungen; 

kP»  = C -f  <r  + J 

+ ax  +by 

fgPi  = c + ax^-\-  iy*  

hVs  = C-\-  ax®4-iy* 

^yPi.  = + «*■‘4-  h* 

woraus  durch  Elimination  von  C sich  ergiebt: 

Po -—yi  =»(.»•— 1)  +*(y— 1) 
=<'(«■— 1)^  +*(y— i)y 
^9Pi--kPi  ^ ya  i)*M-  i(y— i)y* 

fffPi-^ffPs  =ra(x—l)x^+  J(y— l)yä 
und  daraus  durch  Elimination  von  a: 


(2). 


(3) 


gix—9i==l>(y—i)(x--y) 

ys^— ys  = *vy— 1)(^— y)y 
93^—9*  = *(y— 1)  4— y)y*. 

Aus  diesen  letzteren  Gleichungen  können  b und  y gleichzeitig  eliminirt 
werden,  und  ergiebt  sich 

'9tX~  ?3  )*—  {?,  X~q^)  (q^x—q^ ) = 0 


oder,  übersichtlicher  mit  Hülfe  von  Determinanten  geschrieben. 


9\x—qs,  9iX  -ffi 

1 1 ya  y> ' o , 

1 = 1 ' 

y» ' 

1 ar  -f- 

■ 

9iX  q^x  jg 

1 93  92 

92  9i 

9*  93 

Da  die  Gleichungen  (3';  unverändert  bleiben,  wenn  x mit  y,  a mit  b ver- 
tauscht wird,  a und  b aber  in  Gl.  4;  nicht  Vorkommen,  so  muss  sich  für  y 
ganz  dieselbe  Gleichung  ergeben,  d.  h.  es  sind  x und  y die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung  (4).  Sind  dieselben  gefunden,  so  sind  die  Constanten  a und 
ß bestimmt  dnreh 


/y  a 


fff  X 

M' 


aus  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  (3)  folgt  dann 


a = — M ~:3l_  . ^ 9iX—9i_  . 

(*—  1 ) iy—x)  ’ (y—  1 j : a:— y)  ’ 


\ 
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C=lgpo  — a — b. 

-tuf  solche  Weise  sind  aus  den  R egnault’schen  Versuchen  insbesondere 
für  gesättigten  Wasserdampf  die  folgenden  Gleichungeu  abgeleitet 
worden,  in  der  von  Zeuuer  gewählten,  für  die  numerische  Rechnung  be- 
quemereu  Form  geschrieben. 


Für  t = 0 bis  100“  ist 


Igp  = 4,730371  — num.  (0,611741  — 0,00327446  i) 
7mm.  Jg  (-  1,868009  + 0,00686494  t)  ; 
für  l = 100“  bis  200“  ist 

Igp  = 6,264035  — num.  lg  (0,659312  — 0,00165614  t) 
— num.  lg  (0,020760  — 0,00595071  <) 


. . . (5). 


Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Constanten  in  der  J'oniiel  für  l <(  100“ 
von  A.  Moritz  neu  berechnet  wurden,  weil  sich  in  die  betreffenden  For-' 
mein  Regnault’s  ein  Fehler  eingeschlichen  hatte.*  Die  nach  diesen  For- 
meln berechneten  Werthe  von  p,  denen  in  der  weiterhin  mitgetheilten 
Tabelle  durch  Division  mit  760  noch  die  in  Atmosph.  ausgedrückten  Pres- 
sungen beigefUgt  sind,  weichen  indessen  nur  zw  ischen  < = 40®  und  t = 100“ 
von  den  Regnault’srhen  Tabellenwerthen  im  1.  Rande  der  „Relation  des 
exp^riences  etc.“  etwas  ab.  — 


Für  die  weiteren  Untersuchungen  sind  ferner  die  Werthe  des  Diffe- 
dp 

rentialqnotienten  — von  Wichtigkeit,  welche  aus  der  dem  betreffeuden 
dt 

Dampfe  entsprechenden  Gl.  (1)  wie  folgt  abgeleitet  werden  können.  Mul- 
tiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

/(■  — /n  10  = 2,.30258.5, 


so  ergiebt  sich 


Inp  — kC  ka uf'~*o kb 


* Entsprechende  Formeln  für  gesättigte  Dämpfe  von  .\cther,  .Mkohol, 
.\cetou  (diese  von  Zeuner  in  ihren  Constanten  corrigirt),  Chloroform,  Chlor- 
kohlenstoff,  Schwefelkohlenstoff,  Quecksilber  und  Kohlensäure:  siehe  Zeiiner’s 
..Gnindztige  der  mech.  Wärmetheoric“,  2.  Autl.,  S.  2,53.  Unter  allen  diesen  ent- 
sprechen den  ges.  Dämpfen  von  Quecksilber  die  kleinsten,  denen  der  Knhlen- 
^■äure  die  grössten  Werthe  von  p bei  gleichen  Werthen  von  t.  oder  jenen  die 
rrässten  und  diesen  die  kleinsten  Werthe  von  t bei  gleichen  Werthen  von  p. 
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— ~ = kaJnu.u*~'«4-  ib  . Inß.ß' 
p dt 

=^l‘‘a.lga.a‘-'o~\-HH./gß.ß<-‘’‘, 

wenu  wieder  mit  lg  ein  Briggs’Hclier  Logaritiimus  bezeichuet  wird,  also 

— ^ nß'^*« (.•>)■. 

p dt 

worin  die  Coefficienten 


m = l-^a.lg  a und  n=k^.lgß 

mit  Hülfe  der  bekannten  Wertlie  von  «,  b,  a,  ß berechnet  werden  könneu. 
Für  den  Gebrauch  ist  es  indessen  bequemer,  die  Logarithmen  der  beiden 
Glieder  auf  der  n'chten  Seite  von  Gl.  (6)  als  lineare  Functionen  von  t zu 
berechnen,  wie  es  Zeuner  für  die  in  der  vorigen  Anmerkung  genannten 
Dämpfe  gethan  hat.  Danach  ist  insbesondere  für  Wasserdampf 
von  < = 0 bis  100“ 


— „um.lgi—  1,I4HG88—  0,00327440  0 

p di 

-\  - 3,300941  + O,OJJ08G494  0 

von  <=r  KWt“  bis  200“; 

1 dp 

— - ==  viitii.  lg  { — 1,397100  — O,O01Gb0140 

p dt 

-j-  num.  lg  ( — 1,480240  — 0,0059f)071  t) 


(7  ■ 


Hiernach  sind  die  Werthe  von  , in  der  folgenden  Tabelle  berech-' 

p dt 

net;  sie  sind  unabliängig  von  der  Einheit,  in  welcher  p ausgedrückt  ist. 
Die  Tabelle  ist  der  2.  Aufl.  von  Zeuner’s  „Gnindzügen  der  mechanischen 
Wärmetheorie“  entnommen.  Mit  Rücksicht  auf  spätere  .ÄHw-cndungeu  sind 
indessen  für  t — 30“  bis  50“  (zwischen  welchen  Grenzen  die  Temperatur 
iin  Condensator  einer  Damiifinaschine,  zu  liegen  pflegt)  die  Werthe  von  p 
für  von  1“  zu  1“  wachsende  Temperaturen  eingeschaltet  worden,  unter  40“ 
der  Regnault’schen,  über  40“  der  corrigirten  Tabelle  von  Moritz*  ent- 
nommen. 


* Bulletin  jihysico-mathein.  de  l’Acadeniie  de  St.  Petersbourg  t.  XIII,  p.  41 
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p 

1 dp  \ 
p dt  i 

r ' " p 

1 dp 
p dl 

t 

Milliro.  1 

(^8«>ck«ilb«>rböhe.| 

^ Atm. 

t 

Millim. 

Qutn'kunWrhOh**. 

Atui. 

u 

4.ani 

0,00«! 

0Jl71i')02  j 

1 05' 

180.94 

0,240 

0,044870 

5 

0,008« 

0,(W8>.)1.5  ' 

70 

233.08 

0.307 

0,043:380 

10 

iUliö 

^ 0,0121 

0.000429 

75 

288,50 

0.380 

0,0419.53 

15 

12,ßtt9 

! 0,0107 

0,004041 

80 

:454,02 

0,407 

0,040594 

17.;W1 

' 0,(>2'29 

0,ü(U74« 

85 

4:43,00 

0,570 

0,039:300 

•T) 

23,050 

0,0310 

O.05!t542 

1 .525,39 

0,091  : 

1 0.038072 

:in 

31.54H 

' 0,0415 

0.0.57427 

95 

03.3,09 

(»,834 

0.O309O7 

;il 

3:4.400 

0,0440 

— 

UK) 

700.00 

l,t)00 

0,035775 

:k 

1 ;4.'>.3.ö9 

0.0405 

, 

105 

900,41 

1.193  ' 

0,034701 

:ö 

37,411 

0,0492 

110 

107.5.:47 

1.415 

0,0:3:3074 

M 

;4<4.5ü5 

0,0.521 

— 

115 

1 '209,41 

1.070 

O,O.3'20itl 

:iä 

41.827 

1 0.055<l 

0.0.55.3!t7 

120 

1491, '28 

1,902 

0,031 7.50 

K 

44.-201 

0.0582 

I — 

125 

1743,88 

2.'295 

0.030848 

37 

40.0H1 

0,0014  ' 

I — 

l;40 

20:40,28 

‘2.071 

0.029982 

4;»,;402 

1 0,(M449 

— 

1:45 

2353,73 

3,097  ; 

0.029152 

:K) 

.52.039 

0,(.MJ85 

— 

140 

2717,0.3 

3,570 

0,0'28.3.55 

Vl 

;">4,!sh: 

i 0,0722 

0.053449 

145 

3P25,.55 

4.113 

0,(>27.5!H) 

)1 

.57,tMI9 

0.0702 

— 

150 

:1581.'23 

4,712 

0,02(W54 

« 

Ol.O'G 

0.0803 

— 

1.55 

4088..50 

5,:i80 

0,020140 

43 

W.345 

0,0847 

— 

100 

4051,02 

0.121 

0,0'2r»4«5 

44 

07,789  . 

o.oBtri  1 

1 _ 

lt>5 

5274.54 

0,940 

0,024809 

45 

71..390 

0,09.39 

0,051582 

170 

5i*01.(i0 

7,844 

0,024177 

40 

75,15« 

0,Ott89 

— 

175 

0717,4.3 

8.8;19  i 

0,0'2.1;5(W 

4? 

1 79.091 

0.1041 

180 

7540, :59  ' 

9.929  ! 

0,»r2'2981 

4S 

k:4.'>03 

1 0.1095  ' 

1 1 

185 

84.53.'2;l 

11,12 

0,0'2'2414 

4« 

87,497  j 

j ä».1151  1 

1 

19<* 

9442,70 

1'2,42 

0,02180« 

i« 

91.980 

0,1210 

0.0497t)4 

196 

ior>i9,o:4 

13,84  1 

0,021337 

JO 

117,475 

0,1  r»4« 

0.048081  1 

•24K» 

llf488.<M! 

15,38 

0.020820 

t'i) 

148.78«  1 

1 O.l‘j.58  1 

0,(  *40443 

i 

i 

Bei  «len  tochnisclien  Anweiuluiigen  wird  der  Zustand  gesättigten 
'Vasst-rdaniples  gewtihnlich  niclit  durcii  seine  Temperatur  eharakterisirt, 
'‘indem  durch  seine  Pressung  (seine  Spannung  oder  seinen  Druck,  welclie 
liezeichniingen  hierl>ei  als  gleichhudeiitend  mit  Pressung  üblich  sind;,  die 
'Inreh  Manemieter  ge'inessen  wird.  Mit  Hülfe  der  von  Moritz  controlirten 
Tnhelle  Regnaiilt’s  der  nacli  regelmässig  wachsenden  Werthen  von  t ge- 
'irdnclcn  M'erthe  von  p hat  deshalb  Zeuner  durch  Interpolation  eine  Ta- 
l>clle  entworfen,  welche  umgekehrt  die  zu  regelmässig  wachsenden  Werthen 
'on  f gehörigen  Temiieraturen  t des  gesättigten  Wasserdampfes  enthält. 
Itifsc  Tabelle  folgt  später  (§.  2‘d),  nachdem  die  Bedeutungen  und  Berech- 
nnngsweisen  der  übrigen  darin  noch  enthaltenen  Grössen  erklärt  sein  werden. 

Urishof,  theunti.  MaHchtDunlnlir«.  I.  10 
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§.  27.  Verdampfun^sHÜrme. 

Unter  der  Verdampfungswärme  einer  Flüssigkeit  für  eine  gewisse 
Temperatur  t wird  nacli  der  von  Clausius  eingefülirten  Bezeichnung  die 
Wärmemenge  verstanden,  welche  ihr  zur  Verwandlung  in  gesättigten  Dampf 
von  derselben  Temperatur  i mitgetheilt  werden  muss,  wenn  dabei  der  spooif. 
äussere  Druck  constant  = derjenigen  Pressung  p ist,  welche  der  Tempe- 
ratur t des  betreffeuden  gesättigten  Dampfes  entspricht;  sie  ist  dieselbe 
Grösse,  für  welche  in  der  Physik  die  (im  Sinne  der  mechanischen  Wämie- 
thoorie  jedoch  weniger  passend  gewordene)  Bezeichnung  als  latente  oder 
gebundene  Wärme  des  gebildeten  Dampfes  gebräuchlich  ist.  Diese  Ver- 
dampfungswärme pro  1 Kgr.  der  betreffenden  Flüssigkeit,  also  die  specif. 
Verdampfungswärme  derselben,  soll  in  der  Folge  mit  dem  Buchstaben 
r bezeichnet  werden.  Sie  ist  eine  für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschie- 
dene Function  von  t,  oder  auch  von  p mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung, 
welche  nach  vorigem  §.  zwischen  t und  p stattfindet. 

Die  Grösse  r ist  besonders  von  Regnaul t für  verschiedene  Flüssig- 
keiten und  für  verschiedene  Werthe  von  t oder  p bestimmt  worden,  und 
zwar  mittelbar  durch  die  Messung  der  Wännemenge,  weh'hc  gesättigtem 
Dampfe  von  der  Pressung  p und  von  entsprechender  Temperatur  t pro  I 
Kgr.  entzogen  werden  musste,  um  denselben  unter  constantem  specif.  äusseren 
Drucke  = p zu  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  <(  t zu  coudensireii. 
Diese  Wännemenge,  welche  auch  derjenigen  gleich  ist,  lUe  umgekehrt  einem 
* Kilogramm  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  mitgetheilt  werden  muss, 
um  sie  bei  constanter  Pressung  p in  gesättigten  Dampf  von  dieser  Pressiins 
zu  venvandeln,  besteht  aus  zwei  Theileii;  sie  ist,  unfer  Cp  die  specif.  Wärme 
der  Flüssigkeit  für  coustante  Pressung  p verstanden,  , 

. • 0 ’o 

ludern  nun  q durch  besondere  Versuche  (Mischungsversuche)  als  Function 
von  t bestimmt  wurde,  zunächst  freilich  nur  für  coustante  atmosphärische 
Pressung,  für  welchen  Fall  aber  die  Werthe  von  q ebenso  wie  die  daraus 
abgeleiteten  Werthe  von 


wegen  der  geringen  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  von  den  be- 

V 
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treffenden  Wertheu  für  andere  constante  PressunROn  kaum  merklich  ah- 
»eichen  werden,  so  konnte  danach  auch  in  jedem  Falle  und  somit  auch 
die  von  Regnault  so  genannte  (iesammt wärme 

Q Qo  9o  = 9 (^) 

bestimmt  werden,  d.  h.  die  Wärme,  welche  1 Kgr.  einer  gewissen  Flüssig- 
keit von  0®  mitgetlieilt  werden  muss,  um  sie  hei  constanter  Pressung  p in 
^•■sättigten  Dampf  von  dieser  Pressung  oder  von  entsprechender  Temperatur 
t zu  verwandeln.  l)ie  Wärmemenge  q,  welche  dazu  erfordert  wird,  1 Kgr. 
Flüssigkeit  als  solche  hei  constanter  Pressung  von  0 bis  zu  erwärmen^ 
iiesteht  aus  dem  Feherschuss  der  Körperwärme  der  Flüssigkeit  bei  der 
Temperatur  f über  dieselbe  bei  der  Temperatur  0 und  aus  dem  (übrigens 
viel  kleineren)  Wärmewerthe  der  Exi)ansioiisarbeit,  welche  bei  der  Tem|(e- 
ratiirerhOlmng  und  eutsprecheuden  .Vusdehiiung  von  der  Flüssigkeit  ver- 
richtet wird;  von  Regnault  wurde  sie  als  ein  Ausdruck  von  der  F'orm 

„t  -j-  bt*  + 

für  die  von  ihm  untersuchti'n  F'lüssigkeiteu  darstellbar  gefunden.  Insbe- 
sondere für  Wasser  ist  zu  setzen: 

q — t-\-  0,(KK.)0  2 f-  0,000  000  .'l  f» (2), 

nach  welcher  Formel  die  in  der  Tabelle,  §.29,  cnthalteuen  Werthe  von  q 
berechnet  sind,  und  woraus  sich  die  in  §.22  schon  angeführte  Gleichung 
dq 

-•=  Cp  = l 4 0,0000  4 < I 0.000  000  9 (3) 

ergiebt.  Die  Gesammtwärme  Q fand  Regnault  im  .Ulgemeiiien  (ausser 
für  .Alkohol)  als  ganze  Function  zweiten  Grailes  von  t aiisdrückbar: 

Q = a^~bt-^  cC-, 

für  Wasserdani])f  genügte  schon  eine  lineare  F^unction  zu  einer  guten 
Uobereinstimmnng  der  danach  berechneten  mit  den  Versuchswerthen,  nämlich 

Q = 60G,  5 4-  0,.305  t (4). 

Durch  q und  Q ist  nun  auch  die  specif.  Verdampfiingswärmc 

r—Q  — q 

bestimmt,  insbesondere  für  Wasser 

r ^ 60G,  5 -^  »,(595  f — 0,00u0  2 f*  — 0,000  000  3 f * (5). 

Die  Glieder  mit  t*  und  sind  in  dieser  F'ormel  von  untergeordneter  Be- 
deutung, so  dass  man  näherungsweise  auch  r wie  Q als  lineare  Function 
von  t ansdrückeu  kann.  Dabei  ist  es  für  die  meisten  .Anwendungen  am  an- 
gemessensten, die  Coustanten  a und  b dieser  vereinfachten  Formel 

lü* 


Digilized  by  Google 


148 


INNERE  UND  ÄUSSERE  VERDAMPEUNOSWÄRME. 


§.27. 


r = a — ht 

so  zu  wählen,  dass  sie  besonders  in  der  Nälie  von  t — 100®  den  thatsäch- 
lichen  Verliältnisseii  mögliehst  genau  entspricht.  Indem  sich  aber  aus  ihr 
mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  ergiebt: 

q = Q — r =•  ül  l('),r)  - rt  (0,;505  -f-  b)  l, 

(In 

also  e^—  o,:505 -j  A, 

während  für  t — luo  nach  Gl. (3):  c^,  = 1,0111  ist,  so  kann  b — l,Oi;i  — 
0,305  = 0,708,  also 

r = a — 0,708  t 

gesetzt  werden.  Für  t — - lOO  ist  nach  Gl.  (5):  r = 53G,5,  nach  Regnault’s 
Versuchen  aber  genauer  r 530,2;  hiernach  kann  n —=  530,2  70,8 

= 007  gesetzt  werden,  und  ergiebt  sich  so  schliesslich  die  von  Clausius 
vorgeschlagene  einfachste  Formel  der  specif.  Verdampfungswärme: 

r=0()7  — 0,708  < (01. 

Ebenso  wie  die  Wärmemenge  q ist  nun  auch  tlie  specif.  Verdampfuiigs- 
w'ärme  r als  aus  zwei  Theilen  bestehend  zu  betrachten,  welche  beziehungs- 
weise dein  Zuwachse  an  Körperwärme  mul  dem  Wärmewertbe  der  Expan- 
sionsarbeit bei  der  Verdampfung  unter  constantem  specif.  äus.seren  Drucke 
;;  gleicb  sind;  sie  mögen  als  innere  und  äussere  specif.  Verdampfungs- 
wärmen untci’schiedeu  werden.  Letztere  ist,  unter  J die  Zunahme  des 


sjiecif.  Volumens  bei  der  Verdani|ifung  verstanden  (ij.  25),  einfach  ^ A p .1, 
also 

i ApA 

wenn  mit  p die  innere  specif.  Verdampfungswärme  bezeichnet  wird.  Diese 
beiden  Hestaudtheile  von  r brauchen  nicht  durch  weitere  Versuche  empi- 


risch bestimmt  zu  werden;  vielmehr  ergiebt  sich  für  die  äussere  specif. 
Verdamiifungswärme  (welche,  im  Gegensatz  zum  Verhältnisse  der  entsi>re- 
chenden  beiden  Bestandtheile  von  y,  durchaus  nicht  etwa  sehr  klein  im 
Vergleich  mit  p ist)  ein  theoretischer  .\usdnick  vermittels  der  allgemeiueu 
Gleichung  (3)  in  §.  24,  nämlich 


/ i V — ^ 


wonach  dem  Vorhergehenden  zufolge 


; 1 dp 
p dt 


: siehe  vorigen  §. 


Ap.i  für  gegebene  Wertbe  von  l oder  p berechnet  werden 


(8  ). 


ilie  Grösse 
kann,  somit 
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aach  dio  inner»“  specif.  Vcnianipfungswämie  p und  überhaupt  jeder  der  drei 
>ainmanden.  aus  welchen  nunmehr  die  Gesammtwitmie, 

Q=q  \ Q-\-ApA (9) 


br'steht. 

I)ie  Voluiiieuiinderuugen  einer  Flüssigkeit  als  solcher  sind  immer  sehr 
klciu  im  Vergleich  mit  denjenigen  Aenderungen  des  Volumens,  welche 
“iorrh  die*Aenderiing  der  Aggregatform  (die  Verdampfung  der  Flüssigkeit 
o“ler  die  Condensation  des  l)ain]tfes  zu  Flüssigkeit)  bedingt  werden.  Wenn 
man  demgemäss  den  zweiten  Bestandtheil  der  Wärmemenge  q (den  Wärme- 
«orth  der  Expansionsarbeit  bei  der  Erwärmung  der  Flüssigkeit  von  O bis 
t'  vernachlässigt,  so  kann  diese  Grösse  q als  Uel)erschuss  der  Körperwärme 
ven  1 Kgr.  Flüssigkeit  bei  über  dieselbe  bei  0"  betrachtet  und  mit 
Zeiiner  die  specif.  Flüssigkeitswärme  genannt,  ebenso  die  Grösse 
f p als  Ueberschuss  der  Kör]ierwärme  von  1 Kgr.  gesättigten  Dampfes 
b<“i  über  »lieselbe  von  1 Kgr.  der  betreffenden  Flüssigkeit  bei  0®  be- 
trachtet und  die  specif.  Dampfwärme  genannt  werden.  — 

Aus  Gl.  (Hl  folgt 


r 

A 


f 

Wenn  man  hiernach  die  Grösse  für  verschiedenartige  Dämpfe  mit  Hülfe 

J 

ihrer  nach  §.  2fi  bekannten  Werthe  von  ^ bi'rechnet,  so  findet  man  sie  für 

dt 

deiche  Werthe  von  p ungefähr  gleich  gross.  Es  ist  also,  weil  A wenig  von 
<c  -f  J,  d.  h.  von  dem  specif.  Volumen  des  Dampfes  verschieden  ist,  bei 
elcicher  Pressung  die  Verdampfuugswärme  verschiedener  Flüs- 
sigkeiten ungefähr  jiroportional  »lern  Volumen  des  gebildeten 
Itainpfes,  o»ler  die  specif.  Verdampfungswärme  umgekehrt  proportional 
der  Dampfdichte.  Derselbe  (zuerst  von  Despretz  aufgestellte;  Satz  gilt 
wegen 


auch  in  Betreff  der  inneren  Verdampfnngswärme.  Indessen  zeigen  sich 
dneh  »lie  .Vbweichungen  zu  gross,  als  ditss  sie  nur  Beobachtaingsfehlern  zu- 
K'-schrieben  werden  könnten  und  somit  jener  Desjiretz’sche  Satz  als  ein 
iinMingt  gültiges  Naturgesetz  anzuerkennen  wäre.*  — 


* Siehe  Zcnncr's  „Grmidz.iige  der  mechanischen  Wärmetheorie“,  2.  Aufl., 
S.  279. 
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Für  ilc*u  Gebrauch  bei  numerischen  llechiiuiif'eii  ist  uuii  aber  die 
Gleichung  (H)  sehr  uubeciueni,  und  es  war  wünscheuswerth.  die  Grössen  p 
und  ApA  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Gesamint wärme  Q und  ihren  ersten 
Bestaudtheil  q,  wo  möglich  auch  als  einfache  algebraische  Functionen  von 
t auszudrücken.  Zu  dom  Ende  berechnete  Zen  ne  r diejenige  jener  beiden 
Grössen,  welche  bei  den  betreffenden  .\ufgaben  am  häutigsten  vorkommt, 
nämlich 

Q — - <i  q — A p A 

nach  den  obigen  Gl. (2\  (1)  uml  (8)  entsprechenden  Gleichungen  für  ver- 
schiedenartige Dämpfe  und  für  sehr  vei'schic'dene  Temperaturen  und  fand, 
dass  diese  Werthe  sehr  genau  durch  empirische  Formeln  von  der  Form 

(t  = a — bt 

wiedergegeben  werden  konnten.  Bei  Wasserdämpfeu  trat  dabei  noch 
der  günstige  Umstand  ein,  dass  das  Glied  mit  l-  weggelassen  werden  konnte 
und  trotzdem  die  Formel,  nämlich 

— 0,7!1I  t (10) 

die  beste  Uebereinstimmung  zeigte  für  das  weite  Tenii)eraturiutervall  < = 0 
bis  200®.  Hiernach  ergiebt  sich  nun  bei  Einsetzung  der  .\usdrucke  (4)  und 
(U>)  für  Q und  q: 

ApA^Q—q  — (t  = ‘.i\A  r — 7 (11,. 

Nach  diesen  Gleichungen  TIO;  und  '11)  unter  Benutzung  der  nach  Gl.  (2) 
berechneten  Tabellenwerthe  von  q sind  in  <Ier  Tabelle,  §.  29,  die  Werthe 
von  Q und  ApA  berechnet  worden;  letztere  stimmen  fast  genau  mit  den 
nach  Gl.  (8)  berechneten  Werthen  überein.  .\us  den  Tabellenwerthen  von 
q,  Q und  ApA  ergeben  sich  die  entsprechenden  Werthe 
der  specif.  Dampfwärme  — q t pi 
der  specif.  Verdampfungswärme,  r p -j-  ApA 
und  der  Gusammtwärmc  Q=q  \-  q Ap  A 

so  leicht  durch  .\ddition,  dass  cs  überflüssig  gewesen  wäre,  dieselben  in  be- 
sonderen Coluuinen  der  Tabelle  einzutragon. 


§.28.  Speolllsehes  (lewleht  geslltllgter  DUmpfe. 

Aus  den  nach  vorigem  §.  zu  berechnenden  Werthen  der  äusseren 
specif.  Verdampfungswärme  ergeben  sich  durch  Division  mit  Ap  (p  in  Kgr. 
pro  yuadratin.  ausgedrückt)  die  Werthe  von 
1 424 

A — (ApA)  — (ApA)  t'ubikm.  i)ro  Kgr 1 

P . " 
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welche  für  VVassordamjif  in  der  Tabelle,  §.  20,  eingetragen  sind.  Daraus 
folgt  dann 

das  specif.  Volumen  des  Dampfes:  v — ic  J 

und  das  specif.  Gewicht:  /=•-—*  Kgr.  pro  CTibikm. 

w - 

Dahei  ist  das  specif.  Volumen  iv  der  Flüssigkeit  streng  genommen  mit  den 
sich  ents|trcchenden  Werthen  von  p und  l etwas  veränderlich  und  kann 
nach  §.  22  berechnet  werden.  Bezeichnet  nämlich 

iCp.f  dieses  six'cif.  Volumen  für  die  Pressung  />  und  die  Temperatur  t, 

«c,  ( das  specif.  Volumen  bei  atmospli.  Pressung  und  derselben  Temperatur  t, 
so  ist  nach  Gl.  (.‘1)  in  §.  22 


p.i 


'V 


Daraus  folgt,  wenn  p in  .\tni.  ausgedrückt  und  der  Compressionscoeflicient 
constant  vorausgesetzt  wird, 

«v.j— «'i,/  [1  — — 1 i), 

worin  K-i.,'eine  für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschiedene  Function  von 
t ist.  Setzt  man  iusbe.sondore  für  Wasser  nach  §.22,  Gl.  (1) 
ir,  I =0,0(11  -j-  /I,  t )-  »2  i "3 

and  nimmt  die  dort  für  <[>.82'’  angeführten  Werthe  von  «j,  bis 

zu  f = 2oO"  als  gültig  an,  setzt  man  ferner 

(-1  = 0,00001;), 

so  ist  für  t = 2()0®,  also  p = 15,4  .\tm.  (siche  die  Tabtdle  in  §.  26),  das 
specif.  Volumen  des  Wassers 

fc  = 0,001. 1,12X5(1—0,000045.  14,4) 

= 0,00112X5  1— (>,(>00648)  = 0,001 12X  Gubikm. 

Setzt  man  also  w constant  = 0,0010,  so  wird  innerhalb  des  von  der  Ta- 
belle in  §.  29  umfassten  Zustandsgebietes  das  specif.  Volumen 

I)  = 0,001  -|-  // 

des  gesättigten  Wasserdampfes  um  höchstens  eine  Panheit  der  vierten  De- 
ciraalstelle  zu  klein  gefunden,  was  um  so  weniger  zu  bedeuten  hat,  als  schon 
die  vierte  Decimalstelle  der  Werthe  von  zl  nicht  mehr  als  zuverlässig  be-^ 
trachtet  werden  kann.  Hiernach  konnte  nun  auch  das  specif.  Gewicht 
des  gesättigten  Wasserdampfes  in  der  letzten  (.'olumne  der  Tabelle, 
§.2'J,  nach  der  Formel 


berechnet  werden. 


1 

0,001" 


(2) 
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Vergleicht  mau  diese  Wertlic  vou  y mit  den  speeif.  Gewichten  = ^ 

der  atm.  Luft  (§.  17),  welclie  deuselhen  Wertheu  von  p und  t entsprechen, 
so  findet  man  die  Dichtigkeit  d des  gesättigten  VVasserdampfes  in 
Beziehung  auf  atm.  Luft 

z.  R.  für  — 0,1  0,5  12  5 10  Atm. 

d=rO,f.21  O,«».“!  0,ß40  0,ß48  0,fif>2  0,B76, 
also  wachsend  mit  der  Pressung,  wie  auch  durch  directe  Versuche  von 
Fairbairn  und  Tate  bestätigt  wird,*  mit  welchen  üherhaupt  die  nach 
obigen  Formeln  berechneten  Wcrthe  von  v oder  y befriedigend  überein- 
stimmen. .Andere  Dämpfe  zeigen  ein  ähnliches  Verhalten. 

Früher  nahm  man  d für  Dämpfe,  mochte;i  sie  gesättigt  sein  oder  nicht, 
als  constanf  an,  insbesondere  für  Wasserdam|)f  nach  Gay-Lnssac  = 0,ß22 
(erhalten  durch  Wägung  des  Wa.sserdampfes  von  atm.  Pressung,  wobei  es 
aber  nicht  ganz  sicher  ist,  ob  der  Dainjif  gesättigt  resp.  in  welchem  Grailo 
er  überhitzt  war);  y wurde  dann  vermittels  dieses  constanten  Werth»*«  ans 
dem  speeif.  Gewichte  der  Luft  für  gleiche  Wcrthe  von  p und  l b(?rechnet, 
dabei  also  die  (zuerst  von  Clausius  als  irrthündich  nachgewiesene)  Vor- 
aussetzung zu  Grunde  gelegt,  dass  auch  die  Dämpfe  in  jedem  Zustande, 
selbst  im  Zustande  der  Sättigung,  der  für  die  Gase  charakteristischen 
Gleichung  pv  = RT  folgen. 

In  manchen  Fällen  ist  es  be(|uem,  das  sjiecif.  Gewicht  y der 
Dämpfe  durch  eine  em  ]ii  rische  P'ormel  als  unmittelbare  Function 
von  p auszudrücken.  Insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf  hat 
man  dazu  meistens  nach  Navier  einen  .Ausdruck  von  iler  Form 

y^n\hp (3) 

benutzt,  wovon  namentlich  Pambour  in  seiner  Theorie  der  Damj>fiuaschiiien 
(ebenso  Redtenbacher.i  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  hat,  indem  auf 
Grund  der  älteren  A’ersuche  ilie  Constanten  <t  und  h für  Dämpfe  nitnlerer 
und  höherer  S])anniing  (unter  und  über  2 Atm.)  besonders  be.stimint  wurden. 
Indessen  lassen  die  Werthe  von  7,  welche  in  der  folgenden  Tabelle  (§.  2!ti 
nach  »len  zuvor  entwickelten  Regeln,  nämlich  auf  Grund  der  Regnault’schen 
Versuche  nach  den  Principien  der  mechanischen  Wärinetheorie  berechnet 
sind,  erkennen,  dass  die  Differenzen  von  v,  welche  gleichtm  Differenzen  von 

V 

p ents])rechen,  nicht  constanf,  sondern  in  sehr  merklicher  Weise  um  so 
grös.ser  und  um  so  veränderlicher  sind,  je  kleiner  p ist.  Die  Formel  (3) 
ist  deshalb  nur  zwischen  engeren  Grenzen  von  p hei  passender  Bestimmung 

* Proc.  of  the  Royal  Soc.  IKfiO. 
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iler  Constantcii  a und  h zu  gebrauchen,  indem  etwa  gesetzt  wird  ’p  in  Atm. 
aiisgedriickt): 


für  /)  = 1 

bis  2 .\tm. 

ff  = 0,0487 

b = 0,5572 

2 

3 „ 

ff  = 0,084.') 

b = 0,5193 

:i 

d 

ff  = 0,1 187 

b = 0,5270 

4 

a .. 

ff  = 0,151.5 

A = 0,5197 

h 

6 

ff  = 0,1840 

A = 0,5112 

6 

7 ,. 

«=0,21.58 

11 

P 

7 

WS 

8 ,. 

ff  = 0,2471 

h = 0..5014 

8 

o 

« = 0,2777 

Ä =0,4996 

0 

10  .. 

ff  = 0.1074 

A = 0,4961 

Ejue  viel  bessere  tlel>ereinstimniung  mit  den  aus  d(>n  Hegnault’schen 
Versuchen  abgeleiteten  Werthen,  und  zwar  zwischen  sehr  weilen  Grenzen 
von p.  wird  nach  Zeuner  bei  passender  Itestimmung  der  Constanten  a und  b 
durch  die  Formel  erhalten: 

1 it  ... 

flP'"  1^.  ff,  woraus  y = - - = r.p  

V 

fidgt,  wenn 

und  II  — 

\ a ' III 

gesetzt  wird.  Setzt  mau  insbesondere  für  gesättigten  Wassenlampf* 
und  unter  tler  Voraussetzung,  da,ss  p in  .\tm.  ausgedrückt  ist, 
ff=:  1,7010  1,0646 

also  rt  = (),605H  //  = 0,0.103 

so  unterscheiden  sich  die  so  berochuetcn  Werthe  von  y um  höchstens  eine 
Einheit  in  der  dritten  Dec.imalstelle  von  denen  der  folgenden  Tabelle. 


§.  20  Tabelle  für  gesüttigten  Wiisserdampf. 

Ilie  folgende  Tabelle  ist  mit  einigen  Ergänzungen  und  Modificationen 
der  zweiten  Auflage  von  Zeti ner’s  „GrundzUgen  der  mechanischen  VVärmc- 
theorie“  entnommen.  Am  Anfänge  der  Tabelle  sind  nämlich  einige  Werth- 
sysfeme  der  betreflendcn  Grossen  für  kleinere  Intervalle  von  p hinzngefügt, 

* Zeuner:  „Ueber  d.vs  Verhalten  der  überhitzten  mul  der  gemischten 
Wasserdämpfe“,  Civilingenieiir,  XIII.  Jahrg.,  6.  Heft,  ln  den  „Grundzügen  der 
mechanischen  Wärmetheoric“,  2.  hatte  Zeuner  die  Constante  m ebenso, 

die  Constante  a aber  etwas  kleiner  angegeben. 
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weil  soust  die  Diflerenzeii  von  t und  der  davon  abhängigen  Wertlie  für 
eine  einfache  Interiiolatiou  zu  gross  werden;  auch  weichen  bis  zu  3,3 


.\tm.  die  Werthe  von  J, 


Q 

J 


und  7 von  denen  der  Zeuner'schen  Tabelle 


etwas  ab,  weil  hier  der  .Vtmosphärendruck,  von  Zenner  = 10334  Kgr. 
pro  Quadratin.  angenommen,  nur  = 10333  Kgr.  gesetzt  wurde.* 

Die  Werthe  von  t sind  nach  §.  y nach  §.  27,  Gl.  ' 2i, 
p nach  §.  27,  Gl.(IO),  ^-IpJ  nach  §.27,  Gl. (11), 

/f  nach  §.28,  Gl.  (1),  y nach  §.28,  Gl.  2)  berechnet. 


Die  Werthe  von  y würden  von  Zeuner  seiner  Tabelle  beigetügt, 

weil  diese  Grösse  besonders  häutig  in  den  Formeln  erscheint,  in  welchen 
die  Lösungen  verschiedener  Proldeme  enthalten  sind. 


Atm. 

t 

1 

(> 

/ 

Ap.J 

i J 

' 

)' 

0,02 

i7.8;i 

1 7,8:18 

561.296 

32,804 

T ' • 

i 

8,3:4;»8 

0,0149 

0,04 

29,35 

29,375 

552,184 

:43,893 

1 :44,769 

15,882 

0,0288 

0,06 

36,601 

646,481 

34,56;» 

! 23.641 

2.4,116 

0,0423 

0,08 

41,92 

41,977 

542.241 

:i5,(Ki7 

17.987 

:».ii6 

0,0.55ti 

0.10 

46.21 

46,282 

5:48,848 

:4.5,464 

14. .5.52  • 

37,029 

0,»Xj87 

0,12 

49,83 

49,917 

5:45,984 

;45,797 

12.241 

4.3,786 

0.0817 

0,15 

54,37 

54,477 

532.393 

:46,213 

9,;KI63 

.53.74.3 

0,1009 

0,2 

60.45 

«»,.589 

527,.584 

:16,764 

7,5428 

69,945 

0.1.326 

0,3 

69,49 

69,687 

520.4:43 

:47„574 

5.139.1 

101,27 

0.1945 

0,4 

76.25 

76,499 

515,086 

38,171 

1 ;i,9157 

131,54 

l»,2553 

0,5 

81,71 

82,017 

510,767 

38,637 

:l,17t»8 

161,(»8 

0,3154 

0,6 

86.32 

8f>.G02 

507,121 

;49,015 

1 2,6703 

189,91 

0,3743 

0.7 

90.32 

'M1.704 

503,957 

:49,;487 

2.:4088 

218.28 

0.432;» 

0.« 

93,88 

94,304 

.«»1.141 

39,688 

' 2,o;457 

246.18 

0.4910 

0,9 

97,08 

97„543 

498  610 

39.:»57 

1,8218 
1 ’ 

273,69 

0,548»; 

1.0 

100,(K) 

100,5(X) 

496.3<X) 

40,2(HI 

l,t;495 

3(X»,88 

0,f4059 

1,1 

102,68 

103,216 

494, 18<» 

40,421 

, 1,5<»78 

.327,75 

0,6628 

1,2 

105,17 

10.5,740 

192.210 

40,626 

' 1,38<»2 

.3.54,31 

0,7193 

1.3 

107,50 

108,104 

4 90, .367 

40,816 

1,288:1 

:480,63 

0,7756 

1.4 

109,C>8 

110.316 

488,643 

40,1»!»3 

1,2015 

406,69 

0,8316 

* 

Er  ist  = 

dem  Gewicht  einer 

Quecksilbersäule  von 

1 Quadratm.  Grund- 

flache  und  0,76  Mtr.  Höhe  bei  ü“  Temperatur  des  Quecksilbers,  also 
= 13596 . 0,76  = 10332,96  Kgr., 

sofern  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bei  0“  in  Beziehung  auf  Wasser  bei 
4“  C.  nach  Kegnault  =>  13,596  ist. 
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p 

•\lni 

t 

7 

P 

.4,,  I 

J' 

1 

Y 

1.5 

111,74 

112.408 

487,014 

41,1.59 

1,1-2,59 

4:52,50 

0,8874 

l,li 

li;i,(i9 

114,:389 

48.5,471 

41,315 

1,0590 

4.')8,10 

0,94-29 

1.7 

11.5.54 

110.209 

481,(K>8 

41,403 

l.(K)08 

48:5,02 

0,9982 

1..S 

117„30 

118.059 

48-2,010 

41,002 

0,9484 

.508,87 

1.0.5:53 

l.'.t 

ri8.99 

1 19,779 

481.-279 

41,7:54 

0,901.3 

.5:5.3,98 

1,108.3 

2.0 

1 20,(10 

121,417 

480,(H»5 

4i,8(;i 

0,8;,89 

.558,8(5 

1,10-29 

2.1 

122.15 

1 •22,995 

478,779 

41,981 

O,8-20;5 

.W5.00 

1,217(5 

2.2 

123.(;4 

1-24,513 

477,(Htl 

42,0% 

0,78.52 

008,25 

1.2719 

2;i 

125,07 

125.970 

47(5,470 

42,-207 

0,75:50 

032,70  I 

1,320.3 

2,4 

120.4(i 

127,:180 

47.5, :570 

4-2,314 

0,7-2:55 

057,01 

1, .380.3 

2j 

127,80 

128.7.5.3 

474,310 

4-2,410 

0,0902 

081, -28 

1,4343 

2,« 

129,10 

1. '50.079 

473,-282 

42,515 

0,0710 

705,:54 

1,4881 

2,7 

ia),35 

131.354 

472,-293 

42,010 

0,017(5 

729,:50 

1,.5418 

2,8 

131,57 

132.599 

471,3-28 

42,702 

0,02r)8 

753,10 

1..5954 

2,It 

132,70 

1,3.3,814 

470,:587 

4-2,791 

0,00.'»5 

770,80 

1,0488 

:i.o 

1.33,91 

131.989 

409.477 

42,870 

0..5805 

8(KU7 

1,70-21 

3.1 

13.5,03 

i:«>,133 

4(W,.591 

42,900 

O,.5(580 

8-24,11 

1,7.556 

3J> 

i;30,12 

137.-247 

407,729 

43,040 

0,.5519 

817,49 

1,8080 

Xi 

137,19 

1:58.341 

400,88.3 

4:5,119 

O„5:50-2 

870,7.5 

1,801» 

3.4 

i:38.23 

1.39.404 

• 

400.(m:o 

43,190 

0,.5213 

894,0.5 

1,9147 

.3,5 

139,24 

140,438 

40.5,201 

4:5,209 

0„5072 

917,31 

1,9070 

3.0 

110,23 

141,450 

404,478 

4.3,:54-2 

0,4940 

940.21 

-2,0203 

3,7 

141.21 

14-2.4.53 

40.3,70:5 

4:5.41.3 

0.4814 

l«;.3,-24 

2.0729 

3,8 

142,15 

113.110 

402,959 

43.480 

0,4095 

98(5,07 

2.r2.f^»5 

3.9 

143,08 

144,;508 

40-2,224 

43,548 

0,4581 

1(K)8,9 

2,1780 

4.0 

144,00 

145,310 

401.490 

4.3.014 

0,4474 

1031,0 

-2,-2:lo:5 

4.1 

144,89 

140,-222 

4(W,792 

43,077 

0,4371 

1054,-2 

-2,-2826 

4.2 

145,70 

147,114 

400,104 

4:5,7:59 

0.427.3 

1070,8 

2,:s:549 

4.3 

140,01 

147.985 

4.59,431 

4:5,799 

0,1179 

1099,3 

-2,;5871 

4.4 

147,40 

148.8.57 

458,759 

43,8.59 

0,40fH) 

1121,7 

2,4:591 

4.5 

148,29 

149,708 

4i58.10,3 

4.3,918 

0,4(K>4 

1144,0 

‘2,4911 

4.8 

149,10 

1.50,.5;59 

4.57,4(;-2 

4.3.975 

0,39-22 

1100.3 

2,.54:50 

4.7 

149,lHl 

151.:560 

4.%.8‘29 

44,0.30 

0.:5814 

1188.5 

2,5949 

4.8 

l.")(),09 

1.5-2,171 

4,50.-204 

44,085 

0,3708 

1210.0 

2,0407 

4.9 

151,40 

15-2,901 

4.55,.595 

^4,1,39 

0,:5090 

l-2.3-2,7 

-2,0984 

5,0 

152,22 

15:5,741 

454,994 

44,192 

0,3020 

1-254.7 

2,7.5(Xt 

5.1 

152,97 

154,512 

454,401 

44,243 

0,.3.559 

1-270,0 

2,8010 

5.2 

153,70 

155,-202 

453,823 

44,293 

0,3495 

1-298,5 

‘2.8531 

53 

154,43 

150,012 

453,240 

44,343 

0,;5433 

13-20,3 

2,9046 

5,4 

155,14 

150,741 

452,084 

44,392 

0,3373 

1342,1 

2,9500 
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p 

Mm. 

t 

e 

Ap  1 

j 

1 

1 

r 

5.5 

15.5,85 

1.57,471 

4.52.123 

44,441 

1 0,;3.315 

i:3(>3.8 

3.007:3 

5,6 

1.56.54 

158,181 

451.577 

44.4.H7 

0,32.59 

1.385.4 

3.0.586 

.5.7 

157.22 

1.58,880 

451.039 

44..5-1.3 

0.;3205 

1407.0 

3,1»  »08 

5,8 

157.!Hi 

1.59,579 

4.50..501 

44,579 

■ 0.31.5.3 

1428.5 

3,1610 

5.9 

1.58..W 

16(4,259 

449.979 

44,623 

' 0.3103 

14;i0,0 

;3,-212-2 

6.0 

159,22 

UU».9.38 

4 19,457 

4 l.(;67 

0,.j<t.54 

1471.5 

3,2»W2 

6.1 

1.59,87 

161,607 

418.943 

44,710 

0,;3007 

1492.9 

;i,3142 

6.2 

lti0..50 

162,255 

448,444 

44,7.5.3 

0.-2962 

1514,2 

3.:3<Ö2 

6.3 

161.14 

162,915 

447,9;lK 

4 4,794 

0.2917 

1535,5 

3,4161 

«.4 

161,76 

163,.5.5;4 

147,448 

41.8:36 

0.2874 

1556,7 

3,4676 

6,5 

162,37 

164,181 

446,1M>5 

44,876 

o.28;3;3 

1577,9 

3,5 17K 

6,6 

162.98 

164,810 

4 46, 48.3 

44,916 

0.2792 

1599.0 

:l,.568.5 

6,7 

16.3,.58 

16.5,428 

446,<XI8 

I4,9.5<) 

0.27.53 

1620.1 

3,6192 

6,8 

164.18 

166,047 

445,.5.34 

44.994 

! 0.27 15 

1641,2 

3.6699 

6,9 

164,76 

166,645 

445,075 

45,032 

1 0,2678 

1662,2 

3,7-206 

7,00 

165,34 

167.243 

444,616 

45,070 

1 

0.2642 

1683.0 

3,7711 

7,25 

166,77 

168.718 

44.3,485 

4.5,162 

1 0,2.556 

1735,2 

3.8974 

7,50 

168,15 

170.142 

442,.393 

45,250 

0,2475 

1787,1 

4,(82.34 

<?,75 

169.50 

171,ö;45 

441,325 

45,.337 

' 0.24W 

1838,7 

4.1490 

8,00 

170,81 

172,888 

440,289 

4.5.420 

1 0,2.329 

1890,1 

4,2745 

8,25 

172,10 

174.221 

4.39,269 

15..->01 

i 0.226.3 

1941.2 

4..391»7 

8,50 

173,35 

175.514 

4.38,280 

45,578 

0,22<Hl 

19182.1 

4..5248 

8,75 

174,.57 

176,775 

437.315 

4o,(»T>4 

0.2141 

1 

2042,8 

4.6495 

9,00 

175,77 

178,017 

466,666 

45,727 

■ 0,2085 

•2093.3 

4,7741 

9,25 

176,94 

179,228 

4.3.5,440 

45.79.S 

0.2031 

2143.5 

4.8985 

9..50 

178.08 

180,408 

4.34,5.39 

45,868 

0.1981 

2193.5 

5,t82-2(; 

9,75 

179.21 

181,579 

43.3.645 

45,9.35 

; 0.19.3.3 

2243.3 

5.1466 

10,00 

180,31 

182,719 

432,775 

46,(Ktl 

0.1887 

2293,0 

5.2704 

10,25 

181.38 

183,828 

434,1828 

46,(M)4 

. o.im4 

2.342,5 

5.3941 

10,.50 

182,44 

184,927 

431,090 

46,127 

' 0,18(82 

2391,7 

.5,5174 

10,75 

1KJ,48 

186,005 

130,267 

46.189 

0,17(W 

2440,7 

5,64»X5 

11,00 

184,.50 

187.065 

429.4<M) 

46.247 

1 

0.1725 

•2489,5 

.5.76:46 

11,25 

185,51 

188,113 

428,661 

46,:mi6 

j 0,1689 

2.538,2 

5.88(44 

11,50 

186,49 

1H9,131 

427,886 

46,.362 

0.16.54 

2.^>86,8 

6.0092 

IIJ5 

187,46 

1:hi,139 

427,119 

46.417 

0,1621 

•26;35.2 

6.i;il8 

12,(Kt 

188,11 

191,126 

426.368 

46,471 

1 

«».1580 

2(K!,4 

6,2* 

12,25 

189,35 

1182,10  4 

42.5,621 

46„521 

- 0,1.5.58 

2731.4 

6,.37(),5 

12..50 

UH),27 

19.3,060 

424.896 

46,576 

0,1.529 

2779,3 

6.498»; 

12,75 

191,18 

194,0»J7 

' 

424,177 

46,626 

j o.irxHi 

•2827,0 

6, 6-206 
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i30. 


p ^ 
.tim. 

t 

<l 

i 

F 

1 

Ap  1 

/ 

e 

j 

7 

liott  , 

192,(W 

194.944  ‘ 

42;t,4(;r) 

0,1473  ' 

2874..Ö  ^ 

0,7424 

1A2.5 

192,9<; 

19Ö.WJ0 

422.7Ö9 

40.724 

0.1447 

2922.0 

0.8042 

läAö  ' 

19.1,Kt 

l!M:,7<!(i  i 

422,080 

1 40,772 

0.1421 

2!W9,3 

0.98.57 

13,7.5 

litt.tW 

197,(T>2  1 

421.400 

1 4«;, 81«  ! 

0.1.397 

3oie,r> 

1 7,1072 

11.00  1 

19Ö..53 

1 19H,:'»37 

1 420.73«; 

40.804 

0.1373 

.30t;3.4 

1 7,2283 

II.  Uemische  von  Dampf  und  gleichartiger  Flüssi  gkeit. 

$ Alli^emeine  Formeln  für  umkehrbare  ZnstaiidsKnderungren  solcher 

Gemische. 

I’ilr  irgend  einen  Zustand  des  Gemisches  bezeichne  hier  und  in  den 
lulj-'ciiden  Nummern: 

}>  die  Pressung  in  Kgr.  pro  yuadratm.,  welche,  sofern  von  Massen- 
krätten  abstrahirt  wird,  in  allen  Punkten  des  Gemisches  gleich  ist, 
y Kgr.  die  Daiupfmeuge  in  1 Kgr.  iles  Gemisches, 
t die  Temperatur  in  (’elsius’schen  (Jraden,  vom  Gefrierpunkte  des 
Wicssers  aus  gerechuet, 

T die  absolute  Temperatur  — 273  -j  t, 

q die  Wärinemeuge,  welche  dazu  erfordert  wird,  1 Kgr.  Flüssigkeit 
als  solche  hei  constaiiter  Pre.ssung  von  O bis  zu  erwärmen, 
r die  sjiecif.  VT'rdampfungswärme, 
p die  innere  specif.  Verdampfiiugswänne, 

IC  ilas  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit  (Cubikm.  ju-o  Kgr.), 

IC  -f  .1  dasjenige  des  Dampfes,  welcher  in  dem  Gemische  stets  ge- 
sättigt ist, 

e das  s|iecif.  Volumen  des  Gemisches, 

U das  sjiecif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben,  von  dem  Zustande 
aus  gerechnet,  in  welchem  das  ganze  Gemisch  Hüssig  (y  = 0/  und 
t 0 ist. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  sind  t,  J,  q,  (>  und  r = q |-  ApJ 
I'unctionen  vou  p (für  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  bestimmt 
ilurch  die  Tabidle  in  §.  29),  während  »c  als  Constante  in  Rechnung  gebracht 
"erden  kann  G'ür  Wasser  0,001).  Vermöge  der  Zustandsgleichung  §.  2.5) 

c = (c  4 y J (1) 

ist  dann  ü eine  Function  von  p und  y;  ebenso  U,  und  zwar  ist  der  Wärme- 
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werth  von  Z7,  d.  h.  die  specif.  Körperwärme  des  Gemisches,  wenn  mai 
der  Annahme  w = Const.  entsprechend  q als  spccif.  Flüssigkeits 
w’ärme,  somit  y -|- ()  als  specif.  Dampfwärme  i§. ‘27)  betrachtet, 

y)?  + y (?  + ?)  = ? + yp C^) 

Während  diese  Gleichungen  (1)  und  !‘2)  ganz  allgemein  gelten,  sofen 
sie  sich  nur  auf  den  augenblicklichen  Zustand  (Wärmezustand)  des  Ge- 
misches beziehen  abgesehen  davon,  wie  derselbe  aus  einem  anderen  Zu- 
stande hervorging,  hat  man  insbesondere  für  die  Wärmemenge  dQ, 
welche  dem  Gemische  pro  1 Kgr.  behufs  einer  unendlich  klein en 
umkehrbaren  Zustaudsänderuiig  oder  allgemeiner  behufs  einer 
unendlich  kleinen  umkehrbaren,  d.  h.  solchen  Aenderung  «les 
Wärmezustandes  mitgetlieilt  w'erden  muss,  welche  mit  nur  um- 
kehrbaren Verwandlungen  verbunden  ist,  nach  §.13,  Gl. (2) 

Jf'dQ  = dU pdv  oder  dQ  = d{AlT)  Apde, 
also  mit  Rücksicht  auf  obige  GI.  ’^2) 

dQ  — dq -\  d {yo) -\- Apdr 3). 

Darin  ist  nach  Gl.  (1) 

Ap  dt!  = Ap  d •yA)  ~ Ad  (pyA)  — AyA.  dp 
oder  nach  §.27,  Gl.  (8) 

rdi 

Ap  dv  — d (y . ApA)  — y 
und  die  Substitution  in  Gl.  (3)  liefert 

dQ  = dq-i-d[y(i>-}-ApA)]  — y,d(  — dq~l-d(yr)—Y<^^  ■ ■ • 

Diese  Gleichung  kann  wegen  d/  — dT  einfacher  geschrieben  werden: 

dQ  = dq  -f  dq-{  T.d{^j) (5). 

Von  den  verschiedenen  Umformungen,  welche  die  Gleichung  4)  gestattet, 
ist  insbesondere  noch  die  folgende  bemerkenswerth,  welche  mit 

dq  c.  dt 

erhalten  wird,  nämlich 


f' 

dQ  — c dt  r dy  -j-  y dr  — y 

= (1— y)  c dt  -|-  rrfy  -1  y (c  + — ^jdt 

oder  dQ  = (\  — y )c  dt  rdy  -f  y h dt 

mit  A = c -f.  — 

' dt  T 
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In  dieser  Gleichung  ist 

(1 — y)cdt  die  Wärmemenge  zur  Temperaturerhöhung  der  Flttssigkeits- 
menge  = (1— y)  Kgr^ 

rdy  die  Wärmemenge  zur  Verdampfung  der  Flüssigkeitsmenge  = dy 
Kgr^  folglich 

ykdt  die  Wärmemenge,  welche  zur  Temperaturerhöhung  und  ent- 
sprechenden Volumeuünderung  der  Dampfmenge  = y Kgr.  ver- 
wendet wird. 

Es  be<leutet  also  h eine  Art  specif.  Wärme  des  Dampfes,  nämlich 
liiejcuige,  welche  einer  solchen  Volumen-  und  Pressungsünderung  bei  der 
Warmemittheilung  entspricht,  dass  dabei  der  Dampf  gerade  gesättigt  bleibt. 

Die  Grösse  c bedeutet  in  Gl.  (ö)  eigentlich  diejenige  specif.  Wärme 
der  Flüssigkeit,  welche  der  Voraussetzung  entspricht,  ila.ss  mit  der  Tempe- 
ratur zugleich  die  Pressung  und  zwar  nach  demselben  Gesetze  zunimmt  wie 
b*'i  gesättigtem  Dampf.  Insbesondere  für  Wasser  wäre  also  nach  §.  22, 
Gl. (8)  zu  setzen: 

-0,024.‘J7 


dp 

unter  (j> 


in  Atm.  ausgedi  ückt  vorausgesetzt;  den  nach  §.  26  bekannten 


Differential()Uotienten  für  gesättigten  Wasserdampf,  unter  a den  Ausdehnungs- 
coefficienten  des  Wassers  (§.  22)  und  unter 

— 1 f-  0,00004  t + 0,0(KX)00‘J 

seine  specif.  Wänne  für  constaute  Pressung  verstanden.  Hiernach  ist  z.  B., 
wenn  die  in  §.  22  für  l > 32  angeführte  empirische  Formel 


u=  '2 


M724 

Tu‘» 


t ■— 3 


1126 

10” 


auch  noch  für  t 100  bis  zu  <=150  als  gültig  betrachtet  wird, 


für  < = 50 

100 

150 

T=  323 

373 

423 

J»=r  0,121 

1,000 

4,712  Atm. 

1 dp 

- -i-  = 0,049704 
p dt 

0,035775 

0,026854 

~ = 0,006025 
dt 

0,035775 

0,126536 

u = 0,0004628 

0,0007567 

0,0008817 

Cp—c—  0,00002 

0,00025 

0,00115 

Cp  = 1,00425 

1,01300 

1,02625 

1,00423 

1,01275 

1,02510 
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Diese  Unterschiede  zwischen  c und  liegen  innerhalb  der  Beobachtuugs- 
fehler,  und  darf  bei  den  Anwendungen  im  .\llgenieinen  c = Cp  gesetzt 
werilen. 

Was  endlich  die  Expansiunsarbeit  betrifft,  welche  von  1 Kgr. 
eines  Gemisches  von  Flüssigkeit  uiitl  gleichartigem  Dampfe  bei 
einer  umkehrbaren  Aenderuug  seines  Würmezustandes  ver- 
richtet wird,  so  ist  dieselbe  gleich  dem  Ueberschuss  des  .\rbeitswerthes 
der  mitgetheilteii  Wärme  über  den  Zuwachs  uti  innerem  Arbeitsvermögen, 
also  das  Element  dieser  Exi)ansionsarbeit  für  eine  unendlich  kleine  Zu- 
standsänderung; 

,/A’=  tr.dQ  — dir 

oder  ihr  Wärmewerth  mit  Rücksicht  auf  Gl.  und 

A.dK^dU  — A.dir.-:  7\d(-'l’^  ) — ditj'(j) (7: 

Alle  diese  Fonnein  und  ebenso  die  daraus  abgeleiteten  Specialformelii 
für  die  in  den  folgenilen  Nummern  zu  betrachtenden  besonderen  Arten  von 
Zustandsänderungen  gelten  natürlich  nur  innerhalb  der  Grenzen  y — U 
und  y = I. 


31.  Zustandsänderuiig  bei  coiistanter  Pressung  oder  Tenipemtnr. 

Für  ein  Gemisch  von  Flüssigkeit  und  gleichartigem  Dampf  ist  bei 
constanter  Pressung  p auch  die  dadurch  l»estimmte  Temperatur  t constant 
und  umgekehrt;  die  isothermische  (Girve  ist  also  eine  mit  der  r-.\xe 
parallele  Gerade.  Mit  p oder  t sind  auch  w,  .J,  y,  (j.  r als  Constante  ge- 
geben, so  da.ss  (ausser  dem  inneren  .Arbeitsvermögen;  nur  der  specif.  Dampf- 
gehalt y und  das  specif.  Volumen 

f w I y J 

des  Gemisches  veränderlich  sind,  iinil  zwar  so,  dass  diese  Grössen  einander 
proportional  sich  ändern:  dv  = A.dtj. 

Hei  dem  Uebergauge  des  specif.  Damiifgfdialtes  von  y,  in  y und  ent- 
sprechend des  specif.  Volumens 

von  r,  .1=-  tc  -j-  y,  J in  r — - w y . I 
ist  die  Ex)>ansionsarbeit  pro  1 Kgr.  des  (iemisches 

A'.=  y(r  — r,'  _^/)Jvy— y,  ! (t\ 

der  Zuwachs  an  innerem  Arbeitsvermögen  nach  §.  .30.  Gl.  (2)  mit 
Air  ^ 1 
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ü-l\^  rp(y-y,) (2) 

and  die  mitzutheilende  Wärmemenge  nach  §.  30,  Gl.  (5)  oder  auch 
nnmittelbar  gemäss  der  Bedeutung  von  r: 

Q=:r{y—y,)  = A{U—U,  + E) (3). 


Durch  diese  Gleichungen  sind  c,  E,  TI  und  H bestimmt  als  Functionen  von 
jf  und  von  Grössen,  welche  mit  dem  .■Vnfangszustaude  gegeben  sind.  Wäre 
der  Sinn  und  Grad  der  Zustandsiinderung  nicht  unmittelbar  durch  y gege- 
ben, so  wäre  zunächst  y der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen;  wenn  z.  B.  das 
Eipansionsverhältniss 

e IC  -f-  y J 


gegeben  wäre,  so  würde  daraus  folgen: 


V 


IC  1 


(4). 


$.32.  ZnstandsSndemng  bei  constantem  Yolnmen. 


Wenn  die  mit  der  Marke  1 versehenen  Buchstaben  zur  Bezeichnung 
der  ans  §.  30  bekannten  Grössen  im  Aufangszustaude  des  Gemisches  be- 
nutzt werden,  während  die  Buchstabeu  ohne  Marke  sich  auf  den  Endzustand 
beziehen,  so  hat  man  zunächst  nach  §.30,  Gl.  (1) 

yJ  = y,J, (1) 

zur  Berechnung  von  y oder  von  y,  jcuachdem  der  Endzustand  durch  p resp. 
eine  der  durch  p bestimmten  Grössen  oder  durch  y gegeben  ist. 

Die  Wärmemenge  <2,  welche  einem  Kgr.  des  Gemisches  be- 
bnfs  einer  gegebenen  Zustandsänderung  bei  constantem  A'olumen 
mitgetheilt  werden  muss,  ergiebt  sich  aus  §.30,  Gl. (3): 


Q = q~qx  -t-  vQ  — yi  f/x 

oder  bei  Substitution  des  Werthes  von  y nach  Gl.  (1} 


in 


Hiernach  lässt  sich  z.  B.  die  Zeit  = ^ berechuen,  in  welcher 
die  Pressung  in  einem  geschlossenen  Gefässe,  welches  M Kgr. 
des  Gemisches  enthält,  bei  gleichförmiger  Wärmemittheilung 
lon  y,  bis  y wächst;  ist  die  in  der  Zeiteinheit  mitgethoilte  Wärme- 
menge, so  ist 

MQ 


Qx 


(3). 


Grashof,  thooret.  Mascbinonlehre.  t. 


11 
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Tu  diesem  Falle  befindet  sich  u.  A.  ein  gefällter  Dampfkessel  be 
gehemmter  Dampfableitung  und  gehemmter  Speisung,  abe 
fortgesetzter  Heizung,  wenn  von  seiner  Ausdehnung  durch  die  Stei 
gerung  der  Temperatur  und  des  inneren  Ueherdruckes  abgesehen  wird 
Sell)st  wenn  die  Heizung  his  fast  zur  Sprengung  des  Kessels  fortges«-tz 
wird,  ist  es  doch  nur  ein  verhältnissmässig  kleiner  Theil  der  vorhaudenei 
Wassermenge,  welcher  in  Dami)f  übergeht,  so  dass  nicht  nur  das  Gesainmt 
Volumen  — V Cuhikm.,  sondern  auch  das  Volumen  des  Damiifes  = f:/ 
und  des  Wassers  = (1 — «)  f' einzeln  ohne  in  Betracht  komnumden  Fehler 
constant  gesetzt  werden  können  um  so  mehr,  als  das  Wasser  durch  die  Er- 
höhung der  Temperatur  mehr  ausgedehnt,  als  durch  die  Steigerung  der 
Pressung  comprimirt  wird.  Auch  ist  das  specif.  G(?wicht  des  Wasserdaiiipfcs 
(— — Yf  im  .\nfangszustande)  klein  genug  im  Vergleich  mit  demjenigen  fies 
Wassers,  um 

. jf.— 1000(1— «)  r 

setzen  zu  dürfen.  Ist  also  noch  die  Grösse  der  Heizfläche  - II  Quadratin., 
und  die  Wärmemenge,  welche  pro  Minute  und  pro  Quadratm.  Heiztläclie 
in  den  Kessel  eindriugt  (für  einen  eingemauerten  Kessel  bei  nonnaler 
Feuerung  =•  1 25  — 250  Cal.),  somit 


so  ist  nach  Gl.  (3) 


^ 1000(1  — «) 


VQ 


(I  . 


insbesondere  für  einen  cylimlrischen  Kessel  vom  Durchmesser  d und  von 
der  Länge  /,  welcher  nur  von  aussen  geheizt  wird,  mit 

r—  ^ jrd-l\  11—  jrrf/;  u = - 
1 2 3 


Q 

300  d 

Q. 


Darin  ist  nach  Gl.  (2;  mit 


«Fy,  « 


und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  sehr  nahe 

J — = 

''  ' + 0,001 

gesetzt  werden  kann. 
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Q - ?-?,  + '),ooi  ) ((V) 

guil  jiisbesontlere  mit  « — ^ 

a ^ -I  0,ü(W5  ( ^ j (7). 


FolKcndo  Zusammonstolluiig  enthält  tlic  Weirthe  von  <?,  welclio  dieser 
GL  (7)  für  p — (/>,  1)  d.  h.  für  den  Fall  der  Druckzunalinie  nni 

eine  .\tmosi>häre  und  für  verschiedene  Worthe  von  p^  auf  Grund  der 
Talfelle  in  S-  2!»  entsprechen. 


Pi 

Atm. 

Q 

. 

7'i 

Atm. 

<> 

Atm. 

V 

,\lm 

Q 

2 

13.G93 

5 

7,305 

K 

:').2.!1 

- 'n 

11 

4,158 

3 

10.437 

fi 

<>.411 

<t 

4.802 

12 

3.1*14 

4 

8.543 

7 

.5.74!* 

1 

10 

4.444 

13 

f • 

Hiernach  und  nach  01.(5)  würde  z.  B.  mit  — 200  die  Zeit,  in 
welcher  hei  einem  ahgesperrten  cylindrischen  und  von  aussen  geheizten 
hampfkessel  von  I Mtr.  Durchni.,  welcher  zu  */,  seines  Volumens  mit 
Wasser  gefüllt  ist,  die  .Viifangsspiinnuna  von  4 Atm.  his  zu  12  Atm.  hei 
furtgestdzter  Feuerung  wächst, 

.^=1,5  Q = 1.5(«,543-(-  7, .305  -(-...4-  4, 158)  =70  Min. 
Ifctragen. 


$.3:4  ZustamlsBiiilerunu:  bei  eoiistaiiteni  OenichtsverliKUnlsse  vuu  Dampf 

und  Pliissiirkeit. 

Wenn  <j  constant  ist,  so  kann  die  Znstandsglcichung 

r = le -|- ///!, 

in  welcher  A eine  Function  von  p ist,  als  die  Gleichung  einer  Ciirve  he- 
Iraditet  wcnlen,  deren  (’oordinaten  v und  p sind,  d.  h.  als  die  fileichnng 
'1er  Zustandscurvc  (§.  13),  durch  welche,  das  Gesetz  der  vorliegenden  Zu- 
f'Uudsäuderuug  graphisch  dargestellt  wird.  Setzt  man  nach  §.28,  Gl.  (4) 

'Us  specif.  Gewicht  gesättigten  Dampfes: 

Y=up  also  A— - - — w, 

' y up^ 

11* 
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§.  33. 


so  erhält  man  als  Gleichung  dieser  Curve  constanter  Dampfmeage: 


*’  = (!— y)“’  + (1), 

ap' 

worin  fOr  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  dem  Früheren  zufolge 
a = 0,6058;  //  = 0,9393 

zu  setzen  ist;  die  Curve  hat  die  r-Axe  und  eine  Gerade,  welche  mit  der 
p-A\c  in  der  Entfernung  = (1 — y)w  parallel  ist,  zu  Asymptoten. 

Für  den  Greuzfall  y = 1 ergiebt  sich  wie  früher  die  Gleichung  der 
Zustandscurve  gesättigten,  aber  trockenen  Dampfes: 

avj^  = 1 oder  pv”‘  = a (2), 

insbesondere  für  Wasserdampf  mit 

<1=  1,7049;  »1  = 1,0646. 


Die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  des  Gemisches  behufs 
einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderuug  mitgetheilt  werden 
muss,  wenn  dabei  die  Dampfmenge  constant  = y Kgr.  bleiben  soll,  ist 
nach  §.  30,  Gl.  (6) 

rfQ=((l-y-)c4-yÄ]rf< (3,1. 

insbesondere  für  y=  1:  dQ  = hdl. 


Der  negative  oder  positive  Werth  von 

^ dr  r diq  -|-  r)  r 


ist  also,  wie  zuerst  von  Clausius  hervorgehoben  wurde,  dafür  entscheidend, 
ob  einem  gesättigten,  aber  trockenen  (nicht  mit  l'lüssigkeit  gemischten 
Dampf,  wenn  er  bei  der  Ausdehnung  (Abnahme  von  t)  gerade  gesättigt 
und  trocken  bleiben  soll,  Warme  mitgetheilt  oder  entzogen  werden  muss, 
d.  h.  ob  dQ  positiv  oder  negativ  ist  bei  einem  negativen  Werthe  von  di. 
Insbesondere  für  Wasserdampf  ist  nach  §.  27,  Gl.  (4,;  die  sogen.  Gesanuut- 
wärme 

jr -fr  = 606,5  + 0,305  <, 

also  nach  obiger  Gl.  '4) 

h = 0,305  — — (5  . 

und  man  findet  diese  Grösse  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabelle  in  §.  29 

T 

beständig  negativ;  siehe  die  Werthe  von  in  §.  35.  Gesättigtem  und 
trockenem  Wasserdampf  muss  also  Wärme  mitgetheilt  werden,  wenn  er  bei 
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der  Expansion,  dagegen  Wärme  entzogen  werden,  wenn  er  bei  der  Com- 
prcssion  gesättigt  und  trocken  bleiben  soll ; auch  darf  der  Wasserdampf  bis 
zu  gewissem  Grade  mit  Wasser  gemischt  sein  unbeschadet  des  Umstandes, 
dass  die  Expansion  Wärmemittheilung,  die  Compressiou  Wärmeentziehung 
erfordert,  falls  das  Gewichtsverhilltniss  von  Djimpf  und  Wasser  constant 
bleiben  soll.  Wenn  also  bei  der  Expansion  solchen  Dampfes  nicht  Wärme 
mitgetheilt  wird,  wie  z.  B.  bei  der  Expansion  des  Dampfes  hinter  dem 
Kolben  einer  Damptmaschine,  so  muss  (im  Gegensätze  zu  der  Auuahme 
Pambour’s  in  seiner  Theorie  der  Dampfmaschinen)  eine  theilweise  Con- 
densatiou  des  Dampfes  zu  Wasser  erfolgen;  und  wenn  bei  der  Compression 
solchen  Dampfes  nicht  Wärme  entzogen  wird,  wie  z.  B.  bei  der  Compression 
des  vor  dem  Kolben  abgesperrten  Dampfes  gegen  Ende  des  Kolbenschubes, 
50  findet  Verdampfung  von  etwa  vorhandenem  Wasser,  resp.  üeberhitzuug 
des  vorher  trockenen  oder  im  Verlaufe  der  Compression  trocken  gewordenen 
Dampfes  statt. 

Wenn  aber  der  Wassergehalt  des  Gemisches  von  Dampf  und  Wasser 
eine  gewisse  Grenze  überschritte,  wenn  nämlich  y kleiner  wäre,  als  der- 
jenige Werth 

c 


wodurch  nach  Gl.  (3)  — = 0 wird,  so  würde  umgekehrt  Verdampfung  bei 
dt 

der  Expansion  und  Coudeusation  von  Dampf  bei  der  Compression  ohne 
.Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindeu;  indessen  kommt  bei 
Dampfmaschinen  ein  so  bedeutender  Wassergehalt  des  Dampfes  im  Cylinder 
nicht  vor.  Mit 

« = 1 -}-  0,00004  t -f  0,000  000  9 

ferner  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  und  die  Tabelle  in  §.  29  ergiebt  sich  z.  B. 
für  p — - 0,5  1 2 4 8 Atm. 

1,0093  1,0130  1,0179  1,0244  1,0331 

-A=  1,2439  1,1333  1,0209  0,9063  0,7894 

y = r--,  =0,448  0,472  0,499  0.531  0,567 

e — n 

Von  den  bisher  untersuchten  Dämpfen  verhält  sich  in  der  in  Rede 
stehenden  Hinsicht  nur  der  Aetherdampf  entgegengesetzt  dem  Wasser- 
dampfe, indem  für  ihn  die  Grösse  A (innerhalb  der  Versuchsgrenzen)  einen 
positiven  Werth  hat,  auf  welches  abweichende  Verhalten  zuerst  von  Hirn 
anfmerksam  gemacht  wurde,  — ■ 
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Das  innere  Arbeitsvermögen  eines  Gemisches  von  Dampf  uini 
gleichartiger  Flüssigkeit  nimmt  immer  ab,  wenn  dasselbe  so  expandirt,  dass 
die  verhaltnissmässige  Dampfmenge  y unverändert  bleibt.  Denn  nach  §.  30, 
Gl.  (2)  ist 


dq 

dt 


= c 


y 


rf() 

dt 


und  diese  Grösse  ist,  insoweit  sie  bis  jetzt  für  verschiedene  Substanzen  in 
verschiedenen  Zuständen  berechenbar  ist,  stets  positiv,  für  Wasser  z.  B. 
nach  §.27,  Gl.  (10) 

= c — 0,7'Jly, 

so  dass,  da  dt  zugleich  mit  dp  hei  der  Expansion  negativ  ist,  auch  dlJ  ne- 
gativ sein,  also  U abnehmeu  muss. 


§.  34.  Zustaiidsändcruiig  bei  constaiitein  inneren  Arbeitsvermögen. 


Wenn  U constant  ist,  so  ist  nach  §.30,  Gl.  (2)  auch 

'/  I- yp  - tW.  — • y,  1 r, 

falls  mit  y,,  y^,  (i,  die  Werthe  von  y,  y,  (»  im  Anfangszustamlc  bezeichnet 
werden.  Daraus  folgt  die  Gleichung  der  isodynamischen  Curve,  näm- 
lich der  Zustandscurve  für  dieses  Gesetz  der  Ziistandsiinderuug: 


r 


w \ y \ 


'/i_l  yit'i  — ? j 


= einer  Function  von  p,  sofern  y,  (i,  .1  Functionen  von  p sind. 
Gl. (l  i kann  auch  geschrieben  werden: 


Nach 


. _ 7i  I ■ '/i  c'i  ~ '/  , (>h  + ih  t'i )_~  y^^ 

J - y.  h-  - - , 

woraus  für  den  Fall  der  Expansion  y )>  y,  folgt,  weil  nach  der  Bemerkung 
zu  Ende  des  vorigen  §.  die  E.\])ansion  bei  constanter  verhält nissniässiger 
Dainpfmenge  mit  einer  Alniahino  von  U verbunden,  somit 


Vii»  <?i  l yiC'i 

ist.  Die  Expansion  nach  der  isodynamischen  Curve  ist  also  mit 
Verdampfung  von  Flüssigkeit  verbunden.  Wegen  dieser  Zunahme 
von  y nimmt  J nach  Gl.  i2i  bei  gegebener  Zunahme  von  v weniger  zu,  also 
■p  weniger  ab,  als  es  der  Fall  wäre,  wenn  y unverändert  bliebe.  Von 
irgend  einem  l’unkte  aus  nähert  sich  also  mit  wachsender  .Vh- 
scisse  V die  isody namischo  Curve  der  p-A.\c  weniger  schnell,  als 
die  Curve  constanter  Dampfmenge. 
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Die  weitere  Uiitersuehuug  des  Verhaltens  von  Danijif-  und  Flüssigkeits- 
remisehen  l)oi  Zu.standsänderungen  nach  der  isodynamischen  Curvc  ist  ohne 
näher  liegendes  Interesse. 


35.  ZnstandsKnderung  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  WSrme. 


Entsprec  hend  der  Voraussetzung  dQ  = (i  ist  nach  §.30,  Gl.  (f>) 


wonach,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 


/ 


0 


die  in  Rede  stehende  Zustaudsiindorung  charakterisirt  wird  durch  die 
CdeicLuug; 


a y/i  — ('uhut.  = «1  

nuter  n,,  5,  und  y,  die  Werthe  von  «,  b und  y für  den  Anfangsznstand 
'erstanden.  Die  Elimination  von  y zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Zu- 
^tandsgleichung  des  Gemisches  liefert 


V = w -\-  y/i  — w 


"x  + j 


(3) 


= einer  Ennetion  von  p,  indem  a,  b und  A durch  p bestimmt  sind.  Diese 
OI.(3’i  ist  also  die  Gleichung  der  Zustamlscurve  mit  den  Coonlinaten  e und 
f.  welche  der  in  Rede  stehenden  .\rt  von  Zustandsiindernng  entsj'richt,  d.  i. 
die  Gleichung  der  adiabatischen  Curvc. 

Diese  Zustaudsänderung  nach  der  adiabatischen  Curvc,  bezogen  auf 
ein  Gemisch  von  Wasserilampf  und  Wasser,  ist  von  besonderer  tech- 
üLscher  Wichtigkeit.  Dabei  sind  tlie  Werthe  von  A in  der  Tabelle , §.  2!t, 
enllialteu;  auch  die  Werthe  von 


r (>  f-  ApA 
T~  273  -f-< 


töuneu  mit  lliilte  der  in  jener  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  t,  p und 
■■ipA  leicht  fiir  gegebene  Werthe  von  p berechnet  werden.  Was  aber  die 
firösse  fl  bc'trifft,  so  ist  wegc*n 


aq 


10  =>  ^ + 


9 

10 


dt  und  t^T—^11?, 
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a 


{ r— 273 . + ■-  (7'— 273)» 


dt 


T t 


0 


oder  endlich,  wenn  statt  des  natürlichen  Logarithmus  (In)  der  gewöhnliche 
Logarithmus  (Iff)  zur  Basis  10  gesetzt  wird, 

(I  = 2, 431884  — 0,0002057  < + 0,00000045  . . (5;. 

Folgeude  Tabelle  enthält  die  hiernach  borechueteu  Worthe  der  Grossen 
a und  b für  verschiedene  Werthe  von  p.^ 


j) 

1 

Diff, 

i Diff 

Atm. 

t 

it 

a 

; für  It  ==  1.  j 

' für  Jl  = 1 

0,1 

46,21 

0,2 

tk),45 

0,3 

69,49 

0,4 

76,25 

0,5 

81,71 

0,6 

86,32 

0,8 

93.88 

1,0 

100,00 

1.2 

105,17 

1,1 

109,68 

1.6 

113,69 

1,8 

117,30 

2 

120,60 

2,5 

127,80 

3 

13;J,91 

U.äi 

9.04 

6,76 

5,40 

4.61 
7,56 
6,12 
5,17 
4,51 
4.01 

3.61 
3.30 
7,20 
6,11 


I 0,15660 
: 0,20047 
! 0,22737 
0,24707 
1 0,26273 
0,27577 
0,29681 
I 0,31357 
I 0,32750 
i 0,33954 
0,35013 
0,35959 
0,:i6816 
I 0,38663 
: 0,41V207 


0.0030« 

0.001R18 

0.00291 

0,0028- 

0.00283 

0.00278 

0.009U 

0,00270 

0,00287 

0,00264 

0,00282 

0,00280 

0,00237 

0,00253 


1,79917 

1,69245 

1,62927 

1,58413 

1..  54888 
l,520tX) 
1,47413 
1,4.3834 
1,40899 
1,38402 
1,36230 

1..  34312 
1,32588 
1,28924 
1,25913 


0,00719 

0,00699 

0.00668 

0.00616 

0.00626 

0,00607 

0,00585 

0,00568 

0.00551 

0.00542 

0.00531 

0.00522 

0.00509 

0.00493 


* ln  der  2.  Aiifl.  seiner  „Griiiidzilge  der  mechanischen  Wärmetheorie”, 
8.  316,  theilt  Zeiiiier  eine  beschränktere  Tabelle  dieser  und  einiger  anderer 
Grössen  mit.  Die  dafür  dort  angeführten  Werthe  stimmen  mit  denen  der 
obigen  Tabelle  im  Allgeineiiicn  (bis  auf  etwa  2 Einheiten  der  letzten  Decimal- 
stelle)  überein;  nur  die  Zeuner'sclieti  Werthe  50ti  n (dort  mit  r bezeichnet) 
für  p — ä und  p 10  Atm.,  nämlich  n = 0,44693  luid  a — 0,51297,  sind  offenbar 
fehlerhaft,  wie  das  Aenderuugsgesetz  der  Differenzen  für  Jf  = 1 erkennen  lasst. 

5 

\ 

\ 
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P 

Atm 

4 

4^ 

3 

3.0 

i> 

( 

8 

9 

10 
11 
12 

13 

14 


Jt 


139,24 

144.(X) 

14P.29 

1.52.22 
15Ö.8.') 

159.22 
165,,34 
17U,81 
175,77 
180,31 
184.50 
188.41 
192.08 
195,53 


5,S3 

4,76 

4,S9 

3.93 

3,63 

3.37 

6,13 

5,47 

4,96 

4.M 

4.19 

3.91 

3,67 

3.45 


0,41537 

0,42713 

0,43733 

0,44713 

0,45.58*; 

0,4«391 

0,47841 

0.49122 

0.50272 

0,51314 

0,522*>7 

0,53152 

0„5397i; 

0,5474t; 


Diff. 

für  It  = 

U.Ü0250 

0.U0247 

0,00245 

0,00242 

0.00240 

0,00239 

0.00237 

0,00234 

0.00232 

0,00230 

0.00227 

0.00226 

0.00225 

0.00223 


1,2,3358 

1,21129 

1.19163 

1,17395 

U571HI 

1,14322 

1,11714 

1.U9441 

1,07425 

1,05618 

1.03980 

1,02177 

1,0108« 

0.99802 


Diff. 

für  Jt  1= 

0,00179 

0.0046S 

0.00458 

0,00150 

0.00142 

0.00436 

0.00426 

U.0O116 

O.OOlO«, 

O.OIOOS 

0.00391 

0.00384 

0,00378 

0,(X»3i3 


Üm  iliirdi  Interpolation  die  Werthe  von  a und  b für  solche  Werthe 
ton  p dieser  Tabelle  zu  eutnehnien,  welche  nicht  uuiiiittelbar  darin  eut- 
ulten  sind,  kann  mau  bemerken,  da.ss  die  Differenzen  Aa  und  Ab  von  a 
and  h viel  besser  den  Differenzen  von  f,  als  denen  von  p proportional  ge- 
setzt werden  können;  denn  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabelle  liegt  Aa 
für  = 1 zwisclien  den  eugen  Grenzen  0,00308  und  0,00223, 

für  Ap  = 1 „ ,,  weiten  „ 0,4387  „ 0,0077, 

fbeaso  Ab 

für  At  = l zwischen  den  engen  Grenzen  0,00749  und  0,00373, 

für  zi/i  = 1 ..  weiten  „ 1,0672  .,  0,0129. 

ZaiD  Zweck  der  Interpolation  sind  deshalb  die  Werthe  von  t und  die  Diffe- 
renzen von  a und  b für  At  = 1 in  der  Tabelle  hinzugefügt  worden.  So 
W z.  B. 

iw  p—  1.5  Atrn.  nach  der  Tabelle  in  §.29:  l — \ \ 1,74,  also 
<7  = 0,33954  4 0,00264  (11 1,74  — 109,68)  0.34498 

Ä—  1,38402  -0.00.542(111,74  — 109,68)  = 1,3728.5, 

»ährend  die  Interpolation  nach  Proportionalwertheu  von  Ap  weniger  richtig 
liffem  würde: 

fl  = (^0,33954  4-  0,35013)  = 0,34483 

b - 1,. 38402  4-  1,362.30)=  1,37316. 

Mit  Hülfe  der  obigen  Tabelle  kann  für  ein  Gemisch  von  Wasserdampf 
»mi  Wasser  leicht  die  adiabatische  Curve,  welche  durch  einen  gegebenen 
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I’iiiikt  (p,,  p, ) gflit,  veniiittels  eiuzolner  Punkte  coustruirt  werden.  Durch 
und  i’i  sind  nämlich  mit  Kücksicht  auf  obige  Tabelle  und  die  TabeUe 
in,§.  2'J  die  Grössen 

, . , e.— 0,001 

ff,,  zJ,  und  y,  = j 

bestimmt;  zu  irgend  einem  gegebenen  Wertbe  von  p findet  man  dann  ebenso 
ff,  Ä und  J,  ^omit  v aus  Gl.  (3)  mit  (o  = 0,001. 

llinsicbtlich  der  Art  und  Weise,  wie  die  adiabatische  Curve  und  die 
f’une  constanter  Daraiifinengc,  welche  durch  denselben  Punkt  (r,  p)  gehen, 
in  diesem  Punkte  sich  schneiden,  kann  man  bemerken,  dass  dem  Früheren 
zufolge,  sofern  die  verhält nissmässige  Damiifmengc  y einen  gewissen,  durch 
Gl.  (fi)  in  §.  33  bestimmten  Grenzwerth  y'  überschreitet,  mit  der  Expansion 
des  Gemisches  nach  der  adiabatischen  Curve  eine  theihveiso  Condensation 
von  Dampf  zu  Flüssigkeit,  also  eine  .\bnahme  von  y verbunden  ist,  bei 
einem  Gemische  von  Wasserdampf  und  Wasser  bis  zu  den  höchsten  tech- 
nisch verwertheten  Pressungen  jedenfalls  immer  dann,  wenn  y ^ 0,6  ist. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Zustaudsgleicbung 

V W I y.  1 


I 


nimmt  also  hei  der  Expansion  (Zunahme  von  r)  /I  schneller  zu,  somit  p 
.schneller  ab,  als  es  der  Fall  wäre,  wenn  y unveräiulcrt  bliebe.  Von  irgend 
einem  Punkte  (i>,  p)  aus  nähert  sich  also  im  Falle  y ■ y'  die  adiahatisclie 
Curve  — 0)  der  r-Axe  schneller,  als  die  Curve  constanter  Dampfmenge 
(p  ('onst.'i,  und  da  diese  sich  nacli  §.31  der  r-.\xe  schneller  nähert,  als 
die  isoflynamische  Curve  {U  — Cimd.},  so  haben  die  im  Vorhergehenden 
*■'*  " betrachteten  ausgezeichnetenZnstandscnrven  eines 

Dampf-  und  Flüssigkeitsgemisches  in  einem  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspnnkte  (r,  p)  über- 
haupt eine  solclie  Lage  zu  einander,  wie  Fig.  I I 
erkennen  lässt.  Die  Cnrve  Q — 0 würde  im 
Punkte  (e,  ;>)  die?  Curve  y — - Vond.  berühren 
resj).  zwischen  sie  und  di(^  Curve  (!'  — ('oud.  (lür  wachsende  Werthe  von  rj 
fallen,  wenn  y - p resj>.  •<(  p'  wäre.  — 

In  Retreir  iler  Expansionsarbeit  pro  I Kgr.  des  Gemisches  hat 
man  nach  §.  30,  Gl.  (7  i wegen  d(i  i»; 

dK  ^ — dlJ, 

also  wegen  AU—  q \ yQ  nach  §.30,  Gl. (2) 

A .dh'  ~ — dq  — d ' pq) 


f 

— * 
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and  für  cino  ZustaiidsAudorung  von  endlicher  Grosse,  hei  welcher  die 
l'ressuiig  von  bis  p abuimmt,  während  die  verhältnissmässige  Üampf- 
meuge  .\ufangs  = y,  war, 

= ?j — 9 + y 1 (»I — yp ('-)• 

iMrin  sind  und  (),  durch  q um!  p durch  p hesfiramt,  wälireud  nach 
obiger  Gl.  (2) 

«1  ^ yi^i — " 

y - (7) 

ist,  in  welchem  .\usdrucke  wieder  «,  und  Aj  durch  « und  h durch  p 
ln'Stiinuit  sind. 

Nach  diesen  Formeln  ist  u.  .\.  die  .\rbeit  zu  herechnen,  welche  der 
Itampf  in  einer  Danipfinaschine.  durch  Expansion  verrichtet,  wenn  er  ohne 
Ueberhitziing  im  Cyliiider  ahgesperrt  wird  und  die.ser  gegen  Wärincvcrluste 
geschützt  ist.  Indem  aber  dabei  ausser  dem  .\nfangszustaiidc  nicht  sowohl 
die  Pressung  im  Endzustände,  als  vielmehr  das  ExpansionsvcrhUltniss 

r, 

V 

gegeben  zu  sein  pflegt,  ist  es  wünscheuswerth,  durch  eine  möglichst  einfache 
Niheruugsformel  die  Exi)ansionsarh(dt  als  unuiittelbarc  Function  der  mit 
denj  Anfangszustande  gegebenen  Gros.sen  und  dc*s  Expansionsverhältnisses  e 
aasdrfleken  zu  können.  Dieser  Zweck  ist  erreicht,  wenn  sich  die  adiahatischcj 
Cune  des  Dampf-  und  Flüssigkeit.sgemisches  durch  eine  einfache  Gleicliiing 
l>  — /'r  unmittelbar  zwischen  p uml  p darstellen  lässt;  denn  dann  ist  hei 
gpgelieuein  Expansionsgrade  e 

er 

E=  I pdp=  I /(«’)  rfr  — /■'(»’) — FU\'i  - ~ F { ' ' — 

•'  •'  ' f*  / 

t,  r, 

.Als  Form  einer  solchen  Gleichung  hat  zuerst  Kankine 

ppM  — Cond.  — p^p^"• (8) 

vorgeschlagen  analog  der  Gleichung  pv“  - - Cond,  der  adiabatischen  Curve 
eines  Gases  (§.  20j.  Dabei  wird  zwar  der  Exponent  m nicht  (wie  dort  der 
Kxponent  n < constant,  sondern  eine  Function  des  Expansionsverhältnis.ses 
' miil  der  den  Aufangszustand  bestimmenden  Grössen  p^  und  y,  sein;  in- 
diTsen  wird  die  Gleichung  (8j  schon  dadurch  als  i>raktisch  brauchbar  ge- 
nn-htfertigt,  dxss  sich  m als  hinlänglich  wenig  mit  e,  p^  und  y,  veränderlich 
heraasstellt,  um  dafür  hei  gewissen  Gruppen  von  Aufgaben  ohne  wesent- 
lichen Fehler  constauto  Mittclwerthe  setzen  zu  können. 
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Zur  Bestimmung  dos  Exponenten  m bei  gegebenen  Werthen  von  e,  p, 
und  pj  insbesondere  fllr  ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser 
ist  es  mit  Rücksicht  auf  die  Einrichtung  der  Tabellen  in  diesem  §.  und  in 
§.  29,  welche  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  unmittelbar  als  Functionen 
der  Pressung  enthalten,  am  bequemsten,  diese  Bestimmung  zunächst  für  ge- 
gebene Werthe  von  p,  p,.  und  auszufUhren,  wodurch  dann  bei  gleich- 
zeitiger Bestimmung  des  entsprechenden  Werthes  von  c auch  der  Zusainmeu- 
hang  zwischen  m und  c,  p,,  y,  sich  ergiebt.  Mau  findet  daun  nämlich 

zunächst  y aus  Gl. ' 7), 

dann  e—  0.001  -f-  y.l;  c,  = 0.001  y■^A■^  \ r = — 

r 

und  aus  Gl.  '8) 


Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  verschiedene  Werthe  von  y^,  p, 
und  p,  welche  zwischen  solchen  Grenzen  gewählt  sind,  dass  dieselben  bei 
den  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  technischen  .Anwendungen 
selten  erheblich  überschritten  werden,  die  in  den  folgenden  Tabellen 
enthaltenen  Werthe  von  y,  e und  ni. 


1)  y,  = 1. 


p = 0,5 

1 

2 -4 

f 

! y = 0,8541 

0,8844 

0,9182  0,9564 

8 1 e = 0,0863 

0,1602 

0,2962  0,545.3 

' 1 1,1319 

1,1356 

1,1.493  1,1432 

y = 0,8882 

0,9211 

0,9581 

j,,  = 4 . 1 e-- 0,1.592 

0,2949 

0..5442 

' m ^ 1,1815 

! 

1,135:4 

1.1394 

1 y = 0,9241 

0,9598 

1 

p,  = 2 ‘ e =■  0,2934 

0,5428 

i 

' m = i,i;km 

i.i.m 

' 

y - 0.9615 

p,  = 1 e = 0,5412 

' m =>  1,1291 

i 
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2)  y, 

= 0,9. 

1 

p =*  0.5 

1 

1 

2 

, 4 

1 

1 

( 

y = 0,7834 

0.8083 

i 0,8357 

' 0,8661 

P.  = 8 

e =-  0,0847 

0,1578 

0,2930 

0,5421 

1 

1 

in  =.  1,1234 

1,1264 

1,1293 

1.1322 

1 

1 

1 1 

1 y ^ 0,8100 

0,8369 

1 0.8667 

1 

P,  = i 

e = 0,1.571 

0,2922 

0,.5415 

1 

\ 

«1=1,1235 

1,1268 

; 1,1301 

1 

1 

y = 0,8385 

0,8676 

1 

P.  = 

e = 0,2910 

0,6405 

1 

m = 1.1231 

1.1265 

( 

y = 0,8686 

P,  = 1 

1 e = 0,5392 

1 

1 »1  = 1,1222 

! 

3)  Pi 

= 0,8. 

! p = 0,5  ! 

1 

2 

r^'  ■ ■■ 

4 

1 

1 

y = 0,7128 

0,7322 

0,7532 

0,7757 

P.  =8.  1 

e = 0,0828  ' 

0,1550 

0,2891 

0,5382 

1 

m = l.lWl 

1.1152 

1.1172 

1,1187 

i 

y = 0,7318  1 

^ 0,7527 

0.7753 

P.  =4 

e = 0,1546 

0,2889 

0,5382 

1 

m = 1,1139 

1,1164 

1.1187 

t 

,/  = 0.7.529  ' 

0,7754 

1 

tM 

II 

.1 

e = 0,2881  ' 

0.5376 

\ 

1 

m=  1,1141  ' 

1,1168  j 

f 

y = 0,7757  ' 

P.  = 1 

e = 0,5367 

1 

m 1.1137 

1 

I 

1 

In  jeder  dieser  3 Tabellen  findet  man  die  Differenzen  der  nebenein- 
ander stehenden  Werthe  von  m nabe  gleich  gross  ebenso  wie  die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Werthe  von  Ige,  so  dass  sicli  ttlr  einen  gege- 
•»enen  Werth  von  y,  näherungsweise  setzen  lässt; 

m ~ a b . lg  e , 

nnter  b eine  Constante  und  unter  a eine  Function  von  verstanden,  welche 
wit  grosser  Annäherung  durch  die  Formel 
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a = a — y Igp^ 

ansgrdrückf.  worden  kann,  so  da.ss  sehliosslicli 

m~a  — ßp^Arykv^-\  b/gp (9) 

wird,  während  «,  ß,  y,  b nur  noch  von  y^  ahliäiip;iK  bleiben.  Insbesondere 
erfiiebt  sich  auf  Grund  obiger  Tabellen  für 

g,-\-.  VI  — 1,1  S.3 1 — 0,0004  p^  + 0,01 88  ^gp^  + 0,01 4 blge 
y,  = u,9:  ,«  = 1,1 250  — 0,0000  py  + 0,0105  lgp^  + 0,01 17  Igt 
y,  ={\H:m=  1,1  1 00  — 0,0008  y,  -|  0,0124/y/»,  -f  0,0081  /ge, 
worin  p^  in  Alm.  ansgedriiekt  voransg(“setzt  ist  und  /g  einen  gewolmliclvii 
Logarithmus  zur  B.^sis  10  bedeutet.  Die  hiernach  berechneten  Werthe  vou 
m differiren  von  den  Tabellenwerthen 


für  y,  = 1 0,9  0,8 

um  höchstens  0,0002  0,0004  0,0005. 

Mit  entsprecheniler  Annäherung  kann  m für  andere  Werthe  von  y,. 
welche  0,75  sind,  nach  Gl.  (9)  berechnet  werden,  wenn  darin  gesetzt 
wird : 

u — 1 ,00 1 4 -I-  0. 1 92  y,  •—  0,0C  y,  * 

ß—  0,0024  — (t,002y, 

7 = — O.0852  + 0, 1 94  y,  — 0,09  y,  * 
b — — 0,0495  -|-  0, 1 04  y,  — t),0 1 y,  2. 

Zn  einer  einfacheren,  wenn  auch  weniger  genauen  Formel  für  m führt 
ilie  llemerkung,  da.ss  die  Werthe  von  m in  den  obigen  9 Tabellen  sich  mit 
/»,  erbeblich  weniger  und  weniger  regelmässig  ändern,  als  mit  y,  und  dass 
wenn  man  deshalb  für  diejenigen  Werthe  von  w«,  welche  gleichen  Werthen 
von  p lind  verschiedenen  Werthen  von  y,  entsprechen,  ihre  Mittelwerthe 
setzt,  mit  mindestens  derselben  Annäherung  auch  die  Diflerenzen  die.scr 
Mittelwerthe  einaniler  gleich,  also  den  in  den  Tabellen  constanten  Diffe- 
renzen von  Igp  pro])ortiünal  gesetzt  werden  können.  Setzt  man  somit 

w = « -)-  b/gp, 

, /«’i 

so  ist  auch  wegen  y = y,  I — ) —Pif'“  nach  Gl.  fS) 

' t’  / 


m — * n -f  b /gPi  -j-  m/ge)  ■ 


n-\  /gp,  n . 1 

. ..  ,,„t  <{  = , ß~ 

ß — Ige  b b 


a -]  b /g  y, 

' 1 — h/ge 

.\uf  Grund  der  obigen  tabellarischen  Ausrechnungen  findet  man,  wi'iin 
wieder  y,  in  Atm.  ausgedrückt  ist  und  lg  einen  Logarithmus  zur  Rasis  10 
bedeutet. 
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für  y,  = 1 0,9  0,8 

«—81,9.5  111,85  201,04 

72,20  99,.30  180,18 

und  din  liioriiacli  beroclinck'n  W^rtlio  von  m difforiron  von  den  Taln'llen- 
«erthen 

fiir  y,  = 1 0,9  0,8 

nni  höchstens  0,00 1 7 0,0()11  0,0013. 

Für  andere  Werthe  von  y,  '>  0,75  kann  m nacli  der  Formel 

81.95  -i-  2983(l-y,)2_}./^^, 

«I  — - — . V I 10) 

72,20  + 2 (05  ( 1 — y, )-  — /yc 

herechnet  werden. 

Will  man  sieh  mit  einer  noch  fieringeren  Annäherung  hegniigen,  so 
kann  man  hemerken,  dass  der  Kxponent  m in  geringerem  Grade  von  y, 
lind  e,  als  von  y,  .ahhängt,  so  dass  er  liehnfs  einer  ersten  Annäherung  als 
Fuuction'von  y,  allein  dargestellt  werden  kann.  In  der  That  weichen  die 
Mittel  der  je  10  einzelnen  Werthe  von  m in  den  obigen  Tabellen,  nämlich 
fiir  y,  = 1 0,9  0,8 

»(=1,13.50  1,1204  1,1158 

um  höchstens  0,01)82  0,0058  0,(H>29 

von  den  betreffenden  Kiuzelwerthen  ah,  während  sie  von  ihrem  Hauptmittel 
= 1,1257  bis  zu  0,(M199  differireii.  Jene  Mittelwertlie  lassen  sich  aber 
in  der  Formel 

m—  1,035  -I  0,1  y, 11) 

z««immenfassen,  welche  für  y,  0,7  aus  ähnlichen  Froherecliniingen,  wie 
die  eben  mitgetheilten,  von  Zenner  abgeleitet  wurde.  — 

Wenn  nun  auf  diese  Weise  der  Ex|»onent  m in  d(‘r  voransgesetztc'ii 
Zustandsgleiclmng  (8)  den  Umständen  ents]irechend  angem(‘ssen  bestimmt 
wird,  so  können  auf  die  ohne  Mittheilung  oder  F.utziehnng  von  Wärme 
.'tatttindende  Znstandsänderung  d(>s  in  liede  stehenden  Gemisches  ohne 
Weiteres  die  Formeln  in  §.  20  angewendet  werden,  insoweit  in  denselhi'ii 
die  Temperatur  nicht  vorkommt,  deren  Beziehungen  zu  p und  e dort  mul 
hier  wesentlich  verschieden  sind.  Ist  also  ausser  dem  .\nfangszustandc  das 
Kxpansionsverhältniss 


V 


L’egebcn,  so  ist  nach  §.  20,  Gl.  (4)  die  Expansionsarbeit  pro  1 Kgr.  des  Ge- 
misch c.s: 
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Pl\  (12; 

m — 1 

und  unmittelbar  nach  Gl.  (8)  die  Pressung  im  Endzustände 

p = p^e”‘ (13). 


Durch  p sind  auch  die  übrigen  davon  abhängenden  Grössen  bestimmt  (für 
ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  nach  der  Tabelle  in  §.  29i, 
unter  anderen  die  Grösse  d,  womit  dann  aus  der  Gleichung 


V = ~ ^ w yd 

auch  die  verhältnissmässige  Dampfmenge  im  Endzustände 


gefunden  wird. 

Handelt  es  sich  um  Compressiou,  so  kann  freilich  der  Coefficient 
OT,  welcher  in  diesen  Formeln  den  Ant'angswerthen  p^,  y,  uud  dem  gege- 

benen  Compressionsverhältnisse  e — — * > I entspricht,  nach  obigen  Re- 
geln nicht  direct  bestimmt  werden;  man  müsste  vielmehr  zu  dem  Ende  die 
obigen  Tabellen  unter  1).  2;  und  3)  i'oder  andere  entsprechende  Ausrech- 
nungen I zur  Darstellung  von  m als  F unction  der  dortigen  Grössen  p,  y und 

von  — benutzen.  Indessen  kann  man  in  diesem  für  die  Anwendungen 
e 

weniger  wichtigen  Falle  mit  einem  vorläufig  augenonuneneu  Werthe  von  m 
nach  Gl.  13)  und  (14  , die  Grössen  p und  y berechnen  und  dann  nach  den 
oben  für  m aufgcstellteu  Formeln,  in  welchen  diese  Werthe  p und  y für 

und  yj  sowie  ^ für  c zu  setzen  sind,  die  Zulässigkeit  des  angenommenen 
e 

Werthes  von  m prüfen.  Die  zur  Compressiou  pro  1 Kgr.  aufzuweudende 
Arbeit  ist 


E= 

m — 1 


— 1 ; . 
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$.  3<!.  .Miseliiini?  zweier  Danipr-  iiikI  FliissiK'keltNK'eiiiisehe  von  ii^'lelelier 
Art  und  verseiiiedeneiii  Ziistiiiide. 

Kill  liofass  -i,  eiitlialtc  «i,  Kjrr.  eines  (lemisclies  von  I)aiii|il'  iiihI 
(.'leieliartiger  Flüssigkeit;  ilie  l’ressnng  sei  — - /),,  die  l)ani|it'menge  — - 
in  1 Kgr.  des  (ieinisehes. 

Kill  zweites  Getass  A.^  entlialtc  Kgr.  eines  Dainiit-  und  Flüssig- 
keitsgemisclies  von  d<*rsell»en  .\rt  wie  d;is  Gewiss  A^ ; die  1’re.s.sung  in  ./» 
sei  = p^,  die  l)ani|ifnu!iige  — in  1 Kgr.  des  Geiiiisclies. 

Wenn  beide  Getiissc  in  Coinniuiiiiaition  gesetzt  werden,  so  bildet  eine 
Mischling  statt,  eine  nicht  unikehrhare  Ziistandsilndernng,  deren  stetiger 
Verlauf  sieh  einer  retdinungsniässigen  Untersuclinng  ent/.ielit.  Dagegen  ist 
es  leicht,  den  Zustand  z.n  ermitteln,  welchen  die  Masse  in  dmi  vereinigten 
GeEis-smi  angenuininen  haben  wird,  nachdem  die  Itewegung  anfgeliürt  hat 
und  iMiie  gleichförmige  Mischung  eingetreten  ist,  falls  die  Warinemenge 
-=  U gegeben  i.st,  welche  unterdessen  etwa  von  aussen  durch  die  Wandnn- 
geii  der  Gefasse  hindurch  der  Masse  mitgetheilt  wurde.  Dieser  Zustand  ist 
bestimmt  durch  die  l’ressnng  p und  die  Itamiifmenge  — y in  1 Kgr. 
des  resnltirenden  Gemische.s,  vorausgesetzt  da.ss  letztere  nicht  T''  1 gefunden 
wird  als  Zeichen  des  eiiigetretenen  Zustandes  der  Ueberhitzung. 

baue  erste  tlleie.hung  zur  Bestimmung  dieser  beiden  linbekannten  p 
and  y ergiebt  sich  aus  dem  Umstande,  dass  das  Gesammtvidiimeii  sich  nicht 
geändert  hat.  Ist  nämlich  das  Volumen  des  ersten,  das  Volumen 
des  zweiten  GefUsses,  so  ist 

T\  — - M,  'w  -f  iJi /I, );  lg  — <«g  («’  + y^X) 
und  das  Volumen  des  resultirenden  Gemisches 

K,  4-  Tg  — (wi,  -f  i«g)Ge  -|  y/l;, 

folglich 

'»I  + »‘g  iy^ yi  A 4 '"»yg-  Jg n). 

Feruer  ist  nach  der  allgemeinen  Gleichung  des  Arbeit.svermögeiis 
— §.11,  Gl.  4)  — für  jedes  der  beiden  ursiirünglichen  Gemische 
d (L  4-  U^  = dM  + dp  4 IV.  dQ. 

Wenn  man  für  jedes  von  beiden  ilas  Integral  dieser  (»leichung  über 
den  ganzen  Verlauf  ihrer  gegenseitigen  Mischung  ausdehut,  wohei 

und  .11'^,  J\,  (J.j 

die  .teiideruiig  des  inneren  Arbeitsvermögens,  die  .Vrbeit  des  äusseren  Drucks 
Gr«sbof,  theuret.  Mattchini'Blebrü.  I.  12 
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uud  die  niitgetheilte  Wärme  für  das  erste  resp.  zweite  Gemisch  bedeuten 
sollen,  so  ergiebt  sich  bei  Abstraetion  von  Massenkräften  und  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  zu  Anfang  und  zu  Ende  Ruhe  statttiudet.  die  resultireude 
.\enderung  der  lebendigen  Kraft  L folglich  für  jeden  von  beiden  Theilen 
0 ist, 

Jr,  /',  i /ry,,  = ~ WQ^. 

Hieraus  folgt 

A Ar  Pi)=  oder  A{AU,  4 AUt)=Q, 
weil  die  .\rbeiten  P^  und  I\  nur  von  dem  gegenseitigen  Itruck  zwischen 
Udden  Gemischen  herrflhren,  somit  Z',  ~ G ist.  und  weil  ebenso  die- 

jenigen Bestandtheile  von  Q,  nud  welche  von  dem  gegenseitigen  Wärme- 
austausch herrühren,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Indem  nun  die  Körper- 
wärme oder  der  Wärmewerth  des  inneren  .\rbcitsvermögens  beider  Gt^ 
mische  zusammen  = 

im  Anfangszustande  = »1,  (g,  ,Vi  (»1 ) -j- »c.  (?ä  ' 

und  im  Endzustände  = (m,  -j-  in^)(q-\-  .Vp) 
ist,  ergiebt  sich 

(»I,  + "'ä)(9  + yp)— +yiPi  ' -f  "'ä(fs  + .VaPa)-!  • • (-'• 

In  diesen  Gleichungen  (1 , und  (:!;  sind  q,  p uud  J l'unctioneu  von  p; 
aus  der  Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  y entsteht,  ist  p durch 
Probiren  zu  ermitteln,  wonach  sich  y aus  Gl.  fl)  ergiebt. 

Wenn  insbesondere  Q=0  ist  und  p,  4 vorausgesetzt  wird,  so  ist 
für  gewisse  Anwendungen  von  Interesse  die  Frage  nach  deijcnigen  Wärme 
= Q^  resp.  öj,  welche  der  in  den  communicironden  Gefässeii 
nach  erfolgter  Mischung  in  Ruhe  gekommenen  Gesamintmasse 
mitgetheilt  resp.  entzogen  werden  musste,  um  ihre  Pressung 
von  p bis  p,  zu  erhöhen  resp.  bis  p^  zu  erniedrigen.  Die  erstere 
Wärme  ist  nach  §.  ,S2,  Gl.  (2; 


Qt  —i'i'i  -f  "'3) 

=-  hll^  -[-  m^) 


?i— 9 + yp 


oder,  wenn  für  y.d  und  yp  die  Werthe  aus  Gl.  (1)  uud  (2)  substituirt  werden. 


Qi  =G/(,  -f  wfj.)  -f 


'iyi4  + '"aya-^a  Pi^ 
/»,  -|  A, 


8 (?1_+  yiPi)+  'V.ffa 
;«]  -|-  («2 


yaPa)  , „ 

+ ? I 
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= »h  y,  (>,  + "'s y*  4 j'  — "'i  y»  pi  — «'s  (?*  -I-  y^  ('s ) 


oder 


Q,=. 


9i  9s  H Vi  4 f 


PsV 

'■4 

44 

(3^-, 


die  specif.  lianipfmenge  y',  welche  nach"  Mittheiluug  dieser  Wärme  die  re- 
sultirende  Mischung  besitzt,  ist 


yj  «I,  y,  4 


^ =4 - 


I ys  ^s 


^"'i  "'s 


(4). 


Die  Wärmemenge  Q,  ist,  wie  aus  Gl.  (3)  und  aus  §.  32,  Gl.  (2j  ersichtlich, 
tierjeuigeu  gleich,  welche  der  Masse  Wj  im  Gefösse  vor  der  Mischung 
hätte  mitgetheilt  werden  müssen,  um  ihre  Pressung  bis  zu  erhöhen;  ihre 
specif.  Danipfmenge  wäre  dadurch  zunächst 

' ys 

~ 

geworden,  und  erst  nach  Herstellung  der  Commuuication  zwischen  beiden 
Defössc'n  hätte  sich  die  mittlere  specif.  Dampfmenge 


h 


"'s  .Vs 

7«,  -{-  77/ j 

ergehen. 

Die  Wärme  ergiebt  sich  offeid/ar  aus  Gl.  (3)  durch  Vertauschung 
der  Marke  1 mit  der  Marke  2 und  Multi|ilicatiun  des  ganzen  Ausdrucks 
mit  — 1 ; sie  ist  also 


4 


r 

9i  -l'.'/,  4 

I Qi 

--  777, 

|9s-- 

j - 

4jj 

= 777, 

9i  — 

L 

9s  4 yi  -4, 

;c)l 

(5) 


— derjenigen  Wärme,  welche  der  Masse  ?77,  im  Gefiisse  vor  der  Mischung 
hätte  eutgogen  werden  müssen,  um  ihre  Pressung  bis  zu  erniedrigen. 
Die  specif.  Dampfmenge  der  resultirenden  Mischung  nach  Entziehung  dieser 
Wärme  ist 

-/ ^ ”'i  yi  -f  777g  yg  4 

^ 4 ("'i  4 "'s  ) 4 


(«)• 


12* 
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III.  Uehcrhitzter  Dainj)!'. 

37.  Erfahruii^’siiiiisMi^e  (•riindlaireu. 


Um  das  Vcrhalfcii  ül)orIiitzttT  Dämpft!  mit  Hülfe  der  allnemeiiieii 
Formeln  der  meclianisdieii  Wärmet lieorie  unter  belit'hifr  Keftebenen  Uni- 
stämleii  nntersuclien  zu  können,  ist  die  Kenutuiss  ihrer  ZustanilsKleiebuii", 
d.  b.  der  llezieliuuf'  zwiselien  ileni  specif.  Volumen  «■,  der  Pres.sunx  p und 
der  Temperatur  t resp.  7’—  273  -j  t erforderlieli.  In  allseitif?  befriedifteu- 
der  Weise  und  gleieliniässif'  ziifrelfeud  für  ileu  "anzen  Umfaii|i'  des  /.ustamls- 
geliietes  vom  Zustanile  iler  Sättigung  bis  zum  entgi-gengesetzten  (Irenzzii- 
stanile  (dem  (iaszustamleX  also  von  versehwindeml  kleiner  bis  zu  uueuillieh 
grosser  Ueberhitzuiig,  bat  diese  Zustandsgleiebuug  bisher  iiielit  aiifgestelli 
werden  können,  weil  die  dazu  nötliigeu  erfabruiigsmässigen  Grumllageii 
iioeli  nicht  in  genügendem  Umlänge  vorbauileu  sind. 

Dieselben  belrell'eu  zunächst  ilie  .\bweichuugen  der  Dämpfe  vom 
Mariolte’schen  uiiil  (i  a y- Uussae’schen  Gesetze,  welche  imlessen 
(insbesonilere  von  Hegnault)  hauptsächlich  nur  für  solcht!  Zustiimle  näher 
untersucht  worden  siud,  welche  ilem  Gri'uzzuslamle  der  Sättigung  nicht 
nahe  kommen.  Wenn  ilas  specif.  Volumen,  ilie  Pressung  iiml  die  Temjw'- 
ratiir  für  zwei  verschiedene  Zustämle  mit 

*0!  Pa-  »"'•  »’i-  /'!•  U 
bezeichnet  werden,  und  wenn 

M ' für  Ulul  p^  = 

•’l» 

p\ 

für  ty  ^ null  r,  — r„, 

Pu 


Pi  *'i 

M für  /,  null  r,  - r„,  also  //,  • /<„ 

gesetzt  wird,  so  sollte  nach  ilem  Mariotte’schen  und  Gay- Uusi.sac’scheu 
Gesetze 


7', 


III  = lll^  — iiml  « = 1 

z I, 


sein.  Die  Hegnault’schen  Versuclie  aber  ergaben  m und  »«,  bei  gleichen 


Wertlien  von  und  (nämlich  — 0 und  = 1(Ü<!  um  so  mehr 


T, 
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je  Krosser  p„  war,  bei  Kli'ieheit  Wertlieii  von  />„  zuilein  m etwas  ■ »i,, 
endlidi  n bei  gleichen  VVerthen  von  = <,  um  so  mehr  > 1 , je  grösser 
/»,  und  /<„ — p^  waren;  die  .-IbweichuiiKOii  wacliseu  also  mit  der  VerdiehtiniK 
des  I>ani|tfes,  d.  h.  mit  seiner  .Iniiilheruiig  an  den  SättiKUHKSzustand.  Hei- 
i^pielsweise  tiir  Kob  lensUureilampt'  siml  die  (lefundenen  Wertbe  von  «i, 
»I,  und  « in  (ölgendeii  Tabellen  /.usammengestellt,  wobei  für  die  iVessungen 
die  sie  messenden  yiieeksilbcrhölien,  in  Millimetern  aiisgedrückt,  gesetzt  sind.* 


/„  = ();  <,  = UM». 


Pl 

1 

m 

7»H1  1 

1.3710  • 

2.520  ! 

1 
! 

1,3845 

1 

Pi 

' Pu 

r » 

:i,28 

701 

1 i 

j 1.008 

;i.:il  1 

1123 

i 2780 

1 1,013 

:i.;!2  1 

2ii;i 

1217 

1,010 

318C 

i;205 

1,020 

.1180 

11.52»;  ' 

' 1,»I87 

1 

;!iKii 

1 11045  1 

1 1,081 

3S07 

7.150 

l,o;i5 

;i8<i7 

1 1 105 

1,077 

.1.20  1 

4877 

0332 

1,01»; 

:i.2o  1 

4877 

! 14.177 

1,107 

Pu 

1 »*. 

7.58 

1 i,:i»:8(5 

!Hll 

1.3004 

1743 

i 1,37.52 

3580 

1,38»K( 

1 1 

' Pi  ; Pu 

H 

1 3.20 

; 4870  14178 

1,1»K» 

1 •‘Ud 

1 »W20  ; 12701 

i.»m;o 

' ;},io 

' »ysgo  ; 20284 

1,177 

1 ;i.i5 

i 8.105  1 1518;! 

1.081 

' 3.15 

1 8;101  1 2O700 

1.100 

1 ■•U5 

[ 8;t05  20048 

1,107 

1 2.08 

0018  174.50 

1.1»M» 

2.08 

0»I20  20701 

1.1.50 

] 2,»i8 

0010  j 20080 

1,154 

-Inf  WiLsserdampf  haben  sieh  di«?  Itegnault’schen  l'ersuehe  in  dieser 
Hinsicht  noch  nicht  iTstreekt.  Zwar  fand  Siemens,**  dass,  wenn  gesättigter 
'Vasserdampf  von  1 ,\tm.  Pressung,  also  t ^ lOO",  getrennt  von  Wa.sser 
unter  eonstantem  atmosphärischem  Itniek  weiter 

lim  10“  2f>,5“  Sti.l“  erhitzt  wird, 

* er  sich  5 1 3 2 Mal 

so  stark  ansilehnt.  als  atinosph.  Luft;  indessen  beilürfen  diese  .Ingaben  einer 
weiteren  Bestätigung  und  Krgän/.nng.  um  als  zuverlässige  (irundlage  für 
die  .Ableitung  allgemeiner  Formeln  dienen  zu  können,  indem  Fairbairii 


• Mem  de  l’Acad.  Koy  tles  Sc.,  T.  21,  p.  112,  117,  3HS— 30:1. 
’*  Civil  Kngin.  and  Archit.  Journ.  1852,  p.  201. 
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und  Tate*  den  .\usdphnang8Coefticienten  dos  wenig  Überhitzten  Wasser- 
dampfes zwar  auch  viel  grösser  fanden,  als  denjenigen  der  Luft,  indessen 
mit  der  Ueherhitzung  so  schnell  abnehmend,  dass  (-r  ini  Widerspruch  mit 
den  ohigen  .\ngaben  von  Siemens  schon  wenige  Grade  über  der  Sättigungs- 
teinperatur  dem  Ausdehnungscoefticienten  der  Luft  nahe  gleich  werden  soll. 

Andere  Versuche,  das  Verhalten  der  Dämpfe  betretfend,  beziehen  sich 
auf  ihre  specif.  Wärme  Cp  bei  constanter  Pressung,  welche  nament- 
lich auch  von  Regnault  für  eine  grosso  Zahl  von  Dämpfen  bestimmt  wor- 
den ist.**  Ob  und  nach  welchem  Gesetze  etwa  diese  Grösse  mit  dem  Zu- 
stande des  betreffenden  Dampfes  sich  ändert,  ist  freilich  mit  Bestimmtheit 
noch  nicht  aufgeklärt.  Für  die  Kohlensäure  wurde  zwar  aus  Versuchen, 
bei  denen  ihre  Temperatur  zwischen  — .30"  und  -j-  210®  lag,  eine  sehr 
merkliche  Zunahme  von  c,,  mit  der  Temperatur  nachgewiesen,  indem  daraus 
(bei  atmosphärischer  Pressung)  gefolgert  werden  konnte: 

Cp  0,1870  0,2145  0,2.396 

für  t = 0"  100"  200". 

Indessen  ist'  es  möglich,  dass  dieser  bedeutenile  Einfluss  der  Temperatur 
haupt.sächlich  auf  einer  der  Koblen.säure  eigenthümlichen  Veränderlichkeit 
ihres  ^Slolekularzustandes  beruht  und  nicht  allgemein  mit  der  (bei  diesen 
Versuchen  in  der  Thal  nur  sehr  geringen)  Abweichung  vom  Mariotte’schen 
und  Gay-Lussac’schon  Gesetze  zusammeubängt;  auch  konnte  Regnault  bei 
anderen  Versuchen,  bei  denen  unter  übrigens  ähnlichen  Umständen  die 
Pressung  der  Kohlensäure  im  Verhältniss-1  : 8 verschieden  gewühlt  wurde, 
einen  EinHnss  der  Pressung  auf  Cp  mit  Sicherheit  nicht  erkennen. 

Für  Wasserdampf  von  atmosphärischer  Pressung,  für  welchen 
Regnault  früher  Cp  — - 0.475  gefunden  hatte,  liegen  4 neuere  Versuchs- 
reihen vor,  aus  denen  sich  für  die  Teniperaturintervalle 
t 127,7  bis  231,1;  1.37,7  bis  225,9;  124,3  bis  210,4;  122,7  bis  216.0 
Cpz^.  0.4688  0,4811  0,4808  0,4796 

als  betreffende  Mittelwerfhe  ergaben.  Den  ersten  dieser  Werthe  erklärt 
Regnault  selbst  für  weniger  zuverlässig;  .aus  den  übrigen  ergiebt  sich  im 
Mittel 

Cp  ^ 0,4805. 

Uehrigens  sind  die  obigen  Temperaturintervalle  zu  wenig  unter  sich 

* Phil.  Magazine.  Vol.  .XXI.  1861,  p.  233. 

**  Er  berichtet  darüber  im  2.  Bande  seiner  ..Relation  des  ex])erienres 
enireprises  pour  döterminer  les  principales  lois  et  les  donnecs  immeriqnes  qui 
entrent  dans  le  calcul  des  marhincs  ii  vajieur“,  welcher  1862  als  Tome  XXVI 
der  Mtäm.  de  l’Acad.  des  Sciences  de  ITust.  imper.  de  B'rauce  erschienen  ist. 
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verschiedeu,  als  dass  diese  Versuche,  über  eine  etwaige  Veränderlichkeit 
der  specif.  Wärme  Cp  des  Wasserdampfos  mit  dem  Grade  seiner  lleber- 
hitzQBg  irgend  einen  Aufschluss  gewähren  könnten.  Die  Prüfung  dieses 
Umstandes  hat  Hegnault  späteren  Versuchen  Vorbehalten.  — 

lu  Betreff  des  Wasserdampfes  sind  ferner  zweierlei  V'ersuchsreihen 
von  Hirn  besonders  werthvoll.  Die  erstere  betrifft  das  direct  durch  Wä- 
gnng  bestimmte  specif.  Volumen  v bei  verschiedenen  Pressungen  p und 
Temperaturen  f.  Die  wesentlichen  Resultate  dieser  Versuche*  sind  in  fol- 
gender Tabelle  enthalten. 


e 

p Atm. 

‘ ' 

1? 

: /)  Atm. 

1 

t 

1,74 

1 

1 118,5 

0,4822 

4 

165 

1.85  j 

1 

111 

. 0,522 

4 

2(K) 

0,92  ' 

2,25 

200 

1 0,5752 

4 

246 

0,697 

3 

200 

0,3758 

5 

162,5 

0,591 

0,fö74 

3,5 

3,5 

196 

246,5 

0,414 

1 1 

5 

205' 

Die  andere,  iin  Jahre  1866  in  Gemeinschaft  mit  Cazin  ausgefUhrte, 
Reihe  von  Versuchen  betrifft  die  Zustandsirnderung  des  überhitzten 
Wasserdampfes  nach  der  adiabatischen  Curve  zunächst  für  den 
Fall,  da.ss  er  im  .\nfaugs-  oder  Endzustände  gesättigt  und  seine  Pressung 
der  atmosphärischen  gleich  ist.  Zur  Begründung  einer  demnächst  vorzu- 
nehmendeu  kleinen  Moditication  der  aus  diesen  Versuchen  zu  ziehenden 
Folgerung  ist  es  nüthig,  die  Versuchsmethode  hier  kurz  anzudeuten.  Ein 
cylindrischcs  Gefäss  von  Kupfer  war  an  den  Enden  mit  durch  Glasplatten 
verschlossenen  Oeffnungen  versehen,  so  dass  zur  Beobachtung  der  Vorgänge 
im  Inneren  des  Gefässes  durch  dasselbe  in  der  Richtung  seiner  .\xe  hin- 
durch gegen  einen  hell  beleuchteten  weissen  Schirm  gesehen  werden  konnte. 

■Ins  iliesein  GeßLsse,  welches  durch  ein  Oelbad  längere  Zeit  auf  constauter 
Temperatur  f,  erhalten  wurde,  so  dass  auch  der  dasselbe  erfüllende  über- 
hitzte Wa.sserdainpf  diese  Temperatur  annehmen  musste,  Hess  man  den  ^ 
Hainpf,  nachilem  kurz  vorher  seine  Pressung  pj  beobachtet  worden  war, 
durch  eine  plötzlich  geöffnete  so  weite  Mündung  in  die  äussere  Luft  theil- 
weise  ausströmen,  dass  in  der  entsprechend  kurzen  Zeit,  während  welcher 
die  Pre.ssung  des  zurückbleibenden  Dampfes  dem  äusseren  Drucke  p^  gleich 
wurde,  nur  eine  sehr  kleine  Wärmemenge  aus  dein  Oelbadc  durch  die  Ge- 

• G.  A.  Hirn,  Thöorie  mik-auique  de  la  chalcur,  preraiere  partie:  Ex- 
position analjtiquc  et  experimentale,  2.  ddit.,  1865,  p.  202. 
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fitsswarul  tiiuilurch(ropin};on,  also  dom  Dampfe  mitgetheilt  worden  sein 
konnte.  Hei  wiederholten  Versnclien,  derselben  Anfanpstemperatnr 
nämlich  derselben  Temperatur  des  Oelhades  eiitsiireehend,  wurde  nun  die 
anfäiiKliehe  Pressung  nach  uml  nach  so  lauge  verändert,  bis  der  iia«-h 
«ler  Ausströmung  zurückhleihemlc  I)am]d‘  gerade  gesättigt,  war,  wa.s  daran 
erkannt  werden  konnte,  dass  hei  einer  nur  sehr  wenig  gröss(Ten  Anfaugs- 
pressung,  also  bei  sehr  wenig  geringen^  Ueherhitziing  sieh  voriihergeheiid 
Nebel  von  condensirtem  Witsser  im  Inneren  des  (JefÜsses  zeigten,  während 
hei  kleinerer  .Infangsiiressung  das  Gefäss  vollkommen  diirehsiehtig  blieb. 
Auf  diesen  besonderen  Werth  von  p^,  hei  welchem  somit  durch  die  bekannte 
atmos])härischc  Pressung  nicht  nur  die  ihr  gleiche  Pressung  sondern 
auch  als  entsprechende  Sättigungstemperatur  die  Temperatur  (ileren  di- 
recte  Heobachtiing  hei  ihrer  verschwindend  kleinen  Dauer  kaum  möglich 
gewesen  wäre)  für  den  lOndzustand  des  zuriickldeibenden  Dampfes  bestimmt 
ist,  beziehen  sich  die  folgenden  zusammengehörigen  Versuchswertlie  von 

Pi, 


p,  Atiii. 

• 

Pi  Atni. 

/>,  Atm. 

1 

p,  Atm. 

1,31)7 

131,.'. 

' O.lISl 

DD.d 

2„52« 

11)2,2 

0,!»«1 

1)9.5 

1.51,« 

O.DKl 

!)!»,C 

2.(!3t; 

11)7,.S 

0,975 

!ftl.3 

2.11.Ö 

171.0 

o.;t«i 

1«),5 

3,231 

211).l 

0,1175 

II9.3 

•2,21!) 

171),0 

0,!)H1 

!)l),ö 

3,71.3 

231M) 

0,l))'i7 

99,1 

2,-töl 

1.SD.2 

0,!)7') 

■1,275 

251,7 

O.fMo 

99,1 

Sofern  die  vorstehend  mitgetheilten  Krlährungen  zu  einer  vadlständic 
zuverlässigen  Aufstellung  der  Zustandsgleichung  überhitzter  Dämpfe,  ins- 
besondere auch  des  für  uns  vorzugsweise  wichtigen  Wasserdampfes  nicht 
ausreichen,  vielmehr  verschiedene  Formen  einer  solchen  Zuslandsgleiehnng 
sich  augeben  lassen,  denen  bei  angemessener  Hestimmung  ihrer  Constanteii 
die  Versuchswi'rthe  innerhalb  der  Grenzen  ihrer  wahrscheiidichen  Fehler 
entsprechen,  so  kann  man  bei  der  Wahl  unter  verschiedenen  stdehen  mög- 
lichen Fornien  durch  Gründe  der  Zweckmässigkeit  sich  mithestimmen  lassen. 
Indem  aber  der  Zustand  der  Dämiife  durch  Pressung  und  TemiHTatur  ge- 
geben zu  sein  iiflegt,  und  indem  unter  den  versehiedenen  .\rten  von  Zu- 
standsänderungen besonders  diejenige  wichtig  ist,  welche  ohne  .Mittheilung 
oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindet,  ist  es  angimiessen,  bei  nahe  gleich 
gutem  Anschlüsse  an  die  erfahningsmässigen  Thatsachen  einer  solchen 


* (’omptes  rendus.  31.  Dec. 
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Frinn  der  /usttURlsfjIriciiiiii^'  den  VorzuK  zu  .«eben,  weldie  (Muf  nidfilirlist 
einfarhe  [{orechnimjj  von  v als  Kiiiiction  von  />  und  t gostattot  und  woldie 
möglichst  finfaclic  rilciclinngon  für  die  Znstandsandcrnng  iiacli  der  adiaba- 
tischon  Curvc  zur  Folge  bat.  .ledenfalls  muss  sie  den  allgemeinen  Gleichun- 
gen (8i  bis  fFi')  in  §.  If)  eutsiirecbcnd  abgeleitet  werden,  nändicb  gemäss 
ilen  Gleichungen: 


worin 


ist. 


hl' 

5'^,, 

<^7’ 

1 G ..  "P 

i)p 

(G 

-e,dT-^ATA^dv 

(-’) 

II 

1 

hi> 

■'^hT^'’  

(3) 

h / hr 

hp  htr  / 

ö / hr\ 

hvV^hpJ 

(f) 

AT  = ic„ — cd 


fti’  hp 


1)7  _ <>  i)T 
hrfti!  “ i)Tf)p 


$.  .‘)8.  Ziistandsgleieliiiiig  der  DHiiipre. 

Sofern  in  dieser  Gleichung  die  Zustandsgleicliiing  eines  Ga.ses 

pr  — RT 

als  Grenzfall  enthalten  sein  muss,  liegt  es  nahe,  sie  versuchsweise  der  all- 
genicincreu  Form 

VV  — RT (n 

an/upassen,  unter  R eine  f'oiistante,  unter  V aber  eine  s(dclie  Function 
von  F und  unter  /'  eine  solche  Function  von  p verstanden,  dass 

lim.  - — 1 ist  für  V — sc 

V 

r 

und  hm.  — ^ 1 ist  für  p -^0. 

P 

■\us  der  -\rt,  wie  die  Dämpfe  vom  Gay-Iiussac’schen  Gesetze  abweichen. 

r ' r 

folgt  dann  zunächst,  dass  sich  abnehmend,  zunehmend  der  Grenze  1 

V p 

nähert,  dass  also  ausser  dieser  Grenze 
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V V und  P <C.  p 

sein  muss,  ln  der  That  ist  für  ^ und  p^  = 

vT  V V V V 

— > — also  nach  Gl. (1)  auch  — oder  — <1  — 

»-o  ^0  »’o  ^0  • »1  '’o 


und  indem  hier  e,  »’q  ist,  so  nimmt  — ab  mit  wachsendem  r.  Ebenso 


ist  für  <,  > <0  und  r,  = Cß 

T * i 

^ , also  nach  Gl.  (1)  auch 

-'o 


Po 


Po 


„ oder  — 
Pi 


Po 


und  indem  hier  Pi  ist.  so  nimmt  — zu  mit  abnehmeudem  p. 

P 


Mit  den  kürzeren  Bezeichnungen 

dV 


dP 


y ; P'  ^ , 

dv  dp 


folgt  aus  Gl.  (1) 


und  damit 


für  dT  —0-. 


^ isT 

^v  ^ "‘.V 


/,'  y 


dQ  ART  P 

d7  ""  >' r ""  p'  *•  ’ 


dQ  dQ 

SO  dass  in  diesem  Falle  — nur  von  p,  --  nur  von  v abhängig  wäre.  IKe 
dp  dp 

Vergleichung  dieser  l'olgerungeu  mit  der  Erfahrung  kann  u.  dazu  dieuen, 
die  Zulässigkeit  der  vorausgesetzten  allgonieineu  Form  (1)  der  Zustands- 
gleichung zu  prüfen.  Insbesondere  folgt  aus  iler  crsteren,  weil  für  eine 
umkehrbare  Aeiiderung  des  Wärmezustandes  allgemein 

WdQ  = dU-\-pdv 

ist  — §.  13,  Gl. (2)  — , dass  auf  Grund  von  Gl.  (1)  im  Falle  dT—i)  auch 


dU^ 

dp 


nur  von  p abhängig  wäre. 

-\us  den  Gleichungen  ( l)  und  (5),  §.  .37,  folgt  ferner  mit  Rücksicht 
auf  obige  Gleichungen  (2)  und  gemäss  Gl.  (1) 
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ÄR^T  _ AR 
PVP'  V’'  ~ P'V 


h f PV'\  (i  / P'V\ 

^ 'ä7“^-V'~ä  ) 


AR=  V' {Pc,) - 


= ‘'ii) 

odfr  wegen  Gl.  4)  ' 

.^1p  ^ pV  . p'  V — - ^ 

hv  "bp  ' V ' P bv  ’ bp 


Hiernach  wäre,  wenn  e,  nur  von  p abhängig,  also  r—  = 0 wäre,  auch 

oc 

Äf, 

j--  = O,  also  c,  nur  von  v abliäugig  und  umgekehrt,  falls  v und  p als  die 
Op 

den  Wärmezustand  bestimmenden  unabhängig  Veränderlichen  vorausgesetzt 
werden.  Wäre  insbesondere  e,  constant,  so  wäre  nicht  nur  c,,  sondern 
»uch  c, — e,  eine  Function  nur  von  v,  also  nach  Gl.  (4):  P' \=  Corut.,  und 
wenn  e,  constant  wäre,  so  wäre  nicht  nur  e^,  somlern  auch  c, — Cj  eine 
l’üuction  nur  von  p,  somit  nach  Gl.  (4);  F'  — Const.  Da  nun  P uiid  F" 
l-cziehungsweise  die  Grenzen  p und  e,  also  P’  und  f ''  die  Grenze  1 haben, 
so  wäre  im  Falle 

c,.  = Const. : P = CoHtt.  = 1 ; P = p — h 
c,  Coiitf.:  V'  — Cond.  — 1 ; V=v-\-a^ 
unter  n und  b positive  ('oustante  verstanden.  Weil  aber  im  ersten  Falle 


für  p — 0:  lim.  — lim.  1 I = sc  statt 

p ''  pj 

wäre,  während  im  zweiten  Falle,  wie  es  sein  muss, 

für  V — 'x-.  lim.  — = hm.  ( 1 -\ — ^ = l 


ist.  so  erkennt  man,  da.ss,  wenn  eine  der  beiden  specitischen  W^ärmen  c„ 
«nd  e,  behufs  einer  vorläufigen  Annäherung  constant  vorausgesetzt  werden 
soll,  dieses  gemäss  Gl.  (1)  nur  die  letztere  sein  kann.  Somit  werde 
Cp  — Cond. , F~  e Cond.  — c a 
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anffOiioiiiiiK’ii , weil  iim-li  ilieso  Aniialiiiu'  liiiisiclitlidi  c^,  «1(mi  hislierijii'u  Kr- 
faliriingen  woiiigsteiis  iiiclit  ontscliiedcn  widprsju'idit. 

Kiiic  weitere  rriit'uiig  (l(‘rsolbeii  gestatten  die  im  vorigen  erwaliuten 
Versiiclie  von  Hirn  und  ('a/in  iil)er  die  Kx|iansion  des  Wiussenlainpfes 
nach  der  adiahatisclien  (,'urve.  Nach  GL  ■.‘t'i  des  vorigen  §.  und  mit  Kück- 
sicht  auf  obige  Gl.(2y  ist  niiinlidi  fiir  dQ  — O 

CydT  ~ AT  J'^.,di> 

oder  wegen  — I uini  wenn  die  konstante 

AR 

- — m 

gesetzt  wird. 


dT  dp 

T = P 

Wegen  P <C.  p ist  also  uni  so  mehr,  je  grösser  p ist 


P ’ T, 


u’  y.  ’ pj  ’ 


falls  7\  ■ 7’j,,  also  p,  p^-,  und  wenn  für  ilie  fraglichen  Versuche,  bei 

denen  in  allen  l allen  p^  nahe  gleich  gross  war,  nämlich  — ilein  atiim- 
sphiirisdien  Druck, 

r - ( '''  r 

Pi  ^ 

gesetzt  wird,  so  müsste  der  dieser  Gleichung  ent.s|irechende  Werth  von  i 
mit  etwas  wachsen.  Die  Werthe  von  .r,  welche  sich  aus  den  10  Gruppen 
zusammengehöriger  Werthe  von  />,,  /j,  p^,  L ergeben,  sind 


für  />,  — 1,31)7 

1,«H5 

2,115 

2,211) 

2,451 

X — 0,2343 

0,2437 

0,2373 

0,2370 

0,2353 

für  //,  — 2,5  2H 

2,('.:if. 

3,231 

3,743 

4,275 

X --0,23  18 

0,23ti0 

0,233 1 

0,2358 

0,235 1 

.Mittelwerth  .r  — 

0,23ti. 

Diese  Werthe  \on 

X lassen  nun 

eine  Abhängigkeit  von  /i,  nicht  erkennen,  vielmehr  auf  einen  constanteii 
Werth  schliessen,  von  welchem  sie  in  ungesetzmässiger,  zufälliger  Weise 
nach  beiden  Seiten  abweidien.  AVenn  man  aber  berücksichtigt,  dass  bei 
den  fraglichen  Versuchen  die  dem  e.vpandircnden  Dampfe  mitgethcilte 
Wärme  Q nicht  genau  = O,  sondern  positiv,  wenn  auch  sehr  klein  war. 
so  war  etwas  kleiner,  als  es  im  Falle  Q — 0 unter  übrigens  gleichen 
Umständen  bei  denselben  Werthen  von  p^  und  p^)  hätte  sein  müssen;  es 
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l>>t  also  y,'  etwas  zu  klein  beoliaclitet,  somit  x etwas  zu  klein  gefiinilen 

sonlen,  und  zwar  um  so  mehr  zu  klein,  je  grösser  />,,  also  /,  war,  je  mehr 
Wärme  also  auch  während  der  kleinen  Yei’suehsdauer  von  ilem  Oelliade  au 
ili-ii  expandirenden  l)am|>t',  i‘ntspreeliend  der  ilahei  von  ()  his  waeh- 

seiiden  Temperaturdifferenz,  mitgetheilt  werden  musste,  ln  Krmangeliing 
einer  speeielleren  Untersuchung  des  hier  hesprochenen  Kintlusses  erscheint 
es  daher  einstweilen  nicht  in  Widerspruch  mit  den  fraglichen  Versuchen, 
wemi  dem  Kxponenteii  ariein  mit  />,  etwas  wachsciuler  Werth  heigelegt, 
•simit  P in  01.  (tl)  als  eine  solche  Function  von  f>  angenommen  wird,  welche 
^ p ist  und  nur  mit  almehmendem  /i  sich  der  Oreuze  p nähert. 

Die  einfachste  solche  Function  ist,  unter  b eine  ixtsitive  (’oiistaute 
\frstanden. 

l‘=p{\  — hp)  oder  r—  -, 

1 1 bp 


0)D  denen  jedoch  die  erstere  höchstens  his  zu  mässigen  Werthen  von  p zu- 
treffend sein  könnte.  Denn  hei  constanter  Temperatur  nimmt  jedenfalls  p, 
also  auch  U—  v f-  a ah,  wenn  p wächst,  was  nach  der  Olcichung  /'/'^ 
in  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  /’  hestäudig  mit  p wächst,  wenn  also  7*' 
immer  positiv  ist.  Nun  ist 


tiir  7'— r p (1  — hp\:  I‘"  — \ — 2bp. 
für  I‘=-  -- 7*'=  * 

Mh' 

also  /*'  im  zweiten  Falle  hesfänilig  positiv,  im  ersten  dagegen  nur  so  lauge 


' < « «• 


Den  bisherigen  Frwägungen  könnte  also  nun  die  Form 
p (r  + a) 

1 -h  hp 


irr 


(7) 


der  Zustandsgleichung  entsjirechcn  nebst  einem  constanten  Werthe  von  c^, 
«ährend  nach  01.(4) 


c,  c^,  - AU  ( 1 j bp)- --  ( 1 — m ( 1 Äp)*J (H) 

«äre  und  mit  ahmdimender  Pressung  sich  wachsend  der  Orenze  nähern 
«lirde : 

Itnt.  Cc~  c,,i  i —m)  mit  m = 

Die  Deziehiing  zwischen  p uml  T hei  einer  Zustaiidsänderuiig  nach 
der  adiabatischen  Curve  ergieht  sich  nach  01.  (G) 
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-h 

IhT—  m.lnp  -f-  f»hp  -j-  Cond. 

oder 

T—  Cond,  p’"  . 

unter  e die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  verstanden. 

Die  Znstandsgleicliung  (7)  entwickelte  zuerst  Th.  Re3'e*  auf  ürua 

dU  J 

der  Voraussetzung,  dass  c„  constaut  und  der  Diflferentialquotient  — fl|| 

• dr 

dT  — 0 (in  Uebereinstiinmung  mit  gewissen  Versuchen  von  Joule  und 
Thomson)  proportional  p*  ist;  er  fand  diese  Gleichung  hei  entsprechender 
Bestimmung  der  ron.stanten  o,  A und  H in  sehr  befriedigender  L'eberein- 
stimniung  mit  den  .Abweichungen,  welche  nach  Kegnault  die  Kohlensäure 
und  selbst  schon  die  pennanenten  Gase  von  dem  Mariotte’schen  und  Gay- 
Lussac’schen  Gesetze  zeigen.  In  der  That  entspricht  ihr  nach  Gl. '3.  för 
dT  — 0; 

I »r 

--  = p(i  L hp) p — bp^. 

dl- 

Uebrigens  lässt  Gl.  (8)  erkennen,  dass  auch  die  Zustandsgleichung  7 
in  Verbindung  mit  der  .Annahme  Cp=  Cond,  nicht  allgemein  bis  zu  beliebig 
grossen  Pressungen  zutreffend  sein  kann;  denn  sofern  c,  nicht  negativ 
werden  kann,  müsste  jedenfalls 

w(l  |-  hp)-a  1,  also  — l)  . . . . (10,1 

O \ M J 

sein.  Betrachtet  man  z.  B.  für  VVasserdampf  den  in  der  Tabelle.  §.  10.  an- 
geführten Werth 


als  die  Grenze  des  Verhältnisses  - - , wenn  p verschwindend  klein  wird, 
setzt  also 


Wird  dafür 


= 1,3,  so  wäre  m = 0,2308. 


m = 0.23  entsprechend  — - = 1,2087 
1 — m 


• Die  mechanische  Wärraetheorie  und  das  Spanmmgsgesetz  der  Gase, 
Inaugural-Disserlation  GöUingen.  1801. 
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(10,  a).' 


Zur  Bestimmung  der  ('onstauteu  a,  A,  R in  der  Zustandsgleichung  (7) 
insl>e80u«lere  für  Wasserdarapf  kann  man  bemerken,  da.ss,  wenn  für  eine 
solche  Zustandsäudening  desselben,  welche  ohne  Mittheilnng  oder  Ent- 
riehung  von  Wilrnie  statttindet. 

gesetzt  wird,  ans  den  betreflfeuden  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  im 
Mittel  T etwas  0,236  gefolgert  werden  konnte;  indem  aber  andererseits 
uach  Gl.  9, 


— I - \ , e«‘>>  < n~Pit 

n -pJ 


ist,  so  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von 


^ Pi' 


ftnh  fp,~Pi)  . J — 


Pi 

ix — m)  hl  — 
Pi_ 


(11). 


Die  Zustandsgleichung  (7  t muss  namentlich  auch  dem  Greuzzustande 
der  Sättigung  möglichst  angepasst  werden,  für  welchen  die  zusammenge- 
hörigen Werthe  von  p,  p und  T ^ durch  die  Tabelle  in  §.  29  i z.  Z.  sicherer 
hekannt  sind,  als  für  den  Zustand  der  Ueberhitzung;  sind  also 
r',  p\  r und  p".  p\  T" 

zwei  Gruppen  solcher  zusammengehörigen  Werthe  für  weit  auseinander 
liegend  zu  wählende  Zustände  gesättigten  Wasserdampfes,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen 

e-fa=--r  f 1 -f  A;)  );  v -f  « = — n-  (1 -|  A/<  ; 

P P 

durch  Elimination  von  a 


• Mit  P^pil — bp)  hätte  sich  ergeben: 

c,  c,  (1  - 

mit  dem  Grenzwerthe  lim.  c,  ■=  Cp  (1 — m)  wie  oben.  Die  Bedingung  dafür,  dass 

c,  nicht  negativ  werden  kann,  wäre  aber  noch  ungünstiger: 

1— m 0,385  . 

P<C~,v—  d.  h.  <r  — mit  »1  = 0,23. 

26  6 
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V V 


T 

p 


r 

»f 

p 


hi^T'—  T") 


1111(1  (liiraiis  wegen  11  — - ^ 


T'  T”  4 

, — „ (i ) 


11»). 


-Aus  Gl.  11)  1111(1  (12)  folgt 


f " 


7’"—  r”  /(,  _ T'  T"  A 

Px^Pi  Pi  ~ P P" 

7’"-  'r'  , p.  , A . 

X Al  ' -f  (r  — r ) 

Vx—Pi  Pi  '■/i 

T"—T'  , p.  r T" 

ln  -|  , — „ 

P\~Pi  Pi  P P 


fr  — e ) 


1 :i\ 


I.st  hieraus  m gefiiiuleii,  so  folgt  R~  h aus  Gl.  (11)  oder  (12);  sclilies-s- 

lieli  ist  n der  Tahelle  in  §.  2‘J  und  ziigleieli  den  Ilirii’sdieu  Versuchs- 
wertheii  von  v für  (iherhitzteii  Wa.sserdaiiiiif  uüiglielist  au7.u|)asseii.  Sind 
die  Pressungen  in  Atni.  statt  in  Kgr.  jiro  Quadratiu.  ausgedrückt,  so  muss 

das  Glied  - - (e' — r”)  in  Gl.  (13)  mit  10333  iuulti|ilicirt  und  der  Ausdruck 

WC 

für  /{,  iiamlicli  durch  dieselbe  Zahl  dividirt  werden. 

Hei  den  Versuchen  von  Hirn  und  Ga/.iu  war  im  Mittel 
p,  —2,1)28  und  Po  (),‘J77  Atm. 

Setzt  mau  ferner  gemiiss  §.  2'J 

;/  =0,5  Atm.  <'  = 81,71  e'  =3,1718 

p"  ^8  „ <"  = 1 70,8 1 v"  = 0,2339 

und  A = Cj,  — 0,48,  so  folgt  aus  Gl.  13) 

M — 0,2109  -f-  0,0755  x. 

Der  oben  gemäss  §.19  aiigenomuicue  Werth  w/=0,23,  weloheiu  hier- 
nach x=  0,253  eiitsiirecheii  würde,  erscheint  somit  nicht  unpassend.  Mit 
diesen  Werlhen  von  i/i  und  x ergiebt  sich 

/(*  (1,00153  und  nach  Gl.  (11);  i = (),0(l, 

genauer  ä=  0,05991,  wofür  aber  O.Ofi  gesetzt  werden  mag.  Nach  Gl.  ,^7 
ist  jetzt  in  -Atm.  ausgedrückt). 
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a = 0,00453  + 0,06^  — r, 

«üoach  sich  für  gesättigten  Wassordampf  gemäss  der  Tabelle  in  §.  29 
lor  p = 0,5  1 2 3 4 G 8 Atm. 

a = 0,1383;  0,1406;  0,1386;  0,1375;  0,1372;  0,1374;  0,1380; 

im  Mittel  a = 0,1382  ergiebt,  und  gemäss  den  Hiru’schen  Bestimmungen 
von  c für  überhitzten  Wasserdampf  (§.37) 

a = 0,1399  0,1379  0,1609  0,1458  0,1435  0,1562 

0,1329  0,1422  0,1536  0,1371  0,1490 

mit  dem  Mittelwerth  a — 0,1454.  Setzt  man  hiernach  im  Durchschnitt 
i = 0,14,  so  wird  die  Zustandsglcichung  des  Wasserdampfes: 


p(e  + 0,14) 

1 + 0,06  p 


0,00453  T 


(14), 


worin  p in  Atm.  ausgedrUckt  vorausgesetzt  ist.  Uebrigeiis  wird  diese 
•tleichung  kaum  für  Pressungen  über  8 Atm.  als  hinlänglich  zutreffend  zu 
betrachten  sein,  weil  ihr  entsprechend  nach  (il. ''8)  und  (10,  a)  schon  für 


1,085 

Ö7)6“ 


= 18,1  Atm. 


(,  = 0 werden  würde. 


Um  bei  der  Voraussetzung  c,,  = Cotutt.,  also  F = e + a,  diese  Ein- 
M'hränkung,  die  Gültigkeit  der  Zustandsgleicbung  FF^  ÄF  betreffend,  zu 
Tenneiden,  müsste  man  mit  KUcksiebt  darauf,  dass  nach  Gl.  (4) 


All  ( m\  AR 

‘r  = <^p—p'  = V 1 p> ) “‘it 

ist,  für  P eine  solche  Function  wählen,  dass  für  jeden  Werth  von  p nicht 
Dur  P'  O 0,  sondern  sogar  P'  )>  m ist,  was  in  Verbindung  mit  den  früher 
fi-stgestellten  Bedingungen 

P 

P<C.P  und  hm  — 1 für  p — 0 
P 

darauf  hinauskommt,  P'  so  zu  wählen,  dass 

nt  P'  '^1  und  zwar  lim.  P'  = 1 für  p = 0 

ist.  Diesen  Bedingungen  könnte  am  einfachsten  entsprochen  werden  durch 
die  Annahme 


P'  — - - mit  »<  <(  Ä O 1 (15). 

1 + 

Gradhof,  theor«it.  Madchinenlekre.  I.  13 
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Danach  wilrc  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  p — 0 Iwi  gegebener  Tem- 
peratur 

V = oc,  also  aucli  V—oc,  somit 


sein  muss. 


J ^ p J 1 + ? 


p 

— -f  4_(1— 4)/»(l  4-;,) 

0 

und  somit  die  Zustandsgleichung: 

(i;» +'(i— +/».')](♦'  + «)  = ^7- (16). 

Nachdem  die  Constauten  a,  h und  R angemessen  bestimmt  wären,  könnte 
zwar  hieraus  immer  noch  mit  Leichtigkeit  r für  gegebene  ÄVertbe  von  p 
und  t berechnet  werden,  aber  die  Formeln  für  eine  Zustaiulsänderung  nach 
der  adiabatischen  f’urve  würden  sehr  unbequem;  schon  die  Beziehung 
zwischen  p und  t führt  nach  Gl.  (6  auf  das  Integral 


J + *;/”(!  +/')  ’ 

welches  tabellarisch  durch  inochanischo  Quadratur  berechnet  wenleii 
müsste.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  da.ss  die  Zustandsgleichung 
Pir  - RT, 

unter  P eine  Function  von  p verstanden,  also  z.  B.  die  Gleichung  (7)  oder 
(16),  niclit  notliwendig  einen  constauten  Werth  von  Cp  voranssetzt,  sondeni 
auch  dem  allgemeineren  Falle  entspricht,  dass  Cj,  eine  Function  der  Tem- 
peratur ist.  Setzt  7iian  nämlich 

PV-RT  und  tp=fiT), 
so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) 

und  damit  aus  Gl.  f.'i) 

PV  _ PT 
hr  hp  P'  V ^ ' R ' 

Andererseits  ist  nach  Gl.  <4) 

AU  AR 

C, tp  — /{'  ) Jt’  ' 
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folglich  mit  Rücksicht  anf  Gl.  (2) 

-r  p'y'i 


=f{Tj 


Aur 

+ }.*  r» 


to  Ja.ss  clio  beiden  Ansdrücke  von 


ühereinstinimon,  wenn 


l'"z=0-,  F'=ro»*f.=  l;  r=rr~\-a 

cesetzt  wird.  Gemäss  den  Regnault’scheu  Versuchen  über  die  specif. 
Wärme  der  Kohlensäure  könnte  etwa 

« + ^ . 

c,=:c, -y^mit  nCß 
\ 

Besetzt  werden,  unter  c,  den  Grenzwerth  verstanden,  welchem  sich  c^  mit 
mnehmendem  Grade  der  Ueberhitzung  nähert.  In  Betreff  des  Wasser- 
■ianipfes  ist  aber  eine  weitere  Verfolgung  dieser  allgemeineren  Annahme 
hiusichtlich  c,  vorläufig  ohne  Nutzen,  weil  die  vorhandenen  Versuche  zur 
Bestimmung  der  Constanten  «,  fl  und  c,  nicht  ausreichen. 


§.39.  Andere  For»  der  Zustandsglelchung. 

Aus  den  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  (§.37)  ist  zu  folgern,  dass 
bei  Zustandsänderungen  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wänne  die 
ilisolute  Temperatur  des  überhitzten  Wasserdainpfes  sehr  nahe  eiuer  con- 
'tanten  Potenz  der  Pressung  proportional  gesetzt  werden  kann.  Diese  Fol- 
gerung möge  jetzt,  nachdem  die  anderweitigen  Annahmen  des  vorigen  §. 
zu  einer  ganz  befriedigenden  und  zugleich  für  die  .\iiwendung  günstigen 
Form  der  Zustandsgleichung  nicht  geführt  haben,  als  für  Dämpfe  allgemein 
gültiges  Gesetz  um  so  mehr  vorläufig  zu  Grunde  gefegt  werden,  als  sich 
auf  Grund  desselben  besonders  für  Zustaudsänderungen  nach  der  adiabati- 
«hen  Curve  möglichst  einfache  Formeln  erwarten  la.ssen,  welche  den  ent- 
spn'chenden  Formeln  für  Ga.se  ähnlich  oder  gleich  gebildet  sind.  Um  diese 
Uebereinstimmung  in  der  Form  möglichst  vollständig  zu  erzielen,  werde 
— entsprechend  §.  20  unter  3)  — das  fragliche  Gesetz  geschrieben  in  der 
Form; 

M— 1 

dQ  = 0-,  T=^ap  » ' (1), 

unter  a und  n f'onstante  verstanden,  von  denen  letztere  den  Grenzwerth 
lies  Verhältni.sses  - ^ für  unendlich  grosse  Ueh(“rhitzung  des  Dampfes,  d.  h. 
far  den  Gaszustand  bedeutet.  Aus  die.ser  01.(1)  folgt 

13* 
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§.39, 


dT  , « — 1 , n— 1 T 


dp  “ 


M— 1 

P H - - = ■ 


n **  P 

während  nach  §.37,  Gl.  (3)  unter  derselben  Voraussetzung  dQ=0  auch 

dT  _ 
dp  ~ ~hf 


(2A 


6p 


6r  öp  ■ 

ist,  wobei  1 : statt  - geschrieben  wurde,  weil  v und  p als  die  den 


Wännezustand  charakterisirenden  unabhängig  Veränderlichen  vorausgesetzt 


dT 


werden;  aus  der  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  * folgt 

dp 


h'T 


6p  n — 1 


m- 


Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Hauptgleichuiig  (4)  in 
§.  37 


— 6p  V'' 6/; 


67’\  6 / __1 

w / ’ 6p  V ' 6i»  / n — 1 


hp 


A 


6r 


Av-^F(p) A), 


*6/)  » — 1 

unter  F(p)  eine  Function  nur  von  p verstanden,  und  aus  der  zweiten  Haujit- 
gleichung  (5)  in  §.37 


AT=ic,-c,)-_- 


« A hT 


6r 


n — 1 CpC,  T 


Cp  ^ hp  ' "hp  n Cp 


Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  Gl.  (4) 

^—1)*  1 CpC^ 

■ n 


T=pv-\-F,(p) 

A c„ — e. 


(5). 


unter /"j  Cp)  = (« — 1}  . -^(p)  eine  andere  noch  näher  zu  bestimineude 


Function  von  p verstanden.  Dieselbe,  folglich  auch  F(p)  ist  dadurch  Ix- 
stimnit,  dass  Gl.  (5;  u.  A.  die  Zustandsgleichung  RT=  pv  eines  Gases  als 
Grenzfall  in  sich  begreifen  muss.  Für  diesen  Grenzfall  ist 


_ = n und  Cp—c,  = AR  (§.  19,  Gl.  1), 


folglich 


C« 1)*  1 CpC,  (» 1)*  1 «Cj  (« l)Pp Cp C| 


A Cp — c. 


A n — 1 


Gl.  (5)  geht  also  über  in 


RT=pc  + F,lf), 
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voraus  folgt: 

/j(j»)z=rO,  also  auch  F(j>)  = 0. 

Dio  Ziistandsglpichimg  (5)  dos  Dampfes  lässt  sich  nun  schreiben: 
(«—!)»  1 

-.„„t-r--  — 
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pc  = 


A 1 


T , A A (»—!)*  T 

— -■  oder — . . . (6), 

1 c,  e„  n pv 


worin  aber  c,  und  r,  im  Allgemeinen  veränderliche  Grössen  sind,  welche 
mit  c,  p,  T durch  die  Gleichungen  (3)  und  (4) 
hT 
hc 


n A hT  1 A 


n — 1 c. 


hp  n—1 


(7) 


zusanunenhäugeu.  Auf  keinen  Fall  sind  c,  und  Cp  beide  constant,  weil  sonst 
Gl.  (6)  allgemein  die  Zustandsgleichung  eines  Gases  wäre. 

A A 

Die  Substitution  von  — - und  aus  den  Gleichungen  (7)  in  Gl.  (6) 

C,  Cp 

liefert  die  partielle  Ditferentialgleichung 

(„_i  ^ ^ ^ ^ 

p 6/»  n p hv 


•i 

H pv 


ti  h7  1 hT 

T~ 0. - - 

n — 1 'hp  n — 1 OP 


(8). 


Das  allgemeine  Integral  derselben  ist* 

T(-*,y)  = o, 

unter  y das  Zeichen  einer  willkürlichen  Function  verstanden,  wenn  x = 
Cotut.  das  Integral  der  Differentialgleichung 


dT 


dv 


1 


= -(«-!) 


dv 


n—1 

also  x=In  T (» — 1)  fnv  = ln  oder  x --  Tr”~^ 

and  y—Con»t.  das  Integral  der  Differentialgleichung 

dT  dp  » — 1 dp 
T n n p ' 

n-1^ 

«—1  T T 

also  y — lnT —lnp=ln  odery= 


* Siehe  u.  A.  J.  A.  .Serret,  Cours  de  calcul  diffcrentiel  et  integral, 
Xr.  774  und  77Ö. 
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ist,  so  dass  also  die  alJgoniciiie  Form  der  Zustandsg;]eidiung  von  Dämpfen 
auf  Grund  des  Gesetzes  Gl.  (1)  sein  würde:* 


U f>,  y)  ^ <f  i^  Tv” 

P “ 


(9). 


Zur  Ilesfiinuiung  der  Function  (p  müssen  weitere  Erfahrungen  in  Be- 
tretf  des  Verlialtens  der  Dämpfe,  z.  IJ.  in  Betreff  ihrer  specif.  Wärmen  e, 
und  zu  Hülfe  genommen,  oder  in  Ermangelung  derselben  gewisse  .\n- 
iiahmen  gemacht  werden  vorhehaltlicli  ihrer  nachträglichen  Rechtfertigun« 
durch  die  genügende  Uebereinstimmung  der  daraus  gezogenen  Folgerungen 
mit  der  Gesammtheit  aller  vorliegemlen  erfahrungsmässigen  Thatsacheii. 
Zu  den  einfachsten  Resultaten  führen  die  Imiden  Annahmen,  dass  e,  nur 
von  p oder  nur  von  v abhängig  sei. 

1)  Ist  Cp  nur  von  p abhängig,  so  folgt  aus  der  ersten  der  Glei- 
chungen (7) 

' n Ä 


1 0. 


oder 


RT. 


■ pr 


11—1 

Sp  H mit  11 


n — -1  c, 


* Dass  die  Glcichimg 

ip{x.tj)  — i)  mit  X = und  y< 


jr 

11— i 


(10) 


P 


in  der  That  der  Ditferentialgleichung  t8)  entspricht,  was  für  eine  Function  von 
X und  >j  auch  y{x,y)  bedeuten  mag,  kann  leicht  nachträglich  verificirt  werden, 
indem  aus  den  Gleichungen 

hf  ?>.c  h<f  hy  ^ 

ö.r  hl!  hy  hv 

h'P  hx  h<F  hy 

hx  hp  ^ hy  hj) 

fix  hy  hx  hy 


folgt: 


= 0 


fte  hp  hp  öc 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  x und  y 
^ hT]  [ ( n— 1 


„M-1 


hT  „trJ  hT 


bp  br  . 

welche  Gleichung  durch  Reduction  auf  die  Form  von  Gl. (8)  gebracht  wenlen  kann 
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und  wi'iiii  = p H g<»8ct/.t  wird;  (iabci  sind  R und  S Functionen  nur 
von  p.  Die  Gleichung  liütöt  sich  auch  schreiben 

H -1  i 

P ** 

1 

/ X-  M— i , T 

iHJor  /?y — I — j — <S  = ()  mit  x—  Tv'‘~\  y = — ^ . 

Wenn  aber  diese  (ileicLung,  unter  II  und  S Functionen  nur  von  p yer- 
jitauiieu,  unter  die  allgemeiue  Form  der  GI.(‘J ) soll  begriffen  werden  können, 
so  müssen  R uud  -S'  coustant  seiu.  Mit  R ^ Cotitt.  wäre  dann  auch 

Ci,^=Con>t., 

während  tlir  c,  sich  ans  (il.  (ti)  ergiebt: 

Cp  n A pv  pv  . 

S \ . (m  — 1>S' 


vp  H ' vp  n 


(11). 


Wenn  V in’s  Fnendliche  wäctisl,  so  nähert  sich  c,  der  Grenze  —e„.  Je 

n 

i.Tö8ser  r ist,  desto  mehr  verschwindet  auch  iu  der  Zustandsgleichuiig  das 

m — I 

Glied  Sp  H gegen  pv,  und  geht  sie  über  iu  die  Zustaudsgleichung  eines 
Gasi's:  RT  — pv. 

Sind  r,„  p,„  T„  uud  e,,  /»,,  die  Werthe  von  v,  p,  T für  zwei  ver- 
schiedene Zustände  eines  Dampfes,  und  ist  T",  T,„  so  ist  nach  Gl.  (10) 

M-  I 


fcir  />, 


und  für  r,  = Vn- 


RT, 

RT„ 


- 

Po  ' 


^Po  ” 
‘Vo 

II- 1 

RT,  — Sp,  H 
RT„  P^Po“ 


Sofeni  n > l ist,  die  Coustantcu  R uinl  S positiv  sind  und 

«-I 


•''Po  " <!  ^^0  hiernach  die  Verhältnisse  ut  und  m, 


um  so 


mehr  je  grosser  p„  ist,  und  ist  bei  gleichen  Werthen  von  T„  T„  uud  p„ 
auch  ut  )>>  m,,  ganz  in  Uebcreinstimmuug  mit  den  iu  §.  37  erwähnten 
Folgerungen  aus  Keguault’s  Versuchen. 
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Die  Zustan(l,sglcichuug  (10),  auf  andere  Weise  abgeleitet,  ist  zuerst 
von  Zcuncr  aufgestellt  worden.*  Um  ihre  Coustauten  Ä,  .S, » insbeson- 
dere für  Wasserdampf  zu  bestimmen,  werde  nach  Ueguault 
angeuommen-,  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen  Ä, « und  re- 
ducirt  sich  dadurch  die  Zahl  der  noch  zu  beätimihenden  Constanten  auf 
zwei,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Gleichung 


R = 


1:1 

n A 


die  Pressungen  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrUckt  voraussetzt.  Hier  sollen 
dieselben  in  Atm.  ausgedrückt  werden;  dann  ist 


n 10333^ 


p 


124.0,48«  — 1 » — 1 

— — ^0,01963G . 

10333  n ' n 


Zur  Bestimmung  des  Factors 


«—1 


, welcher  nach  den  Versuchen  von 


Hirn  und  Caziu  etwas  >0,23(1  ist,  mögen  die  zusammengehörigen  Wertlie 
von  V,  p und  T für  gesättigten  Wassordampf  gemäss  der  Tabelle  in  §.  20 
benutzt  werden.  Sind 

f',  p\  r uud  r",  p \ T" 

zwei  Gruppen  solcher  zusammengehörigen  Werthe,  so  folgt  aus  den  Gleü 
chungen 

RT'  = p'v  “j-  <Sp'  >1  und  RT^'  — p"v"  -|-  " 

durch  Elimination  von  S 

11—1 

■n  /t/'  p*  ff  ff  - - ^ 

jn  — p V / p \ « — 1 


<y)" 


mit  Ä=0,01969ß 


RT'  —p'v 
Hieraus  ergicbt  sich  z.  B.  mit 

y =0,5  Atm.  i!'=  81,71  = 3>1718  ( n — 1 ^ 

p"  = 8 „ <''  = 170,81  p"  = 0,2339  ( n ' 

In  runder  Zahl  werde  dafür  gesetzt: 
n — 1 
n 

Schlies-slich  bleibt  die  Constantc 


-i;  also  « = -i  uud  R = 0,004924. 
4 o 


Ä=  (0,004924  r—  pv)  ^‘1 


* Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingen.,  Bd.  XI,  S.  1,  und  „Civilingenieur“, 
XIII.  Jahrg.,  6.  Heft. 
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den  zosamniengcliöri^ren  Werthcn  von  »,  p,  T für  gcsüttigten  Wasserdainpf 
Dach  29  und  für  überhitzten  Wasserdampf  nach  den  Versuchen  von 
Hirn  (§.37)  niögliclist  anzupa,ssen.  Folgende  Tabefle  der  so  berechneten 
Werthe  von  .S  lässt  erkennen,  in  welchem  Grade  die  Gleichung  (10)  den 
Versuchen  sich  anschlics-st. 


Gesättigter  Wasserdampf.  ji  Versuche  von  Hirn. 


p Atm.l 

S 

l^pAtm. 

1 

l!  ^ 

S 

0.2 

0,1991 

i|  ^ 

0,1 8;  16  1 

1 0,1878  1 

0,1880 

0,.ö 

0,1911 

II  ® 1 

l|  ^ 1 

o,iaö2 

0,1885  1 

! 0,1612 

1 

0,1862 

0.1868 

0,2115 

0,1704 

2 

(UfClf, 

10 

0,1884 

0,1809 

0,1801 

3 1 

0,1832 

0,1898 

0,1761 

1 

0,1775 

0,1897 

Die  Hiru’schen  Versuche  sind  hier  in  derselben  Reihenfolge  zu 
limnde  gelegt,  wie  sie  in  iler  betreffenden  Tabelle  von  §.  37  aufgeführt 
»arden;  dem  Mittel  .S'  — 0, 1H29  dieser  11  Specialwerthe  von  <S  ist  übrigens 
• in  geringeres  Gewicht  beizulegen,  als  dem  Mittel  <S'  = 0,1877  der  10 
Werthe  für  gesättigten  Dampf.  Wird  das  Generalmittel  = 0,186  ange- 
nommen, nahe  übereinstimmend  mit  dem  Werthe  von  <S  für  den  am  genau- 
i»ten  bekannten  gesättigten  Dampf  von  atmosphärischer  Pressung,  so  ist 
also  überhaupt  in  der  Zustandsgleichuug  (10)  für  Wasserdampfzu  setzen: 

« = 4;  -—-=4;  Ä — 0,004924;  Ä = 0,186 (12), 

ij  n 4 

wobei,  was  R und  S betrifft,  die  Pressung  p in  Atm.  ausgedrückt  voraus- 
eesetzt  ist. 

2)  Ist  e,  nur  von  v abhängig,  so  folgt  aus  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (7) 

oder 

RT  = pv^^_^  mit  Ä = („-l)^  (13) 


, S 

und  wenn  /(r)  = wird;  dabei  sind  R nnd  S Functionen  nur 

»on  r.  Die  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 


, _ /WM  \M  — 1 . M — 1 

RTv-^  =pv-  .S'  = . ( 7Vx-‘)  -f  .S 
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oder  Rx< — 


U 

j — .S'  = o mit  x= 


T 

p H 


Wenn  aber  diese  Gleichung,  unter  R und  S Functionen  nur  von  r 
verstanden,  unter  die  allgemeine  Form  der  Gl.  (11)  soll  begriffen  werden 
können,  so  müssen  R und  <S’  consfant  sein.  Mit  R=  Coud.  wäre  daun  aueli 


Cf  = Coimt., 


während  für  sieh  aus  Gl.  (f>)  ergiebt: 

Cf  ^ (»  - l)*e,,  T ^ II  i RT 

c„  H A iir  n fic 

,....(11. 

1 « — 1 /j  \ ^ ^ 

H \ pv"  j n n pr" 

Wenn  v in’s  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  der  Grenze  tUf.  .le 
grösser  v ist,  desto  mehr  verschwindet  auch  iu  der  Zustandsglcichuug  das 
s 

Glied  , gegen  pv,  und  geht  sie  über  in  die  Zustandsgleiehung  eines 
1 

Gases:  RT=pv. 


Ebenso  wie  es  oben  in  Iletreff  der  Gleicbung(lO)  gescheben  ist,  Iä.s.«t 
sich  auch  ebenso  leicht  erkennen,  dass  sich  die  Form  ( 1 3)  der  Zustauds- 
glcichung  ganz  in  Uebereinstimmung  befindet  mit  den  in  §.  37  erwähnten 


Folgerungen  aus  Regiiault’s  Versuchen  bezüglich  der  Verhältnisse 

für  — p^^  und  für  r,  =e„.  Sie  wurde,  auf  andere  Weise  abgeleitet. 
Pa 

zuerst  von  Hirn,*  später  und  unabhängig  davon  auch  von  G.  Schmidt** 
als  Zustaudsgleichung  der  Dämiife  aufgestellt. 

Was  insbesondere  für  Wasserdampf  die  Uonstanten  R,  S und  n der 
Gl.  (13  betrifft,  so  mag  der  zuvor  unter  1)  bestimmte  abgerundete  Werfli 

>i  — 4 hier  beibehalten  werden,  weil  er  mit  ~ — den  Versuchen  von 
.V  n 4 

Hirn  und  Cazin  genügend  entspricht  und  zugleich  bequem  für  die  Rech- 
nung ist.  Sind  dann  wieder 

V,  ]),  T'  und  p'\  T" 

zwei  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  v,  p,  T für  gesättigten  ab 
den  am  besten  bekannten  Wa,sserdampf,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 


* M^m.  sur  la  detcute  de  la  vapeur  surchauffee  par  G.  Hirn  H 
A.  Caziii.  Ami.  de  Chim.  et  de  Pliys.,  4»  seric,  t.  X. 

**  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrg.  18ü7. 
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uiiil  daraus  iusbosoiiderc  wieder  für = 0,.')  und  p”  — H Atiii.  sowie  mit 


i 


ß = 0,001752. 

Werden  die  Pressniigon  in  Kgr.  pro  Quadratin.  ausgedrUckt,  so  ist 
dieses  R mit  10333  zu  niultipliciren;  also  ist  der  entsprechende  constaiitc 
Werth  von 


10333.4Ä  309!)9Ä 


uud  der  Grenzwerth,  welchem  sich  c^,  mit  zunehmendem  Grade  der  Ueber- 
hitzung  nähert, 

4 

Itm.  fp  = — Cj  = 0,4  fi32. 

Da  der  von  Regiiault  bestimmte  Werth  Cp  = 0,4H  einem  solchen 
Zustande  des  Wasserdampfes  entspricht,  in  welchem  derselbe  nicht  sehr 
bedeutend  überhitzt  ist,  nämlich  p—\  Atm.  und  (cf.  §.37) 

<=1(137.7  + 225,9  + 124,3  + 210,4  + 122,7  +-21fi,0)  = 1 73, 

6 

so  erkennt  man,  dass  auch  die  vorliegende  Annahme  e,  — Cond,  auf  einen 
nar  wenig  veränderlichen  Werth  von  Cp  führt. 

Schliesslich  bleibt  die  t'oustaute  <S'  gemäss  iler  Gleichung 

3_ 

•s = (o,oo4752r — y» 

der  Tabelle  §.  29  fllr  gesättigten-  Wasserdampf,  den  Hirn’schen  Ver- 
snelien  und  den  zusammengehörigen  Worthen 

fp  = 0,48;p=l  Atm.  und  T=  27‘.i  173  = 446 

möglichst  anzupasseu.  Diesen  letzteren  Werthen  und  den  bereits  bestimmten 
Werthen  von  «,  R und  entspricht  nach  Gl.  (14) 
n — 1 RT  Ca 

p = — - — = 1,918;  also  .S'  = 0,2502. 

» P fp—c. 

Im  Uebrigen  ergeben  sich  für  dieselben  Fälle,  wie  oben  unter  Ij,  die 
folgenden  Werthe  von 
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Gesättigter  Wasserdampf. 


Versuche  vou  Hirn. 


p Atm. 

pAtm. 

s 

0,2 

.0.148<; 

4 

0,1430 

0,1448 

0,1459 

0,5 

t>,1465 

6 

0,1453 

0,1440 

0,1197 

1 

0,1442 

8 

0,1465 

0,1728 

0,1286 

2 

0,1432 

10 

0,1477 

0,1389 

0,1.376 

3 

0,1433 

12 

0,148<j 

o,m4 

0,1375 

0,1.501 

Die  Mittelwertlic  sind 

*S=  0,1458  für  den  Sättigungszustand, 

S = 0,1413  nach  den  Versuchen  von  Hirn,  und  mag  danach 
vorläufig  S—  0,144  als  Generalmittel  angenommen  werden,  besonders  nahe 
wieder  übereinstimmend  piit  demjenigen  Werthe  von  S,  welcher  gesättigtem 
Dampf  von  atmosphärischer  Pressung  entspricht.  Von  dem  aus  der  Reg- 
nanlt’schcn  Bestimmung  von  Cp  abgeleiteten  Werthe  .S  — 0,2502  ist  jenes 
Mittel  .S'  = 0,144  allerdings  sehr  vorschiedeu;  es  ist  aber  zu  bemerken, 
dass  eine  bedeutende  Aeuderung  vou  S eine  nur  kleine  Aeuderung  von  e, 
• zur  Folge  hat,  wie  solche  wohl  durch  die  der  Regnaul t’schen  Bestimmung 
von  Cp  anhaftenden  Fehler  erklärt  werden  kann.  Insbesondere  mit  A'=0,144 
und  den  bereits  festgestellteu  W\'rthen  von  n,  R und  Cr  folgt  aus  Gl.  (13) 
und  (14)  für^=l  .\tm.  und  T— ^ 446 

r=  2,005  und  c^,  = 0,4722. 

In  der  Zustandsgleichung  (13)  kann  also  für  W'asserdanipf  gesetzt 
werden: 

4 H 1 1 

»=-;  = -:  Ä = 0,004 7J>2;  .S’=  0,144 (15X 

3 n 4 

wobei,  was  R und  S betrifft,  die  Pressung  p in  Atra.  ausgedrückt  voraus- 
gesetzt ist.  — 

Vou  den  beiden  .Zunahmen  unter  1)  und  2)  hat,  was  den  Grad  der 
Uebereinstimmung  der  aus  ihnen  gezogQnen  Folgerungen  mit  den  bekannten 
Thatsachen  betrifft,  keine  einen  cntschiedeuen  Vorzug  vor  der  anderen. 
Beide  sind  als  vorläufige  Näherungen  zu  betrachten,  bis  ein  vollständigeres 
Versnehsmaterial  zu  genauerer  Prüfung  vorliegen  wird.  Indessen  hat  die 
erstere  Annahme,  welche  zu  der  Folgerung  ep=Cofid.  und  zu  der  Zeu- 
ner’scheu  Gleichung (10)  geführt  hat,  den  Vorzug,  dass  sie  eine  directe 
Boreehuung  von  v gestattet  vermittelst  der  gegebenen  XVerthe  von  p und 
T,  durch  welche  der  Zustand  überliitzten  Dampfes  in  den  Anwendungen 
charakterisirt  zü  werden  pflegt.  Zu  dem  Eude  ist  Gl.  (10)  betjuemer  zu 
schreiben: 


Digiiized  by  Google 


§.39. 


ZCSTANDSGIiElCHUNO  DES  WASSERDAMPPE8. 


205 


pv 


=R{T-^i-.-)  = R{T-P)  (lü). 

Darin  ist,  wenn  p in  Atni.  ausgedrückt  wird,  nach  Gl.  (12)  für  Wasser- 
ilampf  zu  setzen: 

0,186 


. ,rV"p  = 37,774  V» 
0,004924’^'^  ’ 


Ä = 0,004924;  P . 

Diese  Werthe  von  P können  der  folgenden  Tabelle  eutnomnieu  werden. 


r 

.\tm. 

P 

0,1 

i 21,24 

0,2 

1 25,26 

o;i 

27,96 

0,4 

30,04 

0.5 

1 31,76 

0,6 

1 33,25 

03 

35.72 

1,0 

37,77 

u 

1 39,53 

1,4 

1 41,09 

! Diff.  für 

P 

Diflf.  förj  p \ 

Diff.  für 

]4/>  = 04. 

Atm. 

P 

1p  = O.l.j  Atm.  1 

Ip  = 0,1. 

4.01» 

2.i»5 

2,08.1 

1,723' 

1.482 

1,23» 

1,02.1 

0,880 

0.777 


1,6 

1,8 

2 

2.5 

3 

3.5 

4 

4.5 

5 

5.5 


, 42,4H 
43,75 
44,02 
47„50 
49,71 
51,67 
I 53,42 
^ 55,02 
5(i,48 
57,85 


0,097 

0,63.1 

0.583 

0..116 

0,443 

0..391 

0,.3M 

0,320 

0,293 

0,273 


6 

7 

8 
0 

10 

11 

12 

13 

14 

15 


50,12 

61,44 

63,53 

65,43 

67,17 

68,70 

70,30 

71,72 

73,07 

74,34 


0,256 

0,232 

0,208 

0,190 

0,175 

0.1G2 

0.151 

0,142 

0,134 

0,127 


Die  Zustandsgleichung  ri  6),  nämlich 

pv=R{T~  ^p  H ) mit  = ^ 

kann  nach  Zeuner  u.  A.  dazu  benutzt  werden,  die  Temperatur  gesät- 
tigter Dämpfe  als  Function  ihrer  Pressung  durch  eine  bemerkens- 
«erthe  Xäherungsformel  darzustellen.  Indem  nämlich  nach  §.  28,  Gl.  (4) 
für  solche  Dämpfe  die  empirische  Formel 


pv”'  = a oder  pv 


m-l  1 ^ 

: Rap  m mit  « = — « m 


bewährt  gefunden  wurde,  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke 
von  pt 

m—l  w~l 

T=ap  m (17). 

Setzt  man  insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf  dem  Obigen  zu- 
folge und  nach  §.  28 


»«— 1 0,0646  „ „ _ « — 1 

= — ’ - = 0,06068 ; : 

m 1,0646  n 


0,25 


c=  — = 3.35,24;  <1  = 37,774 

0,004924 . 0,6058  ’ ’ 
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SO  wird 

< = .3.35,24  + .37,774  « — 27.3  (18). 

Hiernach  ist  z.  B. 

für  |)  = 1 3 G 9 12  Atni. 

t=  100,01  135,04  159,86  175,47  187,08  „ 

iiiuh  §.29:  <=  100,00  1.3.3,91  159,22  17.5,77  188,41  „ 

Differenz,  + 0,01  +1,13  + 0,C4  — 0,.30  —1,3.3  „ 


Durdi  entsprechende  W.alil  der  Constaiiteu  er,  ß,  w,  n unabhängig  von 
Gl.  (16)  und  der  Gl.  (4)  in  §.  28  Hesse  sich  die  Uebereinstimmung  von 
Gl. (17)  mit  der  Tabelle  in  §.  29  wesentlich  verbessern;  doch  würde  dann 
eben  der  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Beziehungen,  wodurch 
die  Gl.  (18)  im  Vergleich  mit  anderen  solchen  empirischen  Formeln  sich 
aiiszeichnet,  verloren  geben. 


§.  40.  Wlrmeglelchnng  und  Inneres  ArbeitsTermSgen  der  DSmpfe. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  über  das  Verhalten  der  (gesättigten 
oder  überhitzten)  Dämpfe  wird  die  im  vorigen  §.  entwickelte  Zustands- 
gleichung, und  zwar  insbesondere  die  auf  Grund  der  Aiyiahme  unU'r  1) 
gefundene  Gleichung  (16)  vorausgesetzt.  Die  drei  Formen  der  Wärnie- 
gleicliung  ! 1) — (.3)  in  §.37  gehen  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (7)  im  vorigen  §.  über  in: 

dQ  = A ( — ”-7  pdt  -| - vdp\  (1 ) 

\«  — 1 n — 1 / 

T \ 

-dr\ (2) 

/ n — 1 7’  , \ 

= fp[dT dp\ (3). 

Diese  Gleichungen,  welche 'die  Wärmemenge  ausdrücken,  die  einem 
Kgr.  Dampf  behufs  einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Aenderung  seines 
Wärmezuslaiides  mitgetlieilt  werden  muss,  und  welche  insbesondere  mit 
4 

» = — (für  Wasserdampf)  die  Formen 

dQ  =r  A{4pdv  + '.\rdp)  = c,  ^rf7’+  — — dv^  = Cp(dT  — — dp^ 

annehmen,  sind  ihrer  Form  nach  von  den  besonderen  Vor.aHssetzungen  un- 
abhängig, welche  im  vor.  §.  unter  1)  und  2)  in  Betreff  der  specif.  Wärmen 


=rc,(^rf7’+(n-l) 
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i.  40. 


t,  nnd  Cj,  gemacht  wurden.  Sie  unterscheiden  sich  von  den  betreffenden 
Gleichungen  für  Gase  — §.  18,  Gl.  (.G),  (6),  (7)  — nur  durch  die  Coeffi- 
ru-ntfu,  insbesondere  dadurch,  dass  hier  c,  und  fj,  uiclit  beide  zugleich 
i'onstant  sind  wie  dort  e und  c, . 

-\us  der  ursprünglichen  Form  der  Wilrinegleichung  für  umkehrbare 
•ifaderungen  des  Würinezustandes,  nämlich  §.13,  Gl. (2)  — aus  der 
Gleichung 

WVQ  — (/{/-j  pdr  oder  dQ  = A ,d  U f pdv) 
folgt  iu  Verbindung  mit  obiger  Gl.  fl)  für  das  specif.  innere  Arbeits- 
vermögen U iler  Dämpfe 


dU  = I «dp  vdp)  = d(pp) 

n — 1 n — 1 


» - I 


(•1) 


ukreinstimmend  mit  Gl.  5 in  §.  19  für  Gase;  wegen  abweichender  Form 
der  Zustandagleichnng  beschränkt  sich  indessen  diese  UelK-reinstimmuiig 
Mf  den  Fall,  dass  U als  Function  von  p und  r ausgcdrückt  wird.  Mit 


‘ «—1 

'■rgiebt  sich  die  specif.  Körperwärme  der  Dämpfe 

AU=AC^-^—pv (5) 

' w i 

(»1er  als  Function  von  p und  f mit  Rücksicht  auf  Gl.  (16)  und  gemäss  der 
Ik'deotung  von  R nach  Gl.  iflO)  im  vorigen  §. 

—-\T--r)^AC-\-^-UT—P'i (C). 

n — 1 w ' 

Die  Constante  ('  ist  abhängig  von  dem  .\nfangszustande.  von  welchem 
aas  das  innere  .Xrbeitsvermögeu  gerechnet  wird.  Rechnet  man  cs  vom  Zu- 
'tajide  tropfbarer  Flüssigkeit  von  t = 0,  so  dass  unter  IJ  der  Ueberschuss 
des  s|K>cif.  inneren  .Vrbeitsvennögens  im  Zustande  p,  r resp.  p,  T des  Dampfes 
über  dasselbe  in  jenem  Zustande  tropfl)arer  Flüssigkeit  von  0“  verstanden 
*ird,  so  ist  für  gesättigten  Dampf 

+ (,  f§.27) 

n«d  man  findet  dann  nach  Gl.  (5) 

A 

AC’  = q (I ^ ;>p 

dnreh  Kinsetzung  der  für  gesättigten  Dampf  Ivekannten  zusammengehörigen 
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Werthe  von  p,  v,  g,  q.  Insbesondere  für  Wasserdanipf  ergiebt  sich  dunli 
Einsetzung  der  Tabellenwerthc  aus  §.  29  für  gesättigten  Dampf  von  atmo- 

4 

sphärischer  Pressung  mit  « = — uud  1:.4  = 424 

3 


AC=  100,5  + 496,3  — 


3 . 10333 . 1,6505 
424 


= 476,13  . 


und  somit  nach  Gl.  (5)  uud  (6)  mit  Cp  = 0,48 

476,13  4- 3^^p  = 476,13  + 0, 36(7— J")  ...  . (7i. 

4_ 

Dariu  kann  P — 117,774  y p der  Tabelle  im  vorigen  §.  entnoninieii 
werden. 


§.41.  ZustandsUuderung  nach  dem  Gesetze:  pr”’  = CoiiA 


.Vnalog  der  Voraussetzung  in  §.  20  in  Detreff  des  Verhaltens  der 
Gase  erfolge  die  umkehrbare  Zustandsüuderuug  eines  Dampfes  nach  dem 
Gesetze 

pr"‘  — C (1). 

unter  C und  m Constaute  verstanden,  so  dass  auch  wie  dort 

— — (o-, 

dv  V 

ist.  Sind  dann  r,,  p^,  die  Werthe  von  v,  p,  T im  .\nfangszustande,  so 
folgt  aus  den  Gleichungen 

W — l 

pv'”  = p,v,’”  und  pv  — R{T—P)  mit  P=[ip  k 
analog  den  Gleichungen  (.3)  uud  (4)  in  §.  20 


~ = r ‘ = (^— \ ” ■ ■ ■ 

Pi  \ »’  / A T'1'’i  \ «’  / / 

uud  die  Expansionsarbeit  E,  welche  von  1 Kgr.  Dampf  beim  Uebergaiip 
aus  dem  Zustande  (i’j,  p,)  in  den  Zustand  {v,p)  verrichtet  wird, 

E=  (1— c"*-*)  mit  c=-‘  (4'. 

m — 1 V 

Die  Wännc  Q,  welche  dabei  dem  Dampf  mitgetheilt  werden  mu.s.s,  ist 
na<h  der  allgemeinen  Wärmegleichung  fllr  umkehrbare  Zustandsänderungeu 

Nach  §.  40,  Gl.  (6)  mit  Kücksicht  auf  die  Zustandsgleichung  der 
Dämpfe  und  auf  obige  Gleichungen  (3j  und  (4)  ist  aber 
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yd  Jf  / IJ  \ ^ 

Äiw-V,)  = ~^  (2V-A)f^- jT-1  ) = ;^,  


A 1 ^ 


also 


Q=  1 


m — 1 

"w^Y 


AE—  - - AE 
u—\ 


(r») 


in  rebereinstimniunK  mit  Gl.  (1)  in  'S.  20.  Die  specifische  Wärme  für 
f-iae  solche  Zustandsänderuug  ist  während  derselben  im  Allgemeinen  ver- 
änderlich; sie  ist  nämlich 

dQ  n — m dE  n — m dr 


dT  1 dT  n—\ 

oder  weil  nach  der  Zustandsgleichung 


dT 


rff'prt  n — 1 _J.  Sn  — 1 

dT=-  -- — (-  rf/*  und  rfjP— p «dp  — — p «dp, 

R n Rn 


also 


rf7’_  1 
d~c~R\ 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) 


P-\r  rY  'S' 


-1 

P M 


* R\ 


n — 1 mS 
n 


mS  \ pv  Mf  (ii  — l)Nv 

rpn  vp** 


oder  endlich  nach  §.  39,  GL  fll) 

dT 


ist,  wegen  AR  = 


dv  R \ n e, ) 


c.  nach  §.  39,  Gl.  (10) 


n — m AR 


n — m 


P = 


y 


n — 1 ^ m Cp 
n e. 


m e.  n 

1 

n Cr 


m ' - — n 

Ce 


(6). 


In  der  Grenze  für  unendlich  grosse  Ueberhitzung  oder  für  den  Gas- 
mstand  ist 

litn.  ---  = n,  also  lim.  u=  e,  C§.  20,  Gl.  5 ). 
c,  m — 1 

Von  besonderen  Fällen  sind  folgende  bemerkeuswerth: 

1)  Zustandsänderung  bei  constantem  Volumen,  entsprechend 

i*  = X.  Pressung  und  Temperatur  stehen  dabei  in  der  Beziehung 

_V_ 

'P’i  Pi 

Oiaikot,  thearat.  Meechiuealehre.  1.  14 


(7). 


Digilized  by  Google 


210  BKSONDKKE  Zl!«TANDSÄM)EKlINOEN  VON  DÄMPFEN.  tj.  41. 


Wegen  E—Q  ergiebt  sicli  nach  01.(5)  in  nnhestiinmter  Form; 
nacli  §.  40,  01.(5)  ist  aber 

U — p^)c ^.S). 

Insbesondere  mit  « ist  diese  Wiirnieinenge,  welche  einem  Kgr. 


Wasserdainj)!'  mitgetheilt  werden  muss,  um  bei  constantem  Volnmen  r 
die  Pressung  von  auf  p zu  steigt'Vn, 

Q — 3^4  p—Pi  )r  r»). 

2^  Der  /.iistandsänderung  bei  constanter  Pressung  entspriclit 
M = 0 und  die  Iteziehung 

T-I’  

r,  - P r, 

zwischen  Volumen  und  Temperatur.  Die  Kxi)ansionsarbeit  ]iro  1 Kgr.  und 
dii'  mitznibeilende  Würme  sind 

E p(v  — e,  1;  Q—  — AE  =■  Ap(r — r, ...  (11  ■ 


Insbesondere  i.st  mit  n - die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr. 

3 

Wasserdampf  mitgetheilt  werden  muss,  um  bei  constanter  Pres.suiig  di-^ 
Volumen  von  r,  bis  v zu  vergrössern. 


<i  — 4Apir—r^) (12). 

3;  Hei  constantem  inneren  Arbeitsvermögen  ist  nach  01.(5 
in  vorigem  §.  auch  pr  constant,  also  )«  — 1.  Die  Heziehungi'ii  (H)  wenieii 
somit : 


— 1 


13i. 


p ^ r,  r- 
P,  '■''/’.-A 

Für  die  Expansionsarbeit  liefert  01.(1)  einen  unbestimmten  .\usdriick; 
indessen  ergiebt  sich  direct: 


* 


4)  Für  die  /iistandsänderung  ohne  Mittheilnng  oder  Ent- 
ziehung von  Wärme  ist  m nach  §.  3!t,  01.  i^l)  ist  T proportional 

« — 1 

p '•  , somit  jiroportional  und  es  gehen  also  die  Beziehungen  (3  über  in: 


«— I 
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der  Form  uacli  überoinstinimond  mit  den  bctreffcndoii  GkMchuiipon  für 

(ja«‘.  Die  Expaiisionsarbc'it  j)ro  1 Kfir.,  insbesondere  mit  n = * für 

<> 


Wasserd amii f,  ist 


«— 1 


(1— r-'*) 


) 


(KD. 


Obifre  Formeln  gelten  natürlidi  nur  so  lange,  als  der  Zustand  der 
Sättiirung  niebt  überschritten  wird.  In  dieser  Hiusiebt  ist  es  namentlicb 
für  den  letzten  Fall  unter  4)  von  Interesse,  diejenige  Ueberbit/.ung 
= z Grad  f.  zu  kennen,  bei  welcher  I)ani]>f  von  gegebener  l’res- 
suug  = ;>,  Atin.,  wenn  er  ohne  Mittbeilung  oder  Kntziebung  von 

Wärme  im  Verbültniss  c—  ‘ expandirt,  gerade  gesUttigt  wird. 

V 

Bezi-ichuet  dann  T,  die  absolute  Temperatur  gesilttigten  I)ani]>fes  von  der 
Pressung  p,,  also  x die  absolute  .\nfangstemp('ratur  des  uberbitzten 
Itauijifes,  so  ist  nach  Gl.  (15) 


H-1 


lind  wenn  darin  T und  7\  nach  §.151),  Gl.  (17j  mit  den  kürzeren  Bezeiidi- 
umigeu 


m — 1 n — 1 

-•  — ~ - » und 
m n 


h 


aasgedrückt  werden. 


«p"  i ;ip'‘  / p \ * 

j-  -\  ttp,“  4 ~'\pj  ■ 


Daraus  folgt 

ap"-»  I 1 1 

\PtJ  u 

und  somit  nach  Gl.  (15^  durch  Elimination  von  p die  folgende  llezieliung 
zwischen  p,,  c und  t: 


e 


M— 1 


«der  wegen 


= - n 


X = up^ " [«-"t"-*' 


iu)  -■] 


14* 


(17). 


Digilized  by  Google 


212 


ZÜSTANDSANUERUNO  der  dämpfe  bei  CON8T.  TKMPERATtTR.  §.42. 


Insbosondcro  für  Wasscrdampf  ergiebt  sich  mit 


«=r_;  a = 335,24;  <»  = 0,0607;  4 = 0,25  fcf.  §.  39) 

O 


X = 335,24p,  «'O“’ 


■-J  ,0,*584 

.V  <•  j 


(18). 


Folgende  Tabelle  enthült  die  hiernach  für  verschiedene  Werthe  von 
p,  und  e berechneten  Werthe  von  x. 


f 

)i_ 

p,  = 1 

1 

1 

p,  = 3 

p.  =4 

p,  = 6 

p,  = 8 

p,  ==  10 

- ft  ^ . 

0,1  204,2 

1 275,6 

282,4 

287,4 

294,6 

299,7 

303,8 

0,15 

205,9 

214,7 

220,1 

224,0 

229,6 

233,6 

236.8 

0,2 

168.0 

i 175,2 

179,6 

182.7 

187,3 

190,6 

193.2 

0,25  1 

140,4 

14(!,5 

150,1 

152,8 

156,6 

159,3 

161.5 

0,3  '! 

119,0 

124.2 

127,3 

129,5 

132,7 

135,1 

136.9 

0,4  ' 

87,2 

91.0 

93,2 

94,9 

97,2 

99,0 

100.3 

0.5 

64.1 

1 66.9 

(»5,5 

69,7 

71,5 

72,7 

73,7 

0,6  II 

46,1 

48,1 

49,3 

50,2 

51,4 

52,3 

53,0 

0.8  |j 

19,4 

1 20,2 

20,7 

21,1 

21,6 

22.0 

22,3 

§.  42.  Znstandslnderung  bei  constanter  Temperatnr. 


Im  Gegensätze  zu  dem  Verhalten  der  Gase  ist  diese  Zustandsftnderung 
nicht  mit  derjenigen  bei  constantem  inneren  Arbeitsvermögen,  die  isother- 
mischc  nicht  mit  der  isodyuainischen  Curve  identisch.  Die  Gleichung  der 
ersteren 


v=  R 


’_i>  T 
= R - 

p p 


H— l 


i'l) 


mit  T—  Conti.,  welche  überhaupt  nicht  der  in  vorigem  §.  betrachteten  all- 
gemeineren Form  pr"  = C entspricht,  lasst  leicht  erkennen,  dass  r mit  ab- 
nehmendem p schneller  zunimmt,  oder  p mit  zunehmendem  r langsamer 
abnimmt,  als  es  bei  der  Zustandsündorung  nach  der  isodynamischen  Curve 
pe  = C von  demselben  Punkte  aus  der  Fall  sein  würde. 

Aus  Gl.  (1)  folgt 

dv  = R{^ — Tp~* 


und  es  ist  also  die  Expansiousarbeit  pro  1 Kgr.  Dampf 
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n 


Nach  §.  40,  Gl.  (6)  ist 

j n 

un<l  deshalb  die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  Dampf  initgetheilt  werden 
muss,  wenn  derselbe  bei  constanter  Temperatur  von  der  Pressung  pj  zur 
Pressung  p flbergebeu  soll, 

Q = A(U—  P.  + = ART  in  (3) 

P 

ebenso  wie  für  Gase,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  nicht,  wie  dort, 

V p* 

p,  r,  an  die  Stelle  von  RT  und  — für  --  gesetzt  werden  kann. 

t-j  p 


$.43  Wärmemenge  zur  Erzeugung  ttberhitzten  Dampfes  aus  der  betreN 
fenden  Flüssigkeit  bet  constanter  Pressung. 

Die  Herstellung  überhitzten  Wasserdainpfes  zum  Betriebe  von  Dampf- 
maschinen geschieht  entweder  so,  dass  die  ganze  Dampfmengc  auf  dem 
Wege  vom  Kessel  zur  Maschine  durch  einen  Ueberhitzungsapparat  geleitet 
wird,  oder  so,  dass  nur  ein  Tlieil  des  Dampfes  entsprechend  höher  überhitzt 
and  mit  dom  anderen  Theil,  welcher,  direct  vom  Kessel  herkommend,  ge- 
sättigt und  im  Allgemeinen  zugleich  feucht  ist,  vor  dem  Eintritt  in  die 
Maschine  gemischt  wird.  In  beiden  Fällen  geschieht  die  UeberfOhrung  aus 
Wasser  in  überhitzten  Dampf  bei  constanter  Pressung  p,  abgesehen  von 
solchen  Druckdifferenzen,  welche  durch  die  Bewegungswiderstände  auf  dem 
Wege  vom  Kessel  zur  Maschine  bedingt  sind.  Diese  Erzeugung  überhitzten 
Dampfes  bei  constanter  Pressung,  übrigens  nach  der  einen  oder  anderen 
der  beiden  so  eben  erwähnten  Verfahrungs weisen,  ist  deshalb  Oberhaupt, 
auch  bei  auderen  Dämpfen,  von  vorwiegendem  Interesse. 

Die  Wärmemenge  Q,  welche  dabei  zur  Bildung  von  1 Kgr.  überhitzten 
Dampfes  vom  Zustande  r,  p,  t aus  der  betreffenden  Flüssigkeit  von  der 
Temperatur  f,  erfordert  wird,  ist  in  beiden  genannten  Fällen  gleich  gross» 
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weil  üie  ausser  vou  dem  henorzubriugendcn  Zuwachs  an  Körperwärme, 
nämlich 

jI 

AU — = -46'-}-  " -pv — ?i  nach  §.40,  611.(5), 

nur  von  der  Exjiansionsarheit  E ahhängt,  letztere  aber  wegen  der  in  beiden 
Fällen  constanten  Pressung  auch  in  beiden  Fällen  gleich  ist,  und  zwar  bei 
Vernachlässigung  des  S))ecif.  Volumens  w der  Flüssigkeit  gegen  dasjenige 
V des  Dami)fes 

E = p(f  — «')  = pp. 

Somit  ist 

a^AiU-^  E)—q,  — fl) 

oder  auch  mit  UUcksicht  auf  die  Zustaudsgleichung  und  die  Beziehung 

AR  ■—  e»  nach  §.3!),  Gl.  (10) 

« 

Q^A  1^6'-}-  76  7’-/-]  - q,  AC  -}-  c,{T-P)~  q,  . . (2). 

Insbesondere  ist  die  ^Värmemenge.  welche  zur  Erzeugung  von  1 Kgr. 
überhitzten  VVasserdampfes  vom  Zustande  p,  v resp.  p,  t aus  Wasser 
von  0“  bei  eoustanter  Pressung  p direct  oder  durch  Mischung  erfordert 
wird,  mit 

Cp  — 0,48  und  -46'=  476,1.3  (§.  40> 
q - 176,1.3  f 4Apr  =176,13  }-  0,48 (T’—P) (3). 

Diese  Formeln  gelten  insbesondere  auch  in  der  Grenze  für  ge.sättigten 
Dampf  und  liefern  dann  die  sogenannte  Gesammtwärme  desselben,  welche 
von  Uegnault  als  Function  ihrer  Temperatur  t bestimmt  wurde  (§.27), 
z.  B.  für  gesättigten  Wasserdami)f; 

Q-  600,5  -j  O,305f  (§.27,  Gl.  l). 

Die  sehr  befriedigende  Uebereinstiiiimung  der  zwar  weniger  einfachen, 
dagegen  allgemein  gültigen  Gl.  (3)  für  Wasserdampf  mit  dieser  Regnault'- 
schen  Formel  für  gesättigten  Wasserdami)!  lässt  die  folgende  Zusammen- 
stellung erkennen. 


Für  p = 0,5 

1 

0 

4 

8 .\tm. 

ist  T—  .354,71 

373,00 

3!)3,60 

417,00 

443,81 

nach  §.  2 t), 

R—  .31,76 

37,77 

44,!I2 

53,42 

6.3,53 

nach  §.3!), 

also  Q-~  631,15 
Nach  §.27,  Gl.  (4;  ist 

037,04 

643,50 

050,65 

658,66 

nach  Gl. (3). 

II 

037,00 

6 43,28 

650,42 

658,60 

DiH'ereuz  = — tt,27 

+ 0,04 

-1-  0,22 

H 0,23 

f 0,06 
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Durch  Verbindung  von  ül.(2)  resp.rS)  mit  GI.(17_)  res]).(18)  in  §.30, 
wonach,  wenn  p in  Atin.  ausgcdrUckt  wird. 

m — 1 

T — P=  ap~~tir 


und  insbesondere  filr  gesitttigten  Wasserdiiinpf 

r — 33f),24/)®  ®'''«‘'^ 


i.‘t,  lasst  sich  die  Gesammtwärnie  gesättigter  Dämpfe  ancli  näherungsweise 
als  uuniittelbare  Function  ihrer  Pressung  = ;<  Atm.  aiisdrUckcn,  z.  li.  für 
Wa.sscrdampf 

Q = 4 7 fi,  1 3 r 1 60,9  (4). 

Das  Vcrhältiiiss  der  zur  Erzeugung  von  1 Kgr.  Dampf  auf- 
zuwendenden Wärme  Q zum  Wärmewerth  der  dabei  gewonnenen 
Expan.sionsarbeit  E ^p(e  — te)  oder  sehr  nahe  E ^ pp  ist  nach  Gl.  1: 
für  f,  =r  0,  also  = 0 


(5). 


4.  

AE  pp  — 1 X’ ( T—P)  — 1 

Darin  ist  für  Wasserdampf  zu  setzen,  wenn  p in  Atm.  ansgedrückt 


wird. 


476.13.424  „ C 10.537 

C=—  -- — = 19,537;  - — =3967,8 

10333  ’ ’ Jt  0,004921  ’ 


und  - = 4. 
« — 1 


Das  obige  Verhältniss  kann  als  Maa.ssstab  für  die  Oekonomie 

der  Verwendung  mehr  oder  weniger  überhitzten  Damiifes  zur 
-Vrbeitsverrichtnng  zunächst  in  Danipfniaschinen  ohne  Exiiau.siun  dienen; 
es  ist  um  so  kleiner,  die  mit  einem  gewissen  Wärmeanfwande  gewonnene 
•\rbeit  folglich  um  so  grösser,  je  grösser  p oder  T bei  gegebener  Pressung 
p.  je  bedeutender  also  die  Ueberhitzung  des  Dami)fes  ist.  Im  Vergleich  mit 
dem  Falle,  da.s.s,der  Dampf  im  Anlängszustande  nicht  nur  ge.sättigt,  sondern 
zugleich  feucht  ist,  stellt  sich  der  \'ortlieil  des  überhitzten  Dampfes  noch 
grösser  heraus.  Dagegen  tritt  er  wieder  etwas  zurück  bei  E.xpansiuns- 
raa.schinen  um  so  mehr,  je  stärker  expandirt  wird,  in  Folge  des  Unistainles, 
dass  dabei  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  die  Pressung 
überhitzten  Damjifes  rascher  abnimmt,  als  diejenige  des  Anfangs  gesättigten 
oder  gar  feuchten  Dampfes,  somit  auch  die  Expansionsarbeit  unter  (dtrigens 
gleichen  l’m.ständen  kleiner  ist;  iu  der  (ileichung  pv'"  — Conxt.  der  adia- 
batischen t'urve  ist  z.  B.  für  ülierhitzten  und  überhitzt  bleibenden  Wasser- 
dampf m — 1,333  zu  setzen,  dagegen  für  .Vntängs  gesättigten  und  trockenen 
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Wasserdampf  im  Mittel  m=  1,135  (§.35)  und  noch  kleiner,  wenn  er  vor 
der  Expansion  schon  feucht  ist.  Die  Ersparung  an  Brennmaterial  kann 
sich  übrigens  grösser  heraussteilen,  als  der  Verkleinerung  des  Verhältnisses 


— — entspricht,  wenn  zur  Ueberhitzung  die  Wärme  der  abziehenden  Heiz- 
AJi 


gase,  überhaupt  solche  Wärme  benutzt  wird,  welche  sonst  verloren  gehen 
würde. 


§.  44.  Mischung  zweier  Dampfmengen  von  gleicher  Art  und  verschiedenem 

Zustande. 


Entsprecheud  dem  in  vorigem  §.  erwähnten  Mischungsverfahren  zur 
Erzeugung  überhitzten  Wasserdampfes  ist  hier  namentlich  der  Kall  von 
Interesse,  dass  beide  Dampfmengen,  von  denen  die  eine  gesättigt  und  ini 
.Allgemeinen  zugleich  feucht,  die  andere  überhitzt  ist,  dieselbe  Pressung 
haben  und  bei  dieser  constaut  bleibenden  Pressung  gemischt  werden. 

1)  Die  Mischung  werde  bei  constanter  Pressung  p gebildet  aus 
m,  Kgr.  gesättigten  Dampfes  von  der  Pressung  p (Temperatur  entsprechend 
= /,),  welcher  in  1 Kgr.  aus  pj  Kgr.  Dampf  und  (1  — pj)  Kgr.  Flüssigkeit 
besteht,  und  wi,  Kgr.  überhitzten  Dampfes  von  derselben  Art,  dessen  Pres- 
sung auch=p,  dessen  Temperatur  abcr  = <j  ^ ist.  Zu  bestimmen  sind: 
die  Temperatur  = < der  Mischung  und  die  resultireude  Volumenänderung. 

Sind  Q,,  Qa  und  Q die  Wärmemengen,  welche  zur  Erzeugung  von  je 
1 Kgr.  der  beiden  Gemengtheile  = w,  und  /»,  Kgr.  und  des  resultirenden 
Dampfes  aus  Flüssigkeit  von  einer  gewissen,  in  allen  Fällen  gleichen 
Anfangstemperatur  bei  constanter  Pressung  p erforderlich  sind,  so  hat  man 

f"»!,  -f  = <2i  + fl) 

vorausgesetzt,  dass  bei  der  Mischung  Wärme  weder  mitgetheilt  noch  ent- 
zogen wird.  Dabei  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  in  vorigem  §.,.  und  wenn 
die  Verdampfungswärme  für  die  Pressung  p oder  entsprechende  Tem- 
peratur ty  (§.  27)  bedeutet, 

+ c/r,  _ Pj  _ (1  _ P,)r, 


Q,  = AC  4 — P.y  Q = AC  + Cf{T—  P), 

vorausgesetzt,  dass  der  resultireude  Dampf  keine  Flüssigkeit  mehr 
enthält,  also  < )>  gefunden  wird.  Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke 
in  obige  Gleichung  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  t-. 


("'i  -f  »'t)  T—  )», 


4 


(iJ), 
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worin  statt  7*,  und  T,  auch  <,  und  gesetzt  werden  können.  Um- 
gekehrt ergeben  sich  daraus  die  Gewichtsmengen  der  Bestandtheile,  welche 
erforderlich  sind,  um  durch  Mischung  m Kgr.  trockenen  Dampfes  von  der 
Temperatur  t zu  bilden. 


(3). 


Für  y,  = 1,  in  welchem  Falle  auch  grösser  sein  kann,  als  die 
Sättigungstemperatur  des  Dampfes  von  der  Pressung  p,  ergiebt  sich  als 
Mischungstemperatur  von  zwei  trockenen  Dampfmengen,  welche  beide  über- 
hitzt sein  können. 


fr, 7j 

J ' ) 

Wj  »Ij 

»ic  auch  ohne  Weiteres  aus  der  Voraussetzung  Cp=  Comt.  folgt. 

Durch  Pressung  und  Temperatur  ist  der  Zustand  des  resnltireuden 
Dampfes  bestimmt,  insbesondere  auch  sein  specif.  Yolumeu 


_R{T—P) 

~ P 

Sein  Gesainmtvolunion  ist  dann  V={m^  Sind  ferner 


R{T.—F)  , R{T,—P^ 

V.  = und  p,  = — - 

P P 

die  specif.  Volumina  des  im  ersten  Gemengtheil  enthaltenen  trockenen 
Dampfes  und  des  zweiten  Geniengtheils,  so  können  ihre  absoluten  Volumina 

und 

gesetzt  werden,  wenn  bei  U,  von  dom  verhältuissmässig  kleinen  Volumen 
der  vorhandenen  Flüssigkeit  (ebenso  wie  in  den  Gleichungen  des  vorigen 
i,  abstrahirt  wird.  Hiernach  kann  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  die  mit  der 
Mischung  verbundene  Aenderung  des  Gesammtvolumens 

P’—  Pi  — =("‘i  + »**)«’  — "»lyi»!  — »4'’* W 

berechnet  werden.  Uebrigens  ergiebt  sich  directer,  wenn  in  Gl.  (1)  nach 
i43,  Gl.(l) 


(J,  -I-  " yc,  ) - (1  - y,  r, 


Q,=a(^ü  + pr,y,Q^A(^C+  prj 

gesetzt  wird. 
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-1-  «ij  V = Tf,  — (1  — yj  ^ --- 

L '* 

und  somit  mich  Gl.  (4  ) 


-f-WjC, 


V—  J\  — i;  = Cj  (1  — y j f 1 . 


«—1 


Cf 


n ^i/U'i 

Mit  Riicksicht  auf  dio  VeruachlässipuuK  des  Vnlumeii.s  der  Fliissijikeit 
im  ersten  Gemengtheil  ist  (§.  27 ; Apr^  die  äus-sere  Verdamjifungswäniic, 
also,  wenn  p,  die  innere  Verdampfungswfirme  bedeutet, 

»■j  = Ql  + 

und  somit  auch 


(«)• 


Diese  Voluniämleruug  ist  negativ,  eiuer  Verdichtung  entsprechend. 


sofern 


Pi> 


dL'-' 

« — 1’ 


hei  Wasserdampf  p,  ^ !L4pr, 


ist,  wie  es  der  Tabelle  in  §.2!)  zufolge  zutrifi't.  Für  p,  = 1,  d.  h.  wenn 
zwei  Mengen  trockenen,  gesättigten  oder  üherhitzten  I):imj)fes  von  gleichen 
Pressungen  hei  constaut  hleibender  Pressung  gemischt  werden,  findet  eine 
Aenderuug  des  Volumens  nicht  statt, 

2)  Die  Mischung  erfolge  ohne  Volumenänderung,  wie  hei  der 
früher  in  §.  .'ttl  hetrachteteu  .Aufgabe.  Ein  Gefäss  enthalte  nämlich  #«j  Kgr. 
eines  Gemisches  von  j<-  y,  Kgr.  Dampf  und  (1 — y, ) Kgr.  gleichartiger 
Flüssigkeit  von  der  Pressung  /)j  (entsprechendes  specif.  Volumen  des  gi»- 
sättigfen  Dampfes  für  sich— c,,  also  des  (iemisches  mit  genügender  .Vn- 
näherung  — yi*',);  ein  zweites  Gefäss  enthalte  ///^  Kgr.  iiberhitzlen  Dampfes 
dt'rselhen  Art  von  di-r  Pressung  p^  und  dem  s|iecif.  Volumen  fj.  AA'elches 
ist  der  Zustand  (/>,  r)  der  Alisehnng,  welche  dadurch  entsteht,  da.«s  beide 
Gefässe  in  ('ominnnication  gesetzt  werden,  falls  dabei  Wärme  von  aussen 
weder  mitgetheilt  noch  entzogen  wird  und  der  resnltirende  Dampf 
keine  Flüssigkeit  mehr  enthält? 

Das  specif.  Volumen  c ergiebf  sich  (dine  Weitt'res: 

«i,y,r,  i /»jiV  /T, 

r ■ — 

W/a 

Da  ferner  im  Ganzen  weder  E.xiiansionsarheit  verrichtet  noch  Wärme 
mit  der  rmgebung  ausgetauscht  wird,  das  innere  .Arbeit.svermogen  also  iiu 
Ganzen  keine  Aenderung  erllihrt,  hat  mau  die  Gleichung 
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(m,  U = /«j  U^  -j-  »ij 

«der,  wenn  darin  mit  Kdcksiclit  auf  §.40,  01.  (.'i) 

r,  mit  7r=  -’  ^424, 

n — 1 --I 


-0  + 


w— 1 ’ 


U—  V 


« — 1 


aesetzt  wird, 

»(,  t ui^)pv  = M,  [/)j  t’i  — (1  — !/i)  (n  — 1 i JTpi  I 1-  »iüPi‘21 
Tioraus  in  Verbindung  mit  01.(7)  sich,  crgiebt: 

_ »9  [^i »’i  — ( ^ — yi ) («  — 1)  1 . . . . 

~ 4- "'i'» 


(H> 


Oie  Vergleichung  obigen  Werthes  von  v mit  dem  bekannten  sjiecif. 
Volumen  gesättigten  Dampfes  von  der  l’re.ssung  p,  welches  nicht  grösser 
als  jenes  v sein  darf,  lässt  die  Hichtigkcit  der  Voraussetzung  erkennen, 
dass  der  resultirende  Dain])f  nicht  feucht  ist.  Die  absolute  Temperatur 
ilesselbou  ist  daun 


T — 


pr 

R 


r ^’. 


Ist  — 1,  in  welchem  Falle  auch  der  Dampf  im  ersten  Oefässe  ilber- 
hifzt  sein  kann,  so  ergiebt  sich 


„ '-"J-Vj.ü'sJi.  ^ (9). 

(«,  «Ij  r 

Wenn  sich  im  b'alle  unter  1;  die  Temperatur  T der  Mischung  nach 
01.(2’)  kleiner  ergäbe,  als  die  Sattiguiigstemperatur  für  die  gegcdieue  l’res- 
«ung  p.  oder  wenn  im  Falle  unter  2)  das  specif.  V<dumen  r nach  01.(7) 
kleiner  gefunden  würde,  als  dasjenige  gesättigten  Dampfes  fiir  die  nach 
OL  (x'i  berechnete  Pressung  />,  als  Zeichen  dafür,  dass  die  resultirende 
Mischung  feucht  wäre,  etwa  nur  y Kgr.  Dampf  in  1 Kgr.  enthielte,  so 
müs-sten  andere  Formeln  zur  Bestimmung  ihres  Zustandes,  übrigens  durch 
eine  der  obigen  ganz  analoge  Entwickelung  aufgestellt  werden. 

Im  Falle  1)  wäre  zu  setzen: 

U ^ AV  + c,{T,  — R)  — (1  y ir,  A f'  ('  -{-  /m,  j — (1  — y)  r, 

uud  »i^)yi\.  Mit  p wäre  nämlich  auch  f — und  fj  gegeben, 

zur  Bestimmung  des  Zustandes  der  Mischung  also  nur  y zu  berechnen. 
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Im  Falle  2)  wäre  zu  setzen: 


U^C-^  ^ (1— 

n — 1 


(m,  + m,)y 


unter  v jetzt  das  specif.  Volumen  nicht  der  resultirenden  Mischung,  sondern 
des  darin  enthaltenen  Dampfes  verstanden ; der  Zustand  der  Mischung  wäri’ 
bestimmt  durch  y mit  einer  der  Grössen  p,  v. 


E.  Molekulartheorie  der  Wärme. 

Den  bisherigen  Untersuchungen  lag  die  Vorstellung  einer  continuir- 
lichcn  Raumerftillnng  durch  die  Materie  zu  Grunde.  Wenn  auch  bereits 
im  Anschlüsse  an  die  Besprechung  des  Fundamcntalprincips  der  Aequivalenz 
und  gegenseitigen  Umwandelbarkeit  von  Wärme  und  Arbeit  oder  lebendiger 
Kraft  (§.  11)  darauf  hingewüesen  wurde,  dass  das  Wesen  der  Wärme  in  dom 
Molekularzustande  der  atomistisch,  also  discontiuuirlich  constituirteu  Ma- 
terie zu  suchen  sei,  so  war  doch  im  Vorhergehenden  keine  Veranlassung, 
diese  Vorstellung  weiter  zu  verfolgen,  weil  die  bisher  entwickelten  Sätze 
aus  erfahrungsmässigen  Thatsachen  abgeleitet  wurden,  um  sie  als  unab- 
hängig von  jener,  in  vieler  Hinsicht  noch  mangelhaften  und  im  Einzelnen 
von  verschiedenen  Autoren  sehr  verschieden  ausgeführten  Atomistik  hinzu- 
stelleu.  Die  zeitige  Ausbildung  der  letzteren  eingehend  darzustellen,  liegt 
auch  dem  Zweck  dieses  Buches  fern.  Im  Folgenden  soll  nur  anhangsweise 
insoweit  darauf  eingegangen  werden,  als  es  zum  Verständniss  gewisser  dar- 
auf beruhender  weiterer  Sätze  der  Wärmetheorie  nöthig  ist,  welche,  wenn 
sie  auch  noch  nicht  als  so  wohlbegründet  wie  die  früheren  Sätze  zu  be- 
trachten sind,  doch  schon  jetzt  durch  ihre  Folgerungen  sich  in  mehrfacher 
Hinsicht  bewährt  haben  und  einen  wesentlichen  Fortschritt  für  die  weitere 
Entwickelung  der  Theorie  und  ihrer  Anwendungen  in  Aussicht  zu  stellen 
scheinen. 


§.  45.  Moleknlarzustand  eines  KOrpers. 

Schon  abgesehen  von  der  mechanischen  Erklärung  der  Wärmeerschei- 
nuugen  und  selbst  abgesehen  von  den  die  atomistische  Theorie  so  wesent- 
lich unterstützenden  Gesetzen  der  Chemie  hatten  die  allgemeinen  physi- 
kalischen Eigenschaften  der  Körper,  die  Veränderlichkeit  ihres  Volumens 
und  ihrer  Gestalt,  ihre  Porosität,  ihre  gegenseitige  Durchdringbarkeit  oder 
Mischbarkeit  und  event.  ihre  Mischbarkeit  in  sich,  d.  h.  die  Mischbarkeit 
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ihrer  eigenen  kleinsten  Theilchen  unter  einander,  desgl.  die  mit  diesen  Eigen- 
schaften zusammenhängenden  Eigenthümliclikeiten  der  verschiedenen  Aggre- 
Katformen  zu  der  Ansicht  geführt,  dass  die  Materie  den  von  einem  Körper 
scheinbar  eingenommenen  und  von  einer  scheinbar  zusammenhängenden 
Fläche  begrenzten  Raum  nicht  continuirlich  erfülle,  dass  vielmehr  jeder 
Körper  als  ein  Aggregat  von  nnraessbar  kleinen  materiellen  Theilchen,  so- 
genannten Molekülen,  zu  betrachten  sei,  welche  sich  im  Allgemeinen 
nicht  berühren,  eine  (bei  festen  Körpern  beschränkt,  bei  flüssigen  und  luft- 
förmigen  unbeschränkt)  veränderliche,  relative  Lage  haben  und  bei  unmess- 
har  kleinen  Entfernungen  ihrer  Massenmittelpunkte  eine  solche  Wirkung 
auf  einander  ausüben,  welche  durch  die  dem  Newton’schen  Gravitations- 
itesetze  folgende  allgemeine  gegenseitige  Massenanziehung  allein  nicht  er- 
klärt werden  kann  und  deshalb  besonderen  sogenannten  Molekularkräften 
cageschrieben  wird.  Dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  im  Gegentbeil  am 
uatOrlichsten  anzunehmen,  dass  jene  allgemeine  und  auf  beliebige  messbare 
Entfernungen  nachweislich  wirkende  Gravitation  mit  unverändertem  Wir- 
kungsgesefze  auch  einen  Bestaudtheil  dieser  nur  auf  unmessbar  kleine  Eiit- 
femungen  wirkenden  Molekularkräfte  ausmacht. 

Die  Molekularwirkung  zwischen  zwei  Molekülen,  diese  selbst  vorläufig 
ils  unveränderlich  vorausgesetzt,  ist  abhängig  von  ihrer  Entfernung  und 
Oberhaupt  von  ihrer  relativen  Lage.  W’enn  also  durch  äussere  Kräfte  eine 
Deformation  des  Körpers  bewirkt  wird,  oder  wenn  relativ  gleitende  Bewe- 
gungen im  Inneren  eines  (flüssigen  oder  luftförmigen)  Körpers  staftfindeu, 
womit  in  beiden  Fällen  eine  relative  Lagenänderung  der  Moleküle  ver- 
bunden sein  muss,  so  werden  dadurch  auch  entsprechende  Aenderungen  der 
Moleknlarkräfte  bedingt,  und  diese  Aenderungen  sind  es,  welche  als  innere 
ilächenkräfle,  Spannungen  und  innere  Reibungen  (§.  3),  in  die  Betrach- 
tung eingeführt  werden  müssen,  wenn  die  Zustandsänderung  eines  Körpers 
dadurch  mathematisch  untersucht  werden  soll,  dass  er  (unter  Abstraction 
von  seiner  vorausgesetzten  discontinuirlichen  Constitution  aus  unmessbar 
kleinen  Molekülen)  in  unendlich  kleine  Elemente  zerlegt  gedacht  wird, 
welche  continuirlich  an  einander  grenzen.*  Uebrigens  kann  umgekehrt  eine 
relative  Lagenänderung  der  Moleküle  auch  stattfinden,  ohne  dass  damit 


• Der  Begriff  der  Messbarkeit  oder  Unmessbarkeit  ist  hier  stets  im  Sinne 
der  Messbarkeit  resp.  Unmessbarkeit  durch  Beobachtung,  d.  h.  durch  unmittel- 
bare oder  mittelbare  (künstlich  verschärfte)  sinnliche  Wahrnehmung  verstanden. 
& ist  denkbar,  dass  eine  in  diesem  Sinne  als  nnmessbar  klein  bezeichncte 
brösse  darch  Vervollkommnung  unserer  Uülfsmittel  zur  Verfeinerung  sinnlicher 
VTahmehnmng  einst  messbar  wird.  Auch  ist  die  Möglichkeit  nicht  ausge- 
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messbare  Deforinationeii  oder  relativ  ffleiteiidp  IJeweffiinm'u  von  Körper- 
tlieilen  verbunden  sind. 

Wenn  in  der  I'oIkc  von  der  PhitfornunK  zweier  Moleküle  A und  J 
die  Uede  sein  wird,  so  soll  darunter  stets  die  Kntfermiug  .S'.S''  ihrer  Massen- 
mittelpunkte .S  und  .S'  verstanden  sein.  Weun  bei  gegebener  Kntferninig 
SS'=:r  die  Moleküle  um  die  Punkte  N und  s'  gedreht  werden,  so  kann 
die  Molekularwirkung  zwisehen  ihnen  sieh  im  Allgemeinen  ändern;  ist  r, 
der  grösste  Werth  von  r,  bei  welchem  die  Moleküle,  wie  sie  auch  um  N 
und  S'  gedreht  werden  mögen,  überhaupt  noch  eine  Molekularwirkuitg. 
d.  h.  eine  vou  der  allgenieiueu  Gravitation  nachweislich  abweichende  Wir- 
kung auf  einander  ausüben  (nachweislich  zwar  nicht  im  Einzelnen,  aber  für 
viele  Moleküle  zusammeiiA,  so  soll  der  Kaum,  welcher  von  einer  um  S .als 
Mitteljiunkt  mit  dem  Radius  r,  beschriebenen  KugelHächc  eingeschlosseii 
wird,  der  Wirknngsraum  des  Moleküls  A bezüglich  auf  das  Mcdekül  J‘ 
heissen. 

Denkt  man  sich  um  alle  Moleküle  eines  Körpers  die  Wirkungsräuim' 

♦ 

in  Ib'ziehnng  auf  die  ührigen  beschrieben,  .so  können  di(>se  Räume  sich 
mehr  oder  weniger  vielfach  dauernd  oder  vorübergehend  gegoiseitig  durch- 
dringen, womit  besonders  die  Eigentliürnlichkeiten  der  verschiedenen  Ag- 
gregatformon  zusammenhängend  zu  denken  sind.  Hei  festen  und  flüs- 
sigen Kör])ern  ist  anzuuehmeu,  dass  in  dem  Wirkungsraume  irgend  eines 
liloleküls  A gleichzeitig  die  Massenmittelpunkte  -s''  mehrerer  anderer  Mo- 
leküle A'  liegen,  und  zwar  bei  festen  Körpern  beständig  derselben  anderen 
-Moleküle  mit  -\nsnahme  solcher,  für  welche  die  Entfernung  SS'  verhält- 
nissmä.ssig  wenig  vom  Halbmesser  des  Wirkungsraumes  um  A verschieden 
ist,  so  dass  deren  Massenmittelpunkte  tC  vorübergehend  aus  dem  fraglichen 
Wirkungsraume  heraustreten  können,  wogegen  bei  Flüssigkeiten  die  Mole- 
kfile  A'  nach  nnd  nach  durch  immer  andere  Moleküle  ersetzt  werden  kön- 
nen, indem  jedes  Mtdekül,  zwischen  den  übrigen  hindurch  sich  bewegend, 
seinen  Ort  innerhalb  des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Raumes  wech- 
seln kann.  Bei  luftförmigeu  Körpern  ist  anzunehmen,  dit-ss  die  Mole- 
küle meistens  ausserhalb  des  Molekularwirkuugs-Rereiches  von  anderen  sich 
betinden,  da.ss  ihr(>  Masseninitteli)iiukte  nur  vorübergtdiend  und  während 
verliältnissmä.ssig  nm  so  kürzen'!’  Zeiten,  je  mehr  der  Zustand  dem  voll- 

schlosäcn,  eine  in  jenem  Sinne  unniessbarc  (irössc  durch  theoretische  Hetracli- 
tungen  und  durch  Uechmmg  mit  messbaren  Grossen  vergleichliar,  also  einer 
Messung  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  zugänglich  zu  machen,  indem  eine  un- 
messbare und  selbst  eine  umnessbar  kleine  Grösse  nicht  als  unendlich  klein, 
sondern  als  endlich  zu  denken  ist. 
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kommencn  (raszustandc  nahe  kommt,  in  die  Wirkungsrüiiine  anderer  Mole- 
kölc  eindrinpen.  welelie  nicht  nur,  wie  bei  Flüssigkeiten,  nach  und  nach 
immer  andere  sein  können,  sondern  auch  in  der  Regel  immer  andere  sein 
«erden.  In  allen  Fällen  sind  übrigens  an  der  Oberfläche  eines  Köri)ors  die 
Wirkungsräume  seiner  Moh'küle  bezüglich  auf  diejenigen  des  angrenzenden 
Kflrjiers  zu  unterscheiden  von  ihren  Wirkungsräumen  bezüglich  auf  die  an- 
deren .Moleküle  desselben  Körpers. 

Freilich  kann  hier  die  Frage  anfgeworfen  werden,  wie  überhaupt  auf 
(irund  der  vorausgesetzten  molekularen  t'onstitution  der  Materie  das  Vo- 
lumen und  somit  die  Oberfläche  eines  Kör])crs  mathematisch  detinirt 
werden  könne.  Iiiilem  aber  hei  festen  und  flüssigen  Körpern  den  so  eben 
erklärten  Vorstellungen  gemäss  die  Wirkungsräume  ihrer  Moleküle  bezüg- 
lich auf  einander  sich  stet.s  so  durchdringen,  dass  sie  einen  zusaminenhän- 
gendeii  Gesauimtraum  bilden,  kann  dieser  als  das  Volumen  des  Körpers, 
seine  Oberfläche  als  die  Köriieroherfläche  detinirt  werden.  Auf  einen  luft- 
fümiigen  Körper,  dessen  .Molekniar-Wirkungsräume  sich  isolirt  von  einander 
hctiiid(‘n  können,  würde  diese  Detinition  des  Volumens  nicht  passen.  Wäre 
dersellm  in  einem  von  festen  oder  flüssigen  Wänden  ringsum  begrenzten 
Kanme  enthalten,  so  könntet  zwar  letzterer  als  sein  eigenes  Volumen  deti- 
uirt  werden;  allein  diese  l)eli)iitiou  wäre  durch  die  fragliche  Redingung 
beschränkt,  und  würde  z.  H.  den  Regriff  des  Volumens  und  der  äusscTcn 
Oberfläche  <ler  Erdatinosphän*  nicht  in  sich  schliesseu.  Nimmt  man  ab«'r 
die  später  näher  auszuführende  ‘Voi'stellung  mit  zu  Hülfe,  gemäss  welcher 
die  Moleküle  des  luftförmigen  Körpers  in  beständiger  Rewegung  begriffen 
siud  der  Art.  dass  die  von  ihren  Wirkungsräumen  in  einer  gewissen  Zeit 
lieschriehenen  Räume  (den  inneren  Zustand,  insoweit  er  messbar  ist,  unter- 
dessen als  constant  vorausgesetzt)  in  ähnlicher  Weise  einen  zusammenhän- 
eenden  Gesammtraum  bilden,  wie  es  von  den  Wirkungsräumeu  der  Mole- 
küle an  sich  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  in  jedem  .\ugenblicke  nnzu- 
iiehmeu  war,  so  kann  jener  Gesauimtraum  allgemein  gültig  als  das  Volumen 
des  luftföriiiigni  Körpers  di^tinirt  werden. 

.\n  der  Rerührungsstelle  eines  Körpers  mit  einem  anderen  können 
zweierlei  Oberflächen  des-selben  unterschieden  werden:  seiuc  absidute  oder 
OU-rfläche  an  sich,  entsprechend  den  Wirknngsränmen  seiner  Moleküle  be- 
züglich auf  die  anderen  Moleküle  desselben  Körpers,  und  seine  relative 
ölterfläche,  entsprechend  den  Wirkungsräumeu  seiner  Moleküle  lii'züglich 
smf  diejenigen  des  anderen  Körpei’s.  Rerührung  im  physikalischen 
Sinne  tiudet  statt,  sobald  die  Masseumittelimnkte  von  .Molekülen  des  einen 
korpers  die  absolute  oder  relative  Oberfläche  des  anderen  Körpers  durch- 
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dringen;  dabei  können  verschiedene  Erscheinungen  stattfinden,  jenachdem 
die  absolute  Oberfläche  von  der  relativen  oder  umgekehrt  die  letztere  vou 
der  erstereu  eingeschlosseu  wird.  Wäre  endlich  ein  Körper  als  Gemisch 
von  Molekülen  verschiedener  Art  zu  betrachten,  so  würden  verschiedene 
absolute  und  bezüglich  auf  einen  anderen  verschiedene  relative  Oberflächen 
desselben  zu  unterscheiden  sein.  Auf  die  thatsächliche  Messung  des  Volu- 
mens und  der  Oberfläche  eines  Körpers  hat  diese  principielle  Unterschei- 
dung verschiedener  Oberflächen  keinen  Einfluss,  sofern  die  Entfernungen 
derselben  von  einander  unmessbar  klein  sind. 

. Eine  speciellere  Vorstellung  von  der  Beschaffenheit  der  Moleküle  wird 
durch  die  Eigenthümlichkeit  der  chemischen  Vorgänge  bedingt,  insbesondere 
durch  die  Verbinduugsiähigkeit  verschiedenartiger  Stoffe  zu  neuen  von 
ganz  anderen  Eigenschaften,  und  umgekehrt  durch  die  Zerlegbarkeit  vou 
Stoffen  in  Theile  von  anderen  und  unter  sich  verschiedenen  Eigenschaften, 
beides  stattfindend  nach  einfachen  rationalen  Verhältnissen  bestimmter  so- 
genannter Verbindungsgewichte,  welche  den  sich  verbindenden  oder  durch 
Zerlegung  erhaltenen  Stoffen  eigenthümlich  sind  und  auf  das  Verbindnngs- 
gewicht  eines  gewissen  conventiouell  gewählten  chemisch  einfachen  (unzer- 
legbaren) Stoffes,  gewöhnlich  des  Wasserstoffes,  als  Einheit  bezogen  werden. 
Hiernach  sicht  man  sich  zu  der  weiteren  Annahme  genöthigt,  dass  die  Mo- 
leküle selbst  wieder  aus  noch  kleineren,  ihrerseits  aber  nun  nicht  weiter 
theilbaren  und  deshalb  Atome  genannten  Theilchen  bestehen,  dass  sie 
Gruppen  von  Atomen  und  zwar  bei  chemisch  einfachen  Stoffen  vou  gleich- 
artigen, bei  chemisch  zusammengesetzten  Stoffen  von  ungleichartigen  Ato- 
men sind,  indem  man  so  viele  verschiedene  Arten  der  letzteren  von  jo  einer 
bestimmten,  der  betreffenden  Art  eigenthümlichen  Masse  annimmt,  wie  es 
chemisch  einfache  Stoffe  giebt  Da  die  Atome  Grössen  und  als  solche  ma- 
thematisch theilbar  sind,  kann  die  ihnen  zugeschriebene  Untheilbarkeit 
selbstverständlich  nur  als  eine  thatsächliche  physische  Untheilbarkeit  durch 
mechanische,  chemische,  überhaupt  durch  natürliche  Einwirkungen  verstan- 
den werden.  Von  den  Atomen  eines  Moleküls  ist  anzunehmen,  dass  sie  mit 
gewissen  Kräften  auf  einander  wirken,  im  Allgemeinen  sich  nicht  berühnm 
und,  so  lange  das  Molekül  seinen  physikalischen  und  chemischen  Charakter 
behält,  eine  beschränkt  veränderliche  relative  Lage  in  demselben  haben. 

Manche  Erscheinungen,  insbesondere  die  verschiedenen  Formen,  in 
denen  gewisse  Stoffe  (dimorphe  Körper)  unter  verschiedenen  Umständen 
krystallisiren  können,  oder  sonstige  Verschiedenheiten  des  Verhaltens  (Allo- 
tropic  und  Isomerie)  gewisser  chemischer  Elemente  (z.  B.  gewöhnlicher 
Sauerstoff  und  Ozon)  und  zusammengesetzter  Stoffe  bei  gleicher  chemischen 
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Zasammensptznng,  deuten  darauf  hin,  dass  dio  Afome  (bei  unveriimlerlichem 
ZahlenvorLältuisse  der  verscliiedeiiiirtigen  Atome  ini  Falle  eines  diemisch 
zusammengesetzten  Stoffes)  sich  in  verschiedener  absoluter  Zahl  und  auf 
lerschiedene  Weise,  d.  h.  zwischen  verschiedenen  Grenzen  beztlglich  auf 
ihre  J>eschränkt  veränderliche  relative  Lage,  zu  einem  Molekül  gruj)piren 
können.  Auch  mögen  die  verschiedenen  .\ggregatfornien  eines  Körj)ers 
liiirch  diese  Umstände  zum  Theil  bedingt  sein;  insbesondere  ist  es  wahr- 
scheinlich. da.ss  die  Moleküle  fester  Körper  von  zusammengesetzterer  Art 
sind,  indem  die  einfachen  ^loleküle  von  geringster  Atonizahl,  wie  solche 
bei  flüssigen  und  Inftförmigen  Körpern  von  gleichförmigem  Wärmezustande 
in  dnrchschnittlich  gleichförmiger  Vertbeilnng  Vorkommen,  bei  ihnen  zu- 
uärbst  engere  (truppen,  mehrfache  Moleküle  bilden,  welche  dann  ihrer- 
seits den  Körper  constitniren  und  durch  die  .Art  ihrer  Zusammensetzung 
aus  den  einfachen  Molekülen  die  Kigenschaften  des  Körpers  bestimmen. 
.\nf  diese  Weise  wird  die  Vorstellung  einer  grösseren  Zertheilung  oder 
Auflockerung  der  Materie  beim  Schmelzen  eines  festen  Körpers  auch  ohne 
Tolumvergrösserung  desselben  gewonnen,  sofern  die  durchschnittlichen  Ent- 
fernungen nächstbenachbarter  solcher  mehrfachen  Moleküle  wesentlich 
grösser,  als  ihre  grössten  Dimensionen,  d.  h.  als  die  Entfernungen  von  ir- 
gend zwei  Atomen  desselben  mehrfachen  Moleküls  vorausgesetzt  werden. 
Wenn  ausserdem  in  einem  mehrfachen  Molekül  die  durchschnittlichen  Ent- 
fernungen nächstbeuachbarter  einfacher  Moleküle  wesentlich  grösser  sind, 
als  die  grössten  Dimensionen  der  letzteren,  so  ist  das  durchschnittliche 
Verhültniss  der  grössten  Dimensionen  zu  der  kleinsten  Entfernung  für  zwei 
mehrfache  Moleküle  eines  festen  Körpers  grösser,  als  für  zwei  einfache 
Moleküle  desselben  Körpers  als  Flüssigkeit  von  gleichem  Volumen;  dadurch 
kann  e«  bewirkt  werden,  dass  die  Molekularwirkung  zwischen  den  Mole- 
külen eines  festen  Körpers  nicht  nur  von  anderer  Grösse,  sondern  auch  von 
anderer  .Art,  insbesondere  in  höherem  Grade  von  den  Lagen  der  Moleküle 
ween  die  gerade  Verbindungslinie  ihrer  Massenmittelpunkte  abhängig  ist 
als  bei  flüssigen  Körpern,  dass  sic  also  in  höherem  (rradc  ausser  ihrer 
gegeaseitigen  Anziehung  oder  .Abstossnng  auch  eine  gegenseitige  liiehtkraft 
anf  einander  ausüben.  Ebenso  wie  den  Atonum  in  den  einfachen  Mole- 
külen, ist  auch  den  letzteren  in  den  mehrfachen  Molekülen  eine  beschränkt 
veränderliche  relative  Lage  zuzuschreiben;  die  Ueberschreitung  einer  ge- 
wissen Grenze  in  dieser  Hinsicht  hat  entweder  eine  Structurveränderung 
(veränderte  Gruppirung  der  einfachen  zu  mehrfachen  Molekülen)  oder  eine 
Schmelzung  des  festen  Körpers  (.Auflösung  der  mehrfachen  in  einfache 
Moleküle)  zur  Folge,  wogegen  die  Ueberschreitung  einer  gewissen  Grenze 

Grftühof,  iheoret.  Manchtnenlehre.  I.  16 
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hinsichtlich  der  relativen  Lage  der  Atome  in  den  einfachen  Molekülen  ein 
chemische  Zersetzung  bedingt. 

Indem  die  Untersuchungen  über  die  Erscheinungen  und  das  Wes«'J 
des  Lichtes  sowie  auch  der  denselben  Gesetzen  folgenden  strahlenilo' 
Wärme  zu  dem  Schlüsse  gefüJirt  haben,  dass  Licht-  uud  Wärmestr^hluni 
als  das  Resultat  einer  scliwingcndeu  Bewegung  der  iinmessbar  kleinen,  aud 
als  physisch  untheilbar  zu  denkenden  Thoilchen  eines  im  ganzen  WeltrauuM 
verbreiteten  uud  alle  Körper  durchdringenden  Stoffes,  des  Aethers,  zu  bo 
trachten  sind,  müssen  endlich  noch  die  Aetheratomc  als  weitere  zuj 
Molekularconstitution  eines  Körpers  gehörige  Bestandthoile  berücksichtigt 
werden.  Zwischen  ihnen  gegenseitig  sowie  auch  zwischen  ihnen  und  des 
Körperatomen  sind  gewisse  Kräfte  wirkend  vorauszusetzeu  von  solcher  Art 
dass  diese  Aetheratomc  im  Allgemeinen  weder  sich  gegenseitig  noch  die 
Körperatome  berühren,  dass  sie  zum  Theil  wenigstens  die  zur  Licht-  und 
Wärmestrahlung  nöthige  freie  Bew»!glichkeit  im  Körper  besitzen.  Die  Ge- 
sammtmasse  aller  Aetheratome  eines  Körpers  ist  übrigens  nicht  nur  sehr 
klein  im  V erglcich  mit  der  Gesammtmasse  aller  Körperatome,  sondern  auch 
an  und  für  sich  unmessbar  klein. 

Gewöhnlich  nimmt  man  an,  die  Aetheratome  seien  sehr  klein  im  Ver- 
gleich mit  den  Körperatomen,  und  ihre  Anzahl  sei  verhältuissmässig  sehr 
gross;  indessen  ist  namentlich  in  letzterer  Hinsicht  auch  eine  entgegenge- 
setzte Ansicht  vertreten  worden.*  Im  Folgenden  mag  jede  Annahme  iu 
diesen  Beziehungen,  sowie  auch  in  Betreff  der  Gestalt  der  Atome  und  der 
Ursachen,  durch  welche  die  Verschiedenheit  dos  chemischen  Verhaltens  der 
Körperatome  ausser  durch  ihre  verschiedenen  Massen  (Atomgewichte)  Ih'- 
grflndet  zu  denken  ist,  dahingestellt  bleiben.  Körper-  und  Aetheratomc 
werden  wie  materielle  Punkte  bei  den  folgeuden  Untersuchungen  be- 
handelt. 

Ebenso  wenig  übereinstimmend,  wie  in  den  genannten  Beziehungen, 
sind  die  bisher  gemachten  Annahmen  hinsichtlich  des  Sinnes  und  des 
Wirkungsgesetzes  der  Kräfte,  womit  die  Atome  aufeinander  wirken. 
Abgesehen  von  der  Licht-  uud  Wärmestrahlung,  welche  vom  Aether  abhängi 
und  von  der  Art,  wie  die  Gruppirung  seiner  Atome  in  einem  Körper  UHsli- 
ficirt  ist,  kann  in  der  That  aus  den  meisten  Erscheinungen  physikalischer 
Natur  zunächst  nur  auf  die  gegenseitige  Wirkung  der  kleinsten  gleicliar- 

* Entwurf  einer  Molekularphysik  von  Prof.  Dr.  Wittwer.  Zeitschr.  f«r 
Mathem.  und  Physik,  18ö0,  S.  177,  mit  weiteren  Ausführungen  in  späteren  Jahr- 
gängen derselben  Zeitschrift. 
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tilgen  Körpertheile  geschlossen,  diese  Gesamintwirkuug  aber  auf  verschiedene 
Weise  als  das  Resultat  von  Einzelwirkungen  zwischen  Körper-  und  Aether- 
atomeu  erklärt  werden.  Uebereiustinunung  herrscht  nur  darüber,  dass 
Aetheratome  sich  gegenseitig  abstossen.  Im  Uebrigen  wird  gewöhnlich  an- 
genommen, dass  sowohl  Körper-  und  Körperatome  als  auch  Körper-  und 
Aetheratome  sich  anzieheu;  jedoch  ist  sowohl  in  jener  (Witt wer  a.  a.  O.), 
»Js  aocii  in  dieser  Hinsicht*  die  entgegengesetzte  Annahme  durchzufllhren 
lersucht  worden.  Obschon  die  folgenden  Entwickelungen  nicht  nothwendig 
in  eine  bestimmte  Voraussetzung  in  diesen  Beziehungen  gebunden  sind, 
mag  doch  zur  Veranschaulichung  der  Verhältnisse  die  gewöhnliche  Annahme 
xn  Grunde  gelegt  werden,  dass  Körper-  und  Kürperatome,  desgl. 
Körper-  und  Aetheratome  sich  anziehen,  Aether-  und  Aether- 
atome sich  abstossen.  Gegen  die  Annahme  einer  gegenseitigen  An- 
ziehung zwischen  Körper-  und  Aetheratonien  scheint  zwar  der  Umstand  zu 
sprechen,  dass  der  Theorie  zufolge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Lichtes  in  homogenem  Aether  der  Quadratwurzel  der  Aetherdichte  propor- 
tional ist,**  indem  daraus,  weil  diese  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in 

* Die  Grunilzüge  der  Weltordnuiig,  von  Prof  Dr.  Clir.  Wiener,  1SG3. 
•*  Die  f'ortpflanzmig  von  ebenen  Wellen  geradliniger  Schwingungen  in 
Homogenem  Aether  ist  im  Allgemeinen  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  diese 
Schwingungen  nach  drei  bestimmten,  auf  einander  senkrechten  Richtungen 
sUttfinden.  welche  von  der  zur  Wellenebene  senkrechten  Kortpflanzungsrichtung, 
deren  Winkel  mit  drei  rechtwiukeligcn  C'oordinatcnaxen  «,  /?,  y seien,  von  der 
Wellenlänge  >.  und  von  der  Grnppirung  der  Atome  des  als  unbegrenzt  voraus- 
metzten  Aethers  ahhängen.  Die  Cosinusse  «,  b,  c der  Winkel,  welche  eine 
solche  mögliche  Schwingnngsrichtung  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  sind  näm- 
lich dreifach  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

ai  . 1,1  La  +^>  +J?c  ^ Ji<±±Jfb  + Pc  ^ Qa  ^ 

^ ’ a b c 

iiad  wenn  der  Werth  dieser  drei  einander  gleichen  Quotienten  mit  J bezeichnet 
»inL  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  betreffenden  Schwingungen 


15* 
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einem  Körper  erfahrungsmüssig  kleiner  ist,  als  im  körperlee]  >n  Ranme,  mll 
eine  geringere  Dichtigkeit  des  Aethers  in  einem  Körper,  als  m Weltraunitj 
und  somit  auf  eine  .\bstossuug  zwischen  Körper-  und  Aethei  tomen  scheiul 
geschlossen  werden  zu  müssen.  Indessen  ist  zu  bemerken  da.ss  l»ei  de 
Anwendung  jener  theoretischen  Formeln  auf  die  Gesetze  der  l.ichtstrahlim 
in  einem  Körper  der  Eintluss  der  Körperatome  auf  den  Aetle  r nur  insofer 
berücksichtigt  wird,  als  derselbe  eine  veränderte  Gruppirui  g der  Aethei 
atomc  zur  Folge  hat,  während  die  Schwingungen  der  let  teren  als 
unter  der  Einwirkung  der  übrigen  Aetheratome  statttindem  vorausgest  tzt 
werden.  Wenn  aber  diese  Annahme  zu  Resultaten  führt,  \ eiche  der  Ei^ 
fahrung  entsprechen,  wie  es  that.sächlich  der  Fall  ist,  so  fol?t  daraus  nur. 
da.ss  der  Einfluss  der  Körperatome  auf  die  schwingenden  .\etheratome  durch 
die  .\nuahme  einer  gewissen  Beschaffenheit  des  Aethers  rrchnungsmissig 
berücksichtigt  werden  kann;  in  der  That  wird  ein  solcher  Einfluss  staft- 
finden,  und  zwar  so,  dass,  wenn  er  in  einer  .\nziehnng  besteht,  dadurch  die 
Abstossung  einer  entsprechenden  .\ethermenge  compensirt  wii-d,  die  Schwrin- 
giingen  also  so  stattfinden,  als  ob  die  Dichtigkeit  des  .\eiliers  geringer 
wäre,  als  sie  in  Wirklichkeit  ist. 

Wenn  schon  in  Betreff  des  Sinnes  der  dreierlei  Einzelkräfte  zwischen 
den  zweierlei  Atomen  bisher  noch  keine  allseitige  Uebereinstiininuug  der 
.\nnahmen  erzielt  ist,  so  ist  es  begreiflich,  dass  um  so  mehr  auch  über  die 
Wirkuugsgesetze,  welche  den  fraglichen  Einzelkräften  behufs  Erklänine 
der  Naturerscheinungen  zuzuschreiben  sind,  noch  die  grösste  Ungewissheit 
herrscht,  ünbczwcifelt  ist  nur,  dass  alle  diese  Kräfte  zwischen  jo  zwei 
Atomen  den  I’roducten  ihrer  Massen  proportional  zu  setzen  sind  und  das.' 


mit  E='2  sia^  -j-  {x  cos  a + y cos  ß e cos  y) 


dm 


-m 


und  wenn  m die  Masse  eines  .\etheratonis,  r tfür  die  Ruhelage'!  die  Entfernung 
eines  schwingenden  Aeilieralonis  von  einem  anderen,  dessen  relative  (Axirdinateu 
in  Beziehung  auf  jenes  «<=  a",  i/,  z .sind,  und  rn'‘m  die  zwischen  beiden  wirksame 
Kraft  bedentet,  wälirend  die  Summationen  sich  Uber  alle  Aetheratome  zu  er- 
strecken haben,  welche  die  Schwingung  des  betrachteten  Atoms  überhaupt  bc- 
eintlussen.  Indem  hiernach  L,  ^f,  X,  P,  Q,  11  der  .\ethermasse  proportional 
sind,  unter  deren  Kintluss  irgend  ein  Aetheratom  schwingt,  also  proportional 
sind  der  .Vethenlichligkeit  in  der  Umgehung  dieses  letzteren  .\toms.  gilt  das- 
selbe auch  von  der  ffrösse  I,  und  ist  also  c der  (juadrutwurzel  der  .\ether- 
dichte  proportional.  (Vergl.  Dr.  A.  Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik. 
S.  IhT  II.  ff.) 
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sie  mit  wacbsondon  Entfcriiungpu  abuehmeu,  wobei  jo  zwei  Aotberatome 
und  je  zwei  chemisch  gleichartige  Kürperatome  als  gleichmassig  gelten.* 

Den  im  Vorhergehenden  besprochenen  Vorstellungen  entsprechend 
wird  der  im  Volumen  eines  Körpers  befindliche  Aethor  nur  insoweit  als 
liestandthcil  des  Körpers  betrachtet,  als  er  in  seiner  Beschaffenheit  durch 
die  Einwirkung  der  Körperatome  modificirt  ist.  Dabei  kann  jedes  Atom 
dieses  Aethers  als  zu  einem  bestimmten,  nämlich  zu  domjenigeu  Körper- 
atoin  gehörig  betrachtet  werden,  von  welchem  die  grösste  Kraftwirkung 
(Anziehung)  auf  dasselbe  ausgeübt  wird.  Auf  solche  Weise  erscheint  der 
vollständige  Körper  als  ein  System  von  Molekülen,  deren  jedes  eine  Gruppe 
von  Körper-  und  Aetheratomen  ist;  diese  vervollständigten  Moleküle,  den 
Rcdtenbacher’scheu  Dynamiden  entsprechend,  werden  in  der  Folge 
als  Körpermoleküle  oder  schlechtweg  als  Moleküle  bezeichnet,  sofern  nur 
bei  den  .Uomeu  eine  Unterscheidung  von  Körper-  und  Aetheratomen  er- 
forderlich ist.  Zwischen  den  zweierlei  Bestaudtheileu  eines  Moleküls  findet 
ilabei  der  Unterschied  statt,  dass  seine  Körperatome,  so  laugiv  es  seinen 
jihysikalischou  und  chemischen  Charakter  bewahrt,  stets  dieselben  bleiben, 
während  die  Aetheratome  zwischen  zwei  sich  nahe  kommenden  Molekülen 
theilweise  ausgetauscht  werden  können.  Auch  kann,  wie  schon  erwähnt, 
wenigstens  bei  luflförmigen  Körpern,  der  Uauni  zwischen  den  vollständigen 
Molekülen  von  solchem  Aether  erfüllt  sein,  welcher  dieselbe  Bi^schaffenheit 
wie  der  allgemeine  Weltäther  (gleiche  Dichtigkeit  bei  gleichförmiger  iso- 
troiKT  Grnppirung)  besitzt,  und  deshalb  überhaupt  nicht  als  Körperbestaud- 
Iheil  betrachtet  wird;  darauf  deuten  u.  A.  die  Versuche  vou  Fizeau,  nach 
welchen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Luft  vou 
tleijeuigen  im  körperleeren  Welträume  nicht  merklich  verschieden  i.st. 

Die  resultirende  Wirkung  zwischen  zwei  Molekülen  A und  A’  ist  nun 
ilas  Resultat  von  jiaarweise  gleichen  und  entgegengesetztim  einzidnen  An- 
ziehuugs-  und  Abstossungskräfteu,  womit  die  Körper-  und  Aetheratome  von 
J auf  diejenigen  vou  A'  und  umgekehrt  diese  auf  jene  wirken.  Dieses 
rweifache  Kräftes.vstem  lässt  sich  reduciren  auf  zwei  gleiche  Kräfte  P ent- 
gegengesetzten Sinnes,  deren  Richtungsliuicu  in  dieselbe  Gerade  ('  (die 
Centralase)  fallen,  und  zwei  Kräftepaare,  welche  mit  gleichen  Momenten 

* Ch.  Briot  folgert  aus  seinen  Untereucliungen  über  die  Theorie  des 
Lithtes  (tlssais  nur  la  thöorie  niathematique  de  la  luiniöre,  lM(!t),  dass  die 
.fetheratome  sich  iinigekchrt  pru|)ortional  der  fii*“  Potenz  ilirer  Entfernung  ali- 
•tossen,  Körper-  und  Aetheratome  dagegen  sich  umgekehrt  proportional  der 
2t«  Potenz  ihrer  Entfernung  anziehen,  also  nach  dem  Newton'schcn  Gesetze 
'1er  Anziehung  von  Körper-  und  Körperatomen. 
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in  entgegengesetztem  Sinne  um  diese  Gerade  C drehen,  so  dass  die 
resnltirendc  Einwirkung  der  Moh'küle  auf  (‘inandor  als  eine  gegenseitig!' 
Schraubenwirkung  mit  der  gemeinschaftlichen  .\xe  C betrachtet  werden 
kann.  Wenn  die  resultirende  Kraft  7',  womit  A'  auf  A wirkt,  au  den 
Massenmittelpunkt  S von  A vei-setzt,  und  das  dieser  Versetzung  entspre- 
chende Kräftepaar  ~ Pn  'unter  a die  Entfernung  des  Punktes  S von  der 
Centralaxo  C verstanden)  mit  dem  von  A!  auf  A ausgeübten  kleinsten 
Kräflepaare  .17, , zu  einem  resultirenilen  Paare  M (^'0*  znsain- 
inengesetzt,  und  wenn  ebenso  binsichtlich  der  von  A auf  A’  ausgeübten 
Wirkung  verfahren  wird,  wodurch  die  im  ülassenniittelpunktc  Sf  von  J 
ungriMfende  Kraft  P und  ein  Paar  M'  -j-  (7'ir')®  erhalten  werden. 

BO  sind  die  in  .S'  uml  ff  angreifeuden  Kräfte  P gleich  gross,  j)arallel  uml 
von  eutgegengesetztein  Sinne,  während  die  Paare  M und  M'  iin  .Vllgemeinen 
verschiedene  ^loinente  uml  nicht  parallele.  Ebenen  haben.  Die  Kräfte  /' 
können  in  je  zwei  Componenten:  R nach  SS'  resp.  S' S und  N senkrecht 
darauf  zerlegt  werden;  die  beiden  Componenten  R sind  daun  gleich  und 
entgegengesetzt,  die  Componenten  N gleich,  parallel  und  von  entgegi'nge- 
setztem  Sinne.  .\lle  diese  Grössen,  R,  X,  M und  M'  sind  im  .\llgemeineu 
abhängig  sowohl  von  fler  Entfi'rnung  .‘'‘.S’'  — r,  als  auch  von  den  Lagen  der 
Moleküle  gegen  die  Gerade  iS’.s',  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  mit  wach- 
semler  Entfernung  r diese  letztere  .Vbhängigkeit  von  den  Lagen  der  Mole- 
küle gegen  die  Geraile  Ss'  mehr  und  mehr  untergeordnet  wird  im  Ver- 
gleich mit  dem  Einfluss  von  r,  und  auch  die  Wirkungen  von  X,  M und  M' 
mehr  und  melir  vernachlässigt  werden  können  gegen  die  Wirkung  der 
Kraft  R.  Ist  r — - r,  geworden  = ilem  unmessbar  kleinen  Halbmesser  der 

Wirkungsränmc  von  A uml  A'  bezüglich  auf  einander,  so  ist  R nicht  mehr 

0 

merklich  verschieilen  von  der  Anziehungskraft  = Cond.  - , welche  die 

in  S und  ff  vereinigt  gedachten  Molekülmassen  m und  m'  (mit  verschw  in- 
dend kleinem  Fehler  ~ den  Pnmmen  der  Ma.ssen  nur  ihrer  Körperatome' 
nach  dem  Gravitatiomsgesetze  auf  einander  ausüben. 

Der  analytische  .Vusdruck  der  Kratt  R als  Function  der  Einzelkräfte 
zwischen  den  Atomen  und  der  die  Oerter  der  letzteren  bestimmenden  Cn- 
ordiiiaten  enthält  Bestandtlieile  mit  eidgegengesetzten  Vorzeichen,  welche 
j)ositiv  gewühlt  werden  sollen,  wenn  sie  einer  gegenseitigen  Anziehung, 
negativ,  wenn  sie  einer  Abstossung  der  Punkte  S und  S'  eut.sprcchon. 
Setzt  man  dann  R - R^  — unter  R^  die  Summe  der  positiven  und 
unter  /i’j  die  absolut  genommene  Summe  der  negativen  Bestandtheilo  ver- 
stamleii,  und  lä.sst  man  die  Entfernung  S'.s''  sich  andern,  während  die  Mule- 
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külo  iininer  in  bostimiuten,  z.  B.  in  donjenigcn  Lagen  gegen  die  Gerade 
S.^  bleiben  mögen,  fllr  welche'  der  Absolutwerth  von  R bei  der  betref- 
fenden Kntferiiung  N.S'  r am  grössten  ist,  so  ändern  sich  J{^  und  Rg 
nach  verschiedenen  Gesetzen.  Durch  das  gesammte  Verhalten  iler  Körper, 
insbesondere  z.  B.  durch  die  Erscheinungen  der  f^asticität  und  der  Cohä- 
sion  namentlich  bei  festen  Körpern,  wird  in  dieser  Hinsicht  die  Behauptung 
t»egrftndet,  dass  es  einen  gewissen  Werth  r - r„  der  Phitferniing  SS'  giebt, 
für  welchen  R^  = Rg,  also  R --  0 ist,  und  dass  bei  diesem  Werthe  r„  und 
in  der  Nähe  des.selben  sich  Rg  schneller  mit  r ändert,  als  /f, , so  da.ss, 
wenn  inan  von  dieser  Entfernnng  SS"  = aiisgeht,  bei  altuehmeudem  r 
eine  zunebineiide  Abstossung,  bei  wachsendem  r eine  zunächst  zunehmende 
und  dann  wieder  abnehmende  Anziehung  der  Molekäle  nach  der  Geraden 
sS  stattfindet,  bis  letztere  für  r~rj  nicht  mehr  merklich  von  der  allge- 
meinen Gravitatiousauzieliung  verschieden  ist.*  Bei  Voraussetzung  von  an- 


* Ist  m die  OcBammlmassc  der  Körperatome,  /i  die  Aetherniasse  des 
Mülekiils  A,  und  haben  in  und  fi  die  entsprechenden  Bedeutungen  für  das 
•Midekfd  ä',  so  ist,  wenn  die  Kraft  R näherun^sweise  so  berechnet  wird,  als 
ob  m und  /t  im  Punkte  S,  m und  /i  im  Punkte  S"  vereinigt  wären,  bei  Voraus- 
setzung der  in  voriger  Anmerkung  erwähnten  Wirkungsgesetze  der  betreffenden 
Partialkrafte : 


R - = a 


mm  , , mit 
+ b - 


m it  /i/i 
. C 


unter  «.  b,  c Constante  verstanden,  oder  wenn  die  Aetherma.s.sen  ft  und  ft  den 
körperlichen  Massen  m und  m’  proportional  gesetzt  werden,  etwa 

ft  = am  und  ft'  = am', 


R 


nm'  ! 

\ 


R ist  positiv  oder  negativ,  jenaebdem  r r„  oder  r 
= X ist 


r„  ist.  Mit 


R— A x^)  mitx. 

»■u‘ 

für  T*  — x*  = mtix,  also  .r‘ = 

d 

1 

oder  für  r = r'  = r„  p3  = 1 .31(5  r„ , 

. r,  2 , mm'  2 I ' 1 , mm' 

und  zwar  ist  max.R  — -A~,.-—  „1/  „ A — ; . 

3 r * 3^3  r„* 

Indem  der  Wirkungsraum  eines  Moleküls  nicht  als  ein  mathematisch  be- 
‘•timmter  Begriff  defiuirt  wurde,  ist  sein  Halbmesser  r,  ein  conventioneil  anzu- 
nebmendes  Vielfache  von  r„.  Würde  z.  B.  der  Wirkuugsrauin  durch  die  Be- 
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dcrcu  bcstiinmteii  Lagen  der  Moleküle  gegen  die  Gerade  AVS'  können  der 
Bedingung  U etwas  andere  M’erthe  von  entsprechen;  ebenso  können 
mit  liücksicht  auf  die  beschränkt  veränderliche  relative  Lage  der  Atome 
in  den  Molekülen  (vielleicht  auch  mit  Rücksicht  auf  eine  verschiedene  Zahl 
von  Aetheratomeu  in  denselben)  sowohl  wie  r^  jo  nach  den  Umständen 
verschieden  sein.  Jedenfalls  lassen  sich  um  den  Massenmittelpunkt  S eines 
^loleküls  als  geometrischen  Mittelpunkt  zwei  Kugelflächen  beschreiben, 
welche  seinen  betrefleudeu  Wirkungsraum  bezüglich  auf  ein  anderes  Mole- 
kül j'  in  einen  äusseren  A nziohungsraum,  einen  inneren  Abstossungs- 
raum  und  einen  dazwischen  liegenden  Uebergaugsraum  thcilen,  so  diiss, 
jenachdem  d(‘r  Massenmittelpunkt  «S*  von  A'  in  dem  ersten,  zweiten  oder 
drittmi  dieser  Räume  liegt,  zwischen  A und  A'  nach  der  Geraden  SS"  Aii- 
ziehnng,  Abstossung  oder  jo  nach  Umständen  das  Eine  oder  das  Andere 
statttindet. 

Bei  gegebenem  relativen  laigcn  der  Atome  in  den  Molekülen  A und 
A’  seien  SX,  SV,  SZ  drei  Axen  von  festen  Lagen  in  dem  Molekül  --f;  die 
Gerade  KS\  welche  die  Massenmittelpunkte  .S'  und  s'  der  beiden  Moleküle 

(iinguug  begrenzt,  dass  das  Verliältniss  der  Abstossuugskraft  zur  Anziehungs- 
kraft iJ, 

= ("J“  j''- . 0,01  0,lKH  0,(H101  ist, 
so  wäre  r,  =3,162  r„  5,623  r„  10  r„ 

Wird  r so  nimmt  der  Alisolutwerth  von  B sehr  rasch  zu;  es  ist  z.  B 

, 1 1 1 

für  r = ^ r„  - r„  ^ r„ 

— B = 1.5  KO  255  X Ä — 

r® 

= 60  720  4oK0  X A . 

Die  Cüustante  A der  Newton’schen  Gravitation  *=  A = dem  Werth 

r* 

f 

von  B für  ein  verschwindend  klciues  Verhältniss  -y  ist  als  abhängig  nicht  nur 

von  der  gegenseitigen  Anziehung  der  körperlichen  Materie,  sondern  auch  wn 
der  Anziehung  zwischen  ihr  und  dem  Aether  zu  betrachten;  denn  wenn  auch 
in  dem  Ausdrucke 

A = (I  -f  '2ba 

a ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  kann  doch  h viel  sein  ebenso  wie  jeden- 
falls in  noch  höherem  Grade  die  Gonstaute  e viel  )>  « sein  muss. 
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enthalt,  habe  eine  gegebene  Lage  gegen  diese  A.\eu.  Die  relative  Lage 
von  Ä gegen  A ist  dann  bestimmt  durch  4 BestimmungsstUcko,  z.  B.  durch 
die  Strecke  = ferner  durch  die  Winkel,  welche  von  einer  in  Ä 
festen  Geraden  .s'  T*  mit  zwei  von  den  drei  Coordinatenaxen  gebildet  werden, 
endlich  durch  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  ÜS’T  und  einer  durch  T' 
ffhenden,  in  Ä festen  Ebene.  Diese  4 Elemoute  lassen  sich  (unter  Um- 
ständen auf  mehrfache  W'eise)  so  bestimmen,  dass  die  vorhin  mit  Ä,  i/, 
V bezeichneten  Kräfte  und  Kräftepaare  — Null  sind,  dass  also  Gleichge- 
»icht  zwischen  den  Systemen  von  Einzelkräften  stattfindet,  womit  die  Mo- 
lokflle  gegenseitig  auf  einander  wirken;  ^ liegt  dann  in  dem  zuvor  ge- 
nannten Uebergangsraum  bezüglich  auf  die  Wirkung  von  Ä auf  Ä . Sind 
die  Moleküle  in  jeder  Hinsicht  einander  gleich,  so  ist  nothwendig  jede 
Gleichgewichtslage  von  Ä gegen  A identisch  mit  einer  der  Gleichgewichts- 
lagen von  A gegen  A’\  giebt  es  nur  eine  gegenseitige  Gleichgewichtslage, 
w muss  dabei  A ebenso  gegen  A'  wie  A'  gegen  A liegen,  d.  h.  die  in  A' 
festen  .\xen  S'X\  S‘Y\  S'Z',  welche  den  Axen  .S-Y,  NJ'  SZ  in  A homolog 
dnd.  müssen  denselben  parallel  und  entgegengesetzt  gerichtet  sein.  Wenn 
die  Gerade  .SA''  ihre  Lage  gegen  die  Axen  ändi-rt,  so  kann  auch  der  einer 
Gleichgewichtslage  entsprechende  Werth  von  r ein  anderer  werden.  Hieraus 
irgiebt  sich  die  Vorstellung  einer  das  Gleichgewicht  bedingenden,  nach 
verschiedenen  Richtungen  verschiedenen  regelmässigen  Anordnung  der 
Moleküle,  wie  solche  bei  der  Krystallisatiou  angenommen  werden  muss, 
»ob<‘i  freilich  zu  berücksichtigen  ist,  dass  in  einem  Körper  die  Gleicbge- 
«ichtslage  jedes  Moleküls  A durch  die  Gesammtwirkuug  aller  übrigen 
Moleküle  A'  bedingt  ist,  deren  Massenmittelpunkte  in  seinem  Wirkungs- 
raume bezüglich  auf  dieselben  liegen.  Aus  diesem  letzteren  Grunde  kann 
auch  die  Anordnung  der  Moleküle  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  eine 
ludere  sein,  wie  im  Inneren  desselben,  und  kann  z.  B.,  wie  es  die  Theorie 
der  Capillarität  voraussetzt,  eine  gewisse  positive  oder  negative  Arbeit 
aufgewendet  werden  müssen,  um  eine  Flüssigkeitsmasse  aus  demjenigen 
Zustande,  welchen  sie  als  unniessbar  dünne,  mit  der  Luft  oder  ndt  einer 
festen  Wand  in  Berührung  befindliche  Oberflächenschicht  besitzt,  in  den- 
jenigen Zustand  zu  versetzen,  welcher  im  Inneren  der  Flüssigkeit  in  mess- 
barer Entfernung  von  der  Oberfläche  stattfiudet.  — 

Die  vorstehenden,  das  Wesen  des  Molekularzustaudes  nur  andeutenden 
Betrachtungen  lassen  erkennen,  ein  wie  weites  Feld  der  Hypothese  sich 
hier  darbietet,  um  die  mannigfachen  Eigenschaften  der  Körper,  die  ver- 
schiedenen Aggregatformeu,  die  Elasticität  und  Ductilität,  die  Cohäsiou  und 
Adhäsion,  die  Capillarität  und  Absorption,  die  Krystallisatiou,  die  chemischen 
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Verbindungen  und  Zersetzungen  u.  s.  w.  quafitativ  und  quantitativ  als  noth- 
wendige  Folgen  gewisser  Gru))pirnngon  der  niif  bestimmten  Kräften  auf 
einander  wirkenden  .Atome,  jene  Gruppirungen  selbst  als  F'olgen  dieser 
Kräfte  vollkommen  befriedigend  zu  deducireii;  sie  lassen  es  begreiflich  er- 
sclieiuen,  wenn  die  Naturwissenschaft  von  diesem  ihrem  letztim  Ziele  z.  Z. 
noch  weit  entfernt  ist.  Dazu  kommt  nun  aber  eine  weitere  Complication. 
bedingt  durch  den  rmstaud,  dass  die  .Atome  in  den  Molekülen,  die  Mole- 
küle im  Kfirjwr,  auch  abgesehen  von  der  eine  schwingende  Bewegung  der 
Aetheratome  bedingenden  lächt-  und  Wärmestrahlung  und  abgesehen  von 
irgend  einer  merklichen  Veränderung  des  inneren  Kiirperzustandes,  be- 
ständig in  einer  für  diesen  Zustand  an  sich  charakteristischen  solchen  Be- 
wegung begrilTen  sein  können,  welche  im  Gegensätze  zu  derjenigen  Bewe- 
gung, wodurch  der  äussere  Körperzustand  ('S.  2)  charakterisirt  wird,  nicht 
mit  einer  messbaren  Ortsünderung  von  Massenelemeutcu  verbunden  ist. 


§.  46.  Innere  Bewegung. 

Zur  mechanischen  Krklarung  des  Wesens  und  der  AVirkungen  der 
Wärme  wird  die  zu  Ende  des  vorigen  §.  zunächst  nur  als  möglich  hinge- 
stellte,  nicht  wahrnehmhare,  also  auch  nicht  (durch  Beobachtung)  in(“ssbarc 
beständige  Bewegung  der  einen  Körper  constituirenden  .Atome  resp.  Mole- 
küle als  wirklich  statttindend  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  .Art  und  Intensität 
als  ein  wesentliches  .Attribut  des  betreffenden  Wärmozustandes  des  Körpers 
betrachtet.  Sie  werde  als  innere  Bewegung,  eine  ihr  eutsjirechende 
Bahn,  Geschwindigkeit  oder  lebendige  Kraft  als  innere  Bahn,  innere 
Geschwindigkeit  resp.  innere  lebendige  Kraft  bezeichnet.  Wo  es 
im  Gegensätze  dazu  nöthig  erscheint,  soll  dann  die  in  der  Mechanik  ('auch 
in  der  Folge,  so  Atu  eine  Verwechselung  nicht  zu  befürchten  ist)  schlecht- 
weg sogenannte  Bewegung  eines  Körpers,  welche  (§.  2)  in  einer  messbaren 
continuirlichen  Ortsänderung  seiner  Massenelcmente  besteht,  seine  äussere 
Bewegung,  eine  derselben  entsprechende  Bahn,  Geschwindigkeit  oder  le- 
bendige Kraft  eine  äussere  Bahn,  Geschwindigkeit  resp.  lebendige 
Kraft  genannt  werden. 

In  Betreff  der  .Art  der  inneren  Bewegung,  welche  übrigens  besonders 
für  die  verschiedenen  Aggregatformen  verschieden  sein  und  deren  Eigen- 
thümlichkeiton  wesentlich  mit  bedingen  kann,  sind  mannigfache  .Annahmen 
denkbar,  auch  theilweise  durchzuführen  versucht  worden,  und  zwar  nicht 
nur  in  Beziehung  auf  die  geometrischen  Charaktere  und  die  relativen  Ijagcn 


Digilized  by  Google 


§.46.  INNEBE  BEWEGUNG.  235 

der  Bahnen  der  in  innerer  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  (Atome 
oder  Massenmittelpunkte  von  Molekülen),  sondern  aiieh  schon  bezüglich  der 
-4rt  dieser  materiellen  Punkte  selbst.  Entgegen  der  namentlich  von  Red- 
teubacher*  vertretenen  und  analytisch  specieller  ausgeführten  Ansicht, 
dass  die  mit  den  Witmieerscheinungen  zusammenhöngende  innere  Bewegung 
nur  den  Aetheratomen  zuzuschreiben  sei,  soll  im  Folgenden  die  namentlich 
von  Clausius  vertretene  und  z.  Z.  ziemlich  allgemein  getheilte  Annahme 
zn  Grunde  gelegt  werden,  nach  welcher  jene  innere  Bewegung,  in- 
soweit sie  den  VVärmezusf and  fund  zwar  die  Körperwärme  durch 
ihre  lebendige  Kraft)  bedingt,  den  Körperatonien  znkonimt,  näm- 
lich theils  als  relative  Bewegung  derselben  in  den  einzelnen  Molekülen, 
fheils  als  Bewegung  dieser  Moleküle  im  Köriver.  Wenn  dann  auch  die 
.\etheratome,  insofeni  sie  an  die  Körperatome  gebunden  sind,  an  dieser 
iareren  Bewegung  theilnehmen,  so  ist  doch  ihre  entsprechende  lebendige 
Kraft  ebenso  wie  ihre  Masse  unmessbar  klein  im  Vergleich  mit  derjenigen 
der  Körperatome  und  deshalb  zu  vernachlässigen. 

Die  in  innerer  Bewegung  begriffenen  Körpermoleküle  können  infolge 
der  beständigen  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Entfernungen  und  relativen 
l.agen  überhaupt  ihre  lebendigen  Kräfte  vielfach  theilweiso  austauschen 
durch  Vorgänge,  welche  als  elastische  Stösse  bezeichnet  werden  können, 
sofern  mir  die  Vorstellung  einer  geometrischen  Berührung  dabei  fern  ge- 
halten wird;  die  Wärmeleitung  beruht  auf  einer  solchen  Uebertragung 
lebendiger  Kraft  von  Molekül  zu  Molekül,  welche  vorwiegend  nach  einer 
bestimmten  Richtung  statttindet.  Die  Wärmestrahlung  dagegen  ist  wie 
die  Lichtstrahlung  nur  durch  eine  schwingende  Bewegung  der  Aetheratome 
mechanisch  zu  erklären;  die  Aufnahm«  oder  Abgabe  von  Wärme  Seitens 
eines  Körpers  durch  Strahlung  beruht  anf  einer  Umsetzung  von  lebendiger 
Kraft  der  schwingenden  Aetheratome  in  innere  lebendige  Kraft  von  KörjKT- 
molekfüen  oder  umgekehrt  in  Folge  elastischer  Stösse,  welche  so  schnell  avif 
einander  folgen,  dass  trotz  der  unmessbar  kleinen  Masse  des  hierbei  be- 
theiligten Aethers  doch  die  von  ihm  in  einer  messbaren  Zeit  abgegebene 
oder  aufgenommeno  lebendige  Kraft  eine  (als  Wärme)  messbare  Grösse  hat. 

Insoweit  die  innere  Bewegung  in  einer  relativen  Bewegung  der  Körper- 
atome in  den  Molekülen  besteht,  ist  kein  Grund  vorhanden,  dieselbe  für 
die  verschiedenen  Aggregatformen  als  verschiedenartig  anzunehmeu;  sic  ist 
immer  als  eine  schwingende  Bewegung  um  die  Gleichgewichtslagen  der 
■\tomo  in  dem  betreffenden  Molekül  zu  denken,  wobei  die  Aetheratome  nur 


* Dyuamidensyslem ; üruiulziige  einer  mechanischen  Physik.  1K57. 
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insoweit  in  Betracht  kommen,  als  sie  die  Kräfte  wesentlich  mit  bestünmen, 
womit  die  von  ihnen  begleiteten  Körperatome  auf  einander  wirken.  Die 
innere  Bewegung  der  ganzen  Moleküle  dagegen,  wobei  die  Atome,  welche 
dieselben  constituiren,  in  ihren  Gleichgewichtslagen  relativ  rnhend  zu  den- 
ken sind,  muss  als  von  der  Aggregatform  abhängig  vorausgesetzt  werden. 
Sie  kann  in  Translatiousbowegungen  der  Massenmittelpunkte  .S  der  Mole- 
küle und  in  Rotatiouen  der  letzteren  um  jene  Punkte  zerlegt  werden;  bei 
festen  Körpern  sind  beiderlei  Bewegungen  als  Schwingungen  um  Gleich- 
gewichtslagen zu  denken.  Bei  Hüssigen  und  luftförmigen  Körpern  giebt  es 
keine  bestimmten  Gleichgewichtslagen  der  Moleküle;  insbesondere  kann  die 
Rotation  eines  Moleküls  bezüglich  auf  irgend  eine  Axe  bei  beiden  Aggre- 
gatformen  stets  in  gleichem  Sinne  stattlindcn,  wenn  dies  auch  mit  Rücksicht 
auf  die  vielfach  wechselnden  gegenseitigen  Einwirkungen  der  in  deu  Bereich 
ihrer  Molekularwirkung  kommenden  Moleküle  nicht  wahrscheinlich  sein 
mag.  Die  Bahnen  der  Punkte  N sind  in  beiden  Fällen  im  Allgemeinen 
nicht  geschlossen;  sie  sind  bei  flüssigen  Körpern  als  vielfach  verschlungene 
krumme  Linien  zu  denken,  welche,  sofern  keine  Strömungen,  d.  h.  messbare 
äussere  Bewegungen  in  der  Flüssigkeit  statttinden,  der  Kegel  nach  in  dem- 
selben unmessbar  kleinen  Theil  des  Kürpervolumens  vcrlanfcn  mögen,  wo- 
gegen bei  luftfürmigeu  Körpern  diese  Bahnen  auch  abgesehen  von  irgend 
einer  äusseren  Bewegung  in  der  Regel  als  irn  ganzen  Körpervolumen  ver- 
laufend und  sich  verschlingend  zu  denken  sind  der  Art,  dass  sie  aus  gerad- 
linigen Stücken  von  den  verschiedensten  Richtungen  bestehen,  welche  durch 
Curvcnstücke  in  einander  übergehen.  So  lauge  nämlich  der  Massenmittel- 
punkt S eines  Moleküls  sich  ausserhalb  des  Wirkungsraumes  irgend  eiues 
anderen  betindet,  was  bei  luftförmigen  Körpern  um  so  mehr  die  Kegel  ist, 
je  mehr  sein  Zustand  dem  vollkommenen  Gaszustande  nahe  kemmt.  muss 
es  im  Wesentlichen  (nämlich  bei  Abstraction  von  äusseren  Massenkräften 
wie  z.  B.  der  Schwerkraft)  sich  nach  denselben  Ge.setzeu  bewegen  wie  ein 
frei  beweglicher  Körper,  auf  welchen  keine  Kräfte  wirken,  insbesondere 
also  sein  Massenmittelpunkt  A’  mit  coiistauter  Geschwindigkeit  in  gerader 
Linie  sich  bewegen;  eine  .ienderuug  dieser  Bewegung  wird  nur  vorüber- 
gehend bei  dem  Durchgang  des  Punktes  A'  durch  den  Wirkuugsrauin  eiues 
anderen  Moleküls  statttinden.* 


• Clausius  berechnete  das  Verhältniss  der  mittleren  Länge  = l des 
Weges,  welchen  der  Massenmittelpunkt  eines  Moleküls  geradlinig  durchliult 
bis  er  in  den  Wirkungsraum  eines  anderen  Moleküls  gelangt,  zu  dem  mittleres 

3 

Abstand  A näclistbeiiachbarter  Moleküle  (=  I / — , unter  n die  Zahl  der  Me- 

r « 
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In  allen  Fällen  ist  die  innere  Bewegung  eines  Körpers  (nach  der  von 


lekölp  in  der  Volumeneinlieit  verstanden)  und  zum  Halbmesser  = p ihrer  Wir- 
kungsriume.  Er  fand  (Pogg.  Ann.  Bd.  105,  S.  239'i,  falls  die  mittlere  Länge  l 
(lefinirt  wird  durch  die  Gleichung: 


unter  dJV  diejenige  Zahl  unter  unzählig  vielen  = N Molekülen  verstanden,  für 
Teiche  die  wirkliche  Länge  jenes  Weges  zwischen  den  Grenzen  x und  x -f-  da: 

L ^ 

P 4 , ’ A 4 TiQ* 

F.S  verhält  sich  hiernach  die  mittlere  Länge  des  geradlinigen  Weges  eines 
Moleküls  zum  Halbmesser  einer  Wirkungssphäre  wie  das  Volumen  des  luftför- 
migen Körpers  zu  demjenigen  Theile  desselben,  welcher  von  den  Wirkungs- 
sphären erfüllt  wird.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  geradlinige  Weg  x 
eines  Moleküls'^-  ml  ist,  ergiebt  sich: 


unter  e die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  verstanden,  insbesondere  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  x^l  ist, 

B',  0,3(58. 

Der  Weg  t ^ (tl  von  mittlerer  Wahrscheinlichkeit,  d.  h.  welcher  von  dem 
Tirklichen  Wege  x eines  Moleküls  bis  zu  dessen  Ablenkung  durch  ein  anderes 
Molekül  ebenso  oft  überschritten,  als  nicht  erreicht  wird,  ist  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

= woraus  /u  =>= /»2  •=»  0,693 


folgt  Wäre  z.  B. 


-=  1000,  also 


£ 

P 


16,12, 


so  dass  erst  durch  Compression  des  luftförmigen  Körpers  auf  0,001  seines  Volu- 
mens das  letztere  der  Summe  aller  Wirkungsräunie  gleich  wird,  so  ergäbe  sich 

/ ,=  l(XKJp=.  62A, 

T 693(*=ä:43A. 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Molekül  eine  beträchtliche  Strecke 
X durchlaufe,  ohne  von  einem  anderen  abgclenkt  zu  werden,  nimmt  mit  wach- 
sendem X sehr  schnell  ab;  sie  ist  z.  B.  für  x=«=>  10/  nur 

e - 10  0,O(XK>45. 
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Clausius  (‘ingeführU'u  Bezeichuung)  als  eine  stationäre  Bewegung* 
von  materiellen  Punkten  filer  Körperatome)  vorauszusetzeir,  d.  h.  als 
eine  solche,  bei  welcher  die  Projection  A jt  des  materiellen  Punktes  P auf 
irgend  eine  Gerade  (iX  von  fester  Lage  in  dem  vom  Körper  bei  seinem 
augenblicklichen  und  zunächst  als  dauernd  vorausgesetzten  Wäriuezustande 
eingenommenen  Raume  in  dieser  Geraden  eine  .schwingende  Bewegung  hat 
der  Art,  dass  zwar  die  Lagen  und  Längen  der  Wege  sowie  die  Bewegungs- 
gesetze bei  den  einzelnen  auf  einander  folgenden  einfachen  Schwingungen 
(Bewegungen  gleichen  Sinnes)  des  Punktes  Ä verschieden  sein  können,  da.ss 
aber  seine  mittlere  Entfernung  OA^  von  einem  in  OX  festen  Punkte  0 
und  sein  mittleres  Geschwindigkeitsquadrat  für  eine  gewisse  Zeit  t um  so 
mehr  bestimmten  Grenzwerthen  sich  nähern,  je  grösser  die  Zeit  t iin  Ver- 
gleich mit  der  mittleren  Schwinguiigsdauer  nngeiioinrnen  wird,  während  die 
mittlere  Geschwindigkeit  (letztere  algebraisch  verstanden,  d.  h.  positiv  oder 
negativ,  jcnaclidem  sie  die  Richtung  OA„  oder  A^O  hat)  sich  der  Grenze 
Null  nähert.  Denkt  man  den  Punkt  P auf  drei  sicli  schneidende  und  nicht 
in  einer  Ebene  liegende,  im  Körperraum  tixirte  Axen  OAl,  OF,  Oifprojicirt, 
so  schneiden  sich  die  in  den  mittleren  Lagen  Cg  der  betretfeuden 

Projectionen  A,  B,  C construirtcMi  Nonualebenen  jener  Axen  in  einem 
Punkte  Pg,  welcher  der  mittlere  Ort  des  Punktes  P genannt  werden 
kann,  wenn  er  auch  vielleicht  niemals  wirklich  von  diesem  Punkte  einge- 
nommen wird.  Gemäss  den  vorhin  erklärten  Vorstellungen  von  den  Arten 
innerer  Bewegung,  welche  den  verschiedenen  Aggregatformen  eigenthüinlich 
sind,  fallen  die  mittleren  Oerter  der  Atome  eines  festen  Körpers  mit  ihren 
Gleichgewichtslagen  zusammen-,  bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern 
können  die  mittleren  tlerter  aller  Atome  eines  Moleküls  mit  dem  mittleren 
Orte  Sg  seines  Massenmittelpunktes  S,  bei  luftförmigen  Körpern  können 
zugleich  alle  diese  mittleren  Oerter  Sg  (im  Massenmittelpunkte  des  ganzen 
Körpers)  zusanunenfallen.  Nähere  Festsetzungen  hierüber  sind  für  die  fol- 
genden Untersuchungen  nicht  nöthig;  von  wesentlicher  Bedeutung  für  dii'- 
selben  ist  nur  der  Begriff  der  mittleren  inneren  lebendigen  Kraft 
eines  materiellen  Punktes,  welche  erhalten  wird  durch  Multiplication 


Dadurch  ist  cs  erklärlich,  dass  die  Mischung  von  Gasen  und  Dämpfen 
trotz  der  freien  Beweglichkeit  und  (wie  sieh  später  zeigen  wird)  gi-ossen  Ge- 
schwindigkeit ihrer  Moleküle  doch  eine  beträchtliche  Zeit  erfordern  kann,  falls 
sie  nur  durch  die  innere  Bewegung,  durch  die  sogenannte  Diffusion  bewirkt 
wird  ohne  durch  äussere,  strömende  Bewegungen  unterstützt  zu  werden. 

* R.  Clausius:  Ueher  einen  auf  die  NVärme  anwendbaren  mechanischen 
Satz.  Poggendorfl-s  -\nnalen,  Bd.  141,  S.  1‘24. 
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seiner  Masse  mit  der  halben  Sunune  der  mittleren  Geschwindigkeitsquadratc 
seiner  vorgenannten  Projectionen  A,  B,  C,  falls  die  Projcctionsaxen  OX, 
OY.  OZ  rechte  Winkel  mit  einander  bilden. 

Unter  der  inneren  lebendigen  Kraft  eines  Körpers  für  einen 
gewissen  Wärmeznstand  wird  die  Summe  der  mittleren  inneren 
lebendigen  Kräfte  seiner  Atome  für  diesen  Zustand  verstanden. 
Freilich  beruht  diese  Detinition  auf  einer  Voraussetzung  ! Uuveriiuderlich- 
keit  des  Wärmezustandes  wiihrend  einer  gewissen,  im  .\llgemeinen  nicht  als 
anniessbar  klein  vorauszusetzenden  Zeit  t,  worauf  die  betroffenden  Mittel- 
werthe  sich  beziehen),  welche  sich  nicht  erfüllt  findet,  wenn  der  Zustand 
des  Körpers  in  stetiger  Äenderung  begriffen  ist,  während  doch  auch  für 
diesen  Fall  der  Begriff  derjenigen  inneren  lebendigen  Kraft  gebraucht  wird, 
welche  dem  augenblicklichen  Zustande  entspricht.  In  dieser  Hinsicht  kann 
man  aber  bemerken,  dass  die  .\tome  eines  Körpers  jedenfalls  in  Gruppen 
zusammengefas-st  werden  können  von  jo  unzählig  vielen  Atomen  gleicher 
Art,  welche  sich  in  gleichartigen  inneren  Bewegungen,  in  demselben  Augen- 
blicke aber  in  verschiedenen  Bewegungsphaseu  befinden,  so  dass  man  an- 
nchmen  darf,  es  seien  in  jeder  Grujjpe  bis  auf  unmessbar  kleine  Differenzen 
gleichzeitig  alle  möglichen  Geschwindigkeitsquadrate  vertreten,  welche  den 
Atomen  dieser  Gruppe  für  den  betreffenden  Wärmezustand  überhaupt  zu- 
komnien  können,  und  zwar  zwischen  verschiedenen  Grenzen  in  einem  solchen 
Zahleuverhältnisse,  welches  gleich  ist  dem  Verhältnisse  der  Zeiten,  während 
welcher  ilas  Geschwindigkeits(|uadrat  eines  einzelnen  Atoms  bei  coustaiitem 
Wännezustande  zwischen  denselben  Grenzen  durchschnittlich  enthalten  sein 
würde.  l)ann  kann  auch  die  Summe  der  augenblicklichen  inneren  leben- 
digen Kräfte  aller  Atome  von  der  Summe  ihrer  Mittelwerthe  bei  constaut 
bleibendem  Wärmezustande  nur  unmessbar  wenig  verschieden  sein;  die  in- 
nere lebendige  Kraft  eines  Körpers  ist  also  auch  der  Summe  der 
augenblicklichen  inneren  lebendigen  Kräfte  seiner  Atome  gleich 
zu  setzen. 

Eine  der  vorigen  analoge  Betrachtungsweise  lässt  den  Zusammeidiang 
erkennen,  welcher,  falls  ein  Körper  zugleich  in  äusserer  Bewegung  begriffen 
ist,  zwischen  seiner  äusseren,  inneren  und  gesammten  lebendigen  Kraft 
stattfindet.  Unter  dieser  letzteren  wird  die  auf  alle  .Atome  ausgedehnte 
bnmmc 

2 ' 

verstanden,  in  welcher  m die  Masse  eines  .Atoms,  tc  die  Resultante  der 
augenblicklichen  inneren  Geschwindigkeit  v desselben  und  der  äusseren 


Digilized  by  Gojjgle 


240 


nOfEKE  BirWrEGÜNG. 


§.4ß. 


Geschwindigkeit  u des  Körpers  an  der  Stelle  dieses  Atoms  bedeutet,  so 
dass,  wenn  « und  v den  Winkel  <p  bilden, 

tt*  p*  -1-  2uVCO»<p (Ij 

ist.  Sofern  nun  zwei  gleichartige  Grössen,  wenn  sic  auch  einzeln  uumess- 
bar  klein  sind,  doch  ein  beliebiges  Grössenverhältniss  haben  können,  lässt 
sich  ein  unmessbar  kleiner  Körpertheil,  für  dessen  sämmtliche  Punkte  folg- 
lich mit  unrnessbar  kleinem  Fehler  die  augenblicklichen  äusseren  Geschwin- 
digkeiten u als  gleich  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtung  zu  betrachten 
sind,  so  gross  denken,  dass  er  unzählig  viele  Atome  von  gleicher  Art  und 
gleichartiger  innerer  Bewegung  enthält,  deren  augenblickliche  innere  Ge- 
schwindigkeitscoinjionenten  = v cos  im  Sinne  von  u jedoch  der  Art  ver- 
schiedene positive  oder  negative  Werthe  haben,  dass  mit  unrnessbar  kleinem 
Fehler  die  algebraische  Summe  derselben  = Null  gesetzt  werden  kann. 
• in 

Wenn  man  somit  die  Gleichung  (1)  mit  — multiplicirt  und  für  alle  in  Rede 


stehenden  Atome  snmmirt,  ergiebt  sich 

mw-  mv^  mu*  mi- 

2^ 2-  + .i -j-  mu  2 V cos  a — 2 4 2 ~ 

•2  2 ' 2 ^ ^ 2'2 


Mit  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Unabhängigkeit  der  äusseren  und  der 
inneren  Bewegung  lässt  sich  auuehmen,  dass,  wenn  die  vorstehende  Glei- 
chung auf  die  verschiedenen  Gruppen  gleichartiger  Atome  und  auf  den  ganzen 
Körper  ausgedehnt  wird,  die  einzelnen  unmessbar  kleinen  Fehler  sich  nicht 
zu  einer  messbaren  Summe  anhäufen,  sondern  bis  auf  eine  abennals  un- 
messbar  kleine  Grösse  sich  gegenseitig  vernichten  werden.  Wird  daun  noi'h 
der  früheren  Bemerkung  gemäss 


mv* 

2 


(2' 


gesetzt,  unter  r®  den  Mittelwerth  von  r®  verstanden,  welcher  dem  betref- 
fenden Atom  bei  seiner  inneren  Bewegung  für  den  augenblicklichen  Wänne- 
zustand  zukomnit,'*  so  ist  für  den  ganzen  Körper 

(3\ 


d.  h.  die  ganze  lebendige  Kraft,  welche  dem  augeublicklicheu 
Zustande  eines  Körpers  entspricht,  ist  die  Summe  seiner  äus- 
seren und  inneren  lebendigen  Kraft  für  diesen  Zustand. 


* Der  Mittelwcrth  einer  auf  die  innere  Bewegung  bezüglichen  Function 
soll  in  der  Folge  immer  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet  werden 
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Wenn  man  annehmen  dürfte,  dass  in  einer  unmessbar  kleinen  Zeit,  in 
welcher  also  die  äussere  Geschwindigkeit  irgend  eines  Atoms  keine  mess- 
bare Aenderung  erfährt,  gleichwohl  die  Projection  desselbeu  in  jeder  Ge- 
raden unzählig  viele  Schwinguugcn  macht,  so  würde  aus  Gl.  (1)  für  das  ein- 
zelne Atom  gefolgert  werden  konueu: 

— n*  r*  -j-  2«  . V co»  <f  = m*  r* 


und  fttr  den  ganzen  Körper: 

mw* 


+ -2; 


me* 

2 


in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (.3),  weil  in  diesem  Falle  analog  der  Gl.  t2)  auch 

~ 2 2 

wäre;  allein  die  fragliche  Annahme  ist  höchstens  bei  festen  Körpern,  näin- 
lidi  dann  zulässig,  wenn  die  inneren  Hahnen  der  materiellen  Punkte  un- 
messbar  klein  sind.  — 

Bezüglich  auf  die  innere  Bewegung  eines  Körpers  ist  schliesslich  noch 
ein  allgemeiner  Begriff  feslzustellen,  welcher  für  die  folgenden  Betrach- 
tungen wichtig  ist:  die  mittlere  Gruppirung  der  materiellen  Punkte 
Atome  oder  Massenmittelpunkte  der  Moleküle)  eines  Körpers  für  einen 
gewissen  Wärmezustand  desselben.  Infolge  der  inneren  Hewegung 
ändert  sich  die  augenblickliche  Gruppirung  (relative  Lage  dieser  Punkte 
l>eständig,  wenn  auch  der  Wärmezustand  unverändert  bleibt;  in  irgend  einen 
Theil:=  Jf'  des  vom  Körper  eingenommenen  Baumes  treten  beständig 
.Uome  ein,  während  andere  austreten.  Sind  j-,  y,  z die  C’oordinaten  eines 
Punktes  A dieses  Raumes  bezüglich  auf  ein  in  demselben  fixirtes  (also 
eventuell  mit  ihm  sich  bewegendes)  Axensystein,  so  werde  jener  Rauintheil 
ir  7_  B.  als  Parallelepi])edum  gedacht,  dessen  Kanten  mit  den  Coordinaten- 
»xen  parallel  sind,  während  A ein  Eckpunkt  desselben  ist.  Die  materiellen 
Punkte  des  Kör]>ers  können  wieder  gruppenweise  von  verschiedener  Art 
sein,  so  dass  jede  GrupjjO  unzählig  viele  Punkte  von  einerlei  Art  enthält; 
die  Zahl  der  Punkte  einer  bestimmten  solchen  Gruppe,  welche  sich  inner- 
halb des  Rauintheils  AV  befinden,  ändert  sich  beständig,  aber  ihr  Mittel- 
werth für  eine  gewisse  Zeit  t nähert  sich  bei  unverändert  bleibendem 
Wärraezustande  um  so  mehr  einer  gewissen  durch  diesen  Zustand  bestimm- 
ten Grenze  n,  je  grösser  die  Zeit  t genommen  wird.  Denkt  man  sich  weiter 
jenen  Rauintheil  A V kleiner  und  kleiner  werden,  bis  er  im  Punkte  A ver- 

n 

schwindet,  so  wird  sich  auch  der  Quotient  einer  gewissen  Grenze 
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lim- 

nähern,  welche  als  eine  Function  der  Coordinaten  des  Punktes  A zu  be- 
trachten ist,  deren  Form  und  CocfHcienten  von  lieiu  Wäniiezustande  und 
von  der  Art  des  Körpers  ahhänjicii.  Wären  diese  Functionen  für  die  ver- 
schiedenen (irupi)en  von  materiellen  Punkten  des  Kürjiers  jregeben,  so 
würde  dadurch  ihre  mittlere  Gruppirung  bestimmt  sein.  Zur  rechnungs- 
mässigen  Verwerthung  dieses  Begriffes  muss  derselbe  freilich  durch  speciel- 
loro  Bestimmungen  demnächst  ergänzt  und  auf  messbare  Grössen  zurück- 
geführt werden. 

Bei  festen  Körperu  ist  durch  die  relative  Lage  der  zu  Anfang  dieses 
§.  erklärten  mittleren  Oerter,  nämlich  in  diesem  Falle  durch  die  Gleichge- 
wichtslagen der  materiellen  Punkte  zugleich  die  mittlere  Gruppirung  der- 
selben bestimmt.  Im  Allgemeinen  dürfen  aber  beide  Eingriffe  nicht  ver- 
wechselt werden;  bei  jenem  kommen  die  materiellen  Punkte  einzeln  oder 
individuell,  bei  diesem  nur  binsicbtlich  ihrer  Art  iu  Betracht.  Durch  Ver- 
tauschung von  zwei  gleichartigen  materiellen  Punkten  können  die  mittleren 
Oerter  derselben  sich  ändern,  während  die  mittlere  Gruppirung  der  materi- 
ellen Punkte  unverändert  bleibt;  umgekehrt  kann  letztere  mit  der  inneren 
Bewegung  sich  ändern,  ohne  dass  die  mittleren  Oerter  der  materiellen 
Punkte  andere  werden. 


§.  47.  Bestandtheile  des  Inneren  Arbeitsvermllgens  und  der  KItrperwHnne. 

Gemäss  den  Begriffen,  welche  den  früheren,  von  der  Molekularconsti- 
tution  der  Materie  abstrahirenden  Entwickelungmi  dieses  Abschnittes  zu 
Grunde  liegen,  ist  mit  der  Aenderung  des  Wärmezustandes  eines  Körpers 
im  Allgemeinen  zugleich  eine  Aenderung  seines  inneren  Arbeitsvermögens 
und  eine  Deformationsarbeit  verbunden;  letztere  ist  die  Arbeit,  welche  die 
<lurch  die  äusseren  Kräfte  verursachten  inueren  Flächenkräfte  (Spannungen) 
infolge  der  Deformationsänderung  verrichten.  Nach  den  in  den  beiden 
vorigen  §§.  auseinandergesetzten  Anschauungen  beruht  die  Deformation 
eines  Köri)ers  auf  einer  .\enderung  der  mittleren  Gruppirung  seiner  niatt»- 
riclleu  Punkte,  während  die  Spannung  für  irgend  ein  Flächenclement  im 
Inneren  des  Körpers  als  die  Resultante  der  Molekularkräfte  zu  betrachten 
ist,  mit  welchen  die  auf  der  einen  Seite  dieses  Flächeuelementes  liegenden 
materiellen  Punkte  auf  die  jenseits  desselben  liegenden  wirken;  die  früher 
so  genannte  Deformationsarbeit  ist  also  eine  Arbeit  der  Molekularkräfte. 
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nnd  zwar  eine  solche,  welche  mit  einer  messbaren,  au  einer  Deformations- 
änderung des  Körpers  erkennbaren  -VenJerung  der  mittleren  Gru|)piruug 
der  materiellen  Punkte  verbunden  ist. 

Den  in  den  vorigen  §§.  niedergelegteu  Anschauungen  gemä.ss  ist  nun 
aber  eine  Aenderung  jener  mittleren  Gruppirung  auch  denkbar,  ohne  dass 
damit  eine  Deformationsänderung  verbunden  zu  sein  braucht;  infolge  einer 
solchen  unmessbaren  Gruppiruugsänderuug  der  materiellen  Punkte  leisten 
ihre  Molekularkriifte  auch  eine  gewisse  .\rbeit,  und  umgekehrt  muss  eine 
di^rselben  gleiche  .Arbeit  entgegengesetzten  Zeichens,  welche  eine  innere 
•Arbeit  genannt  werden  soll,  dazu  aufgewendet  werden,  jene  Gruppiruiigs- 
änderung  zu  bewirken.  Ist  die  innere  Arbeit  für  eine  gewisse  Zustauds- 
anderung  eines  Körpers  positiv,  so  wird  um  den  Betrag  dieser  .Arbeit  sein 
inneres  Arbeitsvermögen  vergrössert,  indem  er  das  Vermögen  erhalten  hat, 
bei  der  umgekehrten  Zustandsänderung  eine  ebenso  grosse  .Arbeit  durch  die 
Molekularkräfte  verrichten,  also  gewinnen  zu  lassen.  Die  innere  Arbeit  ist 
folglich  als  Bestandtheil  der  Aenderung  des  inneren  .Arbeitsvermögi-ns  zu 
betrachten. 

Der  Unterschied  zwischen  einer  solchen  Gruppiruugsüuderung,  welche 
ohne,  und  einer  solchen,  welche  mit  einer  Detörmationsänderung  des  Kör- 
pers verbunden  ist,  beruht  darauf,  dass  im  ersten  Falle  die  \' ersch ieden- 
heit  der  Entfernungen  nächstbenachbarter  materieller  Punkte  zu-  oder  ab- 
nimmt  bei  unveränderter  mittlerer  Grösse  derselben,  während  im  zweiten 
Falle  gerade  diese  mittleren  Entfernungen  sich  ändern  und  zwar  in  ver- 
schiedenen Punkten  sowie  in  demselben  Punkte  nach  verschiedenen  Kicli- 
tuDgeu  in  gesetzraässig  verschiedenem,  durch  die  .Art  und  Gröase  iler  De- 
formationsänderung bedingtem  Graiie. 

.Ausser  mit  der  besprochenen,  theils  durch  die  Deformation  des  Kör- 
pers messbaren,  theils  unmessbaren  .Aeuderang  der  mittleren  Grup])iruug 
der  materiellen  Punkte  eines  Körpers  kann  eine  Aenderung  des  Wärmezu- 
standes desselben  nur  noch  mit  einer  .Aenderung  seiner  inneren  Bewegung 
verbunden  sein.  Mit  dem  inneren  .Arbeitsvermögen  hängt  diese  innere,  Be- 
wegung nur  durch  ihre  entsprechende  innere  lebendige  Kraft  zusammen  so, 
dass  eine  A’ermehrung  der  letzteren  eine  ebenso  grosse  Vermehrung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  bedingt.  Eine  .Aenderung  des  inneren  .Arbeits- 
vermögens besteht  also  aus  der  inneren  .Arbeit  und  der  Aenderung  der  in- 
neren lebendigen  Kraft. 

tlbenso  wie  die  innere  lebendige  Kraft  von  dem  hypothetischen,  that- 
iächlich  nicht  herstellbaren  Zustande  innerer  Buhe  aus  zu  rechnen  ist,  kann 
man  sich  auch  in  Betreff  der  inneren  .Arbeit  einen  solchen  Zustand  mitt- 

10* 
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lerer  Gruppirmig  der  materiellen  Puiikti*  denkeu,  dass  jede  mögliche  Aen- 
deruiig  dessellien  mit  einer  positiven  inneren  .\rheit  verbunden  sein  würde. 
Die  -Vrbeit,  welche  autzuwenden  wäre,  um  diese  hypothetische  Gruppirung 
(abzüglich  einer  durch  äussere  Kräfte  etwa  gleichzeitig  bedingten  Deforma- 
tionsarbeit) in  diejenige  mittlere  Gruppirung  überzuführen,  welche  einem 
gewissen  Wärniezustande  entspricht,  heisse  der  .\ rbeitsinhalt  des  Köri>ers 
für  diesen  letzteren  Zustand;  die  innere  .Arbeit  kann  dann  auch  als  Aen- 
derung  des  .Arbeitsinhaltes  (als  Vermehrung  oder  V'erminderung  dessellien. 
jenaclidem  sie  jiositiv  oder  negativ  ist)  aufgefasst  und  bezeichnet  werden. 
Wenn  endlich  das  innere  Arbeitsvermögen  eines  Köriiers,  welches  im  Vor- 
hergehenden stets  von  irgend  einem  conventioneil  gewählten  anderen  Wänne- 
zustande  aus  gerechnet  wurde,  in  der  Folge  von  dem  hypothetiseluMi  Zu- 
stande aus  gerechnet  wird,  für  welchen  zugleich  innere  Huhe  statttindet 
uml  der  Arbeitsinhalt  = Null  ist,  so  ist  allgemein  das  innere  .Arbeits- 
vermögen die  Summe  der  inneren  lebendigen  Kraft  und  des 
.Arbeitsinhaltes;  sein  Ausdruck  wird  dann  freilich  stets  ebenso  wie  der 
des  .Arbeitsinhaltes  einen  unbekannten  constanteu  Sumnianden  enthalten. 

Die  Deformationsarbeit  soll  mit  Rücksicht  auf  die  äusseren  Kräfte, 
von  welchen  sie  abhängt,  und  im  Gegensätze  zur  inneren  Arbeit  hinfort 
auch  die.  äussere  .Arbeit  genannt  werden.  Gemäss  den  früheren,  unter 
gewissen  specielleren  A’oraussetzungen  gebrauchten  besonderen  Bezeich- 
uungen  ist  also  die  äussere  .Arbeit  = der  Expansionsarbeit,  wenn  alle  Tau- 
gentials|)annungen  im  Körper  — Kuli  sind,  somit  nur  jiositive  oder  negative 
Pressungen  (negative  oder  positive  Normals])annungen , Vorkommen;  sie  ist 
— der  oberflächlichen  Exjiansionsarbeit  oder  Oberflächenarbeit  des  Körpers 
(§.13),  wenn  zudem  die  Pressung  in  allen  seinen  Punkten  gleich,  also  = 
dem  specif.  äusseren  Drucke  ist. 

Das  gesammte  .Arbeitsvermögen  eines  zugleich  in  äusserer  B<“- 
wegnng  befindlichen  Körjiers,  bestehend  aus  seiner  äusseren  lebendigen 
Kraft  und  seinem  inneren  .Arbeitsvermögen,  ist  nun  auch  die  Summe  .seiner 
äusseren  und  inneren  lebendigen  Kraft  und  seines  .Arbeitsinhaltes,  oder 
auch  nach  §.46,  Gl.  (3)  die  Summe  seiner  gesammten  lebendigen  Kraft  und 
seines  .Arbeitsinhaltes.  Die  Zustandsänderung  eines  Köriiers  ist  im  .Allge- 
meinen mit  einer  .Aenderung  seiner  äusseren  und  inneren  lebendigen  Kraft 
sowie  mit  äusserer  und  innerer  .Arbeit  verbunden. 

Ebenso  wie  das  innere  .Arbeitsvermögen  ist  schliesslich  auch  ihr  AVärnn'- 
werth.  die  Körperwärme,  als  aus  zwei  entsprechenden  Theilen  bestehend  zn 
betrachten,  welche  die  freie  Körperwärme  (AA'ärmewerth  der  inneren 
lebendigen  Kraft'  und  die  gebundene  Körperwärme  t Wärmewerth  des 
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.\rbcitsinLaltes)  gpiiaiiiit  werden  mögen.  Diese  Begriffe  dürfen  nicht  ver- 
wechselt werden  mit  anderen,  welche  in  der  Physik  vielfach  noch  jetzt  mit 
denselben  Namen,  mit  Rücksicht  auf  die  mechanische  W'ärmetheorie  weniger 
zutreffend,  bezeichnet  werden.  Als  gebundene  Wärme  findet  mau  dort  oft 
dem  älteren  Sprachgebrauche  gemäss  nur  diejenige  Wärme  bezeichnet, 
welche  zur  Schmelzung  eines  festen  oder  zur  Verdampfung  eines  flüssigen 
Körpers  verbraucht  wird,  und  welche  nicht  nur  einen  Zuwachs  an  Körper- 
wärme, sondern  zugleich  den  Wärmewerth  der  vom  Körper  bei  der  Aen- 
derung  seiner  .Aggregatform  verrichteten  äusseren  Arbeit  in  sich  begreift. 
.Auch  kann  es  bei  unveränderter  .Aggregatform  und  bei  unverändertem  A"o- 
lumen  der  Fall  sein,  dass  mit  einer  Aeuderung  des  inneren  Zustandes  durch 
Mittheiliiug  von  Wärme  nicht  nur  ein  Zuwachs  an  freier,  sondern  zugleich 
an  gebundener  Körperwärme  verbunden  ist,  während  in  der  Physik  diese, 
ganze  Wärme  lediglich  als  ein  Zuwachs  an  freier  Körperwärme  bezeichnet 
zu  werden  pflegt.* 


* ln  Betreff  der  Benennung  der  in  diesem  §.  und  in  §.  1 1 erklärten  Be- 
griffe der  mechanischen  AVärmetheorie  hat  sich  ein  allgemein  anerkannter  wis- 
senschaftlicher .Sprachgebrauch  überhaupt  noch  nicht  ausgebildet. 

Die  Grösse,  welche  ich  das  innere  Arbeitsvermögen  genannt  habe,  be- 
zeichnet Kirchhoff  als  „Wirkungsfunction“,  Thomson  als  „mechanische  Ener- 
gie“, Zeuner  als  „innere  .Arbeit“,  während  ich  diese  letztere  Bezeichnung  in 
demselben  Sinne  wie  Clausius  gebraucht  habe.  Nach  den  auch  von  Briot 
(Lehrbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie,  deutsch  herausgegeben  von  Dr. 
H.  Weber)  angenommenen,  von  Rankine  vorgcschlageuen  Bezeichnungen  be- 
steht die  „totale  Energie“  eines  Körpers  = seinem  gesammten  Arbeitsvermögen 
»US  der  „potentiellen  Energie“  = dem  Arbeitsinhalt  und  der  „wirklichen  Ener- 
gie“ = der  gesammten  lebendigen  Kraft,  letzterp  aus  der  „äusseren  und  inneren 
wirklichen  Energie“,  der  äusseren  und  inneren  Bewegung  entsprechend. 

Clausius  versteht  unter  „Energie  eines  Körpers“  den  AVärmewerth  des 
inneren  Arbeitsvermögens,  welche  Grösse  ich  die  Körperwärme  genannt  habe 
als  Verallgemeinerung  der  von  Zeuner  für  die  in  §.  ü7  bes]irochenen  beson- 
deren Fälle  zweckmässig  gebrauchten  Bezeichnungen;  Flüssigkeitswärme  und 
Bampfwärme.  Clausius  versteht  unter  der  Körperwärme  oder  dem  „Wärme- 
inhalt  eines  Körpers“  nur  den  Theil  der  fraglichen  Grösse,  welchen  ich  als 
freie  Körperwärme  bezeichnet  habe. 

Die  als  AVärme  gemessene  Arbeit,  also  das  Maass  einer  Arbeit  für  IV 
(=  424)  Kgmir.  als  Einheit,  oder  den  AVärmewerth  einer  .Arbeit  nennt  Clau- 
sius ein  „AA'erk“;  die  von  ihm  so  genannte  Energie  eines  Körpers  ist  danach 
die  Summe  seines  AA’ärme-  und  AA'erkinhaltes.  Eine  Aenderung  des  letzteren 
heisst  bei  ihm  auch  ein  „inneres  AA'erk“  im  Gegensatz  zum  ..äusseren  AA'erk“ 
= der  als  Wärme  gemessenen  äusseren  Arbeit. 
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§.  48.  Der  Venvandluiig'sinhalt  eines  KKrpers  und  seine  Bestandthelle. 

Für  einen  ^'ewisscn  Wftrmezustaud  eines  Körpers  sei 
U das  innere  Arbeitsvermögen, 

//^  die  freie  Körperwilrme,  also  BV/(=dein  Arbeitswertli  derselben)  die 
innere  lebendige  Kraft, 

/ der  .\rbeitsinlialt;  dem  vorigen  §.  zufolge  ist  dann 

U=  WH  + 7 

lind  für  eine  unendlich  kleine  Zustaudsänderuug 

dU=  W.dH-\-dI (1> 

Für  eine  solche  ist  andererseits  nach  der  allgemeinen  Wärmegleichnng 
(§.11,  Gl.  2) 

dU=  W.  dQ  -r  rfÄ  + _ dE, 

worin  dQ  die  mitgetheilte  W.lrme  bedeutet,  dR  die  Arbeit  der  äusseren 
Reibung  (der  Reibung  an  der  Oberfläche),  dS  die  Arbeit  der  inneren  Be- 
wegngsw'idcrstände,  dE  die  äussere  Arbeit.  Aus  der  Verbindung  dieser 
Gleichung  mit  Gl.  (1)  folgt 

W.  dQ  -I-  dlt  -f-  dS  = W.  dH  + d{E  + T) 
oder  bei  Multiplieation  mit  A = und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dR 


und  dS  nur  positiv  oder  = Null  sein  können, 

dQ  <dH  A.d[E  I) (2  . 

wobei  da.s  Zeichen  — oder  gilt,  jenachdem  dU  und  dS  = Null  sind 
oder  nicht. 


l)ie  äussere  und  die  innere  Arbeit  dE  und  dl  bewirken  beide  ein«- 
Veränderung  der  mittleren  Gruppirnng  der  materiellen  Punkte,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  der  dabei  zu  bewältigende  Widerstand  im  erstcu 
Falle  von  äusseren  Kriifleu  ahhäugt,  im  zweiten  nicht,  dass  ferner  die  frag- 
liche Grnppirniigsänderung  im  ersten  Falle  sich  durch  eine  messbare  De- 
formationsänderung zu  erkennen  gielit,  im  zweiten  Falle  nicht.  Dabei  kann 
man  sich  mit  [lositiven  Werthen  der  Arbeiten  dK  und  rf/,  also  auch  mit 
einem  positiven  Werthe.  der  Gesammtarbeit  d{E  /)  eine  Auflockerung 
der  Körpennaterie,  eine  zunehmende  Zerthcilnng  des  Aggregats  materieller 
Punkte,  als  welches  der  Körper  betrachtet  wird,  verbunden  denken,  falb 
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nor  dieser  Begriff  des  Zertheilungsgrades  entsprechend  doflnirt  wird,  wie 
es  von  Clausius  geschah,  indem  er  diesen  Begriff  als  den  einer  mathe- 
matisch ausdrückbareu  Grösse  unter  dem  Namen  der  Disgregation  eines 
Körpers  in  die  mechanische  Wärmetheorie  einführte.* 

Um  diese  Grösse  mathematisch  zu  definiron,  mag  von  einem  besonderen 
Fall,  nümlich  vom  Gaszustände  ausgegangen  wonlcu.  Wenn  mau  im  An- 
schlüsse an  das  über  das  Wesen  dieses  Grenzzustandes  bereits  früher  Ge- 
sagte anniinmt,  dass  in  demselben  die  Massenmittelpunkte  der  Moleküle  bei 
mittlerer  Gruppirung  ganz  gleichförmig  vcrtheilt,  und  dass  auch  die  Mole- 
küle aus  den  betreffenden  Atomen  mit  so  grossen  Fmtfernuugen  der  mitt- 
leren relativen  Oerter  dieser  Atome  in  tlcn  einzelnen  Molekülen  und  dabei 
so  einfach  (aus  so  wenig  Atomen)  gebildet  sind  wie  es  ohne  chemischen 
Zerfall  derselben  möglich  ist,  so  kann  die  mittlere  Gruppirung  der  materi- 
ellen Punkte  eines  Gases  nur  zugleich  mit  dem  Volumen  sich  iliidern,  so 
dass  mit  irgend  einer  Zustandsäuderung  nur  eine  äussere,  keine  innere 
.trbeit  verbunden  sein  kann.  Es  ist  daun  der  Gaszustand  als  der 
Grenzzustand  zu  bezeichnen,  für  welchen  der  Arbeitsinhalt 
einen  constanten  Maximalwerth  erreicht  hat  und  der  Zerthei- 
Inugsgrad,  bei  gegebenem  Volumen  so  gross  wie  möglich,  nur 
noch  mit  dem  Volumen  sich  ändern  kann,  natürlich  so,  dass  er  mit 
zu-  oder  abnehmendem  Volumen  selbst  zu-  oder  abnimmt,  indem  die  mitt- 
leren Flntfernungen  der  au  und  für  sich  unverändert  bleibenden  näc.hstbe- 
nachbarten  Moleküle  zu-  oder  abnehmen.  Ist  nun  die  Pressung.  » das 
specif.  Volumen  und  T die  absolute  Temperatur  eines  Gases  von  gleichför- 
raieem  Wärmezustandc,  so  ist  ]>ro  1 Kgr.  desselben  mit  dl  - 0 
A . d {E  1)  = A.dK^  Apdv 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgleichung  RT—pv  (§.  17) 

A.d(E  + I)  = ARr  - =T.d  {AR . luv) (3), 

p 

und  da  dem  Obigen  zufolge  für  ein  Gas  der  .Ausdruck  AR.hip  als  das 
Ma.as,s  dos  Zertheilungsgrades  detinirt  werden  kann,  so  mag  nun  allgemein 
der  Zertheiluugsgrad  oder  die  Disgregation  eines  beliebigen  Kör- 
pers von  gleichfönnig(^r  Temperatur  mit  (üansins  detinirt  werden  durch 
die  Gleichung: 

A.d{E-\-  I)^-:  r.dZ (i), 

Wonach  für  irgend  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  die  Summe 

• Leber  die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwand- 
Inngen  auf  die  innere  Arbeit.  Poggendorff's  Annalen.  Kd.  IIG,  S.  7.‘1. 
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der  äusseren  und  inneren  Arbeit  proportional  ist  der  ent- 
sprechenden Disgregationsänderung  und  der  absoluten  Tempe- 
ratur, bei  welcher  dieselbe  stattfindet.  -\ns  dieser  Gleichung  folgt 
für  die  Dispregation  selbst  der  Ausdruck: 

, = ev 

unter  den  Werth  der  Disgregation  in  demjenigen  Zustande  verstanden, 
welchem  die  untere  Grenze  des  Integrals  entspricht;  inshesoudere  für  ein 
Gas  ist  pro  1 Kgr.  nach  Gl.  (3) 

Z-=Za-\-AR.hi  C5,a'. 

•’o 

Bei  einem  Gase  ist  durch  Z auch  v und  somit  die  mittlere  Gruppirunp 
der  materiellen  Punkte  bestimmt.  Im  Allgemeinen  kann  man  aber  nur 
sagen,  dass  durch  diese  mittlere  Gruppirung  die  Disgregation  Z 
bestimmt  sei,  nicht  umgekehrt;  denn  indem  Z als  abhängig  zu  be- 
trachten ist  von  dem  Ycrschiedeuheitsgrade  der  Entfernungen  nächstbeuadi- 
barter  materieller  Punkte  und  von  den  mittleren  Grössen  dieser  Entfer- 
nungen, ist  cs  denkbar,  da.ss  in  beiden  Beziehungen  zugleich  solche  Aemic- 
rungen  stattfinden,  welche,  indem  sie  einzeln  entgegengesetzte  Aenderungen 
von  Z bewirken  würden,  zusammen  diese  Grösse  unverändert  lassen.* 


* In  einem  späteren  Aufsätze  (Ober  die  Zurückführung  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  allgemeine  mechanische  Principien, 
Sitzungsberichte  der  niederrheinischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde 
1870,  S.  107  und  Pogg.  Ann.  Bd.  142,  S.  433)  hat  Clausius  für  die  Disgregation 
eines  Körpers  von  gleichförmiger  Temperatur  unter  gewissen  Voraussetzungen 
den  folgenden  allgemeinen  Ausdruck  entwickelt: 

Z — Ai" »MC.  ln  ( Ti*)  -f-  Const. 

Darin  haben  A und  T die  obigen  Bedeutungen ; i bedeutet  die  mittlere  Schwiu- 
gungsdauer  bei  der  stationärcu  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  (Atoms' 
von  der  Masse  m,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe,  auch  wenn  die  inneren  Bewe- 
gungen nicht  in  geschlossenen  Bahnen  stattfinden,  für  die  Projectionen  eines 
Punktes  auf  drei  Coordinatenaxen  gleich  zu  setzen  ist.  Es  ist  also  T eine  für 
alle  Punkte  gleiche,  i eine  für  die  verschiedenartigen  materiellen  Punkte  im 
Allgemeinen  verschiedene  veränderliche  Grösse.  Die  Bedeutung  von  c ist  da- 
durch bestimmt,  dass  bei  der  Entwickelung  jenes  Ausdrucks  von  Z die  mittlen- 
innere  lebendige  Kraft  eines  materiellen  Punktes 


gesetzt  und  e als  eine  für  die  verschiedenartigen  materiellen  Punkte  verschie- 
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-4qs  der  Verbindung  von  Gl.  (4)  mit  Gl.  (2)  folgt 


dQ<dH  + T.  dZ  oder 


dq 


: T ' 


und  für  eine  Zustandsänderung  von  endlicher  Grösse 

Uh 


p<ß 


+ Z-Z, 


f6). 


Insbesondere  für  einen  Kreisprocess  ist  Z=Z^  und,  wenn  derselbe 
umkehrbar  ist  (u.  A.  also  für  jedes  Element  desselben  dR  und  dS  = Null 

^dQ 

f ' 

diesen  Fall  das  Zeichen  = gilt,  folgt  also  für  einen  umkehrbaren  Kreis- 
process auch 


sind),  nach  §.14  auch 


/- 


0.  Aus  der  Beziehung  (6),  in  welcher  für 


/ 


dH 

T ’ 


dH 


so  dass  — das  vollständige  DiflFerential  einer  Function  von  Veränderlichen 

s*'in  muss,  welche  den  Wärme/.ustaud  bestimmen,  .\ugenommen,  der  letz- 
tere sei  bestimmt  durch  T und  eine  andere,  von  T unabhängige  Grösse  X 
so  ist  auch  die  durch  den  Wärmezustand  bestimmte  freie  Körperwärme  H 
un  .Ulgemeinen  als  eine  Function  von  T und  X zu  betrachten,  also 

dH=M.dT+  N.dX-,  ^^^dT^^dX (7), 

und  N = Functionen  von  T und  X verstanden,  welche 


unter  .1/ 
der  Bedingung  genügen: 


f8). 


dH 


Wenn  aber  ein  vollständiges  Differential  sein  soll,  so  muss  ebenso 


nach  Gl.  (7)  auch 


hX\T)  i>l\T) 


den«  Constante  betrachtet  wurde,  was  also  voraussetzt,  dass  diese  mittleren  le- 
bendigen Kräfte  aller  Punkte  ein  constautes  Verbältniss  zu  einander  haben. 

Bei  der  noch  zweifelhaft  erscheinenden  Fruchtbarkeit  jenes  Ausdruckes 
'«n  Z mag  seine  Anführung  hier  genügen. 
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oder  (mit  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Unabh.'ingigkeit  von  T und  X) 

1 1 f)jV"  N 

r Kr'“  ~r-' 


also  wegen  Gl.  (8) 


d.  li.  H eine  Function  von  '1  allein  sein.  Es  hat  sich  somit  die  bemerkens- 
werthe  Folgerung  ergeben,  dass  die  freie  Wiirme  eines  Köri)crs 
durch  seine  Temperatur,  also  auch  letztere  durch  die  freie 
Körperwärme  oder  durch,  die  innere  lebendige  Kraft  vollkom- 
men bestimmt  ist.* 


Setzt  man 


dH 

~T 


= dY,  so  ist,  unter 


den  der  unteren  Grenze  des 


Integrals  entsprechciiden  Werth  von  Y verstanden. 


y-y.+j-!' 


(») 


eine  Function  von  T,  welche  im  Anschluss  an  die  Kegriffsbestimmnugen  von 
§.  14  der  Verwandinngswerth  der  freien  Körperwärme  genannt 
werden  mag.  Rei  Einführung  dieser  Grösse  F ist  die  Beziehung  (6;  zu 
schreiben: 


I ^ ’ (J  0 ^o) UO), 

wobei  1')  und  die  Werthe  von  F und  X für  denselben,  nämlich  für 
denjenigen  .Vnfangszustand  bedeuten,  welchem  die  untere  Grenze  des  Inte- 
grals auf  der  linken  Seite,  entspricht.  Uebrigens  ist  der  Ausdruck  (5j  für 
Z — Zf,  von  derselben  Art  wie  der  .Vusdruck  (9  i für  F — indem 
A . d(H  -|-  I)  ebenso  wie  dH  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  bedeutet, 
so  dass  im  Sinne  von  §.14  auch  die  Disgregation  Z als  ein  gewisser 
Verwanilliiugswertb,  nämlich  als  Verwandlungswertb  der  mittleren 


* Es  könnte  dieser  Satz  auch  als  Aunalime  hingestellt  werden,  und  würde 
sich  dann  der  zu  seiner  Ableitung  hier  benutzte  S.itz  als  Folgerung  ergeben, 
nämlich  der  Satz,  dass  bei  jedem  umkehrbaren  Kreisprocesse  eines  Körpers 

der  Verwandlungswerth  iler  dem  Körper  (algebraisch  verstanden 


mitgetheiltcn  Wärme  = Null  ist,  dessen  Herleitung  in  §.  14  auf  der  vorau.sge- 
setzten  Unmöglichkeit  eines  ohne  Compensation,  d.  h.  ohne  sonstige  Veränderung 
statttimieuden  Wärmeüberganges  von  niederer  zu  höherer  Temperatur  beruhte 
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Grappirung  der  materiellen  Punkte  eines  Körpers  bezeichnet 
werden  kann. 

Die  Summe  dieser  beiden  Grössen  Y und  Z nennt  Clausius  den 
Verwandlungsinhalt  oder  die  Entropie  (//  TQo:xri,  die  Verwandlung) 
des  Körpers.*  Sie  ist  bestimmt  durch  die  Temperatur  und  diircji  die  Dis- 
(n'cgation.  also  auch  durch  die  Temperatur  und  durch  die  mittlere  Grup- 
pimng  der  materiellen  Punkt«',  um  so  mehr  durch  den  Wiirmezustaml  des 
Körpers;  umgekehrt  kann  aber  bei  gegebener  Temperatur  unil  verschiedenen 
mittleren  Griippirungen,  um  so  mebr  bei  verschiedenen  Wilrmezust-itnden 
die  Entro])ie  denselben  Werth  haben.**  Wird  dieselbe  mit  S bezeicbnet, 
so  hat  man  nach  (10; 


/ 


S'  .S(| 


(11). 


Bisher  wurde  vorausgesetzt,  die  Temiieratur  sei  in  demselben  .\ugen- 
hlicke  in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muss 
der  letztere  in  Elemente  zerlegt  werden  der  .\rt,  dass  die  bisherige  Voraus- 
setzung für  jedes  einzelne  Element  zutrifft,  und  sind  dann  unter  der  Dis- 
gregation.  dem  Verwandlungswcrth  der  freien  Wärme  und  der  Entropie  des 
Körpers  für  einen  gewissen  Zustand  desselben  die  Summen  der  betreffenden 
Grössen  für  alle  jene,  im  .Mlgemcinen  als  unendlich  klein  vorauszusetzenden 
Elemente  zusammengenoinmen  zu  verstehen.  Da.s  Integral  auf  der  linken 
Seite  der  Beziehung  (11;  ist  dann  ebenso  durch  die  Summe  der  ent- 
sprechenden Integrale  für  die  einzelnen  Körperelemente  zu  ersetzen,  also 
durch  ein  zweifaches  Intt'gral,  bei  welchem  die  eine  Integration  sich  wie 


* Feber  verschiedene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  llaupt- 
eleichungeu  der  mechanisclien  Wärmetheorie.  Poggendorff’s  .Vnualen.  lid.  12.o, 
•S. 

**  Entsprechend  der  in  der  obigen  .\nraerkung  (S.  24Mi  erwähnten  Substitution 

1 
2 

welche  zu  dem  dort  angeführten  Clausius’schen  Ausdrucke  der  Disgregation 
Z = A2.'inc . ln  ( -f  < hnxt. 
geführt  hat.  ist  die  freie  Körperwärme 

If  Al'mcT. 

2 

. r'in 

»Iw  ^ J ~T  i’onKt.  -=  A^mc.in  T f-  Const. 

nad  die  Entropie 

.V=  V -f-  = AX2mc.ln('J'i)  -f  C'Onsl. 
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bisher  auf  die  Zeit,  die  andere  aber  auf  den  Ort  (auf  den  Ueberganp  voi 
einem  zum  anderen  Körperelemenf)  bezieht.  Indem  aber  dieses  zwcilächi 
Integral  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  kann,  entsprechend  dem  Wärme 
austausch  an  der  Obertiäche  des  Körpers  und  demjenigen,  welcher  zwischei 
den  Körperelementen  gegenseitig  stattfindet,  hat  man  in  (11)  zu  setzen: 


worin  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsüuderung  des  Körpers  dh 
Wärme  bedeutet,  welche  ihm  durch  ein  Element  seiner  Oberfläche,  woselbs 
seine  augenblickliche  Temperatur  — T ist,  von  aussen  mitgetheilt  wird 
d^Q'  dagegen  die  Warme,  welche  ein  unendlich  kleines  Körperelement 
dessen  augenblickliche  Temperatur -=  T ist,  von  den  angrenzenden  Körper 
elementen  empfängt,  deren  augenblickliche  Temperaturen  unendlich  wenii 


von  7 verschieden  sind.  Das  Doppelintegral 


fß 


d^Q' 


ist  daun  jedenfall 


positiv,  weil  seine  Elementarbesfandtheile  sich  paarwei.se  so  gruppirei 
lassen,  dass  jedes  solche  Paar  einen  positiven  Werth  hat;  ist  uämlicli  d*^ 
die  positive  Wärme,  welche  ein  Kör])erelement,  dessen  Temperatur  — i, 
ist,  von  einem  angrenzenden  emi)fängt,  dessen  Temperatur  = T -l-  rfT  nothj 
wendig  7’  ist,  so  ist  — d-ij  die  negative  Wärme,  welche  dieses  zweit^ 
wärmere  Körperelement  von  dem  ersten  empfängt,  und  i 


tHJ“ 


9\ 


1 

f 


dT, 


■)5 


o. 


Somit  ist  in  der  Reziehung  (11 


und  um  so  mehr  für  alle  Fälle 


d.  h.  bei  jeder  Zustnndsändernng  eines  Körpers  ist  der  Ver- 
waudlungsw erth  der  ihm  von  aussen  mitgctbeilten  W4rni< 
höchstens  = der  Aendernng  seiner  Entropie.  B«*i  einem  Kr>-is) 
process  ist  N .S,,.  also  jener  Verwandlungswerth  ,in  §.14  mit  _V  Iw'zeiA 
net)  0.  luäralich  = 0 oder  <<  0.  jcnachdem  der  Kreisprocess  umkehrl)« 
ist  oder  nicht,  wie  schon  in  §.  14  nachgewiesen  wurde. 
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Denkt  man  sich  die  Beziehungen  (12)  demselben  Zeitintervall  ent- 
'prechend  für  alle  Körper  des  Weltalls  zusammen  addirt,  so  ergiebt  Sich 


»eil  die  den  einzelnen  Weltkörpern  niitgetheilten  Würineineugen  nur  von 
anderen  Weltkörpern  herrühren  können,  deren  Obertlilchentemperaturen 
mindestens  ebenso  hoch  sind,  und  somit 


()  Ist.  ebenso  wie  oben 


>0 


war  bezOglicb  auf  die  Elemente  eines  einzelnen  Körpers,  denen  hier  die 
sämmtlichen  Körper  des  Weltalls  entsprechen.  Daraus  würde  sich  ergeben 
aligeseheu  von  einer  Spf'cialuntersucliung,  welche  hierbei  die  Bolle  der 
strahlenden  Wiirme  erfordern  mag),  dass  die  Entropie  der  Welt  nie  ab- 
uehiaen  kann,  oder  (nach  dem  .Ausdrucke  von  Clausius)  dass  die  En- 
tropie der  Welt  einem  Maximum  zustrebt.  l)ieses  Maximum  wäre 
»■rreicht,  wenn  kein  unmittelbarer  Uebergang  der  Wänne  (durch  Leitung 
oder  Strahlung)  von  höherer  zu  niederer  Temi)eratur  und  weder  Beibung 
noch  ein  sonstiger  mit  Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärnn!  verbundener 
Hewegungswiderstanil,  also  vielleicht  überhaupt  keine  äussere  Bewegung 
mehr  stattfände,  sofern  auch  die  Bewegung  der  Weltkörper  im  .Aether 
nicht  ganz  ohne  AA'iderstand  geschehen  mag;  das  zeitliche  Ende  der  Welt 
wäre  ein  Zustand  allgemeiner  äusserer  Buhe,  wenigstens  nur  widerstands- 
loser äusserer  Bewegung,  und  gleichförmiger  Temperatur.* 

* -Auf  diese  Folgerung  wurde  zuerst  von  AV.  Thomson  hiiigewieseii  (Phil. 
Mag.  4t>>- Ser.  A'ol.  IV,  p.  .-JOt).  Hankiiie  nahm  davon  Veranlassung  (ebenda- 
jelbst  p.  358),  die  Vermuthung  auszusprechen,  da.ss  die  AVelt  in  sich  selbst  die 
(ifgenraittel  zur  beständigen  Erhaltung  ihres  Lebens  besitzen  werde,  welches 
in  ihrem  Grenzzustandc  erloschen  wäre;  er  denkt  sich  den  AVeltätlicr  begrenzt, 
jenseits  dieser  Begrenzung  einen  leeren  Baum,  uud  nimmt  es  als  möglich  an. 
dass  die  von  den  AVeltkörpern  ausgcstrahlte  AVärme  nach  ihrer  Keflexion  von 
jener  Aethergrenze  an  gewissen  Stellen  des  AVeltraums  so  conrciitrirt  werden 
iönne,  dass  die  an  diese  Stellen  gelangenden  Körper  zu  einer  höheren  Tcmpe- 
täinr  erhitzt  werden,  als  mit  w'elcher  sie  die  AVärme  ausgestrahlt  hatten,  so 
dass  also  mit  Hülfe  der  Strahlung  gegen  die  Aethergrenze  eine  gewisse  Menge 
freier  Körperwärme  von  mittlerer  Temperatur  in  einen  Theil  von  höherer  und 
Pinea  Theil  von  niederer  Temperatur  zerfallen  könnte.  Diese  Annahme  würde 
der  Voraussetzung,  dass  ein  unmittelharer  (ohne  Vermittelung  von  Zustands- 
anderuDgen  eines  dritten  Körpers  statttiudender)  Uebergaug  der  AA^ärme  stets 
wir  von  höherer  zu  niederer  Temiieratur  erfolgen  kann,  widersprechen,  und  es 
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Im  .\nschluss  an  den  so  eben  ausgesprochenen,  das  Weltganze  betref- 
fenden Satz,  welcher,  obschon  der  Tendenz  dieses  Buches  fern  liegend, 
doch  zu  unmittelbar  an  dieser  Stelle  sich  darbot,  als  dass  er  bei  seinem 
(’harakter  allgemeinsten  Interesses  nicht  hätte  ausgesprochen  werden  sollen, 
mag  zur  Ergänzung  hier  noch  das  andere  Grundgesetz  des  Weltalls  en^ähnt 
werden,  welches  Clausius  in  dem  Satze  ausspricht:  „Die  Energie  der 
Welt  ist  constant“,  und  zu  welchem,  abgesehen  von  der  Ausdrucksweise. 
die  allgemeine  Gleichung  des  .\rbeit.svermögens  — §.11,  Gl.(l)  — 
d{L  -f  U)  — dM  -f-  dP  -I-  W . dQ 

führt,  indem  sie  auf  die  Gesammtheit  aller  Weltkörper  ausgedehnt  wird, 
ln  dieser  Gleichung  ist  L die  äussere  lebendige  Kraft,  U das  innere  .Ar- 
beitsvermögen eines  Körpers,  und  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsäii- 
dei-ung  desselben  dM  die  Arbeit  der  äusseren  Massenkräfte  zu  welchen 
im  Gegensätze  zu  den  Molekularkräften  auch  die  Gravitationskräfte  der 
Körperelemente,  insoweit  sie  auf  messbare  Entfernung  wirken,  gerechnet 
wurden),  dP  die  Arbeit  des  äusseren  Druckes  auf  die  Oberfläche,  W.dQ 
der  .Arbeitswerth  der  dem  Körper  von  aussen  mitgetheilten  Wärme.  Bei 
der  Addition  der  entsprechenden,  für  alle  Weltkörper  bezüglich  auf  das- 
selbe Zeitelement  aufgestellten  Gleichungen  ha‘t  man 

i'rf(Z  — M + «Tj  = ~M-\-  U)  = 0 

oder 

J-,'  Z — M U)  — Coiint ( 14 :. 

Die  Bewegung  des  Weltalls  kann  nur  auf  ein  Coordiuatensystem  be- 
zogen wenlen,  welches  in  ihm  selbst  auf  irgend  eine  Weise  ILxirt  ist  und 
absolut  ruhend  gedacht  wird;  — Z ist  seine  entsprechende  äussere  lebendige 
Kraft.  .Analog  dem  in  §.  47  erklärten  Arbeitsinhalt  eines  Körpers  kann 
— — M)  der  äussere  Arbeitsinhalt  des  Weltalls  genannt  werden,  indem 
darunter  die  .Arbeit  verstanden  wird,  welche  aufgewendet  werden  musste, 
um  die  Weltkörper  und  ilire  messbaren  Theile  mit  Rücksicht  auf  die 
zwischen  ihnen  wirkenden  gegenseitigen  äusseren  Massenkräfte  (Gravita- 
tionskräfte) aus  einem  gewissen  hypothetischen  Zustande  dichtester  Masseu- 
gru])pirung  in  ihre  augenblickliche  relative  I.age  zu  versetzen.  Die  auf  das 
Weltall  bezogene  Summe  .l'(Z  .1/)  ist  also  eine  Grösse  analog  derjenigen. 

würde  dadurch  auch  die  sogenannte  zweite  Bauptgloichuug  \§.  15)  nebst  allen 
daraus  gezogenen  Folgerungen  in  P’rage  gestellt.  Clausius  discutirte  und  be- 
stritt jene  .Annahme  in  der  .Abhandlung  über  die  AVärmestrahlung,  deren  Ge- 
dankeugang  und  Resultate  früher  in  §.  lU  der  Hauptsache  nach  wiedergegebcii 
wurden. 
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welche  für  einen  einzigen  Körper  sein  inneres  Arbeitsvermögen  genannt 
WTirde,  sofern  niimlicb  das  Weltall  mit  einem  einzelnen  Körper  in  der 
Weise  verglichen  wird,  dass  die  mit  messbaren  Ortsänderungen  verbundenen 
Bt^weguiigen  im  Weltall  an  die  Stelle  di*r  inneren  Mulekularbeweguugen 
des  Körpers,  und  die  auf  messbare  Entfernungen  wirkenden  gegenseitigen 
(iravitationskräfte  aller  Massenelemente  des  Weltalls  an  die  Stelle  der  auf 
anmessbar  kleine  Entfernungen  wirkenden  Moleknlarkräfte  des  einzelnen 
Körpers  gesetzt  werden.  Diese  Suniiue.  welche  somit  das  äussere  .Arbeits- 
vermögen der  AVelt  genannt  werden  könnte,  vennebrt  nm  —der  Summe 
der  inneren  Arbeitsvermögen  aller  einzelnen  AVeltkörper  für  sich  betrachtet, 
L«t  das  gesammtc  -Arbeitsvermögen  der  Welt,  und  es  kann  Gl.  (14)  so  aus- 
gesprochen werden;  das  gesammte  Arbeitsvermögen  der  Welt  ist 
constaut.* 


§.  4it  Wahre  speelflsche  WUrme. 


Unter  der  specifischen  Wärme  eines  Körpers  von  gleichförmigem 
Wänuezustande  für  ein  gewisses  Gesetz  einer  umkehrbaren  -Aenderung 

<IQ 

dieses  Zustandes  wird  das  Verhältniss  verstanden,  wenn  dQ  die  Wärme- 

di 

menge  bedeutet,  welche  dabei  einem  Kgr.  des  Körpers  behufs  der  unendlich 
kleinen  Temperaturänderung  dT  mitzutheilen  ist;  dem  vorigen  §.  zufolge 
ist  sie  allgemein 


dQ,  dH  , dZ 
dT  dT  ^ dT 


(1). 


j^ie  heisse  nach  Rankine  die  wahre  sjtecifische  Wärme  und  sei  mit  c 
t)ezeichnet.  wenn  die  Zustaudsänderung  ohne  Disgregationsändernng  statt- 
tindet.  <1.  h.  dZ=()  ist  und  folglich  die  mitgetheilte  Wänne  nur  zur  Ver- 
mehrung der  freien  Körperwärme  dient;  es  ist  also 


• Wenn  Clausius  den  fraglichen  Salz  in  der  Weise  ausspricht,  dass  er 
die  Energie  der  Welt  als  constant  bezeichnet,  so  ist  zu  bemerken,  dass  er  so- 
vobl  diesen,  als  den  anderen  Satz  in  HetretV  des  .Aenderungssinnes  der  Entropie 
der  Welt  nur  gelegentlich  am  Schlüsse  seiner  oben  citirten  Abhandlung  „über 
versehiedene  für  die  Anwendung  bequeme  E’ormen  der  Hanptgleichungen  der 
mechanischen  Wärmetheorie“  ohne  Mittheilung  ihrer  näheren  Begründung  aus- 
«prictit.  Es  ist  aber  wohl  nicht  zu  hezw'eifeln.  dass  er  im  Anschlüsse  an  die 
•onsl  von  ihm  gebrauchte  Terminologie  hier  unter  der  Energie  der  Welt  den 
AVarmewerth  derselben  Grösse  versteht,  welche  ich  oben  als  das  gesammte 
-Arbeitsvermögen  der  Welt  bezeichnet  habe. 
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dH 

1t 


(2). 


Da  II  dem  vorigen  §.  zufolge  für  einen  gegebenen  Stoff  nur  von  seiner 
Temperatur  abhängt,  unabhängig  von  der  mittleren  Gruppiruug  seiner  ma- 
teriellen Punkte  und  folglich  auch  von  der  Aggregatform,  so  gilt  dasselbe 
von  der  wahren  specif.  Wärme.  Nun  ist  aber  nach  Gl.  (5,a)  im  vorigen’ §. 
für  den  Gaszustand  dZ=Q,  wenn  rfp  = 0 ist,  also  c = c,  = der  specif 
Wärme  bei  coustantem  Volumen,  und  da  letztere  für  Gase  als  constant  zu 
betrachten  ist  (§.19),  so  gilt  dasselbe  von  c für  jede  Aggregatform.  Die 
wahre  specifische  Wärme  c ist  also  eine  von  der  Art  des  betref- 
fenden Stoffes  abhängige Coustante.  Sie  ist  der Greuzwerth,  welchem 
sich  die  specif.  Wänne  c,  des  betreffenden  Dampfes  mit  zunehmendem 
Grade  der  Ueberhitzung  nähert.  Ausser  diesem  Grenzzustande  ist  im  All- 
gemeinen von  c verschieden,  nämlich  nach  Gl.  (1),  worin  für  rfp  = 0,  also 
dE  = 0 (vorausgesetzt  dass  auch  im  Falle  eines  festen  Körpers  keine 
Tangentialspannungi‘11  Vorkommen),  nach  Gl.  (4)  des  vorigen  §.  zu  setzen 
ist:  T.dZ  = Ä.dI 


c. 


A.dl 

dT 


(3). 


Wenn  also  die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  specif.  Wärme  c,  (abgesehen  von 
ihrer  meist  geringen  Veränderlichkeit  für  eine  bestimmte  Aggregatform) 
tilr  die  verschiedenen  Aggregatfornien  oft  erheblich  verschieden  ist,  z.  B. 
für  Wa.sser  ungefähr  doppelt  so  gross,  als  für  Eis,  und  mehr  wie  doppelt 
so  gross,  als  für  Wasserdampf,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  gleiche 
Temperaturänderungen  desselben  Stoffes  bei  verschiedenen  .\ggregatformen 
mit  sehr  verschiedenen  inneren  Arbeiten  verbunden  sein  können. 

Aus  der  Gleichung 


dH  =c . dT  mit  c =•  Const. 


ergiebt  sich  die  freie  Wärme  pro  1 Kgr.  öines  Körpers  von  gleich- 
förmiger Temperatur  T 

H=  cT -j-  Const.  = cT 

wenn  ausserdem  angenommen  wird,  dass  dem  absoluten  Nullpunkte  (7'=  0) 
die  freie  Wärme  = Null,  also  innere  Ruhe  entspricht;*  und  beim  üeber- 


* Nach  einer  Anmerkung  zum  vorigen  §,  in  welcher  die  Clausius’schen 
Ausdrücke  für  den  Verwamllungswerth  der  freien  Wärme  H,  die  Disgrega- 
tion  Z und  die  Entropie  S eines  Körpers  von  gleichförmiger  Temperatur  T 
angeführt  wurden,  war 
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irauge  von  der  Temperatur  7’„  zur  Temperatur  T ändert  sich  der  Ver- 
wandluugswertb  der  freien  Körperwärme  nach  §.48,  Gl. (9)  um 


T 


Findet  dieser  Uebergang  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
■iit  — O)  in  umkehrbarer  Weise  statt,  also  auch  ohne  Aeuderuug  der  En- 
tropie. so  ist  damit  nach  §.48,  Gl.  (10)  die  Disgregatiousänderung 

Z-Z„=Y,-Y=e.hJy, 

Terbuuden;  insbesondere  zur  Abkiililuug  des  Körpers  l»is  zum  absoluten 
Xullpunkte  wäre  eine  unendlich  grosse  jiositive  Disgregatiousänderung  und 
ein  unendlich  grosser  negativer  Verwandlungswerth  der  freien  Köri)erwärme 
nüthig,  woraus  zu  schliessen,  dass  dieser  absolute  Nullpunkt  thatsächlic.h 
unerreichbar  ist. 


§.  öo.  .illgemeine  Form  der  Zustandsgicichung  eines  KOrpers  von  gleteh- 
ntrmigeiii  Wärmezustande. 

Nachdem  sich  ergeben  hat,  dass  gemäss  Gl.  (^4)  in  vorigem  §.  die  freie 
Wärme,  also  auch  die  innere  lebendige  Kraft  eines  Körpers  seiner  abso- 


Armer  = rrAmc  = rr«o/  , 

■ n 

unter  c eine  den  verschiedeiiartigeii  Atomen  oder  materiellen  Punkten  von  den 
Massen  m cigentliümliche  Constaiite  verstanden.  Die  Bedeutung  dieser  Con- 

ji.C 

Staaten  würde  also  mit  Rücksicht  auf  obige  Gl.  (4)  darin  bestehen,  dass 

die  wahre  specif.  Wärme  eines  nur  aus  materiellen  Punkten  der  betreffenden 
•trt  bestehenden  Körpers  ist.  Wird  dieselbe  mit  c'  und  das  Gewicht  mr/  eines 
materiellen  Punktes  mit  m'  bezeichnet,  so  gehen  die  früher  angeführten  Aus- 
drücke von  ¥ und  Z über  in; 

Y = ¥m'chiT ConM.,  Z = Zm'cln(Ti*) Cotuit. 
oder  mit  Rücksicht  darauf,  da.s.s  T für  alle  Punkte  denselben  Werth  hat,  für 
einen  Körper  von  l Kgr.  Gewicht,  dessen  wahre  specif.  Wärme 

c = ^'me 


ist. 


y=  e.liil'-j-  f’mixt.,  Z>=  c./n  7’.p  -)-  CoMt. 


S = l'-p  Z = ‘ic.ln'T  Y '2¥m'chii  4-  Comt. 
Oracbof,  theoret.  MaAt^hinenlehre.  1.  17 
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luten  Temperatur  T proportional  ist,  fragt  es  sich,  wie  damit  die  für  ver- 
schiedene Fälle  empirisch  bekannte  Beziehung  zwischen  T,  dem  specif. 
Volumen  r und  der  Pressung  p zusammenhängt,  nach  welcher  im  Allge- 
meinen, wenn  T wächst,  auch  v bei  constantem  p oder  p bei  coustantem  r 
zunimmt,  während  bei  coustanter  Temi)eratur  sich  p und  r in  entgegenge- 
setztem Sinne  gleichzeitig  ändern.  Zur  Erörterung  dieser  Frage  mag  ein 
von  Clausius  vor  Kurzem  (1870)  aufgestellter  mechanischer  Satz*  voraus- 
geschickt  werden. 

Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m befinde  sich  bezüglich  auf  ein 
rechtwinkeliges  System  von  Coordinatenaxen  in  einer  stationären  d.  h. 
solchen  Bewegung  (§.  40),  dass  seine  Coordinateii  x,  y,  z und  Geschwiudig- 
dx  dy  dz 

keitscomponenten  -— , --- , --  zwischen  gewissen  endlichen  Grenzen  vari- 
dt  dl  dt 


iren,  indem  erstere  abwechselungsweise  zu-  und  abnehmeu,  letztere  also 

I fdx\^ 

bald  positiv,  bald  negativ  sind.  Ist  dann  »/=|,  y wy/  ' 1^) 


die  resultirende  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  und  sind  X,  V,  Z 
die  nach  den  Coordinatenaxen  genommenen  Componenten  der  auf  ihn  wir- 
kenden Kraft  (der  relativen  bewegenden  Kraft,  sofern  die  Coordinatenaxen 
im  .\llgemeinen  selbst  in  Bewegung  sein  können),  so  ist,  wenn  durch  einen 
übergesetzten  Strich  wie  in  §.  40  der  Mittel werth  der  betreffenden  Grösse 
für  ein  Zeitiutervall  bezeichnet  wird,  welches  im  Vergleich  mit  dem  Zeit- 
intervall zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Maximal-  oder  Minimal- 
werthen  von  x,  y,  z sehr  gross  ist, 


1 — 


T,  + ■^2) 


(i'i. 


Für  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  einzeln  in  stationärer 
Bewegung  bezüglich  auf  die  zu  Grunde  liegenden  Coordinatenaxen  begriffen 
sind,  bat  man  dann 

- -.f  = - \ +~Ty~-f'Zz“) (21 


Den  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  fl)  oderf2)  stehenden  Kräftefunc- 
tions-Mittelwerth  nennt  Clausius  das  Virial  des  materiellen  Punktes  resp. 
Punktesystems  (von  vis,  Kraft).  Der  fragliche  Satz  kann  dann  so  ausge- 
sjmochen  werden:  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  in  stationärer 

* lieber  einen  auf  die  Wärme  anwendbaren  niechaniscben  Satz.  Pogg 
Ann.  Bd.  141,  S.  124. 
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Bewegung  befindlichen  materiellen  Punktes  oder  Punktesystems 
ist  = seinem  V'irial* 

Zum  Beweise  des  Satzes  (1),  aus  welchem  der  Satz  (2)  ohne  Weiteres 
herrorgeht,  kann  man  ausgehen  von  der  identischen  Gleichung 


* Ein  besonderer  Fall  stationärer  Bewegung  eines  Punktes  ist  die  perio- 
dische Schwingung  desselben,  wobei  er  in  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeit- 
ititervallen  (Perioden)  dieselbe  geschlossene  Bahn  wiederholt  der  Art  durchläuft, 
dass  einem  bestimmten  Punkte  der  Bahn  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  des 
beweglichen  Punktes  entspricht;  auch  eine  begrenzte  Linie,  welche  abwechse- 
iungsweise  im  einen  und  im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen  wird,  ist  als  eine 
geschlossene  Bahn  zu  betrachten,  deren  zwei  gleiche  Theile  zusammenfallen. 
Fm  den  durch  obige  Gl.  (1)  ausgedrückten  Satz  an  einem  einfachen  Beispiele 
zu  prüfen,  werde  die  geradlinig  schwingende  Bewegung  eines  Punktes  F be- 
trachtet, auf  welchen  eine  Kraft  wirkt,  die  gegen  einen  anderen  Punkt  0 von 
fester  Lage  gegen  die  Coordinatenaxen  hin  gerichtet  und  dem  Abstande  OP 
proportional  ist.  Wird  dieser  Punkt  O als  Ursprung  der  Coordinatenaxen  und 
die  positive  x-Axe  in  der  Richtung  OÄ  angenommen,  wenn  A eine  der  beiden 
Ruhelagen  des  Punktes  P bei  grösster  Entfernung  OA  = a vom  Punkte  0 ist, 
so  hat  man 

X = — r=X  = 0 

und  Itekanntlich,  wenn  die  Zeit  t von  einem  solchen  Augenblicke  an  gerechnet 
wird,  in  welchem  der  Punkt  P den  Punkt  O im  Sinne  der  positiven  .x-Axe 
passirt, 

» dx 

X = a fnn  It;  u = cos  tt. 

Daraus  folgt: 

„ 1 — cos2tt 

— Xx—  mk'^x^=  mk'^a*  - » 


also  das  Virial 


weil 


— — Xx  — ^ , 


con  2kl  ■. 


t/' 


cos  2kt . dt 


sin  2k t 

' "Ik  V 


ach  dauernd  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  t ohne  Ende  wächst.  Anderer- 
i-eits  ist 

1 1 1 -f  cos2kt 

^ »IM*  ==  ^ mk*a*  ;y ’ 

also  die  mittlere  lebendige  Kraft 

1^1  1 — 

—TOM*  = TOfc*a*  = — Xx 

= dem  Virial,  wie  es  der  Satz  verlangt.  Im  vorliegenden  Spccialfalle  ist  die 
oittlere  lebendige  Kraft  halb  so  gross  wie  der  Maximalwerth  derselben  = dem 
arithmetischen  Mittel  der  kleinsten  und  grössten  lebendigen  Kraft. 

17* 
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/ 

fdx'v 

~ ( f// ) 

d^sr 


Aus  derselben  folgt  dureli  Miilti]ilie;iti()ii  mit  nt  und  mit  Kücksii-ht 


darauf,  dass  w ^^^=zrX  ist, 

1 t 1 / dx\ 

'2  dt)  -2  ' '2  \ dt) 

und  bei  Integration  von  0 bis  t und  Division  durch  t 

i t 

--  / dt  = IXx.di+  Jt  —x.,l  , 

2t J ' dt  ' 2t J ^ 2t  L it  dt) ■ 


Dabei  sind  r,,  und  die  Werflie  von  x und  für  t = 0,  und  da 

\dt'Q  dt 

diese  letzteren  Grossen  dem  Begriffe  der  stafionSren  Bewegung  gemäss 
zwischen  bestimmten  Grenzen  variiren,  so  kann  immer  der  Divisor  t liiii- 
länglicli  gross  genommen  werden,  um  das  zweite  Glied  auf  der  re(diten 
Seite  dauernd  beliebig  klein  zu  machen ; man  erhält  dann 

2 \dt)  2 , 

Kbenso  ergiebt  sich 

2 ' dt  ) = - 2^^  2 i dt)  = - 2 


also  durch  Addition 


-«)«*=• — (A'-r  -{■  Yy  -j-  Xz\ 


Ans  dieser  Beweisfülirung  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  der  Satz  nicht 
nur  im  Ganzen  für  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  und  Kräfte,  sondern 
auch  einzeln  für  die  nach  einer  beliebigen  Richtung  genommenen  Geschwin- 
digkeits-  und  Kraftcomponenten  gültig  ist.  — 

Bei  der  .\nwenduug  von  Gl.  (2)  auf  die  innere  Bewegung  eines 
Körpers  von  gleichförmigem  Wärme  zu  stände  (unter  .\usschlnss  von 
Tangentialspanuungen  im  Kalle  eines  festen  Körpers)  bedeutet  die  linke 
Seite  jener  Gleichung  die  innere  lebendige  Kraft  = dem  Arbeitswerth  der 
freien  Körperwärme  77”,  und  ist  also  mit  Rücksicht  auf  §.49,  Gl.  i.4)  bezogen 
auf  1 Kgr.  des  Körpers 


Digitized  by  Google 


§.50. 


ALLQEMEINK  EOKM  DER  ZÜ8TANDS0LE1CHÜN0. 


2G1 


}VJ£=  WcT. 


Entsprccheud  der  Voraussetzung  eines  gleichförmigen  Wärinezu- 
?fandes,  ausser  der  gleichförmigen  Temperatur  T also  auch  eiuer  in  allen 
Tunkten  gleichen  Pressung  - dem  specif.  iiusseren  Druck  p,  kommen  als 
Krifle  zur  Bildung  des  Virials  nur  dieser  gleichförmig  auf  der  Ohertlächo 
wrtheilte  äussere  Druck  nnd  die  Molekularkräfte  in  Betracht,  welche 
iwLsebeu  den  materiellen  Punkten  des  Körpers  bei  unmessbar  kleinen  Ent- 
lernungeu  derselben  statttinden.  Andere  Kräfte  bedingen  den  Wärmezustand 
nur  insofern,  als  sie  eine  ungleichförmige  Pressung  verursachen,  in  welchem 
Falle  der  Körper  in  Elemente  von  gleichförmigen  Pressungen  zerlegt  werden 
müsste,  und  die  zu  entwickelnde  Gleichung  nur  auf  je  ein  solches  Element, 
d.  h.  auf  1 Kgr.  eines  Körpers  zu  beziehen  wäre,  dessen  gleichförmiger 
Wännezustand  dem  des  betreffenden  Elementes  gleich  ist.  Siiiil  nun 
nnd  die  beiden  Bestaiidtheile  des  Virials,  welche  dem  äusseren  Druck 
und  den  Molekularkräften  ents)»rechen,  so  hat  mau  nach  Gl.  (2) 

WcT=  V.+  V,  (3). 

Zur  Bestimmuug  der  Viriale  Pj,  und  werde  ein  rechtwinkeliges 
.\iensystem  der  x,  y,  z angenommen  von  fester  Eage  in  dem  Kaume,  welchen 
der  Körper  bei  seinem  augenblicklichen  Wärmezustande  einnimmt.  Sind 
dann  a,  i,  c die  Richtungscosinus  der  Normalen  zur  KörperoberHäche  F 
in  einem  Punkte  A derselben,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z sind,  diese  Nor- 
male  im  Sinne  von  innen  nach  aussen  genommen,  so  sind  die  Componenten 
des  äusseren  Tirucks  auf  ein  bei  A gelegenes  OberHächenelement  dF 

dX=  — ap.dF,  dY=  — hp.  dF,  dZ=—cp.  dF. 

Damit  ergiebt  sich  das  VTrial  Fp,  welches  hier  nicht  als  Mittelwerth  eiuer 
vfräuderlichcn  Grösse,  sondern  als  eine  durch  den  Wärmezustand  unver- 
änderlich bestimmte,  von  den  einzelnen  Phasen  der  inneren  Bewegung  uu- 
Jbhängige  Grösse  zu  verstehen  ist, 

yp= — l‘(x . dX -y-  ij  . dY z.  dZ  I— . dF by  . dF ez  . dF) 


— \^  j (x . dFj,  + y . dFp  -f-  z . dF,), 

»ubei  die  Integrationen  sich  über  die  ganze  Oberfläche  zu  erstrecken  haben 
und  dF,,  dFp,  dF,  die  Projectionen  von  dF  auf  die  Coordinatencheuen  ijz, 
ix,  xy  iM-deiitcli,  positiv  oder  negativ  geuonimen,  jeimcbdem  u,  h,  c jiositiv 
oder  negativ  sind,  jeuachdem  also  die  von  innen  nach  aussen  gerichtete 
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Normale  an  der  betreffenden  Stelle  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
mit  der  positiven  Axe  der  x,  y,  * bildet.  Dann  ist  aber  offenbar 
Jx.dF,=Jy.  dF,  = f\ . dF, 

= dom  Volumen  des  Körpers,  insbesondere  pro  1 Kgr.  desselben  = dem 
specif.  Volumen  r,  also 

= (4  • 

Was  ferner  das  Virial  Vf  betrifft,  so  seien  A und  A'  zwei  materielle 
Punkto  des  Körpers,  welche  bei  unmessbar  kleiner  Entfernung  AA'  — r in 
der  Geraden  AA’  mit  einer  Kraft  R gegenseitig  auf  einander  wirken,  die 
positiv  oder  negativ  gesetzt  werden  soll,  jenaehdem  diese  in  A und  A'  au- 
greifendeu  gleichen  und  eutgcgeugesetzteii  Kräfte,  einer  Anziehung  oder 
.\bstossung  entsprechend,  die  Entfernung  r zu  verkleinern  oder  zu  ver- 
grössem  streben.  Sind  dann  x,  y,  * die  Coordinaten  von  A und  x',  y',  i 
die  Coordinaten  von  J!,  so  ist  der  Bestandtheil  des  Virials  , welcher 
von  den  fraglichen  zwei  Kräften  R herrUhrt,  der  Mittelwerth  von 


1 (x—x  V 


und  somit 


1 ^ xY  + 


y)* -I- (z- z)ä 


falls  die  Summation  auf  je  zwei  materielle  Punkte  ausgedehnt  wird,  zwischen 
welchen  Molekularkräffc  statt  finden.  Weil  übrigens  die  materiellen  Punkte 


eines  Körpers  so  in  Gruppen  getheilt  werden  können,  dass  die  unzählig 
vielen  Punkto  je  einer  solchen  Gruppe  von  einerlei  Art  sind  und  gleich- 
artige innere  Bewegungen  haben,  in  demselben  Augenblicke  aber  sich  in 
den  verschiedensten  Phasen  dieser  Bewegung  und  in  den  verschiedensten 
relativen  Lagen  gegen  einander  und  gegen  Punkte  der  anderen  Gruppen 
befinden,  so  ist  es  schliesslich  auch  nicht  uöthig,  von  den  Producten  Rr  die 
Mittelwerthe  zu  nehmen,  indem  sich  annehmen  lässt,  da.ss,  wie  sie  auch 
einzeln  mit  der  inneren  Bewegung  sich  ändern,  doch  der  Werth  ihrer 
Summi>  für  den  ganzen  Körper  keine  merkliche  Aenderung  erfährt.  Es  ist 
also  auch 


wenn  R und  r auf  die  Gruppirung  der  materiellen  Punkte  in  irgend  einem 
Augenblicke  bezogen  werden. 
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Die  Substitution  der  Ausdrücke  von  Vp  und  F,  in  Gl.  (3)  giebt: 

frcT  = ;j  pv  4-  (6). 

Diese  Gleichung  ist  zwar,  was  die  (ilieder  Jf'cT  und  ^ pi’  betrifft,  in  Ein- 
klang mit  dem  Sinne,  in  welchem  sich  im  Allgemeinen  p.  e,  T bei  irgend 
einem  Körper  crfahrungsmässig  zusammen  ändern ; weil  aber  bei  festen  und 
flüssigen  Körpern  sich  r für  7 = Contt.  in  viel  geringerem  Verhältnisse, 

als  — , und  für  p — - Comt.  in  viel  geringerem  Verhältnisse,  als  T ändert, 

das  Glied  — pr  folglich  nur  klein  im  Vergleich  mit  den  anderen  Gliedern 
der  Gleichung  sein  kann,  so  ist  auf  jenen  Einklang  in  diesen  Fällen  nur 
ein  untergeordneter  Werth  zu  legen,  so  lange  nicht  das  Virial  V,  — 


in  rationeller  Weise  als  Function  der  den  Wärmezustand  charakterisirendeu 
Grössen  p,  r,  T bestimmt  werden  kann,  was  nur  auf  Grund  speeiellerer 
.tunahmen  in  Betreff  der  Gruppirung  und  inneren  Bewegung  der  materi- 
ellen Punkte  und  der  zwischen  ihnen  wirksamen  Einzelkräfte  zu  erwarten, 
bisher  aber  nicht  genügend  gelungen  ist. 

Anders  verhält  es  sich  mit  Gasen  und  Dämpfen,  lür  welche  durch  ein- 
fache und  den  Umständen  wohl  entsprechend  scheinende  Annahmen  immer- 
hin schon  jetzt  eine  bemerkenswerthe  üebereiustimmung  der  empirisch  ge- 
fundenen Thatsachen  mit  der  theoretischen  (ücichung  (6)  herbeigeführt 
werden  kann,  falls  dieselbe  zuvor  auf  eine  etwas  andere  Form  gebracht 
wird  durch  Zerlegung  der  inneren  lebendigen  Kraft  und  des  Virials  V,  in 
je  zwei  Theile  entsprechend  der  in  §.  45  erörterten  Vorstellung,  nach 
welcher  irgend  ein  Körper  zunächst  als  ein  Aggregat  von  Molekülen,  jedes 
Molekül  als  ein  Aggregat  von  Atomen  oder  materiellen  Punkten  betrachtet 
wird,  welche  (unabhängig  von  der  inneren  Bewegung  des  Moleküls  im 
Körper/  beständig  in  engerer  Gruppirung  beisammen  bleiben,  so  lange  die 
■\ggregatform  und  der  chemische  l’haraktcr  des  Körpers  sich  nicht  ändern. 
Wenn  man  dann  die  innere  Bewegung  eines  Moleküls  zerlegt  denkt  in  die 
Bewegung  seines  Massenmittelpunktes  S bezüglich  auf  die  vorausgesetzten 
Coordinatonaxen  der  x,  y,  t und  in  die  relative  Bewegung  der  .Vtoinc  des 
Moleküls  gegen  drei  Axon,  welche  von  iS’  ans  mit  jenen  parallel  gezogen 
werden,  so  ist  die  innere  lebendige  Kraft  des  Moleküls  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Mechanik  stets  die  Summe  derjenigen  lebendigen  Kräfte, 
welche  jenen  Partialbewegungen  entsprechen,  falls  bei  der  ersteren  die 
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Molekülinassc  im  Punkte  .S'  vereinigt  gedacht  wird.  8omit  kann  auch  die 
innere  lebendige  Kraft  = JVcT  pro  1 Kgr.  des  ganzen  Körpers  in  zwei 
Theile  zerlegt  werden: 

^jrcT  — Aqt  lebendigen  Kraft  der  inneren  Translationsbe- 
wegung  der  Moleküle,  d.  h.  der  in  ihren  Masseniuittelpunkten 
vereinigt  gedachten  Molekülma.sseiu  und 
(1 — X)JrcT=  der  relativen  lebendigen  Kraft  der  Atome  in 
den  Molekülen,  d.  h.  in  Be/iehuug  auf  Axen,  welche  von  den 
Massenmittelpunkten  der  Moleküle  aus  mit  gewi.ssen  im  augenblick- 
lichen Körpervolumen  festen  Axen  parallel  gezogen  werden. 

Diese  letztere  Bewegung,  nitmlich  die  relative  Bewegung  der  Atome 
in  den  Molekülen  bezüglich  auf  feste  Axrichtungen,  könnte  weiter  zerlegt 
werden  in  die  relative  Bewegung  bezüglich  auf  ihre  mittleren  oder  Gleich- 
gewichtsörter in  den  Molekülen  und  in  die  Kotatiouen  der  Systeme  dieser 
mittleren  Oerter  um  die  Massenmittel])unkto  S der  Moleküle;  doch  würde 
diese  weitere  Zerlegung  nur  in  Verbindung  mit  specielleren,  als  den  hier 
beabsichtigten,  .-Viinahmen  und  Erörterungen  von  Werth  sein  können.  Mit 
Rücksicht  auf  den  inneren  Zustand  luftförmiger  Körper  ist  aber  vor  Allein 
die  innere  Translationsbewegung  der  Moleküle  von  Interesse;  sie  hängt 
ausser  vom  äusseren  Drucke  nur  von  den  in  §.  45  mit  P bezeicimeten 
gleichen  und  parallelen  Killfteu  entgegengesetzten  Sinnes  ab,  mit  welchen, 
in  ihren  Massenmittelpunkten  S und  S'  angreifend,  irgend  zwei  Moleküle 
A und  A'  auf  einander  wirken.  Zerlegt  man  di»>se  KräBt“,  wie  dort,  in  je 
zwei  C'omponeiiten  Ä nach  der  Richtung  SS'  resp.  S'S  und  N senkrecht 
darauf,  so  ist  der  Theil  des  Virials  des  ganzen  Körpers,  welcher  von  den 
Gomponenton  R herrührt,  analog  der  obigen  Gl.  (ö; 


unter  r hier  die  Entfernungen  SS'  verstanden.  Das  den  Coinjionenten  S 
entsiirechende  Virial  ist  dagegen  = Kuli;  denn  wenn  y, z die  Coordinaten 
von  S sind,  x',  y\  z dieselben  von  .s',  ferner  fl,  ä,  e die  Richtiingscosinus 
der  in  S',  also  — fl,  — ä,  — c dieselben  der  in  s’  angreifenden  Kraft  A’, 
so  ist  der  von  ilieseu  zwei  Kräften  N herrührende  Elemeutarbestandtheil 
des  fraglichen  Virials  der  Mittelwerth  von 

— --  {aNx  -f-  hNy  cNz  \ — ( — aNx'  — )>^ij  — cNz) 

— ^ ^[n{x'  — x)  -j-  A (f/  — y)  -f  (•!>'  — 3)1  ^ < », 
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weil  x'  — r,  y'  — y,  s'  — z den  Richtungscosinus  der  zur  Richtung  i a,  b,  c) 
senkrechtcu  Richtung  .S’*S'  proportional  siud. 

Somit  kann  statt  Gl. (6)  auch  geschrieben  werden: 

xjrcT=^ypv  + l2:iö- (7;, 

nuter  R die  positive  oder  negative  (Anziehungs-  oder  Abstossiings-  Kraft 
verstanden,  welche  irgend  zwei  Moleküle  innerhalb  des  Bereichs  ihrer 
gegenseitigen  Molekularwirkuug  bei  der  Eiitfeniung  Sf^  — r ihrer  .Massen- 
mittelpnnktc  in  der  Geraden  .S.S'  auf  einander  ausüben. 


§ 51.  .Holekularthonrie  und  Zustaiidsgleichuug  von  Basen  und  DBinpfeu. 
Für  irgend  eiueu  Augenblick  sei 

L,  die  lebendige  Kraft  der  inneren  Bewegung  eines  Moleküls  A,  falls 
seine  Masse  im  Masseumittelpunkte  H vereinigt  gedacht  wird,  uud 
L,  die  relative  lebendige  Kraft  der  Atome  dieses  Moleküls  bezüglich  auf 
.VxeUf  welche  mit  .S  als  Ursprung  sich  ])arallel  mit  gewissen  im  Körper 
festen  Axeii  bewegen. 

Von  einer  relativen  Bewegung  der  Atome  gegen  einander  werde  zu- 
uäcLst  abgesehen,  das  Molekül  folglich  als  ein  starres  System  von  Atomen 
oder  materiellen  PuiikUm  betrachtet;  Z,  ist  dann  die  lebendige  Kraft, 
welche  der  Rotation  dieses  starren  Moleküls  um  seinen  Massenmittelpunkt 
<'*'  entspricht. 

Weun  man  nun  aunimmt,  die  Moleküle  eines  luftformigon  Kür]>ers 
seien  im  Mittel  so  weit  vou  einander  entfernt,  dass  sie  keine  Molekular- 
wirkung  auf  einander  ausübeu,  so  muss,  wie  schon  in  §.  46  bemerkt  wurde, 
der  Massenmittelpunkt  .S  eines  Moleküls  A,  so  lange  er  nicht  in  den  Wir- 
kungsraum eines  anderen  Moleküls  gelaugt,  sich  geradlinig  mit  constanter 
Geschwindigkeit,  also  auch  mit  coustauter  lebendiger  Kraft  L,  bewegen; 
die  Rotation  um  A’  kann  sich  dabei  bezüglich  auf  die  Richtung  der  Rota- 
tiousaxe  uud  die  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  nach  bekannten  Ge- 
setzen äudern,  doch  so,  dass  auch  die  lebendige  Kraft  Z"constant  bleibt. 
Dasselbe-  gilt  von  irgend  einem  anderen  Molekül  A'  mit  dem  Masseumittel- 
piinkte  A’'  bezüglich  der  betreffenden  lebendigen  Kräfte  L',  uud  Z',. . 
Kommen  al>er  A und  A'  einander  so  nahe,  dass  >V  uud  >S’  durch  die  Wir- 
kungsnäumo  von  A'  resp.  A hindurchgeheii,  so  werden  unter  der  Flinwirkuiig 
der  in  §.  45  erklärten  Kräfte  i’,  aus  den  L’ompoueuteu  R uud  N bestehend. 
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sowie  der  Kräftepaare  M und  M'  uicht  nur  die  Punkte  H und  .s'  von  ihren 
Bewegungsrichtungen  abgeleukt,  sondern  es  können  auch  die  iebendigen 
Kräfte  Z,  und  L, , l! , und  Jj , einzeln  geändert  werden;  nur  ihre  Summe 
L,  -\r  I't  4"  ^'r  ist)  sobald  die  Moleküle  aus  dem  Bereiche  ihrer 

gegenseitigen  Molekularwirkung  wieder  heraus  sind,  also  und  *V'  nach 
veränderten  Richtungen  sich  wieder  geradlinig  forlbewegeu,  ebenso  gross 
wie  sie  vorher  war,  weil  die  genannten  Kräfte  und  Kräftepaare  aus  Einzel- 
kräften zwischen  den  Atomen  von  Ä und  denen  vou  A'  zusammengesetzt 
sind,  welche  bei  der  Annäherung  und  Wiedereutfernung  dieser  Atome  ent- 
gegengesetzt gleiche  Arbeiten  verrichten.  Ein  ähnlicher  Vorgang  findet 
statt,  wenn  ein  Molekül  A au  der  Oberfläche  in  den  Wirkuugsraum  eines 
Moleküls  der  Gefässwand  gelangt,  wodurch  der  luftförmige  Körper  bt'grenzt 
wird;  nachdem  es  von  der- Wand  reflcctirt  worden  ist,  indem  die  gegen  die 
Wand  hin  gerichtete  geradlinige  Bahn  seines  Massenmittelpunktes  .S  durch 
eine  Curve  in  eine  vou  der  Wand  wog  gerichtete  geradlinige  Bahn  über- 
ging. können  nicht  nur  seine  partiellen  lebeudigen  Kräfte  Z,  und  Z,  . 
sondern  auch  seine  ganze  innere  lebendige  Kraft  = Z,  -^r  sich  geändert 
haben,  einer  Wärmeleitung  von  der  Wand  zum  Molekül  A oder  umgekehrt 
entsprechend,  jenachdem  die  Aenderung  von  { Z,  -j-  Z, ) positiv  oder  ne- 
gativ ist.  Im  Durchschnitt  für  alle  Moleküle  des  Inftförniigen  Körpers  aber, 
welche  in  irgend  einer  messbaren  Zeit  mit  der  Gefässwand  in  Berührung 
kommen,  d.  h.  mit  ihren  Massenmittelpunkteu  in  die  Wirkungsränme  von 
WandmolckUlen  gelangen,  ist  die  Aenderung  ihrer  inneren  lebendigen  Kraft 
(Z,  Zr ) = Null,  wenn  dem  luftformigon  Körper  Wärme  von  ans.sen 
weder  mitgctheilt  noch  entzogen  wird,  wenn  er  überhaupt,  wie  hier  voraus- 
gesetzt wird,  in  einem  unverändert  bleibenden  gleichförmigen  Wämiezu- 
staude  sich  befindet. 

Während  die  be.schriebenen  Vorgänge  in  irgend  einer  beliebig  kleinen 
messbaren  Zeit  an  unzählig  vielen  Stellen  des  vom  luftförmigen  Körper 
eingenommenen  Raumes  uuter  den  verschiedensten  Umständen  sich  wieder- 
holen und  somit  die  Massenmittelpunkte  der  Moleküle  genöthigt  werden, 
in  vielfach  verschlungenen  Bahnen  sich  zu  bewegen  so,  da.ss  jede  solche 
Bahn  aus  geradlinigen  Strecken  von  den  verschiedensten  Richtungen  be- 
steht, die  durch  verhältnissmässig  kurze  Curvenstücke  stetig  in  einander 
übergehen,  können  zwar  die  lebeudigen  Kräfte  Z,  und  Z^  ebenso  wie  ihre 
Summen  für  die  einzelnen  Moleküle  in  demselben  Augenblicke  sehr  ver- 
schieden sein;  ebeiLSO  aber,  wie  die  Summe  Z,  -|-  Z, ) für  alle  Moleküle 
zusammen  eine  durch  den  Wärmezustand  bestimmte  constaute  Grösse,  näm- 
lich pro  1 Kgr.  des  Körpers  = WcT  ist,  so  ist  dasselbe  auch  von  den 
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Partialsntnraen  und  anzunehmen,  also  auch  von  dom  in  §.  50  mit 
1 bezeichneten  Verhältnisse 


X 


+ 4)’ 


welches  von  der  Art  abhängt,  wie  ini  Durchschnitt  zwei  Moleküle,  während 
sie  innerhalb  dos  Bereichs  ihrer  gegenseitigen  Molekularwirkung  an  ein- 
ander Vorbeigehen,  auf  einander  wirken  und  somit  ihre  partiellen  leben- 
digen Kräfte  L,  und  gegenseitig  beeinflussen.  Diese  durchschnittliche 
.\rt  der  gegenseitigen  Einwirkung  kann  aber  mit  dem  Wärmezustaude  sich 
ändern,  insbesondere  von  der  durchschnittlichen  Trauslationsgeschwindigkeit 
der  Moleküle  abhängig  sein,  weil,  je  grosser  diese  Geschwindigkeit  ist, 
desto  tiefer  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die  Mas.senmittelpunkte  iS 
und  S'  zweier  solcher  Moleküle  in  ihre  Wirkungsräume  gegenseitig  ein- 
dringen  werden,  wodurch  insofern  eine  verschiedene  durchschnittliche 
Wirkung  bedingt  werden  kann,  als  die  vorgenannten  Kräfte  R und  N nach 
anderen  Gesetzen  mit  AVS'  = r sich  ändern  können  wie  die  Kräftepaare  M 
und  M". 

Wenn  schliesslich  noch  darauf  Rücksicht  genommen  wird,  dass  die 
Atome  in  den  Molekülen  beständig  in  relativer  Bewegung  gegen  einander 
l>efindlich  sein  können,  wodurch  die  partielle  lebendige  Kraft  Z,  eine  zu- 
sammengesetzte Bedeutung  erhält  und  auch  diejenigen  Kräfte  mit  in  Be- 
tracht kommen,  womit  die  Atome  eines  Moleküls  gegenseitig  auf  einander 
wirken,  so  wird  dadurch  zwar  eine  weitere  Complication  der  oben  be- 
sprochenen Vorgänge  bedingt,  doch  bleiben  die  Folgerungen  dieselben;  es 
kommt  nur  eine  weitere  Ursache  hinzu,  weshalb  das  Vcrhältniss  X vom 
Wärmezustaude  abhängig  sein  kann,  indem  es  deukbar  ist,  dass  mit  letz- 
terem auch  die  mittlere  Gruppirung  der  Atome  in  den  Molekülen  sich 
ändert.  Im  Allgemeinen  ist  somit  X als  eine  Function  der  den  Wärmezu- 
stand bestimmenden  Grössen  zu  betrachten,  und  zwar  offenbar  nicht  nur 
bei  luflförmigcn  Körpern,  sondern  allgemein  für  jede  Aggregatform;  dass 
ausserdem  X von  der  Körperart  abhängen  wdrd,  also  von  der  Art  und  Zahl 
der  Atome,  welche  ein  Molekül  constituiren,  ist  selbstverständlich. 

So  lange  nnn  zwei  Moleküle  sich  ausserhalb  des  Bereichs  ihrer  Mole- 
knlarwirkung  befinden,  ist  für  dieselben  die  in  Gl.  (7)  des  vorigen  §.  mit 
Ä bezeichncte  Kraft  = Null,  und  wenn  es  als  charakteristisch  für  den 
Grenzzustand  eines  vollkommenen  Gases  angenommen  wird,  dass 
die  Zeiten  zum  Durchlaufen  der  Curvonstücko,  durch  welche  die  gerad- 
linigen Bahnstrecken  der  Massenmittelpunkte  A’  Zusammenhängen,*  im  Ver- 
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gleich  mit  den  Zeiten  zum  Durchlaufen  der  letzteren  verschwindend  klein 
sind,  so  ist  in  jener  Gleichung  auch  ^Itr  verschwindend  klein,  also 

^X}VeT=pv 1). 

O 

Soll  diese  Gleichung*  mit  der  empirisch  hekaiinten  Zustaudsgleichuug 

JtT—  pv 

der  Form  nach  übereiustimmeii,  so  ist  nur  nöthig  anzunehmen,  dass  X coii- 
stant  ist,  dass  also  hei  Gaseu  die  lebendige  Kraft  der  inneren 
Trauslationsbcwegung  der  Moleküle  zur  ganzen  inneren  leben- 
digen Kraft  ein  constantes,  vom  Wärniezustande  unabhitngigos 
Verhältniss  hat,  \velches  übrigens  für  verschiedene  Gase  verschieden 
sein  kann.  Diisselbe  ergiebt  sich 

•2  IVc  2 c 2 cd 

unter  R(,  den  Werth  von  R für  atmosphiirische  Luft  iiud  unter  d ilie 
Dichtigkeit  des  G:ises  bezüglich  auf  Luft  von  gleicher  Temi)eratur  umi 
Pressung  verstanden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  cd  folgt  ans 
Gl.  (2;,  dass  das  Verhältniss  der  lebendigen  Kraft  der  inneren 
Translationsbewegung  der  Moleküle  zur  ganzeu  inneren  leben- 
digen Kraft  eines  Gases  umgekehrt  proportional  ist  der  auf 
die  Volumeneinheit  (bei  gleichen  Werthen  von  p und  T)  bezogenen 
wahren  S])cci fischen  Wärme,  oder  auch,  sofern  in  gleichen  Räumen 
unter  gleichen  Unistäinlen  gleich  viel  Moleküle  verschiedener  Gase  ent- 
halten sind  (§.  10;,  dass  jenes  Verhältniss  X umgekehrt  propor- 
tional ist  der  wahren  specifischen  Wärme  eines  Moleküls.  Letz- 
tere ist  = /«r,  wenn  m das  Molekülgewicht  bedeutet,  und  es  ist  also 

Xme  = C ( R), 

unter  C eine  für  alle  Gase  gleiclie  Constaute  verstanilen.  Bei  der  Temix.-- 
ratur  T ist  die  lebendige  Kraft  der  inneren  Translationsbewegung  eines  Mo- 
leküls = / ]]'mcT=  WUT\  die  M o 1 e k ü 1 e j e zweier  Gase  von  gleicher 
Temperatur  haben  also  dieselbe  lebendige  Kraft  ihrer  inneren 
Translationsbewegung. 


* Dieselbe  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  nach  Krönig  tPogg.  Anu.  Bd.  i*t), 
8.  3151  und  nach  Clausius  (Pogg.  Ann.  Bd.  KKI,  8.  .353)  die  Pressung  eines 
Gases  erklärt  wird  als  das  Resultat  von  Stössen,  welche  die  Moleküle  vermöge 
ihrer  Trnnslationshewcguiig  auf  die  Gefässwaiid  ausilbeu,  und  welche  einzeln  so 
Bchwach  sind,  dabei  in  so  grosser  Zahl  an  so  nahe  bcisanimen  liegenden 
Punkten  und  nach  so  kurzen  Zeilintervallcn  sieh  wiederholen,  dass  sie  iin 
Ganzen  wie  ein  stetiger  Dnick  sieh  zu  erkennen  geben. 
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Nach  Gl. (3)  würde  da.s  Gesetx  von  Dulong  und  Petit  in  Betreff  des 
Zusammenhanges  zwischen  der  specif.  Wärme  und  dem  Aequivalentgewiclite^ 
wenn  es  auf  die  wahre  specilische  Wärme  und  das  Molekülgewicht  bezogen 
wird,  darin  bestellen,  dass  das  Product  aus  der  wahren  specifischen 
Wärme  und  dom  Molekülgewiclit  eines  Stoffes  umgekehrt  pro- 
portional ist  dem  Verhältnisse  /,  welches  ini  Gaszustände  zwi- 
schen der  lebendigen  Kraft  der  inneren  Translationsbowegung 
und  der  ganzen  inneren  lebendigen  Kraft  der  Moleküle  statt- 
findet. 

Dieses  Verhältniss  3.  steht  in  Beziehung  zu  dem  Verhältnis.se  w der 
specifischen  Wärmen  eines  Gases  bei  constanter  Pressung  und  bei  con- 
stantem  Volumen.  Indem  nämlich  letztere  bei  Gasen  mit  der  wahren 
specif.  Wärme  identisch  ist  (§.  4 9)  und  deshalb  in  Gl.  (ß)  auch  gesetzt 
werden  kann: 

AR  ^ c{n — 1)  nach  §.  10,  Gl.  (1), 

so  folgt 

1) (4). 

Mit  n = 1,41  für  atniosi>bäri.sclie  Luft  und  überhaupt  für  cliemiscli 
einfache  Gase  oder  Gemenge  von  solchen  ergiebt  sich  X = U,G15.  Setzt 
mau  allgemein  nach  der  in  §.10  erwähnten  A.  Naumann’schen  Formel* 

* Diese  Formel  ergiebt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung.  Wenn  durch 
Wärmcmittheilung  die  Temperatur  eines  Gases  bei  constantein  Volumen  um  1“ 
erhftht  wird,  so  wird  durch  die  mitgetheilte  Wärme  theils  die  relative  lebendige 
Kraft  der  Atome,  theils  die  lebendige  Kraft  der  Translationsbewegung  der  Mo- 
leküle, nnd  zwar  letztere  pro  1 Kgr.  des  Gases  um  XWc  gesteigert.  Geschieht 
aber  die  Temperaturerhöhung  um  1"  hei  constanter  Pressung,  so  ist  durch  die 
mitgetheilte  Wärme  ausserdem  eine  äussere  Arbeit,  nämlich  nach  Gl.  (11  die 
Arbeit 


/e==^  ;.irc 

zu  verrichten,  welche  sich  also  zur  entsprechenden  Vermehrung  der  lebendigen 
Kraft  der  Molekular-Translationsbewegung  verhält  — ‘2  : 3.  Nimmt  man  nun  au. 
das*  die  eMtsjirechende  Vermehrung  der  relativen  lebendigen  Kraft  der  Atome 
ilereu  Anzahl  = u in  den  Molekülen  proportional  sei,  so  kann  man  setzen: 

c, xa  -p  3 -f-  2 xa  + t) 

” e xa  4-3  ora  + 3 

und  erhält  daraus 


a’  = 1.  also  n > 


a -f  5 
'«>3' 


wenn  (in  nahem  Anschlüsse  an  die  vorhandenen  Hestiramungen  von  n besonders 
für  atmosphärische  Luft)  für  alle  einfachen,  d.  h.  aus  zweiatomigen  Molekülen 

7 

liestelienden  Gase  oder  Gasgemenge  « = y >=  1,4  gesetzt  wird,  indem  die  D'“' 

o 
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« + 5 

unter  a die  Atomzahl  des  Moleküls  verstanden,  so  folgt 


ferenz  von  etwa  0,01  theils  den  unvermeidlichen  IJcobachtungsfehlern,  theils 
den  Abweichungen  der  bei  den  Versuchen  benutzten  Gase  von  dem  eigentlich 
vollkommenen  Gaszustande  ziigeschrieben  wird.  Eine  Prüfung  der  Formel  auch 
io  Betreff  solcher  Gase,  für  welche  n nicht  experimentell  bestimmt  ist,  kann 
dadurch  geschehen,  dass  aus  der  Gleichung 

c a -f-  0 

gefolgert  wird: 


c,  — c _ ‘2 


f,  « + 5 


oder  wegen 


c,  — c AM 

f,  c,  c,d 


==  Consf. 


d 

« 2 

Dieser  Gleichung  entsprechen  in  der  That  die  für  verschiedene  chemisch  ein- 
fache und  zusammengesetzte  Gase  oder  Dämpfe  bekannten  Wertbe  von  a,  d 
und  c,  insoweit,  dass  die  Abweichungen  durch  Beobachtungsfehler  und  nament- 
lich durch  den  unvollkommenen  Gaszustand  erklärt  werden  können,  wie  die 
folgenden  Beispiele  erkennen  lassen. 


Gasart. 

Zusammen- 

setzung. 

a 

d 

Cl 

c,d 

a~i-b 

Sauerstoff 

0, 

2 

1,1056 

0,2175 

0,03435 

Stickstoff 

N, 

0,9713 

0,2438 

0,03383 

Wasserstoff 

H, 

0,0692 

3,4090 

0,03370 

Chlor 

CI. 

J» 

2,4502 

0,1210 

0,04235 

Stickoxyd  

NO 

1,0384 

0,2317 

0,03437 

Kohlenoxyd 

CO 

»» 

0,9673 

0.2450 

0,03386 

Chlorwasserstoff 

IICl 

t» 

1,2596 

0,1852 

0,03333 

Kohlensäure 

CO. 

3 

1,5201 

0,2169 

0,04121 

Stickoxydul  

N.O 

1,5201 

0,2262 

0,04298 

Wasser 

HjO 

n 

0,6219 

0,4805 

0,03735 

Schwefelwasserstoff 

H.S 

1,1747 

0,2432 

0,03571 

Schwefelkohlenstoff 

CS, 

»» 

2,6258 

0,1569 

0,05150 

Ammoniak 

NH. 

4 

0,5894 

0,5084 

0,03330 

Sumpfgas  

CH. 

5 

0,5527 

0,5929 

0,03277 

Chloroform 

CHCl, 

»» 

4,1244 

0,1567 

0,06463 

Holzgeist 

CH.O 

0 

1,1055 

0,4580 

0,04603 

Aethylen 

C.H. 

»» 

0,9672 

0,4040 

0,03552 

Acthylchlorid 

C.H.Cl 

8 

2,223 

0,2738 

0,04682 

Alkohol  . 

e.H.O 

9 

l-WOO 

0,4534 

0,05146 

^“‘-•ber 

C.H,„0 

15 

2,5573 

0,4797 

0,05613 
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X 


3 

tt  — 3 


(5), 


insbesondere  z.  B.  X = 0,fi  für  a = 2 (einfache  Gase),  X = 0,5  für  « = 3 
(n.  A.  für  Wassergas)  ii.  s.  f.  Je  grösser  die  Atoinzahl  der  Moleküle, 
desto  kleiner  ist  X. 

Die  mittlere  innere  Translationsgeschwindigkeit  m der  Mo- 
leküle eines  Gases  oder  Gasgemenges,  von  gegebener  Temperatur  T, 
verstanden  als  diejenige  Geschwindigkeit,  deren  Quadrat  = dem  Mittel- 
werthe  des  Geschwindigkeitsquadrats  der  Punkte  ist,  ergiebt  sich  daraus, 
dass  die  lebendige  Kraft,  welche  dieser  inneren  Translationsbewegung  pro 
1 Kgr.  des  Gases  entspricht. 


Die  Werthe  von  d und  c,  sind  der  von  A.  Naumann  mitgetheilten  voll- 
ständigeren Tabelle  (Ann.  d.  Chem.  u.  Pharm.  Bd.  142,  S.  265)  entnommen,  und 
zwar  sind  die  Werthe  von  i zum  Theil  nicht  die  beobachteten,  sondern  die 
theoretischen  Dichtigkeiten,  aus  dem  Molekulargewicht  m vermittels  der  Formel 


Ml 

2H,;r 


= 0.0346m  (§.  19,  G1.3i 


Cl  u 

berechnet.  Die  Werthe  von  — r—  sind  besonders  für  Sauerstoff,  Stickstoff, 

a D 

Wasserstoff,  Stickoxyd  und  Kohlenoxyd,  welche  Körper  aus  anderen  Gründen 
als  dem  vollkommenen  Gaszustande  vorzugsweise  nahe  kommend  zu  betrachten 
sind,  wenig  verschieden,  im  Mittel  = 0,03402,  woraus  sich  mit  = 29.27  er- 
geben würde : 


1 

2 


^29,27 

‘ 2 . 6,03402 


= 4.30. 


C,(J  . , 

Für  die  übrigen  luftförmigen  Körner  ergiebt  sich  im  Allgemeinen  grösser, 

und  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  S,  also  m ist;  je  grösser  in  der  That  das 
.Molekölgewicht  ist.  desto  mehr  muss  sich  die  gegenseitige  Anziehung  der  Mo- 
leküle geltend  machen  und  die  specif.  W&rme  c,  ausser  den  drei  oben  ge- 
nannten noch  einen  vierten  Bestandtheil  in  sich  schliessen  entsprechend  der 
inneren  Arbeit,  welche  aufgewendet  werden  muss,  um  die  Moleküle  entgegen 
ihrer  gegenseitigen  Anziehung  weiter  von  einander  zu  entfernen.  Setzt  mau 
z.  B.  die  specif.  Wärme  c,  des  Wasserdarapfes  «=  dem  in  §.  39  unter  2»  nähe- 
mngsweise  bestimmten,  von  jenem  Bestandtheile  befreiten  Grenzwerthe 


» ergiebt  sich 


c,  = lim.  Cp  = 0,4632. 


c.S  0,4632 . 0,6219 

= -i—  - = 0,03t»l 

o -f-  .5  S 


in  schon  besserer  Uebereinstimmiing  mit  dem  Mittelwerthe  für  die  permanenten 
Gase. 
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ist,  woraus  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1'  foI«t: 

« = [Ay.  J (61 

mul  mit  // = 9,81  und  /i’o  = 29,27  (S.  17) 

\ T I / ^ 

« = 29,35  y ^=48.5  |/  Mtr.  pro  Soc | 7). 

Mit  (1=1  und  T='21^  erpicht  sich  « = 485  Mtr.  pro  Sec.  als  mittlere 
Translationspeschwiudigkeit  der  atmos])hilrischen  Luftmoleküle  h(*i  der  Tem- 
peratur des  schmelzenden  Eises;  dabei  ist  die  mittlere  Geschwindipkeit  der 
Sauerstoffmoleküle  etwas  kleiner,  die  der  Stickstoffmoleküle  etwas  grösser, 
als  jene  Zahl.  w(‘il  6 für  Sauerstoff  etwas  1?  Ihr  Stickstoff  etwas  1 
ist.  — 

Was  nun  die  Zustandsgleichunp  der  Dämpfe  und  selbst  schon 
der  wirklichen,  mehr  oder  weniger  unvollkommenen  Gase  betrifft,  so  kanu 
die  Ursache  ihres  .\bweichens  von  dem  Mariotte’schen  und  dem  Gay- 
Lussac’schon  Gesetze,  also  von  der  einfachen  Gleichung 

pv  =RT=  Cond.  T 

theils  darin  hepründet  sein,  dass  in  Gl.  (7),  §.  50  oder  in  der  Gleichung 

i X WtT=  -f  i 2;7;r (8^ 

das  Verhältniss  X nicht  constant,  theils  darin,  dass  für  sie  nicht  2T/G-  = 
Null  ist.  Indem  aber  X nicht  .sowohl  von  der  grösseren  oder  geringeren 
Häufigkeit  der  ihre  i>artiellen  inneren  lehendigen  Kräfte  Z,  und  Z,  gegen- 
seitig modificirenilen  Begegnung  der  Moleküle,  als  vielmehr  von  der  rela- 
tiven Lago  abhängt,  in  welcher  sich  lud  solcher  Begegnung  im  Durchschnitt 
die  .Atome  des  einen  Moleküls  gegen  die  des  anderen  befinden,  so  wäre, 
nachdem  sich  für  Gase  X als  unabhängig  vom  AVärrnezustaude  und  nur  als 
abhängig  von  der  Gasart,  nändich  von  der  Constitution  der  Moleküle  er- 
geben hat,  ein  abweichendes  Verhalten  bei  Dämpfen  und  unvollkommenen 
Gasen  kaum  anders  zu  erklären,  als  durch  eine  .Abhängigkeit  der  Grnp- 
pirung  der  Atome  in  den  einzelnen  Molekülen  vom  Wärmezustande  des 
Dampfes  resj).  unvollkommenen  Gases.  Die  hauptsächlichste  Ursache  der 
■Abweichung  ist  wahrscheinlich  in  dem  Gliede  zu  suchen,  welches  um 

so  mehr  in  Betracht  kommen  muss,  je  dichter  ein  Dampf  ist,  je  häufiger 
also  der  Mas.senmittelpunkt  S eines  Moleküls  A in  den  AVirkungsraum  eines 
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Moleküls  Ä eindringt.  Wenn  hierbei  der  kürzeste  Abstand  der  geradlinigen 
Uahiistrecken,  welche  die  Massenmitteli)unkte  .S  und  s’  der  Molt'küle  un- 
mittelbar vor  ihrer  Begegnung  durohlauteu,  nur  wenig  kleiner  ist,  als  der 
Halbmesser  der  betreffenden  Wirkungsräuine,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass 
.S'  und  nur  durch  die  äusseren  Theile  dieser  Wirkungsräume,  die  in  §.  d.5 
so  genannten  Anziehungsräume  hindurchgehen,  so  dass  einer  solchen  Be- 
Kcguung  nur  positive  Wertho  der  Kraft  R entsprechen.  Ist  jener  kürzeste 
Abstand  kleiner,  so  können  zwar  <S’  und  N'  auch  in  die  Abstossungsräume 
cindringen,  müssen  aber  vorher  und  nachher  durch  die  betreffenden  An- 
ziehungsräume hindurchgehen.  Die  Begegnung  der  Moleküle  veranlasst  also 
entweder  nur  positivo  oder  positive  und  negative  Glieder  der  Summe  — /fr 
und  lässt  es  sich  erwarten,  dass  diese  Summe  einen  positiven  Wertli  haben 
werde.  Jedenfalls  wird  dieser  Werth  absolut  genommen  um  so  grosser  sein, 
je  häufiger  die  ihn  veranlassenden  Begegnungen  der  Moleküle  sich  wieder- 
liiden,  je  kleiner  also  die  mittlere  Entfernung  nächstbenachbarter  Moleküle 
ist.  welche  als  Cubikwurzel  des  Volumens  definirt  werden  kann.  Setzt  man 
hiernach  in  Gl.  (8) 

■.  • 

r 3 

wobei  * ansser  von  der  .Art  des  Uampfes  auch  noch  von  seinem  Wärmezu- 
stande abhängen  kann,  so  folgt 

‘-^XWcT=pr+  \ 

r 3 

ln  §.  39,  Gl.  (13)  wurde  unter  der  Voraussetzung,  dass  c,,  eine  Function 
nur  von  e sei,  in  welchem  Falle  sich  daun  c,  = ConH.  ergab,  also,  wie  jetzt 
hinzugefOgt  werden  kann,  = der  wahren  specif.  Wärme  c,  als  Zustands- 
ideichung  der  Dämpfe  gefunden: 

RT=^  pr  + , . 

unter  R und  8 Constante  verstanden,  welche  aber  ebenso  wie  die  Cou- 
stante  n für  verschiedene  Dämpfe  verschiedene  Werthe  haben  konnten 
dabei  standen  R und  n in  der  Beziehung 

K = {n  — 1;  — {v  — 1 /rt-, 

so  dass  die  Zustandsgleichung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann! 
(«  — 1,  h'cT  — pr  ■ 

18 
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Diese  empirisch  gefundene  Gleichung  stimmt  mit  01(9^  tiberein,  wenn 
in  letzterer  gesetzt  wird: 

D ^ Sr  3 , 

insbesondere  z.  B.  für  Wasserdampf  s = S = Vonst^  indem  für  denseltieu 

4 

in  §.39  aus  den  Versuchen  von  Hirn  und  Caziu  n — — gefolgert  wurde 
in  Uebereinstinnnung  mit  der  Naumann’schen  Fonnel 

5 3 +34 

„ -f  3~3  + 3~  3’ 
und  wenn  ferner  gesetzt  wird: 

3 

/=— (» — 1, 

4! 

= dem  constauten  Wertli  dieses  Verhültnisses  für  den  Grenzzustand  eines 
vollkommenen  Gases.  Gemäss  dem  empirisch  bekannten  Verhalten  der 
Dämpfe  und  unvollkommenen  Gase  ergab  sich  S in  §.  39  als  eine  positive 
Constante,  so  dass  auch  « oder  2i^lir  positiv  ist,  wie  zu  erwarten  war. 
IJebrigens  wurde  schon  in  §.  39  hervorgehohen,  dass  in  Ermangelung  voll- 
kommen ausreichenden  Versuchsmaterials  die  dort  abgeleiteten  verschie- 
denen Fonnen  von  Zustandsgleichungen  der  Dämpfe  zunächst  nur  als  Nähe- 
rungen zu  betrachten  sind.  — 

Es  ist  hier  der  Ort  zu  einigen  Bemerkungen  über  das  Wesen  der 
Verdampfung,  wie  es  in  der  Hauptsache  auf  Grund  der  im  Vorherge- 
henden besprochenen  Vorstellnngen  von  der  Moleknlarconsfitution  und  der 
inneren  Bewegung  von  Körpern  überhaupt  und  der  luftförmigcn  Körper 
insbesondere  zuerst  von  Clausius  erklärt  wurde.* 

Die  innere  Bewegung  der  Moleküle  einer  Flüssigkeit  besteht  zum 
Tlieil  auch  in  einer  Translationsbewegung,  und  es  können  die  entsprechenden 
Translationsgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Moleküle  sehr  verschiedene 
Werthe  haben,  indem  nur  die  Summe  der  entsj)rechenden  lebendigen 
Kräfte  für  alle  Moleküle  irgend  eines  beliebig  kleinen  messbaren  Theiles 
der  Flüssigkeit  eine  durch  den  Wärmezustand  dieses  Theiles  bestimmte 
Grösse  ist.  Wenn  im  Inneren  der  Flüssigkeit  ein  Molekül  vermöge  seiner 
Translationsgeschwindigkeit  die  Wirknngsräiime  benachbarter  Moleküle  ver- 
lässt, so  gelangt  es  im  Allgemeinen  sofort  in  die  Wirkungsräume  anderer 
Moleküle;  der  continuirliche  Zusammenhang  der  Wirkungsräume  wird  nicht 
unterbrochen  und,  da  die  Moleküle  nicht  individuell  unterschieden  werden 
können,  giebl  sich  der  fragliche  L'mstand  nicht  durch  irgend  eine  Erschei- 

• l’ogge  iidorff's  Aimaleii,  Bd  BKI,  S.  3r)3. 


Digitized  by  Google 


§.5l.  ■WESEN  DER  VERDAMPPDNO.  275 

noDg  ZU  erkennen  * An  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  kann  es  aber 
der  Fall  sein,  dass  der  Massenuiittelpunkt  S eines  Moleküls  sich  bis  über 
die  Grenzen  der  Wirkungsräume  aller  Nachbarmoleküle  hinaus  bewegt, 
d.  h.  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  wie  sie  iu  §.  45  definirt  wurde,  durch- 
dringt;  mit  der  Geschwiudigkeit,  welche  der  Punkt  S iu  diesem  Augen- 
blicke besitzt,  bewegt  er  sich  dann  geradlinig  in  den  oberhalb  der  Flüssig- 
keit befindlichen  Kaum.  Ist  dieser  Kaum  durch  Wände  eingeschlossen  und 
aniauglich  leer,  so  wird  er  durcli  die  Moleküle,  welche  ebenso  wie  das  zu- 
vor erwähnte  nach  und  nach  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durchdringen, 
mit  immer  dichter  werdendem  Dampfe  erfüllt.  Während  die  zuerst  von  der 
Flüssigkeit  ausgestosseneu  Moleküle  sich  bis  zur  Berührung  mit  der  Gefösa- 
wand  geradlinig  fortbewegen  und  dabei  von  dieser  Wand  je  nach  Um- 
ständen theils  abpralleu,  theils  (als  eiue  successive  sich  amsammelnde  con- 
densirte  Flüssigkeitsschicht)  zurückgehalten  werden,  können  nachfolgende 
Moleküle  iu  zunehmendem  Grade  schon  eher  von  ihrer  anfänglich  geraden 
Bahn  abgelenkt  werden,  indem  sie  in  die  Wirkungsräume  von  Dampfmole- 
kalen  gelangen,  welche  sich  bereits  in  dem  Gefässraume  über  der  F'lüssig- 
keit  befinden.  Indem  nun  die  auf  die  eine  oder  die  andere  Weise  von 
ihren  Kichtungeu  abgeleukten  Danipfmoleküle  auch  iu  umgekehrtem  Sinne 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wieder  durchdringen  und  von  ihr  zurückge- 
halten, der  Flüssigkeit  als  solcher  wieder  eiuvcrleibt  werden  können,  dieser 
Vorgang  aber  um  so  häutiger  sich  wiederholen  muss,  je  mehr  Dampf  im 
oberen  Gefässraume  sich  angesammelt  hat,  ist  klar,  dass  die  Dichte  dieses 
Dampfes  sich  mit  abnehmender  Schnelligkeit  einer  Grenze  nähert,  welche 
dann  erreicht  ist,  wenn  in  derselben  Zeit  gleich  viel  Moleküle  im  einen 
wie  im  anderen  Sinne  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durchdriugeu,  d.  h. 
ebenso  viel  Moleküle  von  ihr  entsendet  wie  zu rückemp fangen  werden.  In 
diesem  Grenzzustande  ist  der  obere  GefUssraum  mit  Dampf  gesättigt;  letz- 
terer selbst  ist.  wie  man  sich  auszudrUcken  pflegt,  gesättigter  Dampf. 
Seine  Dichtigkeit  ist  um  so  grösser,  je  mehr  Moleküle  iu  der  Zeiteinheit 
von  der  Flüssigkeit  entsendet  werden,  je  grösser  also  die  Geschwindigkeit 
der  Flüssigkeitsmoleküle,  d.  h.  je  grösser  die  innere  lebendige  Kraft  oder 

• Mittelbar  sind  übrigens  hierdurch  vielleicht  die  eigenthümlichen  unregel- 
mässig zitternden  Bewegungen  zu  erklären,  welche  kleine  in  Flüssigkeiten  sus- 
pendirte  Theilcheu  fester  Körper  unter  dom  Mikroskope  erkennen  lassen,  und 
welche  von  R.  Brown  im  Jahre  1827  zuerst  beobachtet  wurden.  Die  wahrge- 
nommene messbare  Bewegung  eines  solchen  Theilchens  kann  dabei  da«  Resultat 
der  einzeln  unmessharen  inneren  Bewegungen  (Stösse)  von  vielen  FlUssigkeits- 
moleküJen  in  seiner  Umgehung  .sein. 

18* 
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die  Temperatur  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Beziehung,  welche  zwischen  der 
Dichtigkeit  und  Temperatur  sowie  auch  (mit  Rücksicht  auf  die  Zustands- 
gleichung) der  Pressung  gesättigten  Dampfes  statttindet,  würde  durch  solche 
Erwägungen  sich  rationell  bestimmen  lassen,  wenn  der  Molckular/ustand. 
die  innere  Bewegung  und  die  Wirkungsgesetze  der  Molekularkräfle  voll- 
ständiger und  sicherer  bekannt  wären,  als  es  thatsüchlich  bis  jetzt  der 
Fall  ist. 

Gesättigter  Damj)f  in  Berührung  mit  gleichartiger  Flüssigkeit  ist  nach 
vorstehender  Auffassung  nicht  eine  individuell  bestimmte  Materie,  sondern 
es  fiudet  ein  beständiger  .\ustausch  zwischen  seinen  Massentheilchen  und 
denen  der  Flüssigkeit  statt.  Indem  beide  Theile,  Flüssigkeit  und  gesät- 
tigter Dampf,  dieselbe  Temperatur  haben,  hat  auch  ein  Molekül  l>eider 
Theile  im  Durchschnitt  dieselbe  innere  lebendige  Kraft  = WmcT,  unter  tu 
das  Molckülgewicht  verstanden,  und  ebenso  muss  des  Beiiarningszustandes 
wegen  die  mittlere  lebendige  Kraft  der  von  der  Flüssigkeit  entsendeten 
Flüssigkeitsmoleküle  und  der  von  ihr  zurückempfangenen  DampfmoIekOle 
gleich  gross  sein.  Diese  mittlere  lebendige  Kraft  der  gegen  einander  ausge- 
tauschten Flüssigki'its-  und  Dampfmoleküle  ist  aber  grösser,  als  die  mitt- 
lere lebendige  Kraft  eines  Moleküls  der  ganzen  Masse,  weil  es  vorzugsweise 
die  mit  den  grösstten  augenblicklichen  Translationsgeschwindigkeiten  be- 
wegten Moleküle  sein  werden,  welche,  indem  sie  der  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit von  unten  oder  oben  her  nahe  kommen,  dieselbe  im  ersten  Falle 
überhaupt  durchdringeu,  also  vorläufig  ungehindert  im  Dampfraunie  sich 
weiter  bewegen,  im  anderen  Falle  so  weit  durchdringen,  dass  sie  von  der 
Flüssigkeit  zurückgehalten  werden.  So  lange  aber  das  Gleichgewicht  zwischen 
Verdampfung  und  Condensation  nicht  erreicht  ist,  insbesondere  also  auch, 
wenn  die  Verdampfung  gegen  einen  unbegrenzten  oder  wenigstens  sehr  i 
grossen  Raum  hin  stattfindet,  verliert  die  verdampfende  Flüssigkeit  verhält-  ( 
nissmässig  mehr  freie  Wärme,  als  materielle  Theilchen,  wodurch  die  Ver- 
dunstungskälte ihre  Erklärung  findet. 

Wenn  in  dem  Raume  über  der  Flüssigkeit  ein  luftfönniger  Koriwr 
von  anderer  Art  sich  schon  befindet,  so  wird  dadurch  nur  die  Verdampfun« 
und  (bei  geschlossenem  Raume  der  Eintritt  des  Gleichgewichtes  zwischen 
V'erdampfung  von  Flüssigkeit  und  Condensation  von  Dampf  verzögert,  in- 
dem dann  sowohl  die  von  der  Flüssigkeit  entsendeten  Moleküle  schon  durch 
diejenigen  des  fremden  luftförmigen  Körpers  von  ihren  Richtungen  abgi- 
lenkt  und  zur  Flüssigkeit  zurückgetriebeu,  als  auch  umgekehrt  Molekülr 
des  bereits  gebildeten  Dampfes  bei  ihrer  .Annäherung  an  die  Flüssigkeits- 
oberfläche  gestört  und  in  den  Dampfraum  reflectirt  werden  können,  bn 
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oiüen  wie  iin  anderen  Sinne  findet  die  liemmende  Wirkung  des  Iromden 
Infttormigeu  Körpers  in  gleichem  Grade  statt,  und  wird  also  schliesslich 
(las  Gleichgewicht  zwischen  Verdampfung  und  Condensation  hei  derselben 
Dauipfdicbte,  nur  langsamer,  eintreten  wie  wenn  der  fremde  Körper  nicht 
vorhanden  wäre. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  betreffen  nur  die  Verdami>fung  an 
der  freien  (von  einem  leeren  Raume  oder  einem  luftförmigen  Mittel  be- 
grenzten) OberHäche,  die  sogen.  Verdunstung,  welche  zwar  mit  der  Tem- 
peratur wächst,  nicht  aber,  wenigstens  bei  Flüssigkeiten  nicht  an  eine  be- 
stinunte  Minimaltemperatur  zu  ihrer  Ermöglichung  au  sich  gebunden  ist. 
Die  Möglichkeit  einer  solchen  Verdunstung  ist  nämlich  auch  bei  festen 
Körpern  nicht  ausgeschlossen,  wenn  es  hier  auch  seltener  der  Fall  ist,  dass 
die  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  eines  oberflächlichen  Moleküls 
gross  genug  wird,  um  es  ihm  bei  günstigster  Richtung  zu  ermöglichen,  bis 
über  die  Grenzen  der  Wirkungsräume  der  benachbarten  Moleküle  hinaus 
sich  zu  bewegen,  sei  es  in  Folge  grösserer  Halbmesser,  welche  die  Wir- 
kuugsräumc  der  zusammengesetzteren  Moleküle  eines  festen  Körpers  haben, 
isler  sei  es  in  Folge  des  Umstandes,  dass  die  lebendige  Kraft  der  inneren 
Trauslationsbewegung  dieser  Moleküle  einen  kleineren  Theil  ihrer  ganzen 
inneren  lebendigen  Kraft  ausmacht,  sei  es  endlich,  dass  die  inneren  leben- 
digen Kräfte  der  einzelnen  Moleküle  weniger  von  einander  verschieden 
sind,  den  Mittelwerth  nur  in  geringerem  Grade  übertreffeu  können,  wie  es 
namentlich  von  den  regelmässig  grupj)irten  Molekülen  eines  krystallisirton 
Körpers  anzunehmen  sein  mag. 

Bei  einer  Flüssigkeit  können  übrigens  auch  im  Inneren  oder  an  der 
von  der  Getässwaud  begrenzten  Oberfläche  die  Moleküle  sich  unter  Um- 
ständen mit  so  grosser  Geschwindigkeit  aus  einander  bewegen,  dass  der 
contiuuirliche  Zusammenhang  der  Masse  momentan  unterbrochen  wird,  d.  h. 
dass  die  Massenmittelpunkte  einer  gewissen  Gruppe  von  Molekülen  sich 
augenblicklich  ausserhalb  der  Wirkungsräume  der  übrigen  Moleküle  befinden. 
Diese  Gruppe  isolirter  Moleküle  bildet  eine  zunächst  unmessbare  kleine 
Dampfblase,  welche  auch  durch  Compression  und  Condensation  alsbald 
wieder  verschwindet,  wenn  die  aus  ihrer  innereu  Bewegung  resultirende 
Pressung  nicht  dauernd  im  Staude  ist,  dem  Druck  der  umgebenden  Flüs- 
sigkeit Gleichgewicht  zu  halten,  wenn  nämlich  die  Moleküle,  welche  die 
kleine  Dampfblase  au  die  umgebende  Flüssigkeit  abgiebt,  eine  durchschnitt- 
lich grössere  lebendige  Kraft  der  Trauslatiousbewcgung  haben,  als  dieje- 
nigen Moleküle,  welche  sie  von  der  umgebenden  Flüssigkeit  durch  Ver- 
dunstung empfängt;  in  diesem  Falle  ist  auch  die  Zahl  der  in  derselben  Zeit 
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von  der  Dampfblase  verlorenen 'Moleküle  grösser,  als  die  der  Moleküle, 
welche  von  der  Flüssigkeit  aus  in  den  Raum  der  Dampfhtoe  hinein  ver- 
dunsten. Wenn  aber  zwischen  Temperatur  T und  Pressung  der  Flüssig- 
keit an  der  betreffenden  Stelle  eine  gewisse  Beziehung  statttindet,  wenn 
nämlich  durch  Wännemittheilung  an  die  Flüssigkeit  oder  durch  Vermin- 
derung des  äusseren  Drucks  auf  ihre  Oberfläche  die  Temperatur  verhält- 
nissmässig  bis  zu  demjenigen  Werth  gesteigert  wird,  welcher  gesättigtem 
Dampfe  von  der  Pressung  p entsj)richt,  so  kann  sich  die  Dampfblase  er- 
halten und  so  lange  vergrössern,  bis  der  ihrem  Volumen  proportional 
wachsende  Auftrieb  den  ihrem  Querschnitte  proportional  wachsenden  Be- 
wegungswiderstand (event.  auch  die  .\dhäsion  der  Gefässwand)  überwindet 
und  die  Dampfblase  in  der  Flüssigkeit  aufsteigt.  Auf  solche  Weise  entsteht 
das  Kochen,  nämlich  die  Verdampfnug  im  Inneren  einer  Flüssig- 
keit, bei  welcher  der  Dampf  als  gesättigter  Dampf  gebildet  wird  und 
welche  deshalb  im  Gegensätze  zur  oberflächlichen  Verdampfung  oder  Ver- 
dunstung an  die  betreffende,  gesättigtem  Dampfe  zukommende  Beziehung 
zwischen  Temperatur  und  Pressung  als  Bedingung  gebunden  ist. 
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ZW VATVAl  ABSCHNITT. 

Hydraulik. 


('Iiarakterlslrunif  der  FlilsNiKkoiten:  Errnhruiicscorffloieiitfn. 

Die  Hydraulik  ist  die  Lehre  vom  üleichgewicht  unil  von  «1er  Uinveguug 
der  Flüssigkeiten,  indem  hei  dieser  Bezeichnung  das  Wasser  {vdio(>j  als  Ite- 
präseutant  irgend  einer  h’lüssigkeit  im  weiteren  Sinne  betrachtet  wird, 
wie  solche  in  §.  3 als  ein  Körper  definirt  wurde,  dessen  Massenelemeute 
einer  unbeschränkten  Gestaltsanderung  und  relativen  Bewegung,  insbeson- 
dere auch  benachbarte  Elemente  einer  relativ  gleitenden  Bewegung  längs 
ihrer  Berührnugstiäche  fähig  sind,  im  Gegeusatze  zu  festen  Körpern,  bei 
welchen  nicht  nur  diese  Gestaltsänderuug  und  relative  Bewegung  beschränkt 
sind,  sondern  auch  benachbarte  Elemente  überhaupt  keine  relativ  gleitende 
Bewegung  längs  ihrer  Berührungsfläche  haben  können. 

Wenn  mau  übrigens  auch  bei  Flüssigkeiten  von  dem  Statttinden  solcher 
)lischuugsbewegungen  absieht,  welche  mit  dem  Eindringen  der  einzelnen 
Moleküle  in  die  Zwischenräume  zwischen  anderen  Molekülen,  mit  beliebigen 
Bahnverschlingungeu  der  Massenmittelpunkte  einzelner  Moleküle  verbunden 
zu  denken  sind,  wie  es  in  der  Hydraulik  thatsächlich  geschieht  und  wegen 
niangelhafter  Kenntuiss  der  solche  Bewegungen  bedingenden  Ursachen  und 
ihrer  Gesetze  geschehen  muss,  wenn  man  t'onuu-  auch  von  solchen  Str<>- 
mungen  und  Mischungen  absieht,  wie  sie  durch  Tcmperaturausgleichungen 
in  ungleich  warmen  Flüssigkeiten  verursacht  werden  und  welche  sich  ebenso 
wenig  im  Einzelnen  rcchnuugsmässig  verfolgen  lassen,  desgl.  auch  von  deu 
durch  Stösse  verursachten  wirbelfürmigen  Mischungen  eingeschlossencr  und 
Zerreissuugen  freier  Flüssigkeitsstrahlen  u.  s.  w.,  so  ist  es  nicht  nöthig,  die 
-Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  relativ  gleitender  Bewegung  bcuachbartcr 
Massenclemente  längs  ihren  Berührungsflächen  als  unterscheidendes  Merk- 
mal der  flüssigen  und  der  festen  -\ggregatform  aufzustellen.  Der  Voraus- 
Nitzung  continuirlicher  Geschwindigkeitsänderuug  von  l'uiikt  zu  l’unkt. 
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welclic  den  DiflVrcntialgleicliuiigen  zur  Untersuchung  der  Zustandsänderung 
irgend  eines  Körpers  zu  Grunde  liegt,  entspricht  vielmehr  in  allen  Fällen, 
hei  Hüssigen  wie  bei  festen  Körpern,  die  Vorstellung,  dass  jede  relative 
Ucwegnng  iin  Inneren  nur  durch  entsprechende  Deformationen 
der  Masseiielemente  vermittelt  wird,  eine  eigentlich  gleitende  Bi-- 
wegung  längs  ihrer  Berührungsfläche  also  auch  bei  henachbarten  Klemeuten 
flüssiger  Körper  nicht  stattfindet.  Die  feste  und  flüssige  .Vggregatfonu 
unterscheiden  sich  dann  im  Wesentlichen  nur  dadurch,  dass  die  Defor- 
mationen der  Massenclemente,  welche  überhau])t  in  Voluineu- 
und  Gestaltsändernngeu  bestehen  können,  bei  festen  Köri)ern 
in  beiden  Beziehungen  begrenzt,  bei  flüssigen  aber  in  Beziehung 
auf  Gestaltsäuderuug  unbegrenzt  sind. 

Die  Flüssigkeiten  werden  unterschieden  in  Flüssigkeiten  iiu  en- 
geren Sinne*  (tropfl>aro  oder  wässerige  Flüssigkeiten)  und  luftförinige 
Flüssigkeiten-,  bei  letzteren  ist  auch  die  Veränderlichkeit  des  Volumens 
der  Massenelemente  wenigstens  in  Beziehung  auf  Vergrösserung  unbegrenzt, 
wogegen  sie  bei  ersteren  nicht  nur  begrenzt,  sondern  auch  bei  constauter 
Temperatur,  also  bei  nur  veränderlicher  Pressung,  sehr  eng  begrenzt  ist. 
Die  luftförmigen  Flüssigkeiten  heissen  Gase  oder  Dämpfe,  jenachdein  für 
sie  das  Mariotte’sche  und  Gay-Lussac’sche  Gesetz,  also  die  Zustandsgleichung 
RT=pv  (§.  17)  gilt  resp.  als  gültig  vorausgesetzt  wird  oder  nicht. 

.\usser  in  Beziehung  auf  die  Deformatiousfähigkeit  der  Massenele- 
nieute  unterscheiden  sich  die  verschiedenen  Aggregatformen  und  versehie- 
dene  Aggregatzuständc  bei  gleicher  Aggregatform  auch  in  Beziehung  auf 
die  Widerstände,  welche  mit  jenen  Deformationen  verbunden  sind.  Die- 
selben, welche  von  den  Molekularkräften  herrühren,  jedoch  als  innere 
Flächenkräfte  '§.3)  in  die  mathematische  Untersuchung  eingeführt  wer- 
den, sind  theils  als  Spannungen  durch  die  Grössen  der  Deformationen, 
fheils  als  innere  Reibungen  durch  die  Geschwindigkeiten  bedingt,  mit 
welchen  die  Deformationsänderungen  stattfinden. 

Ein  Körjjer  ist  mehr  oder  weniger  elastisch  je  nach  den  Beziehungen 
zwischen  seinen  Spannungs-  und  Deformationszuständen.  Bei  einem  voll- 
kommen elastischenKörper  entspricht  bei  gegebener  Temperatur  einem 
bestimmten  Deformationszustande,  wie  lange  er  auch  dauern  und  mit  welcher 
(ieschwindigkeit  er  auch  in  der  Aenderung  begriffen  sein  mag,  stets  der- 
selbe Spannungszustand  und  uingekekrt.  Werden  die  Sitannungen  für  jedes 

* Der  deutschen  Sprache  fehlt  es  au  kurzen  besondereii  Bezeichnungen 
für  Flüssigkeiten  im  weiteren  und  engeren  Sinne,  ent3])rechend  z.  B den  fran- 
zösischen Bezeichnungen  fluides  und  liquides. 
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Köq)erelenieut  verstanden  im  Sinne  von  Kräften,  welche  dieses  Element 
an  seiner  Oberfläche  auf  die  benachbarten  Elemente  ausübt,  so  verrichten 
diese  Spanunngon  bei  irgend  einer  Deformation  des  Körpers  die  positive 
oder  negative  Arbeit,  welche  in  §.  6 allgemein  als  Deformationsarbeit  be- 
zeichnet wurde.  Die  Arbeit  der  inneren  Reibungen  ist  dagegen  stets  ne- 
gativ, indem  durch  dieselben  Arbeit  oder  lebendige  Kraft  verbraucht  und 
in  Wärme  umgesetzt  wird.* 

Unter  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  wurde  in  §. .5  eiue  solche 
verstanden,  bei  welcher  die  Deformation  der  Massenelemente,  insoweit  sie 
nur  eine  Gestaltsäuderung  derselben  betrifft  (und  abgesehen  von  der  Ge- 
schwindigkeit, womit  sie  statttiudet),  keinen  Widerstand  verursacht,  so  dass 
die  Spannungen  nur  als  Normalspannuugeu  Vorkommen,  welche  in  dem- 
selben Punkt  für  alle  Ebenen  gleich  sind.  Sie  werden,  da  sie  im  Allge- 
meinen negativ  sind,  entgegengesetzt  genommen  als  Pressungen  in  die 


* In  dieser  Bezielinng  ist  hier  eine  rncorreetheit  der  Entwickelung  in 
i-  (!  zu  berichtigen  Die  daselbst  mit  dO  bezeichnete  Arbeit  der  Obertlfichen- 
kräfte  eines  Massenelementes  enthält  nicht  nur  insofern,  als  dieselben  Span- 
mmgeii  sind  (S.  29,  Zeile  7 v.  U.  '.  sondern  auch  insofern,  als  sie  innere  Reibungen 
sind,  ausser  dO,  (Gl.  2)  noch  einen  anderen  Bestandtheil  dOj,  welcher  von  der 
Deformation  des  Massenelemeutes  abbängt,  und  es  bat  deshalb  der  letzte  Absatz 
auf  S.  .'iO  folgeudermassen  zu  lauten: 

„Diese  .\rbeit  dOj  kann  selbst  als  aus  zwei  Tbeilen  bestehend  betrachtet 
werden,  entsprechend  den  Bestandtheilen  der  Grössen  <r  und  l,  welche  theils 
Spannungen,  theils  innere  Reibungen  sein  können.  Der  erste  Theil  von  dO,. 
den  Spannungen  entsprechend,  wird  zur  Deformation  des  Massenelementes  ver- 
braucht; er  ist  entgegengesetzt  gleich  der  Arbeit,  welche  das  Massenelemcni 
»reibst  durch  seine  Deformation  verrichtet  und  welche  die  Deformations- 
arbeit  desselben  bei  der  l'raglicbeu  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  ge- 
nannt und  mit  dE  bezeichnet  werden  soll.  Der  andere  Theil  von  dOj,  der 
inneren  Reibung  entsprechend,  sei  = dS;  er  wird  durch  die  innere  Reibimg 
verbraucht  und  ist  jedenfalls  positiv,  nämlich  nach  §.5,  Gl.  (2)  und(.')i: 


dS 


Hiermit  ist 


''‘•RV  2 - 


+ U*  T i/t*  + Ö*  j dt 


d(L  — —dE  d,S';  dtt,  dO  | dE — dS.  ' 

Die  Gl.  (Hl  auf  S.  ’Jl  wird  also 

dJ.  = dM  -r  dO  - dE  dS 

und  in  Gl.  (7)  auf  S.  32  sowie  im  Folgenden  ist  unter  der  mit  dS  bezeichueten 
stets  positiven  Arbeit,  welche  bei  der  unendlich  kleinen  Zustandsänderuug  eines 
Körpers  durch  die  inneren  Bewegnugswiderstände  verbraucht  (in  Wärme  um- 
gesetzt) wird,  die  entgegengesetzte  Arbeit  der  inneren  Reibung,  d.  h.  die  durch 
de  verbrauchte  Arbeit  oder  lebendige  Kraft  mit  zu  verstehen. 
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Rechnung  eingcfUhrt.  Ist  p diese  Pressung  oder  der  Druck.  7 das  speci- 
fische  Gewicht  der  Flüssigkeit  in  einem  gewissen  Punkte,  so  pfiegt  die 

i 

Druckhöhe  für  diesen  Punkt  genannt  zu  werden;  sie  ist  die  Höhe  einer 
Flttssigkoitssüule  vom  spccifischen  Gewicht  7 und  der  Grundfläche  = 1. 
deren  Gewicht  = p ist. 

Eine  vollkommene  Flüssigkeit  braucht  nicht  vollkommen  elastisch, 
insbesondere  aber  nicht  von  innerer  Reibung  frei  zu  sein.  Auch  bei  Gasen, 
welche  im  höchsten  Grade  vollkommene  Flüssigkeiten  sind,  findet  innere 
Reibung  in  kaum  geringerem  Grade  statt,  als  bei  Wasser.  Wenn  mau  bei 
tropfbaren  Flüssigkeiten  von  der  sehr  geringen  Zusammendrückbarkeit 
ganz  absieht,  so  fallt  damit  auch  die  Unterscheidung  zwischen  vollkomni(‘ner 
und  unvollkonuneuer  Elasticität.  die  sich  bei  vollkommenen  Flüssigkeiten 
überhau])t  nur  auf  die  Veränderlichkeit  des  Volumens  beziehen  kann,  für 
sie  hinweg.  — 

Die  Gestalt,  das  Gleichgewicht  und  die  llewegung  d(‘r  Flüssigkeiten 
pflegen  durch  Gefässe  oder  t’anäle  (Röhren  oder  Rinnen),  in  denen  sie 
enthalten  sind,  überhaupt  durch  feste  Wände  bedingt  und  begrenzt  zu  s«-in. 
lin  Gleichgewicht  'in  relativer  Ruhe)  kann  sich  eine  luftförmige  Flüssigkeit 
nur  in  einem  ganz  geschlossenen  GeRlsse  befinden,  so  dass  ihre  Oberfläche 
mit  der  inneren  Oberfläche  des  Getässes  zusammenfällt.  Eine  tropfbare 
P'lUssigkeit  kann  (abgesehen  von  der  Verduustuugj  auch  in  einem  theilweise 
' offenen  Gefässe  im  Gleichgewicht  sein;  derjenige  Theil  ihrer  Oberfläche, 
an  welchem  sie  von  der  Gelässwand  nicht  berührt  wird,  soll  dann  ihre 
freie  Oberfläche  heissen,  während  der  andere  Theil  im  Gegensatz  dazu 
ihre  unfreie,  gezwungene  oder  Wand-Oberfläche  genannt  werden  kann. 
An  der  freien  Oberfläche  pflegt  die  tropfbare  Flüssigkeit  von  einer  luft- 
fönnigen,  insbesondere  von  der  atmosphärischen  Luft  berührt  zu  werden. 

Die  Voraussetzung  vollkommener  F'lOssigkoit.  welche  den  allgemeinen 
Gleichungen  in  §.  .’)  und  §.  12  sowie  auch  den  folgenden  Entwickelungen 
im  Allgemeinen  zu  Grunde  liegt,  ist  gewöhnlich  nur  hinsichtlich  des  beson- 
deren Zustandes  merklich  fehlerhaft,  in  welchem  sich  die  Flüssigkeit  an 
der  Oberfläche  befindet,  so  dass  der  Fehler  wenigstens  in  solchen  Fällen, 
in  welchen  sich  die  Flüssigkeit  nicht  zwischen  sehr  nahen  Wänden  befindet, 
durch  die  auch  aus  anderen  Gründen  nöthige  Einführung  erfahruugsmässig 
zu  bestimmender  Coefficienten  in  die  betreffenden  Formeln  genügend  cor- 
rigirt  werden  kann. 

Die  innere  Reibung  ist  zwar  oft  von  wesentlicher  Bedeutung  nicht 
nur  in  Betreff'  der  Arbeitsverluste,  sondern  auch  insofern,  als  sie  das  Ge- 
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setz  bedingt,  noch  welchem  sich  die  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt 
in  der  Flüssigkeit  stetig  ändert;  zur  Vereinfachung  der  betreffenden  Unter- 
Buchongen  ist  man  indessen  meist  geuöthigt,  auch  sie  zu  eliminirou  durch 
gewisse  Voraussetzungen,  welche  in  Betreff  jenes  Aenderungsgesetzes  a 
priori  zu  Grunde  gelegt  werden,  wobei  man  sich  dann  wiederum  Vorbe- 
halten muss,  den  etwaigen  Fehlem  dieser  Annahmen  nebst  den  betreffenden 
Arbeitsverlusten  durch  entsprechende  Bestimmung  von  Erfahrnngscoef- 
Scieuten  Rechnung  zu  tragen. 

Die  äussere  Reibung  oder  Reibung  an  der  Oberfläche,  insbesondere 
an  der  Wand-Obertläche,  kann  von  anderer  Art  sein,  als  die  innere  Reibung, 
sowohl  wegen  discontinuirlicher  Geschwindigkeitsänderung,  welche  hier 
stattfindet,  d.  h.  wegen  endlicher  Grösse  der  relativen  Geschwindigkeit, 
mit  der  sich  die  oberflächlichen  F’lüssigkeitselemente  längs  den  Wänden 
bewegen,  als  auch  wegen  abweichenden  Zustandes  unvollkommener  Flüssig- 
keit dieser  Oberflächenschichten.  Die  dadurch  verursachten  Verluste  an 
lebendiger  Kraft  oder  entsprechender  Arbeit  müssen  durch  weitere  Coef- 
ticienten  berücksichtigt  werden,  die  nur  erfahruugsmässig  zu  bestimmen 
sind,  ebenso  wie  endlich  noch  die  Arbeitsverluste  durch  solche  Bewegungs- 
widerstäude,  insbesondere  Stosswiderstände  an  Wänden  und  im  Inneren 
der  Flüssigkeit,  welche  auf  discontinuirliche  Geschwindigkeitsänderungen 
zurückgeführt  zu  werden  pflegen,  wenn  sie  auch  zum  Theil  als  örtlich  ver- 
stärkte innere  Reibungen  in  sehr  schnell  stattfindenden  Deformationsän- 
derungen der  Flüssigkcitselemente,  zuin  Theil  in  wirbelförmigen  Mischuugs- 
bewegnngen  ihren  Gmnd  haben  mögen,  deren  lebendige  Kraft  für  die 
rechnnngsmässig  allein  zu  verfolgende  und  technisch  allein  in  Betracht 
koDunende  lebendige  Kraft  der  regelmässig  strömenden  oder  schwingenden 
Bewegung  verloren  ist. 

Dergleichen  empirische  Coefficieuten  spielen  somit  nothgedrangen 
eine  bedeutende  Rolle  in  der  Hydraulik  zum  Nachtheil  ihres  wissenschaft- 
lichen Charakters;. sie  heissen  insbesondere  Widerstandscoefficieiiten, 
wenn  sie  den  erwähnten  im  engeren  Sinne  so  genannten  Bewegungswider- 
ständen  Rechnung  tragen  sollen.  Indem  diese  Widerstandscocfficienten  für 
verschiedene  Arten  von  Flüssigkeiten  und  event  für  verschiedene  Zustände 
derselben  besonders  bestimmt  werden,  begreifen  sie  zugleich  die  empirische 
Correction  des  Fehlers  in  sich,  welcher  durch  die  Voraussetzung  vollkom- 
mener Flüssigkeit  in  verschiedenem  Grade  je  nach  der  Art  und  dem  Zu- 
stande der  betreffenden  Flüssigkeit  etwa  begangen  wurde  und  dessen  Ein- 
fluss nicht  getrennt  von  jenen  Widerständen  constatirt  werden  kann.  Die 
Fehler  der  a priori  gemachten  Voraussetzungen  in  Betreff  des  Aenderuugs- 
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gcsetzcs  der  Geschwindigkeit  von  einem  zum  anderen  Punkte  sind  jedoch 
im  .Allgemeinen  durch  besondere  Coefficicuten  zu  corrigiren,  welche  z.  B. 
diulurch  gesondert  von  den  Widerstnudscoet'ficieuten  gefunden  werden 
können,  dass  zugleich  die  Gewichte  und  die  lebendigen  Kräfte  der  unter 
gewissen  Umständen  durch  gewisse  Querschnitte  strömenden  Flüssigkeits- 
meiigeu  durch  Beobachtung  ermittelt  und  niit  den  theoretischen  'Werthen 
dieser  (irössen  verglichen  werden.  — 

Die  innere  und  äussere  Reibung  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  sind 
von  der  Reibung  zwischen  zwei  festen  Körpern  dadurch  wesentlich  ver- 
schieden. dass  sie  von  der  Pressung  unabhängig,  vielmehr  ausser  von  der 
.Art  der  Flüssigkeit  sowie  (bei  der  äusseren  Reibung)  von  der  .Art  und 
OborHächenbeschaffenheit  einer  festen  Wand  nur  von  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit der  Elemente  abhängig  sind,  zwischen  denen  die  Reibung 
stattfiudet  i§.  5).  Eine  Unterscheidung  zwischen  Reibung  der  Ruhe  und  der 
Bewegung,  wie  sie  bei  festen  Körpern  gemacht  zu  werden  pflegt,  ist  also 
hier  ohne  Bedeutung.  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  (der  relativen 
Ruhe;  finden  bei  vollkommenen  Flüssigkeiten  keine  Reibungen  statt*,  über- 
haupt können,  was  die  oben  erwähnten  Umstünde  betrifft,  welche  im  .All- 
gemeinen zur  Einführung  von  Erfahrungscoefficienten  Veranlassung  geben, 
die  Gesetze  des  besonderen  Theils  der  Hydraulik,  welcher  vom  Gleichge- 
wichte der  Flüssigkeiten  handelt  (Hydrostatik;,  höchstens  der  unvoll- 
kommenen Flüssigkeit  wegen  und  mit  Rücksicht  auf  den  abweichenden 
Zustand  der  tJberÜüchenschicht  zuweilen  einer  Correction  bedürfen. 

Die  Gesetze  der  Hydraulik  gelten  ihrer  allgemeinen  Fonn  nach.  d.  h 
abgesehen  von  verschiedenen  Formen  und  Werthon  gewisser  darin  vor- 
kommender einzelner  Functionen  und  Coefficienten,  theils  allgemein  für 
alle  .Arten  von  Flüssigkeiten,  theils  ist  es  nöthig  oder  zweckmässig,  schon 
bei  ihrer  Entwickelung  zwischen  tropfbaren  und  luftförmigen  Flüssigkeiten, 
in  Betreff'  der  letzteren  zwischen  Gasen  und  Dämjifen  zu  unterscheiden. 
Wenn  dabei  im  Folgenden  des  einfacheren  .Ausdruckes  wegen  vom  allge- 
meinen Verhalten  des  Wassers  oder  der  Luft  die  Rede  sein  wird,  so  gilt 
ersteres  als  Repräsentant  irgend  einer  homogenen  tropfbaren  Flüssigkeit 
oder  eines  gleichförmigen  Gemisches  von  solchen,  die  Luft  als  Repräsentant 
irgend  eines  Gases  oder  gleichförmigen  Gasgemisches.  Nur  den  für  Wasser 
oder  für  atmosphärische  Luft  anzuführeudeu  Zahlenwerthen  der  betreffenden 
Erfahrungscoefficienten  ist  nicht  ohne  Weiteres  eine  allgemeinere  Bedeu- 
tung beizulegen. 
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A.  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten. 
(Hydrostatik.) 


§.53.  All|[renieine  Gesetze;  NiTeanflHchen. 


Für  ein  rechtwiiikeliges  A.\eiisyst('in,  gegen  welches  die  Flüssigkeit  in 
relativer  Ruhe  ist,  seien  x,  y,  z die  f’oordinaten  irgend  eines  Punktes  der 
Flüssigkeit,  und  in  demselben 

X.  l'’,  Z die  Componenten  der  beschleunigenden  (auf  die  Masseneinbeit 
bezogeiieni  Massenkrafl, 
p die  Pressung, 

II  die  specitisebe  Miisse. 

I)ie.se  Grössen,  welche  in  §.  f>  Functionen  von  x,  y,  z und  der  Zeit  i 
waren,  sind  hier  nur  von  den  Coordinaten  abhilngig,  sofern  sie  überhaupt 
Veränderlich  sind.  In  den  allgemeinen  Gleichungen  (6)  jenes  §.  .5  sind 
ferner  die  Ge.schwindigkeitscomponenten  «,  r,  »c  hier  = Null,  und  ergiebt 
sich  somit 


hp 


,,X. 


y 


' n 


nml  das  vollständige  Itift'erential  von  p: 

dp  — iil  Xiix  ydy -{  Zdz) ;,2), 

woraus  folgt,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  das  vollständige  Dif- 
ferential einer  gewissen  Function  Fix,  y,  z)  der  Coordinaten  ist,  dass  also 
y eine  solche  Function  von  x,  y,  z sein  muss,  welche  den  Bedingungen 
entspricht: 

<^  (/y  Fl ft  ! ft  ft  ipX)  ft  (pX) ft  ( //  Fi  ^ .j  j 

hz  fty  ' ftx  ft:  fty  ftx 


Ist  je  nach  den  Fniständen  des  betreffenden  Falles  das  Integral  von 

Gl.  2) 


p ~ F(x,  y,  z , B (4) 

gefunden,  wobei  die  Constaute  B durch  die  in  einem  gewissen  Punkte  ge- 
gebene Pressung  bestimmt  ist,  so  ist  dadurch  auch  p für  jeden  anderen 
Punkt  bestimmt  sowie  mit 


1 ft/'  1 ft/’  1 ft/’ 

X ftx  I'fty  Z bt 
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P V 

auch  die  Druckhöhe  — = — . Inshesondere  ergiebt  sich  aus  Gl.  (4)  der 

7 ca  ' 

an  verschiedeneu  Stellen  auf  eine  GefUsswand  ausgeübte  Druck,  während 
umgekehrt,  wenn  z.  B.  für  die  freie  Oberfläche  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
p = dem  äusseren  Druck  gegeben  ist,  Gl.  (4)  die  Gestalt  dieser  Oberfläche 
bestimmt. 

Niveaufläche  heisst  bei  einer  im  Gleicfagewiclit  befindlichen  Flüs- 
sigkeit jede  so  beschaffene  Fläche,  dass  die  rcsultirende  Kraft  P = 
VA-  -f-  F®  i»  jedem  ihrer  Punkte  normal  zu  derselben  gerichtet 

ist.  Werden  also  unter  den  in  den  Ausdrücken  von  X,  F,  Z im  Allge- 
meinen vorkommenden  Coordinaten  die  laufenden  Coordinaten  einer  solchen 
Fläche,  unter  dx,  di/,  dz  ihre  Differentiale  verstanden,  so  ist 

Xdx  + Yd, j-\-  Zdz  = 0 (5) 

die  gemeinschaftliche  Differentialgleichung  aller  Niveauflächen,  indem  diese 
Gleichnng  ausdrückt,  dass  die  Kraft  P,  deren  Richtungscosinus  propor- 
tional X,  }',  Z sind,  mit  irgend  einer  Tangente  im  betreffenden  Punkt  der 
Fläche,  deren  Ricbtungscosinus  proportional  dx,  dy,  dz  sind,  einen  rechten 
Winkel,  nämlich  einen  Winkel  bildet,  dessen  Cosinus  = Null  ist.  Mit 
Rücksicht  auf  Gl.  ffY  folgt  aus  Gl.  (2),  dass  für  alle  Punkte  einer  Niveau- 
flache 

dp  — 0,  also  p ~ Comt. 

ist,  dass  also  die  Niveauflächen  auch  als  Flächen  gleicher  Pres- 
sung bezeichnet  werden  können  (einerlei  mit  den  am  Schlüsse  von 
§.  4 hesprocheneu  Flächen  gleicher  Spannung);  diese  Eigenschaft  hätte  auch 
zur  Definition  der  Niveauflüchen  dienen  können,  indem  damit  aus  Gl.  (2) 
umgekehrt  die  Gl.  (.5),  also  die  oben  durch  Definition  festgcstclltc  charak- 
teristische Eigenschaft  sich  als  Folgerung  ergeben  hätte. 

Im  Allgemeinen  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (5) 
kein  vollständiges  Differential,  nach  Gl.  (2)  aber  ist  p ein  Factor,  welcher 
ihn  dazu  macht  fintegrirender  Factor);  das  Integral  von  Gl.  f5)  oder  die 
endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  ist  also 

Fix.  y,  z)  = G (G), 

unter  F{x.  y,  z)  dieselbe  Function  verstanden  wie  in  Gl.  (4),  deren  Diffe- 
rential = //(Arfjr -f-  Ydy  Zdz)  ist,  während  C eine  Coustante  bedeutet, 
deren  Werth  — B sich  von  einer  zur  anderen  Niveanfläche  ändert. 

Ist  P die  rcsultirende  Kraft  für  einen  Punkt  A der  Niveaufläche  N, 
in  welcher  die  Pressung  = p ist,  AA^  = dn  das  Stück  der  Normalen  im 
Punkte  A dieser  Fläche  N,  welches  sich  bis  zur  folgenden  Niveaufläche 
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erstreckt,  in  welcher  die  Pressung  — p dp  ist,  so  ist  nach  Gl.  (2),  wenn 
der  ar-.\j:e  die  Richtung  AA^  gegeben  wird,  also 

dx=dn,  X=  + P,  Y=Z^ii 

gesetzt  wrird, 

dp=  + pP . du  = uP  .du (7), 

falls  dp  positiv  ist  Es  hat  also  P die  Richtung  AA^,  nach  welcher  p 
»äclist  Für  die  verschiedenen  Punkte  A einer  Niveaufläche  N ist  im 
.\llgemeinen  dn  verschieden  gross,  nämlich  umgekehrt  proportional  pP\ 
sofern  pP  einen  endlichen  Werth  hat,  kann  nicht  rf»~ Null  sein,  können 
also  die  Niveauflächen  sich  nicht  schneiden. 

Denkt  man  die  Flüssigkeit  von  Linien  durchzogen,  welche  die  Niveau- 
flächen rechtwinkelig  dnrchschneiden  und  welche  die  Linien  grösster 
Pressungsäuderung  genannt  werden  können,  so  ist  die  resultirende 
Kraft  P in  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit  tangential  an  die  betreffende 
Linie  grösster  Pressungsänderung  gerichtet  in  dem  Sinne,  in  welchem  die 
Pressung  wächst,  und  das  Product  aus  dieser  Kraft  P und  der  specif. 
Masse  p ist  umgekehrt  proportional  dem  Bogenelement  fraglicher  Linie 
zwischen  zwei  Niveauflächen  von  constanter  Pressungsditt'erenz  dp. 

Ist  bei  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  tropfliaren  Flüssigkeit  der 
äussere  Druck  in  allen  Punkten  der  freien  Oberfläche  gleich,  so  Lst  diese 
selbst  eine  Niveaufläche;  daher  der  Name  dieser  Flächen,  indem  jene  freie 
Oberfläche  im  engeren  Sinne  das  Niveau  der  Flüssigkeit  genannt  zu 
werden  pflegt.  — 

Ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (5)  ein  vollständiges 
Differential,  was  voraussetzt,  dass 

hY_hZ  ^Z_hX 

fiz  hy'  ftr  ftr 

ist.  also  etwa 

Xdx-\-  Ydy  -f  Zdz.^dP, 

unter  U eine  P’uuction  von  x,  y,  z verstanden,  welche  in  diesem  Falle  die 
Kraftfunction  genannt  wird,  so  geht  Gl.  (2)  über  in: 


dp  = p . dU fH) 

und  die  endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  wird: 

r=rc IO), 


unter  c eine  tUinstante  verstanden,  deren  Werth  sich  von  einer  zur  anderen 
Niveaufläche  ändert.  Aus  Gl.  T")  uud  (9)  ergiebt  sich 
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P = 


dU 

dn 


in 


und  oiu  entsprochender  Ausdruck  gilt  allgoincin  für  die  Compouente  S der 
Kraft  P nach  einer  beliebigen  Richtung  j<;  sind  nämlich  rfx,  rfy,  dz  die 
Projectionen  des  Läugeuelementes  d»  dieser  Richtung  auf  die  Coordiiiateii- 
axen,  so  ist 

,dx  , \ tsU  dx  ^ h U dy  ^ hU  dz  dU 

dx  du 


dx~^  'du  öx  du  hy  rf»  flj 


wenn  dU  die  Aenderung  bedeutet,  welche  die  Kraftfunction  dadnreh  er- 
fährt, dass  statt  der  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes  diejenigen  eines 
anderen  Punktes  gesetzt  werden,  welcher  von  jenem  nach  der  Richtung  « 
um  dg  eutfi-mt  ist. 

Weil  fi.dU  nach  Gl.  (9)  ein  vollständiges  Differential  ist,,  so  muss  // 
eine  Function  der  Function  f7,  also  auch  mit  U zugleich  constant  sein; 
in  allen  Punkten  einer  Xiveaufläche  ist  somit  im  vorliegenden 
Falle  nicht  nur  die  Pressung,  sondern  auch  die  specif.  Masse 
gleich  gross.  Wäre  die  P'lüssigkeit  ein  continuirliches  Gemisch  (§.  3)  von 
Flüssigkeiten  verschiedener,  durch  ihre  Pressung  bestimmter  Dichtigkeit, 
insbesondere  von  Flüssigkeiten  gleicher  Art,  aber  verschiedener  Aggregat- 
forni,  so  müsste  in  allen  Punkten  einer  Niveaufläche  dasselbe  Mischungs- 
verhältniss  y statttinden.  Der  Wärmezustand  eines  solchen  Gemisches  au 
irgend  einer  Stelle  ist  durch  p und  y,  der  einer  homogenen  Flüssigkeit 
durch  p und  (i  bestimmt;  die  Niveauflächen  sind  also  in  beiden  Fällen  ancb 
Flächen  gleichen  Wärraezustandes.  — 

Ist  ji  constant,  so  kann  die  rechte  Seite  von  Gl.  (2)  nur  dadurch  ein 
vollständiges  Differential  sein,  dass  schon  der  Factor  Xdx  -|-  Ydy  -f-  Zdi 
für  sich  ein  solches  ist.  Eine  gleichförmig  dichte  Flüssigkeit  kann 
also  überhaupt  nur  unter  der  Einwirkung  solcher  Massenkräfte 
im  Gleichgewicht  sein,  für  welche  cs  eine  Kraftfunction  giebt 
Dasselbe  gilt  von  einem  discontinuirlicheu  Gemisch  von  Flüssig- 
keiten verschiedener  Art  oder  Aggregatform,  für  welche  einzeln 
p constant  ist,  und  zwar  sind  dieselben  im  Gleichgewichtszustände  noth- 
wendig  so  geschichtet,  dass  je  zwei  benachbarte  Schichten  sich  in  einer 
Niveaufläche  berühren.  In  diesen  besonderen  Niveauflächen  ist  zwar,  wie 
immer,  p constant,  die  specitische  Masse  p aber  unbestimmt,  nämlich  um 
Endliches  verschieden,  jcnachdeni  mau  eine  solche  Fläche  als  Grenze  der 
einen  oder  anderen  von  beiden  angrenzenden  Schichten  betrachtet.  Auch 
ist  in  solchem  Falle  zwischen  stabilem  und  labilem  Gleichgewichte  zn 
unterscheiden,  jenachdem  eine  unendlich  kleine  Störung  desselben  durch 
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dio  wirksiniicn  Kräfto  rückgängig  gemacht  oder  vergrössert  wird;  die 
Stabilität  des  (i leichgewichtos  erfordert,  dass  iin  Sinne  der 
Kraft  P die  Dichtigkeit  der  Schichten  wächst.  Ist  nämlich  df  ein 
Element  der  Grenzfläche  iV'  zweier  Scliichfen,  //,  die  specif.  Masse  der 
einen,  //^  die  der  anderen,  und  hat  P die  Kichtnng  von  der  ersten  zur 
zweiten  dieser  beiden  Schichten,  so  werde  in  der  ersten  Schicht  über  df 
als  Gruudtläehe  ein  unendlich  kleines  |irismatischcs  Volumenclement  dV 
= df.dn  von  der  Höhe  dn  ahgegrenzt  gedacht,  für  welches  die  Pressung, 
»enn  sie  in  der  Gruudtläehe  df,  d.  h.  in  der  Fläclie  N = p ist,  in  der 
gegenüber  liegenden  Grumltlächc  = ;>  — dp  zu  setzen  ist.  Dann  ist  die 
resultirende  Kraft  dJt,  durch  welche  im  Gleichgewichtszustände  die  das 
Volnmeneleinent  dV  erfüllende  Flüssigkeit  gegen  die  GriindHäche  N hin 
getrieben  wird, 

dp  df  II,  Pdi)  p — dp  — p)  — df(il,  Pdii  dp;  ^ ( i. 

Würde  aber  in  Folge  einer  Storung  des  Gleichgewichtes  das  fragliche  Vo- 
lumenelenient.  mit  Flüssigkeit  von  der  specif.  M.isse  //„  erfüllt,  so  änderte 
sich  dP  um  in 

dp  — dJfji^Pdii  — dp- 

isler  mit  dem  aus  obiger  Gleichung  folgenden  Werth  von  dp  - ii,Pdit  in 
dp  ~ dfi'ii^  — //j  ■/’(/«. 

bas  Gleichgew  icht  ist  stabil,  wenn  die.se  Kraft  f/A' positiv,  also //„  f -ii,  ist. 

Febrigeus  ist  ersichtlich,  dass  diese  Deduction  nicht  nothwendig  an 
einen  endlichen  Werth  der  Differenz  (ii^  — ii,  ; gebunden  ist,  dass  also 
allgemein  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  nur  dann  stabil 
ist,  wenn  mit  der  Pressung  zugleich  auch  die  Dichtigkeit  über- 
all ini  Sinne  von  P zunimmt.  — 

Schliesslich  ist  in  Betreff  der  vorstehenden  Gesetze  ausdrücklich  her- 
vorznheben,  da.ss  im  Falle  der  Bewegung  des  Coordinatensystems,  gegen 
welches  die  h'lüssigkeit  sich  in  relativer  Buhe  befindet,  die  resultirende 
Kraft  P ))ro  Masseneiidieit  mit  den  ('omponenten  X,  I'  Z zugleich  die 
erste  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegung  (§.  2)  in  sich  be- 
greift; dieselbe  ist  entgegengesetzt  der  Beschlennigimg  des  betreffenden 
Punktes,  wenn  er  mit  den  Coordinataxen  fest  verbunden  gedacht  wird. 
Die  zweite  Ergänzuugskraft  der  relativen  Bewegung  kommt  hier  nicht  in 
Betracht,  weil  sie  zugleich  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  verschwindet. 

Die  im  Vorhergehenden  vorausgesetzte  relative  Buhe  der  Flüssigkeit 
gegen  ein  System  von  t’oordinatenaxen  erfonlert  auch 'relative  Buhe  ihrer 
Massenelemente  gegen  einander,  welche  nur  bei  unveränderter  Gestalt  dev,. 

Or»nbvf,  thevret.  MaMchiQt«nldlire.  I.  19 
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f’lüssigkeitsoberfliiche  möglich  ist.  Ist  also  die  Flüssigkeit  in  eiuem 
Gefässc  cutlialten,  so  kann  sie  gegen  ein  Coordinatensj'stem  nur  dann 
in  Kühe  sein,  wenn  das  Gefüss  sich  entweder  selbst  in  relativer  Ruhe  gegen 
dasselbe  betindet  oder  wenn  trotz  seiner  Bewegung  die  Wand-Oberfläche 
der  Flüssigkeit  unverändert  bleiben  kann,  wenn  nämlich  dieselbe  eine  Um- 
drehungsfläcbe  ist,  um  deren  gegen  das  C'oordinatensystcm  relativ  ruhemle 
Axe  das  Gefiiss  rotirt ; im  Falle  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  mit  theilweise 
freier  Oberfläche  müsste  diese  ausserdem  die  Wand -Oberfläche  in  einem 
Parallelkreiso  schneiden.  Indessen  selbst  bei  diesen  ganz  speciellen  Voraus- 
setzungen in  Betreff  der  Gestalt  dos  Gefässes  ist  wegen  des  Einflusses, 
welchen  bei  relativer  Bewegung  an  der  Wandoberfläche  die  Reibung  daselbst 
ansüben  wünle,  ein  vollkommenes  Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  bei 
relativer  Ruhe  derselben  gegen  das  Gefäss  möglich,  mit  welchem  deshalb 
im  Folgenden,  sofern  cs  sich  überhaupt  um  das  Gleichgewicht  einer  in 
einem  Gefässc  befindlichen  Flüssigkeit  handelt,  die  Coordinatenaxen  fest 
verbunden  sein  sollen.  Wenn  ausnahmsweise  auch  vom  Gleichgewicht  einer 
Flüssigkeit  in  eiuem  Gefässc  die  Rede  sein  wird,  welches  gegen  die  Coor- 
dinatenaxen in  Bewegung  ist  (z.  B.  des  Wassers  in  einer  Wasserradzelle), 
so  ist  darunter  der  Gleichgewichtszustand  zu  verstehen,  welcher  eiutreten 
würde,  wenn  das  Gefäss  in  seiner  augenblicklichen  relativen  Lage  festge- 
halteii  würde,  gleichwohl  aber  die  Kräfte,  wie  sie  zum  Theil  von  der  Be- 
wegung des  Gefässes  herrübren,  unverändert  fortwirkten,  ein  Zustand^ 
widchem  der  wirkliche  augenblickliche  Zustand  der  Flü.ssigkeit  nur  mehr 
oder  weniger  nahe  und  zwar  um  so  näher  kommt,  je  langsamer  ilas  Gefä.s« 
sich  bewegt  und  je  geriugt*r  die  durch  seine  Bewegung  bedingte  Gestalts- 
veränderung der  Flüssigkeit  ist. 

Zur  Möglichkeit  eines  vollkommenen  Gleichgewichtes  ist  vor  .\llein 
erforderlich,  dass  die  Kraftcomjtonenten  X.  Y,  Z unabhängig  von  der  Zeit 
sind.  Ist  dies,  wie  vorausgesetzt  werden  soll,  hinsichtlich  derjenigen  B<*- 
standtheile  dieser  Kraftcomiionenten  der  Fall,  welche  von  der  Bewegunu 
lies  mit  den  Axon  fest  verbundenen  Gefässes  unabhängig  sind,  «o 
muss  es  auch  in  Betreff’  der  übrigen  der  Fall  sein,  welche  den  Beschlenni- 
gungscomponenten  des  Gefässpunktes  '.r.  y.  s)  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Letztere  sind  ausser  durch  die  ('oordinaten  le,  y,  z bestimmt  durch  die 
Componenten  der  'l'ranslationsbeschleiinigung  des  Gefässes  im  Sinne  der 
.\xen,  sowie  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkelbeschleuni- 
gungen um  diese  Axen.  Diese  Grössen  luüssmi  also  constant,  die  Wiukel- 
bescbleunigiingen  insbesondere  — Null  sein;  das  Gefäss  kann  im  All- 
gemeinen eine  Translationsbewegung  haben,  deren  Beschleunigung  von 
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coustanter  Grösse  uud  Richtung  gegen  das  Gefäss  ist.  nelwt  einer  Rota- 
tionsbewegung mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  im  Gefiisse 
feste  Axe. 


1.  Gleichgewicht  des  Wassers. 

§.  öl.  Voraiisset/.una-en. 

Die  homogene  tropfbare  Flüssigkeit  (resp.  gleichförmige  Mischung 
solcher  I-’lüssigkeiten),  als  deren  Repräsentant  hier  das  Wasser  betrachtet 
wird,  hetinde  sich  in  einem  Gefässe,  dessen  Dimensionen  im  Vergleich  mit 
denen  der  Erde  klein  genug  sind,  um  die  beschleunigende  Schwer- 
kraft g in  allen  Punkten  als  gleich  gross  und  gleich  gerichtet 
Toraussetzen  zu  dürfen.  Die  Schwerkraft  y,  wie  sie  nach  Grösse  und 
Richtung  beobachtet  wird,  schlies,st  den  Einfluss  der  Erdbewegung,  an 
welcher  das  Gefäss  als  irdischer  Körper  Theil  nimmt,  schon  in  sich;  einer 
Ergänzung  wegen  eigener  Bewegung  des  Gefässes  bedürfen  also  die  Kraft- 
component(‘n  X,  F,  Z nur  insofern  als  diese  Bewegung  eine  relative  Be- 
wegung gegen  die  Erde  i.st,  welche  deshalb  schlechtweg  als  Bewegung 
des  Gefässes  bezeichnet  wird  entsprechend  der  schon  in  §.  2 getrottenen 
Bestimmung  hinsichtlich  der  Bewegung  irgend  eines  irdischen  Körpers. 

Der  äussere  Dnick  pro  Flächeneinheit  der  freien  Oberfläche  des 
Wassers  sei  in  allen  Punkten  derselben  gleich  gross  = in  der  Regel 
besteht  er  im  Druck  der  atmosphärischen  Luft.  Die  freie  Oberfläche 
ist  hiernach  stets  eine  Niveaufläche. 

Die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  ist  an  die  Bedingung  wachsender 
Dichtigkeit  im  Sinne  der  Pressungszunahme,  also  im  Sinne  <ler  resultirenden 
Kraft  7’  — ^ X-  1'^  -f  Z-  gebunden.  Die  Dichtigkeit  einer  homogenen 
tmpfljaren  Flüssigkeit  ist  aber  von  ihrer  Pressung  in  so  geringem  Grade 
abhängig,  dass  die  Erfüllung  jener  Bedingung  fast  nur  von  der  Temperatur- 
vertheiluug  abhäugt,  welche  z.  B.  speciell  hei  Wasser  so  be.schaft'en  sein 
mus.s,  dass  im  Sinne  von  P die  Temperatur  zu-  oder  abuimmt,  jenachdem 
sie  kleiner  oder  grösser  ist,  als  4®.  liii  Folgenden  wird  die  Temperatur 
als  so  wenig  veränderlich  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit,  also  die 
specifische  Masse  ji  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  als 
constant  auzunehmen  ist,  wenigstens  in  allen  Punkten,  deren  Ent- 
fernung von  der  Oberfläche  nicht  unmessbar  klein  ist.  Durch  den  Einfluss 
der  Mülekularkräfte,  welche  zwischen  den  Molekülen  des  Wassers  gegen- 
seitig oder  zwischen  ihnen  und  denen  einer  festen  Wand  stattfinden,  kann 
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uünilicl)  die  uuuiesslnir  dünne  Oberflitcheusdiiclit  des  Wassers  allerdings 
eine  wesentlich  kleinere  oder  grossere  Dichtigkeit,  wie  die  übrige  W'asser- 
niassc  besitzen,  und  es  können  dadurch  sowi<-  durch  andere  Abweichungen 
des  inneren  Zustandes  jener  ttbertUichenschicht  \on  dem  der  übrigen  Masse 
die  Erscheinungen  des  Gleichgewichtes  besonders  dann  wesentlich  niodificirt 
werden,  wenn  das  Getitss  sehr  enge  ist,  wenn  nüinlich  das  W’asser  zwischen 
sehr  nahen  festen  W'ilnden.  in  einer  engen  Köhre  u.  s.  f.  sich  befindet,  für 
welchen  Fall  die  durch  die  Altdekularkrilfle  bedingten  Gleichgewichtser- 
scheinungen  unter  dem  Namen  der (.'aiiillaritäf  ' llaarrohrchen-Wirkungen 
von  capillus,  Haarj  zusammengefasst  werden. 

Im  Folgenden  sind  deshalb  die  beiden  Fülle  unterschieden,  ob  da« 
Gleichgewicht  ohne  oder  mit  liUcksicht  auf  die  Molekularkriifte  an  der 
Oberfläche  untersucht  werden  sidl;  ausser  denselben  und  eveut.  einer 
Ergünzungskraft  relativer  llewegung  wird  in  allen  Füllen  nur 
die  Schwerkraft  als  Alassenkraft  vorausgesetzt. 

Was  die  .Art  der  etwaigen  Bewegung  des  Gefasses  betrifft,  welche 
nach  der  Bemerkung  zu  Emle  des  vorigen  §.  im  .Ulgemciuen  in  einer  Trans- 
lationsbewegung mit  constanter  Beschleunigung  nach  i'iner  im  GefUsse  festen 
Ilichtuug  und  in  einer  Botation  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  tun 
eine  im  Gefüssi“  feste  .Vxe  bestehen  könnte,  so  muss  hier  diese  .A.\e  be- 
ständig vertical  bleiben,  damit  die  Componenten  einer  beschleunigenden 
Schwerkraft  //  nach  dtui  im  GetÜsse  festen  Coordinatenaxen  unabhängig  von 
der  Zeit  seien. 


a.  Gleichgewicht  des  AVassers  ohne  liücksicht  auf  Molekularkräft e 
§,  öa.  N'ireaiifllU'lieii  und  DruckhUlie  in  verscliiedeneii  Fällen. 

Die  Coordinatenaxen  seien  zunächst  fest  verbunden  mit  dem  GefÜsse: 
die  vi'rticale  s-.Axe  sei  jiositiv  in  der  Bichtung  nach  ob(‘ii.  und  es  sei 

r>  das  Gefäss  in  Buhe,  oiler  es  habe  eine  geradlinige  und 
gleichförmige  Translationsbcwegung.  Die  Ergünzungskraft  der  re- 
lati\en  Bewegung  ist  in  diesem  Falle  = Null,  also 
A'  - r-  it,  - n 

und  die  Ditl'erentialgleichung  der  N'iveanllächen: 

Xilr  V(hj  r --  - //*  _-  il T --  0. 
ihre  endliche  Gleichung:  z=Coti»t. 

Die  N'iveanflüchen.  insl)eso)idere  also  die  freie  Oberfläche, 
sind  horizontale  Ebenen. 
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Für  die  I’ressuuff  -p  an  irgend  einer  Stelle  hat  inan  nach  §.  53,  Gl.  (2) 
oder  Gl.  (9) 

dp  =■  (/( — ijdz),  also  p — — iit/z  -r  H. 

Ist  h die  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  dem  Ursin  img  der  Coordinaten. 
so  ist  = — iifjh  -j  B,  also 

p — Pu  — iii/Ui — z)  oder  — - A — 3 (1). 


Die  Grösse  ^ ^ ^ , d.  i.  der  Ueberschuss  der  Driickhöhe  in  einem  ge- 

wksen  Punkte  über  dieselbe  au  der  freien  Oberfläche  heisse  die  Ueber- 
druckhühe  in  jeueni  Punkto;  nach  Gl.  f l)  ist  sie  = der  Tiefe  dieses 
Punktes  unter  der  freien  Oberfläche. 

Das  Gesetz  der  Gleichheit  des  Druckes  in  allen  Punkten  einer  hori- 
zontalen Ebene,  welches  unter  der  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzung 
gleichförmigen  äusseren  Druckes  auf  ilie  freie  Oberfläche  auch  unmittelbar 
diese  als  eine  horizontale  Ebene  kennzeichnet,  ist  von  der  Gestalt  des  Ge- 
ßlsses  unabhängig  und  gilt  insbesondere  auch  für  communicirende  Ge- 
fässe,  d.  h.  für  Gefisse,  welche  in  Folge  ihrer  Verbindung  zusammen  auch 
als  ein  Gefäss  betrachtet  werden  können,  dessen  Theile  (Schenkel)  von 
denselben  llorizontalebenen  in  getreunfeu  Flächen  geschnitten  werden;  in 
coniinuuicirenden  Gefässen  steht  das  Wasser  gleich  hoch,  falls 
der  Druck  auf  die  freie  Oberfläche  in  ihnen  gleich  gross  ist. 
Gemäss  der  Art  und  Welse,  wie  das  Gesetz  durch  Integration  einer  Difl'e- 


rentialgleichung  hervorgegangen  ist,  entsprechend  dem  stetigen  IJeber^auge 
von  einem  zum  anderen  Elemente  dersedben  Flüssigkeit,  ist  es  aber  we- 
sentlich an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  mau  von  irgend  einem  Punkte 
der  Flüssigkeit  zu  jedem  anderen  in  derselben  llorizontalebene  gelegenen 
Punkte  derselben  durch  eine  stetige  Folge  von  Flüssigkeitselementeu 
gleicher  specifischer  Masse  //  hindurch  gelangen  könne,  und  es  erführt 
deshalb  das  Gesetz  eine  Einschränkung,  wenn  verschieden  dichte  Flüssig- 
keiten F und  (specif.  Massen  — jt  und  //').  welche  sich  nicht  mischen. 


Fix.  1*. 


in  comtniinicirenden  (iefässeu  G'  und  (/  im  Gleich- 
gewichte sind.  Sie  IxTühren  sich  in  einer  liorizon- 
talen  Grenzfläche  77,  welche  im  Gelasse  G oberhalb 
der  Stelle  liegen  mag.  wo  bidile  in  A^'rbindung  sind 
f'Fig.  12),  und  zwar  befinde  sich  die  Flüssigkeit  F 
im  (iefässe  G oberhalb  der  GrenzHüche,  so  dass  die 
andere  Flüssigkeit  F’’  sich  im  unteren  Theile  von  G 
und  zugleich  in  g'  lietimlet;  für  den  Fall  des  stabilen 
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§.  55 


Gleichgewichti>s  setzt  dio.se  Annulinie  voraus,  dass  die  dichtere  Flüssig- 
keit, also  ist.  Oberhalb  der  llorizoutalebene  7/  findet  sich  nun  die 

fragliche  Bedingung  für  die  Gleichheit  des  Drucks  in  gleich  hoch  gelegenen 
Punkten  beider  Gefiisse  nicht  mehr  erfüllt;  insbesondere  haben  somit  auch 
die  freien  ftbcrHiichcn  der  Flüssigkeiten  F und  F'  verschiedene  Höhen 
und  h'  über  der  Kbene  If,  welche,  da  in  dieser  Ebene  selbst  das  Gesetz 
der  (ileichheit  des  Druckes  oben  noch  statlfindet,  nach  Gl.  (1)  in  der  Be- 
zieliuiig  stellen; 

l'tt  ■;  Pu  i übo  u/t—u'/i'-, 

d.  h.  die  Höhen  verschieden  dicliter  Flüssigkeiten  in  cominuni- 
cirenden  Gefiissen,  von  ihrer  horizontalen  Berührungsfläche 
aus  gerechnet,  sind  ihren  Dichtigkeiten  umgekehrt  jiropor- 
t ional. 

2)  Ist  das  Gefäss  in  Bewegung,  so  kann  es  im  Allgemeinen  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  oi  um  die  verticale  z-Axe  rotiren  und 
zugleich  eine  Translationsbewegung  haben,  deren  Beschleunigung  von  con- 
stauter  Grosse  und  Richtung  im  Gefässe  ist.  Die  Axen  der  x und  der  g 
können  dahoi  so  angenommen  werden,  dass  die  t'omjioneuten  dieser  Be- 
schleunigung nach  den  .txen  der  x,  y,  z beziehungsweise  = mj,  0 und  " cy 
sind,  unter  n und  c positive  Constante  verstanden,  und  da  der  Rotation  die 
Besciileunigungscom]iouenton  - und  — <o'-y  im  Punkte  x,  y,  z nach 
den  .\xen  lier  x und  der  y entsprechen,  so  hat  man 

A' — — "//  -{■  >’Fx.  Y — «>-y,  X— — cy 
uiul  die  Dirterenfialgleichnng  der  Niveaufiüchen: 

( — 4"  <’>'X  idx ('t-ijilij — ,^1  I i'lyr/z— 0 t_2) 


, . , 

oder  mit  x — „ x, 


or 


oF  r,  f/r,  -{-  y7y) — c)y(/z=-0. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

•>  t “ f "9  I 3 o ‘"'>9  f fs 

\ OJ’/ 


(3). 


Die  Xiveauflächen  sind  also  congruente  Umdrehungsjiara- 
boloidc  mit  dem  Parameter  2 --  deren  gemeinschaftliche 


Axe  in  der  a-z-Ebene  mit  der  z-.\xc  im  .\hstande  parallel  ist. 

e>“ 
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§.55. 

währeud  ihre  Scheitel  in  verschiedencu  Höhen  C ühor  der  xi/- 
Lbeue  liegen.  Inshe.sundore  ist  (11.  (:i)  die  (lleichuug  der  freien  Oher- 
tläche,  wenn  C so  hestinuiit  wird,  dass  das  Volumen,  welches  das  betref- 
feude  Paraboloid  vom  Gefassraunie  ahschueidet,  dem  gegebenen  Wasser- 
volnmen  gleich  ist. 

\Va.s  die  Pressung  betrifft,  so  folgt  aus  der  (lleichuug 

— II X = — itijf  1 + e) 
o:  ‘ ‘ 

P = — + ./'(^’-  P) 

und  wenn  h die  z-(’oordiuate  des  Punktes  iler  freien  Oberfläche  ist,  welclier 
vertical  über  dem  Punkte  r,  _»/,  2 Hegt, 

Po  = — + <•)  4-  f (^1  .y)- 

Semit  ist 

(4). 

!<3  Y 

Hie  Ueberdruckh  übe  in  irgend  einem  Punkte  ist  also  seinem 
Verticalabstande  von  der  freien  Oberfläche  projiort ional,  un<l 
zwar  derselben  gleich,  wenn  das  (lefäss  ohne  Verticalbeschleu- 
nigung  ist.  Die  Bestimmung  der  Pressung  in  allen  Punkten  ist  hierdurch 
auf  die  Bestimmung  der  freien  Oberfläche  zurückgefährt.  was  bei  gegebener 
•iestalt  und  bei  gegebenem  Wasserinhalte  des  Gefilsses  tdne  rein  geome- 
trische Aufgabe  ist. 

Hat  das  Gefäss  nur  Translationsbewegung,  so  wird  mit  ca  — 0 
die  Gleichung  (3)  unbrauchbar;  das  Integral  von  Gl. '2)  ist  aber  jetzt 

2=--  4-^  -f  (5)- 

Hie  Niveauflächen  sind  jiarallele  Ebenen,  welche  die  ass-Ebene  rechtwin- 
kelig schneiden  in  Geraden,  die  mit  der  a--Axe  den  Winkel 


hüllen;  diese  Ebenen  sind  horizontal  wie  im  Falle  unter  1),  wenn  n — 0 
ist,  also  das  Gefäss  nur  Vertiealbeschleunigung  hat.  Wäre  aber  letztere 
— — ff,  dem  freien  Fall  des  Gefässes  vermöge  seiner  eigenen  Schwere 
entsprechend,  so  wäre 


Digilized  by  (jOogle 


OLKK  HOEWICHT  DES  WASSERS  IN  ROTIRENDEN  GEFXsSEN. 


iinbestimiiit;  in  der  That  wäre  dann  die  resultirende  Krafl  Pz=  Z=0  und 
die  Flüssigkeit  bei  jeder  Lage  im  Gefiisse  in  relativer  Ruhe  gegen  dasselbe. 

Von  gri)s.serem  Interesse  ist  der  Specialfall,  dass  das  Gefüss  nur 
nni  die  :-Axe  rotirt.  Die  Gleichung  der  Niveautläcben  ist  dann 

y-  = O- 

Die  innere  Wandtläclie  des  Gefiisses  sei  ein  Kreis-Cylinder  mit  der  Kota- 
tionsaxe  als  geometrischer  Axe  und  dem  Halbmesser  r.  Ist  daun  (Fig.  13) 
Kig.  is..  „ ,ljß  (leg  Scheitelpunktes  ^1,  b die  Hübe  des  Ran- 

Mdes  Bli  der  freien  Oberfläche  über  der  xy-Ebene,  so  ist 
^ ihre  Gleichung: 

Ix'  i I ~3  f.  ri’. . 


,(3— '*) (»äi- 


I j I Zur  Restimmung  von  a und  b kann  mau  bemerken,  dass 
® ^ das  Volumen,  welches  von  dem  I’mdrehungsparaboloid 

Gl.  (li)  uml  der  Ebene  z = b begrenzt  wird,*  = = der  Hälfte 

des  (’ylinders  zwischen  den  Ebenen  z = ti  und  z = b,  also  auch  — dem 
Wasserinhalt  des  Gefässes  oberhalb  der  Ebene  z = n ist;  der  letztere  ist 
aber  = — n).  wenn  h die  Was.serstandshöhe  über  0 bei  ruhendem 

Gefässe  ist.  Aus  der  Gleichung 

Jir-\b  — n)  = .Tr-{h  — n)  folgt  b a — '2h, 


und  da  nach  Gl.  (6) 


ist,  so  folgt,  wenn  die  Peripheriegeschwindigkeit  rm  = u gesetzt  wird. 


D/’  D/ 

Iturch  die  Rotation  des  Anfangs  ruhenden  Gefässes  wird  die  Wasserober-, 
fläche  am  Rande  ebenso  viel  gehoben  wie  sic  in  der  Mitte  niederge- 
drückt wird. 

* Ist  für  ein  Umdrchuiigspara1)oloid  y der  Halbmesser  des  Parallelkreiso? 
im  .\bstaiide  r vom  Scheitel,  r der  Halbmesser  der  Grundfläche,  h die  Hübe, 
also  1/  = r für  ;r  = /i,  so  ist  das  Volumen 


it  n 

~ / .•Ti/*(/.c  =*=  ^ .1 
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Ware  aber  das  cj'lindrische  GefÄss  oben  durch  einen  horizontalen 
ebenen  Deckel  in  der  Höhe  II  {h<C^II <^b)  über  der  xy-Ebene  geschlossen, 
oder  auch  nur  mit  einem  nach  innen  so  weit  vortretenden  ehenen  Rande 
versehen,  dass  dadurch  die  Erhebung  des  Wassers  über  die  Höhe  t = H 
verhindert  wird,  so  hat  man  für  das  Volumen,  welches  von  der  freien  Ober- 
rtäche  Gl.  (6)  und  der  Deckelebeue  s = 7/ begrenzt  wird,  falls  q den  Halb- 
messer des  Durchschnittskreises  zwischen  diesen  beiden  Flüchen  bedeutet, 
die  Gleichung 

I ,A  ^ 11—  //). 

Wenn  darin  nach  Gl.  (ö  ■ 

co~ 


gesetzt  wird,  er^riebt  sicli: 

''AJI—,>y-^f*-J{—hy,  (8)- 

f’i  ' n 

Die  Ueberdruckhöhe  in  der  (positiven  oder  negativen  Tiefe  a unter 
dem  Scheitelpunkte  A der  Oberflüche  und  in  der  Entfernung  fl  von  der 
Rotationsaxe  des  Gefii.sses  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (ö)  und  das  allgemeine 
(iesetz  Gl.  (4) 


und  die  Pressung 


(9) 


nnabhüngig  von  der  Gestalt  des  GefUsses  und  von  dem  Umstande,  uh  die 
Krhebuug  des  Wassers  am  Rande  durch  einen  Gefüssdeckel  beschränkt 
»ird  oder  nicht;  wa.s  bei  solcher  Reschrünknug  au  Wassei-staudshöhe  fehlt, 
sird  durch  den  Druck  des  Deckels  ersetzt. 

3)  Das  Gefäss  rotire  um  eine  horizontale  Axe,  etwa  um  die 
v-Axe  von  fester  Lage  gegen  das  Gefäss  und  im  Raume  (gegen  die  Erde); 
die  z-.\xc  sei  nach  wie  vor  vcrtical  und  positiv  in  der  Richtung  nach  oben, 
also  ebenso  wie  die  x-.\xe  fest  im  Raume,  aber  nicht  gegen  dius  GetUss. 
Hicniiit  liegt  ein  Fall  vor,  in  welchem  es  sich  nach  der  zu  Ende  von  §.  5.3 
Itcmachtcn  Bemerkung  nicht  sowohl  um  einen  wirklich  statttindenden,  als 
vielmehr  um  den  gedachten  Gleichgewichtszustand  handelt,  welcher  ein- 
treten  würde,  wenn  das  Gefllss  in  seiner  augenblicklichen  Lago  gegen  die 
•txen  verharrte,  gleichwohl  aber  die  von  der  Bewegung  des  Gefässes  her- 
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§.  56. 


rührende  Erfiänzunpskraft  fortwirkte.  Der  wirkliche  Zustand  kann  iudes.sen 
jenem  gedachten  Uleichgewichtszustande  ziemlich  iialie  koiiiineu.  indem  es 
im  Wesentlichen  nur  die  relativen  Bewegungen  der  Wassertheilcheu  zu- 
nächst der  freien  Oberdäche  sind,  welche  die  stetige  Aenderung  der  rela- 
tiven Lage  dieser  Oberfläche  gegen  das  Gelass  bei  dessen  Bewegung  ver- 
mitteln; die  Aufgabe  ist  von  technischem  Interesse  z.  B.  zur  angenäberteu 
Bestimmung  des  Ortes,  wo  das  Wasser  aus  den  Zellen  eines  um  eine  hori- 
zontale .\xe  rotirenden  Wasserrades  auszutliessen  anfängt.  Es  ist  hier 
X = 0)-r,  1'  = 0 . fl}  — // , 

also  die  Differentialgleichung  der  XiveauHüchen: 

O)  ^xdx  'oj  -z  — (/  ilz  =■  ( ( 
und  ihre  endliche  Gleichung: 

Q I i 

(!}•  — gz  ~ ('oiikL  oder  x^  -f  z*  — 2 z = ('(»ini, 

•J  (0- 

üder  auch  (IDi. 

Die  Niveaudächen  sind  also  concentrische  Kreiscylinder,  deren  Axe  parallel 

der  Hotationsaxe  des  Gefässes  in  der  Höhe  vertical  darüber  liegt.  Ins- 

fo- 

besondere  für  die  freie  Oberdäcbe  ist  a — dem  Halbmesser  desjenigen 
dieser  Kreiscylinder,  welcher  von  dem  Gefässe  ein  Volumen  = seinem 
Wasserinhalte  abschneidet;  wenn  dieser  Kreiscylinder  im  Falle  der  Wasser- 
radzelle  nur  eben  noch  dessen  vordere  und  das  Wasser  tragende  Schaufel  in 
seiner  äusseren  Kante  trifft,  beginnt  der  .Ansduss  des  Wassers  aus  der  Zelle. 


§.  56.  Hydrostatischer  Druck  auf  ausgedehnte  FlSchen. 

Der  Druck,  welchen  das  im  Gleichgewicht  bedndliche  Wasser  auf  ir- 
gend eine  Fläche  ausübt,  der  sogenannte  hydrostatische  Druck  auf  dieselbe, 
ist  bestimmt  durch  die  nach  dem  vorigen  §.  bekannten  Pressungen, 
welche  in  den  verschiedenen  Punkten  der  Fläche  Stattduden.  Von  grös- 
8i-rem  Interesse  ist  hierbei  nur  der  im  vorigen  §.  unter  1)  betrachtete 
Fall,  dass  das  Gefäss  in  Ruhe  ist  oder  eine  geradlinige  und  gleichfönnigc 
Translationsbewegung  hat,  dass  also  die  freie  Wasseroberfläche 
eine  horizontale  Ebene  und  die  Ueberdruckhöhe  für  irgend 
einen  Punkt  = dessen  Tiefe  unter  dieser  Ebene,  die  Druck- 

Po 

böbi'  für  denselben  = seiner  Tiefe  unter  einer  um  - höher 

y 
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eelegeneu  Lorizoutalen  Eboue  ist.  Beiderlei  Tiefen  sollen  im  Fol- 
genden mit  2 bezeichnet  und  Druekhöhen  genannt  werden;  der  kurzweg  so 
genannte  Druck  bedeutet  dann  den  Ueberdruck  oder  den  Gesammtdrue.k, 
jeuachdem  2 von  der  wirklichen  freien  WasseroberHadie  oder  von  jener 

um  höher  gelegenen  Ebene  aus  gerechnet  wird.  Gewöhnlich  kommt 

nur  der  Ueberdruck  in  Betracht,  weil  die  gedrückte  Flüche  dem  gleich- 
förmig vertheilten  Druck  (meistens  dem  .Xtmosphürendruck)  von  beiden 
i?eiten  ausgesetzt  zu  sein  pflegt.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sei 

a)  die  gedrückte  Fläche  F eben,  so  dass  die  Pressungen  auf  die 
iiTscliiedenen  Flächeuelemente  dF  gleich  gerichtet  sind  und  sich  zu  einer 
Resultanten  — ihrer  Summe  zusammeusetzen  lassen.  Gemäss  der  Bedeutung 
der  Druckhöhe  z für  das  Flächeuelement  dF  ist  der  Druck  auf  dasselbe 
= ytdF,  also  der  Druck  P auf  die  ganze  Fläche  F',  wenn  die  Tiefe 
des  Schwerpunktes  von  F unter  der  freien  Wasseroberfläche  (der  wirk- 

P 

liehen  oder  der  um  -y  erhöht  gedachten)  ist, 

r^fyzdF=ryFz„  (11 

=^dem  Gewicht  einer  Wassersäule  von  der  Basis  F und  der  Höhe  Zy. 

Zur  Bestimmung  des  Punktes  »S', , in  welchem  die  Bichtungslinie  von 
/'  die  Fläche  F trift't,  des  sogenannten  Mitteljinnktcs  iles  Drucks, 
werde  diese  Fläche,  welche  unter  dem  Winkel  « gegen  den  Horizont  gi*- 
noigt  sei,  auf  ein  rechtwinkeliges  .\xensystem  der  x und  y in  ihr  bezogen 
so,  dass  die  y-.\xe  in  ihrem  Schnitt  mit  der  freien  Wits.seroberfläche,  d.  h. 
mit  der  Ebene  liegt,  von  welcher  aus  die,  Tiefe  2 gerechnet  wird,  die  x-Axe 
folglich  (positiv  abwärts)  eine  Xeigungslinie  von  F ist.  Sind  dann  x und  y, 
Zq  und  y„,  Xj  und  y,  beziehungsweise  die  ('oordinaten  des  Flächenele- 
mentes  dF,  des  Schwerpunktes  S’y  und  des  Punktes  so  ist 


oder  wegen 


*11  • , * 
= — = sin  u,  also  -- 


X 

^0 


frhiF  fxydF 

''  ~ Fx„  ' ^ F.,- 


{2). 


Ist  F’i*  das  Trägheitsmoment  von  F für  die  mit  der  y-Axe  parallele  Gerade 
durch  Sy,  d.  h.  die  Summe  der  Producte  der  Flächenelemente  dF  und  der 
<i(uailrate  ihrer  .\bstände  ^ von  jener  Geraden,  so  ist 
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J>,IF  ^ fix,,  + + Ä-*  , 


x,==  = ,r„  + 


Ist  die  x-Axc  Symmetrieaxe  von  F,  so  ist  JxyilF  = 0,  also  yj  =0;  sie 
enthält  dann  die  Punkte  und  *s'j.  Von  hesonderen  Fällen  sind  folgende 
bemerkenswerth. 

1)  Die  gedrückte  Fläche  ist  ein  Trapez  (Fig.  14),  dessen  parallele 
Seiten  AA  = « und  BB  = b in  den  Abständen 

o y 

* » =r  e und  c -|-  A mit  der  y-A.\e  parallel  sind. 

^ r T'  j Die  Grösse  des  Drucks  ergiobt  sich  aus 

■^r — hf i 

\ \ j ^ = 7^'\  ==  yl'\*in  H I 

\ I / h h,i  + -2b  (4\ 

\ / mit  /■  = V,  + h)  um!  ar«  =r  + ^ ' 

A'i  Jü  o R Der  Druekniittelpunkt  S■^  liegt  mit  dem  Schwer- 
punkte .S’u  in  der  Mittellinie  CD,  ist  also  durch  seinen  Abstand  x,  von  der 
y-.\xe  bestimmt.  Setzt  man 


so  ist,  wenn  dF  einen  mit  den  Seiten  AA  und  BB  parallelen  unendlicb 
schmalen  Flächcustreifen  ries  Trapezes  im  Abstande  § von  AA  bedeutet. 


>«•.  j ^ -I- «'«["- 1 - '•>, 

' I«, , 


Durch  .\nsfilhrung  rler  lutegration  und  durch  eine  leichte  Umlbrniuug 
des  .\nsdrucks  tinrlet  man: 

c =r  C-l-  ''  ^ (••  • 

* ' 2 3c  b l -j-  /l  iii  -f-  2Ä) 

Liegt  die  Seite  AA  in  der  y-Axe,  so  ist  c = 0,  also 

A rc-t-3A  . . 


' ^ 2 a-j-2b 

insbesontlere  mit  b = 0,  also  für  den  Fall  eines  Dreiecks  von  der  Höhe  A, 

A 

dessen  (irnndlinie  in  der  y-.\xe  liegt,  wäre  x,  = . 
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Für  den  Fall  eines  Parallelograiiiins  mit  zwei  horizontalen  Seiten  in 
den  Abständen  c und  c ~j- A — d von  der  y-Axe  ergiebt  sich  aus  Gl.  (5) 
mit  a = b: 


•'t 


c -+ 


h Hf-j-  ‘2h 
3 


e 4-  2d 
e 4-  d 


oder  auch  mit  h — d — n 

_ 2 c“  -,  «/+  2 

“ .-5  c-\  d ~Ti  d‘-e- 


(7) 

(8) . 


Ist  die  gedrückte  F’läche  eiu  Itechteck  vou  der  Breite  AJ  — BB 
= b und  der  Höhe  AB  — h,  dessen  Seite  AA  in  der  (wirklichen}  freien 
'Vasseroberfläche  liegt,  so  bietet  sich  bei  gew'issen  technischen  Problemen 
die  Aufgabe  dar,  dieses  Rechteck  durch  horizoutale  Gerade  AiAy,  A^A^ 
. . iu  den  Abständen  . . . von  AA  so  in  » Theile  zu  zerlegen, 

'lass  jeder  Theil  AAA^A^,  AiA,A^.L  ■ ■ denselben  l'eberdruck 

1 1 , \ hh*  _ 

7’=  ■/«//.  «tu  it  = '/  «Uli', 

n „ ‘2  n‘  2 


auszuhalten  hat.  und  die  Mittelimnkfe  S',.  N»  . . . dieser  l’ressnugcn  durch 
ihre  .\bstäude  . . . von  AA  zu  bestimmen;  wenn  z.  B.  die  recht- 

eckige Fläche  durch  « horizontale  Träger  so  unterstützt  werden  soll,  dass 
dieselben  bei  gleichen  Dimensionen  alle  gleich  angestrengt  werden,  so  sind 
sie  in  gleichen  Höhen  mit  diesen  Punkten  . . . anzuorduen.  .Aus 

der  Bedingung,  dass  der  Ueberdrnck  auf  die  Fläche 


AAA,A, 

AAA.A^  . . . 

1 

beziehungsweise  — 7’ 

~ P . . , 

II 

U 

1 

•> 

ergiebt  sich  A- 

II 

H 

also  II.  — 1 h . h 
f II 

— 1 //  . h 

f V 

»onach  diese  Längen  a^,  . . . leicht  durch  (’onstructiou  gefunden  werden 

können  in  den  von  A aus  gezogenen  Sehnen  eines  über  AB  = h als  Durch- 
messer beschriebenen  Halbkreises,  deren  Projectionen  auf  AB  beziehuugs- 
1 2 

weise  — h.  h . . . sind.  Nach  Gl.  C8)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (9) 
//  « 

liegt  dann  der  Mittelpunkt  des  Ueberdrucks  für  den  /**"  F'lächeutheil  in 
der  Fiiffernung 
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von  der  Seite  AA  des  Rechtecks. 

2}  Die  gedrückte  Flüche  ist  eine  Ellipse,  deren  eine  Hauptaxe 
— 2«  in  der  ar-Axe  liegt,  wahrend  die  andere  = 2ä  ini  .\bstaiide  e mit  der 
y-.Axe  parallel  ist.  In  diesem  Falle  ist 

jr  II  II  * 

/■'  — .T(/Ä;  = c;  * ^ , also  ^ 

und  somit  nach  Gl.(l,  und(3i 


P — Y :x nbc  sin  fl-,  j-,  = c - 

■4  V 


b)  Bei  einer  beliebigen,  im  .Ulgemeinen  krummen  Fläche 
lassen  sich  die  Elemeutardrucke  auf  die  Flachenelemente  im  .Ulgenieinen 
nicht  zu  einer  Resultanten  zusammensetzen,  und  es  ist  deshalb  hier  nur 
von  dem  Druck  nach  einer  gewissen  Richtung  AP  ^ der  Resul- 
tanten der  nach  dieser  Richtung  genpmiueneu  Elementardruckc  die  Rede. 
Wenn  daun  die  gedrückte  Flüche,  wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  sein 
kann,  von  gewissen  mit  AP  iiarallclen  Geraden  in  mehr  als  je  einem 
Punkte  geschnitten  wird,  so  werde  sie  zunächst  in  solche  Theile  zerlegt, 
welche  von  jeder  mit  AP  parallelen  Geraden  nur  einmal  geschuittou  werdeu. 
für  welche  also  die  Richtungen  der  Elemeutardrucke  nur  spitze  Winkel 
mit  der  Richtung  A7i  oder  PA  bilden,  und  der  Druck  = P nach  der 
Richtung  AP  oder  PA  auf  jeden  solchen  Flücheutheil  = P berechnet, 
wonach  für  die  ganze  Fläche  der  resultirende  Druck  nach  AP  in  der 
algebraischen  Summe  dieser  Werthe  /'  erhalten  wird.  Ist  nun  z die  Tiefe 
des  Flächenelmnentes  i/F  unter  der  freien  Wasserobertlücho  (d.  h.  der 

wirklichen  oder  der  um  erhöht  gedachten  freien  Wasseroberfläche,  je- 

nachdeni  der  Druck  als  Ueherilrtick  oder  als  (Jesammtdruck  vei’standen 
wird),  II  der  s])itze  Winkel,  welchen  die  Normale  von  F an  der  Stelle  ,des 
Elementes  i/F  mit  der  Geraden  AP  oder  PA  bildet,  und  /*<//'  der  Normal- 
druck auf  dF,  so  ist 

]‘ — I pilF .cos (c  — jpdF'—y  jzdF" (12> 

wobei  dj^  die  Projection  von  dF  in  einer  zu  AP  senkrechten  Ebene 
bedeutet  und  die  Integration  über  das  ganze  Flächonstück  F auszitdehucn 
ist,  welches  der  oben  genannten  Voraussetzung  entspricht.  Ist 

1)  die  Drnckrichtung  AB  horizontal,  so  ist  yzdF'  = dein  Druck 
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auf  (las  Element  dF"  der  vertiealen  ProjectiouscdHiiie,  wo  sic  auch  normal 
zu  AB  aiiKenommeu  werden  mag;  es  stimmt  also  P bezüglich  auf  Grflss(< 
und  Richtungslinie  mit  dem  Druck  auf  die  Projection  F der  Fläche  F 
in  eiuer  beliebigen  zu  AB  senkrechten  Ebene  überein. 

2)  Ist  die  Druckrichtung  AB  vertical,  so  ist  yzdF  — dem 
Gewicht  eines  vertiealen  Wasserfadens  zw  ischen  dF  und  der  freien  Wasser- 
oberfläche; es  stimmt  also  P bezüglich  auf  Grösse  und  Ricbtungslinic  mit 
der  Schwerkraft  der  Wassermasse  überein,  welche  durch  die  Flüche  F, 
durch  eine  verticale  Cyliuderflächc  und  durch  die  Ebene  der  freien  Wasser- 
oberfläche begrenzt  wird. 

3)  Sind  die  Vcrticalprojectionen  aller  Dimensionen  von  F sehr  klein 
im  Vergleich  mit  der  Druckhohe,  so  dass  ohne  wesentlichen  Fehler  der 
specifische  Druck  p coustant  gesetzt  werden  kann,  so  ist 

7'=.  fpdF  pF' 

— dem  Druck  auf  die  Projection  F"'  von  F in  einer  zur  Druckrichtung 
‘Senkrechten  Projectionsebene;  wegen  gleichförmiger  Vertheilung  dieses 
Drucks  in  der  Projection  F'  geht  die  Richtungslinie  von  P durch  den 
Schwerpunkt  derselhen.  — 

Wenn  ein  fester  Körper  in  Wa.sser  ganz  oder  theilweisc  eingetaucht 
ist.  so  ergiebt  sich  leicht  aus  den  vorstehend  unter  1)  und  2)  angeführten 
Gesetzen,  dass  der  resultirende  U(“berdruck  des  Wassers  auf  diesen  Körper 
nach  jeder  horizontalen  Richtung  = Null,  nach  verticaler  Richtung  aber 
gleich  und  entgegengesetzt  der  Schwerkraft  des  verdrängten  Wassers,  d.  h. 
desjenigen  Wassers  ist,  welches  sich  an  der  Stelle  des  festen  Körpers  resp. 
seines  eingetanchten  Theiles  mit  dem  übrigen  Wasser  im  Gleichgewicht 
befinden  würde.  Dieser  verticale  Feberdruck  i)flegt  der  Auftrieb  iU*s 
Wa.ssers.  und  das  Gesetz,  nach  welchem  derselbe  mit  der  Schwerkraft 
des  verdrängten  Wassers  einerlei  Grösse  und  Richtungslinie, 
aber  entgegengesetzte  Richtung  hat.  das  .\  rchimedische  Princi]i 
zenannt  zu  werden.  Da.sselbe  ergiebt  sich  auch  aus  der  einfachen  Erwägung, 
dass  der  Druck  auf  die  eingetanchte  Oberfläche  des  festen  Körpers  dem 
Druck  auf  das  au  derselben  Stelle  im  Gleichgewicht  befindliche  Wasser  in 
jeder  Hinsicht  gleich  sein  muss,  weil  die  Erstarniug  dieses  Wassers  keine 
.ienderung  des  Gleichgewichtes  des  übrigen  Wa.ssei's,  also  auch  nicht  dt's 
vöu  ihm  ausgeübten  Drucks  verursachen  kann.  Di(‘selbe  Erwägung  lässt 
'■rkeunen,  dass  das  Archim('disch(>  Princip  auch  dann  noch  gültig  bleibt, 
»eiin  die  Flüssigkeit  aus  ungleich  dichten  t'chichtcn  besieht,  falls  nur  die 
'crdrängte  Flüssigkeit,  deren  Schwerkraft  der  Auftrieb  entgegengesetzt 
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gleich  ist,  in  derselben  Weise  nngleichfönuig  dicht  gedacht  wird,  wie  sie 
es  sein  würde,  wenn  sie  au  der  Stelle  des  eingetaucliten  Körpers  oder 
Körpertheiles  mit  der  übrigen  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  wäre. 


57.  (ilelchgewichl  schwlmnieiider  KItrper. 

Man  sagt  von  einem  t'e.sten  Körper,  er  schwimme  in  oder  auf  dem 
Wasser,  wenn  er,  ganz  oder  theilweise  in  dasselbe  eingetauchl,  dauernd 
frei  beweglich  ist,  insoweit  nicht  tlas  Wasser  sell)st  seine  lleweglichkeit 
beschränkt.  Dieses  befinde  sich  in  einem  ruhenden  oder  geradlinig  und 
gleichförmig  bewegten  Gefiisse,  also  mit  horizontaler  freier  Obertläche,  ini 
(ileichgewicht;  y sei  sein  specif.  Gewicht  und  V das  vom  Körper  ver- 
drängte Wasservolumeu.  Dem  vorigen  §.  zufolge  erfährt  dann  der  Körper 
durch  das  Wasser  einen  vertical  aufwärts  gerichteten  Druck  J*—yJ\  den 
sogenannten  Auftrieb,  dessen  Itichtungslinie  durch  den  Schwerpunkt  A des 
Volumens  V geht,  mit  welchem  nämlich  der  Schwerpunkt  des  verdrängten 
Wassers  wegen  dessen  gleichförmiger  Dichtigkeit  zusammeufällt.  Der  Auf- 
trieb r ist  nur  das  Resultat  des  sogenannten  Ueberdrucks  des  Wassers 
auf  den  festen  Körper;  erfährt  das  Wasser  an  seiner  freien  Oberfläche  vou 
einem  angrenzenden  Medium,  z.  B.  von  der  atmosjihärischeu  Imtt,  den 
specifischen  Druck  so  wird  derselbe  auch  auf  deu  vom  Wasser  berührten 
TJieil  <ler  Körperoberfläche  mit  gleicher  Grösse  übertragen,  während  bei 
nur  theilweiser  Kintauchuug  des  Körpers  der  nicht  vom  Wasser  berührte 
Theil  seiner  Oberfläche  jenem  Druck  des  fraglicheu  Mediums  direct  aus- 
gesetzt  ist.  Ist  aber  derselbe  auch  liier  gleichförmig  und  — p„  pro  Flächen- 
einheit, so  ist  der  entsprechende  Gcsammtdruck  auf  den  Körjier  (gemäss 
dem  Gesetz  unter  3)  zu  Ende  des  vorigen  §.)  nach  jeder  Richtung  = Null; 
ist  er  es  nicht  (wie  es  z.  B.  in  Betreff  des  Luftdrucks,  welcher  wegen  der 
eigenen  Schwere  der  Luft  nach  oben  etwas  abuiuinit,  iu  der  Tliat  nicht 
genau  der  Fall  ist),  so  soll  der  Gcsammtdruck  dos  fraglichen  .Mediums, 
welcher  nach  dem  auch  auf  luftlörmige  Flüssigkeiten  anwendliaren  .Vrehi- 
medischen  I’riucip  ermittelt  werden  kann,  als  Bestandtheil  des  Körper- 
gewichts in  Rechnung  gebracht  hier  vorausgesetzt  werden.  Mit  dieser 
eventuellen  (meist  uuuöthigen)  Correction  sei  Q das  Gewicht  des  Körjiers. 
B sein  Schwerpunkt,  in  welchem  also  Q als  vertical  abwärts  gerichtete 
Kraft  augreifeud  zu  denken  ist. 

Fnter  der  Voraussetzung,  dass  P und  Q die  einzigen  Ki-äfte  sind, 
welche  auf  den  schwimmenden  Kürjier  wirken,  sollen  seine  Gleicb- 
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gewicbtslagen  bestimmt  iiud  die  Kenuzeiclieii  dtifUr  ermittelt  werden, 
(lass  das  Gleichgewicht  siclicr  oder  unsicher  (stabil  oder  labil)  ist,  d.  h. 
der  Körper,  wenn  er  unendlich  wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt 
uud  der  \Virkiing  jener  Kräfte  frei  überhussen  worden  ist,  in  jene  Lage 
zurückgetrieben  oder  noch  weiter  daraus  entfernt  wird. 

Bei  jeder  Gleichgewichtslage  muss  r==-yr=(^  und  die  Gerade  A/i 
vertical  sein.  Ist  also  zunächst  der  Körjier  ganz  eingetaucht,  schwimmt 
er  im  Wasser,  so  bedeutet  rscin  ganz.es  Volumen  (sein  äusseres  Volumen 
mit  Hncksicht  auf  etwa  eiugeschlossene  llohlräiime),  und  kann  er  sich  nur 
dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  sein  entsiirecheiides  mittleres  sjteci- 
G 

lisches  Gewicht  = dem  specifischen  (iewicht  y des  Wassers  gleich  ist. 

Da  ferner  der  Punkt  A in  diesem  Falb*,  ebenso  wie  der  Punkt  li  immer, 
nur  eine  einzige  bestimmte  Lage  im  Körper  hat,  so  giebt  es,  falls  die 
B<-dingung  <V erfüllt  ist,  nur  zwei  Gleichgewichtslagen,  von  denen 
offenbar  diejenige  sicher  ist,  bei  welcher  /i  vertical  unter  und  die  andere 
unsicher,  bei  welcher  //  vertical  über  A liegt. 

Von  grösserem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Kör|ier  nur  t heil- 
weise eingetaucht  ist,  <lass  er  auf  dem  Wasser  schwimmt.  Die 
lk*slimmung  seiner  Gleichgewichtslagen  besteht  dann  in  di*r  .\ufgabe,  ihn 

durch  Ebenen  E so  zu  schneiden,  diuss  1)  dieselben  das  A'olumen  1'—^^ 

7 

abschneiden  und  dass  2)  die  Gerade,  welche  durch  den  Schwerpunkt  A des 
abgeschnittenen  Volumens  /'  und  ilurcli  den  Schwer]mnkt  li  des  Körjiers 
aeht.  zur  schneidenden  Ebene  senkrecht  ist.  Das  abzuschneidende  Volumen 
erfordert  eine  nähere  Erklärung;  es  ist  zu  verstehen  als  das  Volumen, 
welches  von  der  schneidenden  Ebene  E und  von  einem  zusammenhängenden 
Theil  der  Körperoberfiäche  so  lu‘grenzt  wird,  dass  alle  Körperelemente  theils 
in  diesem  Volumen  1\  theils  jenseits  der  Ebene  E liegen.  Dabei  braucht 
das  Voluim*n  V nicht  ganz  von  Körperelemeiiten  erfüllt  zu  sein,  d.  h.  es 
kann  (hei  hohlen  geschlosaein-u  oder  bei  gefässförmigen  Körpern,  welche 
mit  aufwärts  gekehrter  Oeffnung  ihres  Iloblraums  schwimmen)  F)>  /' 
sein,  wejin  F,  den  von  der  Ebene  E abg<*sclinittenen  Theil  des  Kürper- 
volnmens  selbst  bedeutet,  welcher  mit  /'auf  derselben  Seite  von  /i  liegt;  es 
kann  sogar  /'grösser,  als  das  ganze  Köri)ervolumen  /'„,  also  ■/ /'— /y 

sein,  wenn  nämlich  das  mittlere  specitische  Gewicht  •/„  — - f des  Köri)ers 

^ ü 

'z.  B.  eines  Schiffes;  )>  y ist. 

Der  ersten  der  obigen  zwei  F'orderungen  kann,  wenn  es  überhaupt 

Gra/tbof,  HAtschinpnlebro.  1. 
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möglich  ist,  im  Allgemeinen  auf  unendlich  mannigfache  Weise  entsprochen 
werden,  indem  man  sich  eine  Ebene  E relativ  gegen  den  Körper  so  bewegt 

Q 

denken  kann,  dass  sie  iininer  dasselbe  Volumen  /'—  in  dem  eben  erklärten 

7 

Sinne  absclineidet ; der  Schwerjinnkt  Ä des  letzteren  bewegt  sich  dabei 
in  einer  gewissen  Fläche,  welche,  als  Ort  aller  möglichen  Lagen  des 
Punktes  Ä im  Körper  betrachtet,  mit  (A)  bezeichnet  sei.  Diese  Fläche  ist 
entweder  eine  geschlossene  (einen  gewissen  Raum  umschliesseude)  oder 
eine  durch  eine  gewisse  Curve  begrenzte  zusammenhängende  Fläche,  oder 
sie  kann  auch  ans  getrennten  je  durch  eine  Furve  begrenzten  Theileu 
bestehen.  Giebt  es  senkrecht  zu  jeder  Richtung  im  Körper  je  zwei  schnei- 
dende Ebenen  E,  welche  der  Rediugung  yV—Q  entsprechen  und  die 
äussere  Körperoberfläche  (ün  Gegensätze  zu  etwaigen  inneren,  Ilohlräume 
umschliessendeu  Oberflächen j in  nur  einer  geschlossenen  Curve  schneiden, 
wie  es  namentlich  dann  der  Fall  i.st,  wenn  die  äussere  Körperoberfläcbe 
durchaus  convex  gekrümmt  ist,  also  von  keiner  Berührungsebeue  geschnitten 
wird,  so  ist  (^)  eine  geschlossene  Fläche;  umscbliesst  dabei  der  Körper 
keine  Ilohlräume,  so  ist  nothwendig  J\  = l’<^  J'„,  also  (wegen f 7/' 
y„  7,  während  im  Falle  von  abgeschlossenen  llohlräumen  im  Körper 
auch  /y  j:;’  7 sein  kann  und  dann 

< F<  Fy  für  -/y<'/, 

»■.  < y.  < y für  ■/„  > -/ 

ist.  Hat  die  äussere  Oberfläche  des  Körpers  Einbuchtungen,  nach  aussen 
offenen  Höhlungen'  entsprechend,  und  zwar  so,  dass  gewisse  Ebenen  E. 
welche  der  Bedingung  yV=Q  entsprechen,  jene  Oberfläche  in  mehr  als 
einer  geschlossenen  Curve  schneiden,  so  besteht  die  Flüche  {A)  im  .All- 
gemeinen aus  verschiedenen  getrennten  und  nicht  geschlossenen  Theilen. 
Hat  insbesondere  der  Körper  die  Form  eines  einfachen  Geliisses,  eine 
einzige  nach  aussen  oflfeue  Höhlung  bildend,  und  ist  dabei  so 

können  der  Bedingung  7 V=  Q überhaupt  nur  solche  Ebenen  E entsprechen, 
welche  die  Oberfläche  in  zwei  verschiedenen  geschlossenen  Curven  C und  t\ 
schneiden;  in  der  einen  schneiden  sie  den  Tlieil  der  Oberfläche,  mit 
welchem  sie  zusammen  das  Volumen  in  der  anderen  den  Theil  der 
Oberfläche,  mit  welchem  sie  den  innerhalb  V liegenden  hohlen  Kaum 
= V — J'  umschliessen,  indem  hier  wegen  7,,  ^ 7 jedenfalls  1\  <(  F 
sein  muss.  Die  Fläche  (A)  ist  in  diesem  Falle  nicht  geschlossen,  sondern 
von  einer  Curve  begrenzt,  deren  Punkte  A solchen  (irenzlagen  der  Ebene  E 
entsprechen,  für  welche  sich  die  vorgenannten  Schnittcurven  C und  C, 
berühren;  würde  die  Ebene  über  eine  solche  Grenzlage  hiuausbewogt,  so 
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wOrdo  das  einem  Einfliessen  von  \Va.ssor  in  die  Höhlung  des  Gefilsses 
entsprechen,  cs  würde  dann  V und  die  Erfüllung  der  Bedingung 

■{V=Q  = y^V„  unmöglich.  Ist  aber  im  P'alle  eines  gefässförmigen 
Körpers  y.  so  gieht  es  ausser  solchen  Lagen  der  Ebene  E,  für  welche 
r,  V ist,  noch  solche,  für  welche  F,  — V ist;  die  einen  mul  die 
anderen  gehen  dabei  im  .Vllgeineineu  nicht  stetig  in  einander  Uber,  und 
besteht  deshalb  die  Flüche  {A)  aus  getrenufeu  und  nicht  geschlossenen 
Theilen,  und  zwar  aus  zwei  Theilen  im  Falle  eines  einfachen  Gefiisses. 

ln  allen  Fällen  hat  die  Flüche  {Aj  die  für  die  Charaktcrisirung  der 
Gleichgewichtslagen  des  schwimmenden  Körpers  bemerkeuswerthe  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Berührunpebene  für  jeden  ihrer  Punkte  A der  ent- 
sprechenden Ebene  E,  d.  h.  derjenigen  Ebene  parallel  ist,  welche  das 

A'olumen  J’’  abschueidet,  dessen  Schwerpunkt 
dieser  Punkt  A ist.  Ist  nämlich  (Fig.  15) 
VQDJI  mne  solche  Ebene  E^  A der  Schwer- 
punkt des  entsprechenden  Volumens  F,  ist 
ferner  OJ)' II  eine  andere  solche  Ebene  E, 

welche  jene  in  GlI  unter  einem  sehr  kleinen 
Winkel  schneidet,  und  A'  der  Schwerpunkt 
des  von  ihr  abgeschnittenen  Volumens  F,  so 
sind  die  beiden  sehr  kleinen  keilförmigen 
Volumina  GllCCf  und  GITDl)'  einander  gleich,  etwa  =e.  Sind  J und  J* 
ihre  Schwerpunkte,  während  K der  Schwerpunkt  des  Volumens  = V — c 
ist  das  die  Ebenen  GIIC'  und  gemeinschaftlich  abschneiden,  so  liegt 

A in  der  Geraden  JK,  A’  in  der  Geraden  J'K.  und  zwar  so,  dass 
KA  KA’  r 
AJ^  r—r 

ist,  dass  also  die  Geraden  AA'  und  JJ'  jjarallel  sind.  Die  Gerade 
bildet  aber  einen  sehr  kleinen  Winkel  mit  der  Ebene  VGDIl,  welcher  zu- 
gleich mit  dem  Winkel,  unter  welchem  diese  Ebene  von  der  Ebene  Cf  GD' II 
geschnitten  wird,  verschwindend  klein  wird;  zugleich  wird  AA’  das  Längen- 
element  einer  Tangente  der  Flüche  {A)  im  Punkte  A.  laisst  man  die 
Ebene  CGDJI  von  immer  anderen  der  Ebenen  E unter  verschwindend 
kleinem  Winkel  geschnitten  werden,  so  dass  der  Schnitt  GH  sich  stetig 
in  jener  El)ene  dreht,  so  dreht  sich  AA'  ])arallel  derselben  um  den  Punkt  A 
lind  beschreibt  ein  Element  der  BerUhrungseheiie  der  Flüche  (A)  für  diesen 
Punkt  A. 

.\us  dieser  Eigenschaft  der  Flüche  ^A)  folgt,  dass  die  Gerade  Ali 
dann  normal  zu  der  dem  Punkte  A entsprechenden  Schnittebene  E ist, 

'JO* 
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wouu  sie  mit  der  Normalen  der  Fläche  {Aj  für  den  Punkt  A zusammen- 
fUllt.  Kennt  man  also  diese  Fläche  im  Körper,  so  sind  dessen  Gleich- 
gewichtslagen hestimmt  durch  die  Normalen,  welche  von  seinem  Schwer- 
punkte B auf  die  Fläche  gefällt  werden  können,  und  welche  seine 
Schwimmaxen  genannt  werden  sollen.  Der  schwimmende  Körper  ist  iiii 
Gleichgewicht,  wenn  er  bei  vcrticaler  Lage  einer  Schwimmaxo  bis  zu  einer 

Ebene  E eingetaneht  ist,  welche  unterhalb  das  Volumen  V—  ^ abschneidet. 

und  welche,  tixirt  gedacht  im  Körper,  eine  Schwimmebene  desselben 
heissen  mag.  Im  .Vllgemeincn  gehört  zu  jeder  Schwimmaxe  eine  Sehwimni- 
ebene;  es  können  indessen  zwei  Schwimmaxen  in  einer  zusammenfalleu. 
welcher  dann  zwei  Schwimmebenen  entsprechen. 

Ist  das  Körpervolumen  symmetrisch  in  Beziehung  auf  eine  gewisse 
Ebene,  so  ist  diese  offenbar  auch  Synimetriecbene  der  h’Iäche  (A),  und 
wenn  sie  ausserdem  den  Schwerpunkt  B enthält,  wie  es  u.  bei  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  des  Körpers  der  Fall  sein  würde,  so  fallen  auch 
gewisse  Schwimmaxen  in  die  Symmetrieebene,  welche  somit  bei  den  ent- 
sprechenilen  (ileichgewichtslagen  des  schwimmenden  Köri)ers  vertical  ist. 

Der  Charakter  einer  Gleichgewichtslage  ist  durch  die  Krümmung  der 
Fläche  {A)  bedingt,  in  welcher  Hinsicht  zunächst  die  folgende  Bemerkung 
wichtig  ist.  Denkt  man  (Fig.  l.'>)  die  Ebene  K,  immer  entsprechend  der 
Bedingung  yf'=  Q,  in  stets  demselben  Sinne  gedreht  durch  die  Lagen  CD, 
('J>,  C"y/' . . .,  so  dass  die  Durchschnittslinien  (Hf,  fl'  11’ . . je  zweier  auf 
einander  folgenden  Lagen  parallel  sind,  so  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  durch 
die  entsprechende  (’urve  AA'A”  . . .,  deren  Elemente  AA',  A'A"  . . . den 
Ebenen  CD,  C' D' . . . parallel  sind,  eine  Cylinderfläche  gelegt  wird,  deren 
Erzeugende  paralhd  G’/Zist,  dann  diese  Cylinderfläche  beständig  in  gleichem 
Sinne  und  so  gekrümmt  ist.  dass  sie  für  jede  Lage  der  erzeugenden  Geraden 
ihre  concave  Seite  der  entsprechenden  Ebene  E zuwendet.  Weil  dasselbe 
für  jede  andere  Richtung  der  Geraden  (III  in  der  Ebene  CD  oder  in  einer 
anderen  Schnittehene  E gilt  und  so  lange,  als  überhaupt  der  Bedingung 
y1'~  <i  bei  stetiger  Itrehuug  der  Ebene  E in  gleichem  Sinne  genügt 
werden  kann,  so  folgt,  dass  die  Flüche  (A)  resp.  jeder  ihrer  getrennten 
Theile  in  jedem  Punkte  A durch  unendlich  viele  Cylinderflächen  berührt 
werden  kann,  deren  Erzeugende  in  iliesem  Punkte  alle  möglichen  Hich- 
tungeu  in  der  betreffenden  Berührnngsebeue  der  Fläche  {A)  haben  und 
welche  daselbst  ihre  coucaven  Seiten  alle  der  entsjirechenden  Ebene  E 
zukehreu.  Die  Fläche  (A;  ist  also  selbst  überall  concav-concav  gekrümmt, 
und  zwar  so,  dass  insbesondere  für  jede  Gleichgewichtslage  des  Körpers 
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ihre  concave  Seite  ini  Schwerpunkte  A des  verdräiifiteu  Wa.sservolumens 
r nach  oben  gekehrt,  dieser  Punkt  A folglich  ihr  tiefster  Punkt,  resp.  der 
tiefste  Punkt  des  bi'treffeuden  Theils  der  Fläche  (A)  ist.  falls  dieselbe  aus 
letrennteii  Theileu  bestehen  sollte. 

Was  nun  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  (ileichge- 
wichtes  betrifft,  so  sei  A/i  (Fig.  Ifi)  die  Sehwiuiinaxe  für  die  betreffende 
fig.  ifi.  Gleichgewichtslage,  aus  welcher  der  K(ir)»er  unendlich  wenig 
herausgedreht  werde,  so,  dass  auch  in  der  neuen  Lage  die 

! , Q 

,|'  Ebene  der  freien  Wasserohertläche  das  Volunieu  U - - ah- 

* i 

! schneidet,  dessen  Schwerpunkt  A'  somit  der  Fläche  (A)  ange- 

I hört.  Die  Ebene  der  Figur  enthalte  die  Punkte  A,  li  und  A\ 

/ sei  also  die  Ebene  des  durch  A'  gehenden  Xormalschnitts  der 

■y~~  /U  Fläche  (A)  für  den  Punkt  A-,  der  Krüinmungsmittelpunkt  dieses 

/ii dein  Vorigen  zufolge  jedenfalls  nach  oben  concaven  Schnittes 

I sei  V,  der  Krninmnngsradius  AC  — r,  der  l'ontingenzwinkel 

« ACA’  = da.  Die  Herührnng.sehene  der  Fläche  ’ A)  im  Punkte 

ist  der  betreffenden  Schnittebene  E.  d.  i.  der  freien  Wasseroberfläche 

liarallel,  ihre  Normale  in  A’  folglich  vertical.  Diese  Normale  ist  auch 
normal  zu  der  durch  A’  gehenden  Cnrve  AA'  der  Fläche  (A),  so  dass  A'f'" 
ihre  Projection  auf  die  Ebene  der  Figur  und  sie  selbst  etwa  A'C'  ist. 
unter  CC'  eine  unendlich  kleine  Strecke  verstanden,  welche  in  f auf  der 
Kbene  der  Figur  senkrecht  ist.  Der  entsprechende  unendlich  kleine  Winkel 
CA'C'  sei  = rf/;  er  ist  = Null,  wenn  AA'  ein  Hauiitnormalschnitt  der 
Fläche  ist.  Nun  wirken  in  der  veränderten  I-age  des  Körpers  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzt  gerichtete  Verticalkräfte  = f/  auf  denselben,  die  eine 
ahsärts  gerichtet  und  in  //,  die  andere  aufwärts  nach  A’C'  gerichtet  und 
in  A'  angreifend  zu  denken,  und  das  Gleichgewicht  des  Körpers  ist  sicher, 
wenigstens  zunächst  bezüglich  auf  den  Sinn,  in  welchem  er  ans  der  Gleich- 
cewichtslage  entfernt  wurde,  wenn  ihm  durch  das  Krättciiaar  (/,  Q eine 
solche  Drehung  ertheilt  wird,  durch  welche  die  Schwimmaxe  in  die  Rich- 
tung der  Verticalen  A'C’  zurückgelangt,  unsicher  im  entgegengesetzten 
Falle;  jene  Drehung  kann  aber  zerlegt  werden  in  eine  .solche  um  den 
'Vinkel  da  iin  Sinne  ACA'  und  in  eine  zweite  um  den  Winkel  dl  im 
^'inne  CA'C’. 

Zerlegt  man  die  Kräfte  Q in  je  eine  Uom|)Ouente  in  der  Ebene  der 
Fipr  und  eine  andere  senkrecht  dazu,  so  können  die  ersteren  Compo- 
nenteii  = Q,  die  anderen  —Qdl  gesetzt  werden.  Ist  die  Entfernung  AH 
= e.  positiv  oder  negativ,  jenachdem  B unter  oder  über  A liegt,  so  bilden 


Digilized  by  Google 


310 


GLEICHGEWICHT  SCHWIMMENDER  KÖRPER. 


§•  Ö7. 

die  Compouenteu  Q ein  Paar  in  der  Ebene  der  Figur,  dessen  Moment 
(positiv  für  den  Drehungssinn  ACJ!)  — (lir-\-e)d<>  ist,  die  Coinponeuten 
QdT  ein  Paar  in  einer  dazu  senkrechten  Ebene;  letzteres  kann,  unter  li' 
die  Projcctiou  von  B auf  A'C  verstanden,  in  ein  zu  veruachlässigoudes 
Paar  an  BB\  dessen  Moment  uueudlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  und  in 
ein  anderes  in  der  Ebene  CA'C'  zerlegt  werden,  dessen  Moment  (positiv 
für  den  Drehungssinn  CA'C')  = Qedl  ist,  wenn  A' B'  = AB  = e gesetzt 
wird.  Dius  erste  Paar  = Q{r-\-e)dt)  ist  jiositiv,  entspricht  also  dem  Dre- 
hungssinno  ACA',  wenn  der  Punkt  li  tiefer  liegt,  als  der  Punkt  V,  wo- 
gegen das  zweite  Paar  - Qedl  nur  dann  positiv  ist,  dem  Drehungssinne 
CA’C'  entsprechend,  wenn  B zugleich  unter  A liegt.  Gleichwohl  ist  dieser 
letztere  Umstand  nicht  nothwendigit  Bedingung  für  die  Sicherheit  di^ 
Gleichgewichtes;  denn  w’ährend  dl  = Null  sein  kann  unabhängig  davon,  ob 
do  = Null  ist  oder  nicht,  wenn  nämlich  AA'  ein  Hauptnormalschnitt  der 
Fläche  (A)  ist,  wird  umgekehrt  mit  do  = 0 zugleich  auch  dl  — 0.  Das 
Gleichgewicht  ist  <ieslialh  sicher  oder  unsicher  bezüglich  auf  den  Sinn,  in 
welchem  der  Körper  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgedreht  wurde,  je- 
nachdem  sein  Schwerpunkt  B tiefer  oder  höher  liegt,  als  der  Punkt  C; 
der  Umstand,  ob  dabei  B tiefer  oder  höher  liegt,  als  der  Punkt  A,  bedingt 
nur  die  .-Vrt  der  kleinen  Schwingungen,  welche  der  Köriwr  um  seine  sichere 
Gleichgewichtslage  ausführt,  wenn  er,  sehr  wenig  daraus  entfernt,  den  be- 
treffenden Kräften  frei  überlassen  wird. 

Soll  nun  aber  das  Gleichgewicht  unbedingt  sicher  sein,  in  welchem 
Sinne  auch  der  Körper  aus  seiner  Gleichgewichtslage  herausgedreht  werden 
mag,  so  muss  offenbar  sein  Schwerpunkt  B tiefer  liegen,  als  der  Krüni- 
mungsmittelpunkt  C irgend  eines  Normalschnitts  der  Fläclie  (A)  für  dmi 
Punkt  A-,  es  muss  also  r,  -(-e  0 seiu,  wenu  r,  und  die  Krümmungs- 
halbmesser der  beiden  Ilauptnormalschnitte  sind  und  wenn  r,  somit 

/•j  der  kleinste  und  der  grösste  Krümmungshalbmesser  irgend  einc-s 
Normalschnittes  ist.  Das  Gleichgewicht  ist  theilweise  unsicher,  d.  h.  sicher 
oder  unsicher  je  nach  dem  Sinne,  in  welchem  der  Körper  aus  der  Gleich- 
gewichtslage entfernt  wird,  wenn  r,  -j-c  <[  0 - 'a-j-c,  es  ist  unbedingt 

unsicher,  wenu  ra-Uc  -CG  ist. 

Bei  dieser  Betrachtung  sind  nur  solche  Abweichungim  <les  Körpers 
von  seiner  Gleichgewichtslage  vorausgesetzt  worden,  bei  welchen  das  ver- 
drängte Wasservolumeu  unverändert  = V bleil)t.  Wenn  aber  zugleich  V 
eine  positive  oder  negative  Aenderung  — dV  erführe,  so  würde  daraus 
eine  entsprechende  Aenderung  — dJ‘  des  .\ultriebs  resultiren,  d.  h.  cs 
würde  zu  dem  in  A’  angreifeud  zu  denkenden  Auftrieb  J’=  Q — /Unoch 
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eine  Vcrticalkraft  rfi’ — y rfr  hinzukomnieu,  deren  Hichtuugsliuic  durch 
deu  Schwerpunkt  des  V'olumens  dV  geht,  welches  zwischen  den  die  Volu- 
mina y und  J'-i-dl'm  der  vcräuderteu  Lage  des  Körpers  ahschneidcuden 
Horizoutalehenen  enthalten  ist,  und  welcho  Kraft  aufwärts  oder  abwärts 
gerichtet  ist,  jeuachdeiu  dV  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat. 
Ersetzt  mau  diese  Kraft  durch  eine  iu  B angreifeude  gleich  grosse  und 
ilcich  gerichtete  Kraft  — dP  uud  durch  ein  Kräftei)aar,  so  kann  zwar 
letzteres  au  und  für  sich  betrachtet  deti  Körjier  je  nach  Umständen  iu 
seine  Gleichgewichtslage  zurückzudrehen  oder  weiter  daraus  zu  entferueu 
>irel)cii;  weil  aber  mit  jener  in  Ji  angreifenden  Kraft  zugleich  auch  das 
traglicho  Kräftepaar  verschwindet  fuicht  umgekehrt),  so  ist  dasselbe  ebenso 
Wenig  massgebend  für  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes 
wie  das  vorhin  besprochene  Kräftepaar  = Qedl,  uud  weil  ferner  die  in  B 
angreifeude  Kraft  = dP  den  Körper  immer  iu  solchem  Sinnt!  bewegt,  dass 
das  verdnlngte  Was.servolunien  wieder  = V wird,  so  werden  die  Bedin- 
gungen für  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  überhaupt 
davon  unabhängig,  ob  mit  der  unendlich  kleinen  Abweichung  von  der  Gleich- 
gewichtslage zugleich  eine  uueudlich  kleine  Aenderung  von  V verbunden 
ist  otler  nicht.  Es  sind  davon  nur  die  Schwingungen  abhängig,  welche  der 
Körper  iin  Falle  einer  sicheren  Gleichgewichtslage  um  die.se  ausführt. 

Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist  also 
immer  sicher  oder  unsicher,  jenachdeui  seiu  Schwerpunkt  B 
tiefer  oder  höher  liegt,  als  die  Krümmungsmittelpunkte  V 
aller  Normalschnittc  der  Fläche  {A}  für  ihren  Durchschnitts- 
punkt A mit  der  Schwimmaxe;  liegt  aber  B innerhalb  der 
Strecke  welche  der  Ort  der  verschiedenen  Funkte  ('  ist, 

so  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher  je  nach  der  Art, 
wie  der  Körper  unendlich  wenig  aus  der  Gleicligewichtslage 
entfernt  wird. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  auf  einen  anderen  .Vusdruck  bringen  gemäss 
der  Bemerkung,  dass,  wenn  eine  Fläche  {A)  im  Funkte  A biconcav  ist, 
so  das.s  die  Krümmuugsmittelpunktc  uud  (\  ihrer  betreffenden  Haupt- 
normalschnittc  iu  der  Normalen  des  Funktes  A auf  einerlei  Seite  von  A 
liegen,  alsdann  die  Strecke  B^L,  unter  B einen  Funkt  der  Normalen  ver- 
standen. eine  kleinste  oder  eine  grösste  Entfernung  dieses  Funktes  B von 
der  Fläche  oder  keines  von  beiden  ist,  jenachdem  iler  Funkt  B auf  der- 
selben oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  wie  der  Fuukt  A ausserhalb 
der  Strecke  Cj  C\ , oder  endlich  in  dieser  Strecke  T,  liegt.  Hiernach 
kann  mau  auch  sagen,  dass  die  Gleichgewichtslage  eines  schwim- 


Digilized  by  Google 


312 


GLKICUGKWICHT  8CHWIMMKNDKU  KÖBPKH. 


57. 


Fig.  17. 


mcndcn  Körpers  sicher,  unsicher  oder  zweifolhafl  sei,  jenach- 
deni  das  in  der  Sch wiiiiiiiaxe  liegende  l’er])endikel  vom  Schwer- 
punkte des  Körpi'rs  auf  die  Flitche  (A,  ein  Minimum,  ein  Ma- 
ximum oder  keins  von  beiden  ist. 

Wenn  man  sich  im  Kör|)er  von  seinem  Schwer])nnkte  B ans  alle 
Geraden  gezogen  denkt,  welche  Schwimmaxen  sein  können,  und  dieselben 
mit  y/N,  BU  oder  BZ  bezeichnet,  jenachdem  sie  einer  sicheren,  einer 
unsicheren  oder  einer  /weifelhatten  Gleichgewichtslage  entsprechen,  S4 
müssen  dieselben,  wie  sich  leicht  übersehen  lässt,  im  .Mlgemeineu  so  mit 
einander  abwechseln,  dass  sie  die  Fläche  (A),  event.  die  getrennten  Thcile 
derselben  in  solchen  l’nnkfen  S’,  und  Z (Fig.  17,  treffen,  welche  als 
die  Knoten  eines  ans  krummlinig-viereckigen  Maschen  gebildeten  Netzes 

betrachtet  werden  können,  und  zwar  so,  da.ss  in 
jeder  Masche  die  eine  Kiagonale  einen  l’unkt  .S' 
mit  einem  Punkte  fK  <lie  andere  zwei  Punkte  Z 
verbindet.  In  iler  Figur  ist  durch  Pfeile  der 
.‘'inn  angedentet.  in  welchem  der  ans  der  Gleich- 
gewichtslage entfernte  und  frei  bewegliche 
Körper  durch  die  wirksamen  Kräfte  gedreht 
wird;  diese  Pfeile  sind  gegen  die  Punkte  .S 
durchaus  hin,  von  den  Punkten  C/  durchaus 
weg  geinchtet,  während  die  Punkte  Z von  thcils  zngekehrten,  tlieils  al>- 
gewendoten  Pfeilen  umgeben  sind.  — 

Das  im  Vorstehenden  auseinander  gesetzte  geometrisch-statische  Ver- 
fahren. die  Sicln-rheit  oder  Unsicherheit  einer  Gleichgewichtslage  des  schwim- 
menden Körjiers  zu  prüfen*),  ist  nun  aber  trotz  seiner  .Anschaulichkeit 
doch  kaum  zur  jiraktischen  .Anwendung  in  concreteu  Füllen  geeignet,  weil 
die  Bestimmung  der  Fläche  '’A)  und  ihrer  Krümmung  zumeist  mit  grossen 
Schwierigkeiten  verbunden  sein  würde,  besonders  bei  solchen  Körpern 
'i..  B.  Schiffen),  deren  Gestalt  gar  nicht  mathematisch  detinirt.  sondeni  nur 
emi)irisch  gegeben  ist.  Zur  i)raktisehen  Bestimmung  der  Sicherheit  einer 
Gleichgewichtslage  lässt  sich  indessen  auf  analytisch-mechanischem  AVogc 
eine  einfache  Kegel  gewinnen  durch  die  Erwägung,  dass,  falls  den  Massen- 
elementen rf.l/  des  in  der  Gleichgewichtslage  schwimmenden  Körpers,  dessen 

Alasse  s(d.  ilurch  einen  .Anstuss  gewiss»'  unendlich  kleine  Geschvvin- 


• Eine  ähnliche  Untersuchung,  welche  hier  in  eine  andere  Form  gebracht 
und  weiter  ausgefUhrl  wurde,  findet  sich  in  C.  Gauberl’s  Traite  de  Mthaidipu’. 
Paris,  1841. 
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digkeitcli  = ?<„  niitgotheilt  worden,  einer  aiißlnglichen  lebendigen  Kraft 
des  Körj>ers  — cntspredieiid,  welelie  niiendlieli  klein  zweiter 


Unlnung  ist,  alsdann  das  Gleichgewicht  sicher  war.  wenn  auch  im  ganzen 
Verlauf  der  Bewegung  des  Körpers  seine  Abweichung  von  der  Gleich- 
zewichtslage  unendlich  klein  bleibt;  diese  Bewegung  besteht  dann  in 
unendlich  kleinen  Oscillationen  um  die  Gleichgewichtslage,  welche'  bei 
Abstraetion  von  Bewegnngswiderstäiiden  unaufhörlich  fortdaueni  würden, 
thatsöchlich  aber  immer  kleiner  werilen,  bis  der  Körjier  in  der  ursprüng- 
lichen (tleiehgewichtslage  wieder  zur  Ruhe  gelaugt. 

Ks  sei  f7>  (Fig.  IH)  die  Schwiminebene,  d.  h.  die  Ebene,  in  welcher 
dielYeio  AVasserobertläche  den  Körper  in  seiner  Gleichgewichtslage  schneidet, 

F der  Flilcheninhalt  dieses  Schnittes,  AB 
die  Schwimmaxe,  nändich  A der  Schwer- 
]mnkt  des  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
drängten Wasservolumens  V (des  von  der 
Schwimmebene  CD  ahgeschnitteuen  Volu- 
mens) und  B der  Schwerpunkt  des  Körpers, 
die  Entfernung  AB  — e (positiv  oder  ne- 
gativ, jeuachdem  B unter  oder  über  A liegt), 
ln  irgend  einem  .Viigeublicke,  in  welchem 
die  .Abweichung  des  Körpers  von  der  Gleichgewichtslage  (wenn  sie  auch 
im  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  von  endlicher  Grösse  werden  sollte) 
uoch  unendlich  klein  ist,  sei  LM  der  Schnitt  des  Körpers  mit  der  freien 
VTasserohertlüche,  das  von  ihr  abgeschnittene  verdrängte  Wasservolumen 
= ‘f>.  AK  die  llorizoutaleheue  durch  den  Schwerpunkt  <v  der  Schwimm- 
'•bene  r/>,  G'//die  Durchschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen.  J die  unendlich 
kleine  Entfoniung  des  runktes  N von  der  freien  Wasseroberfläche  (positiv 
oder  negativ,  jenachdem  .S'  darunter  oder  darüber  liegt),  i9-  dt>r  unendlich 
kleine  Winkel  zwischen  der  Schwimmaxe  AB  und  der  Lofhrechten,  also 
auch  zwischen  der  Schwimmeben«'  und  der  llorizontalebene.  Indem  nun 
die  bewegenden  Kräfte  aus  den  Schwerkräften  — AQ  der  Köri'crelemente 
und  ans  den  dem  Uoberdruck  entsprechenden  l’ressungen  auf  die  unter 
'Vasser  befindlichen  Obertlächeneleineute  des  Körpers  bestehen,  für  letztere 
aber  mit  rnterdrückung  ihrer  sich  an  fliehenden  llorizontalcomponenten 
die  entgi'gengesetzteu  Schwerkrätte  — y A4'  der  verdrängten  Wasserele- 
niente  zu  setzen  sind,  so  hat  man  nach  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kniffe,  wenn  die  Tiefe  eines  Körperelementes  resp.  eines  Volumenele- 
laeates  A>P  unter  der  freien  Wasseroberfläche  zu  .Anfang  der  Bewegung 
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(in  der  Gleicbgewichtslaue)  mit  z„  und  in  dem  betrachteten  Augenblick 
mit  z,  die  veränderliche  Gescliwiiidigkoit  eines  Kcirperelomcntes  mit  u 
bezeichnet  wird, 

wobei  die  :•{  ersten  Integrale  den  ganzen  Körper  umfassen,  während  das 
letzte  sich  über  das  Volumen  •!>  erstreckt,  somit  auch  z im  dritten  Integral 
positiv  und  negativ,  im  vierten  nur  positiv  ist.  Unter  ('  eine  C'onstante 
verstanden,  kann  diese  Gh'ichnng  einfacher  geschrieben  werden: 

JuhlM  JzdQ  - -Jy  j'zd'f»  + C 

oder  auch,  wenn  z'  die  augenblickliche  Tiefe  des  Punktes  B unter  der 
freien  Wasseroberfläche  bedeutet,  wegen 

JzdQ=  Qz’—yVz' 

J',i--dM^2YiVz—Jzd<l>)^  C (1). 

Indem  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wenigstens  zu  .Vnfang  der  llewegung 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  dürfen  bei  der  Herechniiug  des  Inte- 
grals jzd<l>{=^  dem  Moment  des  Volumens  in  lleziebnng  auf  die  freie 
Wasseroberfläche)  nur  unendlich  kleine  Glieder  von  höherer  als  der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt  werden.  Dieses  Integral  lässt  sich  in  verschiedene 
Destandfheile  zerlegen,  entsi»rechend  der  folgenden  ans  Fig.  18  ersicht- 
lichen Zerlegung  des  A’oliimens 

•f»  ^ r+  /A'Z.V  1-  <!U])K—  (lUVl. 

Das  Moment  des  von  der  Scliwimmebcne  VI)  abgeschnittenen  Volumens  U 
mit  dem  Schwerpunkte  A ist 

— r;V  — eeoK  }h)  = rf  z - c + u’j 

mit  einem  Fehler,  welcher  nur  unendlich  klein  von  der  vierten  Ordnung 
ist.  Die  übrigen  Uestandtheile  von  <I>  sind  ebenso  wie  ihre  Schwerpunkts- 
abstände  von  der  freien  Wasseroberfläche  unendlich  klein,  ihre  Momente 
bezüglich  auf  dieselbe  folglich  unendlich  klein  zweiter  Ordnung,  so  dass 
bei  ihrer  Berechnung  nur  die  Glieder  von  der  niedrigsten  Ordnung  be- 
rücksichtigt zu  werden  brauchen.  Sofern  nun.  wie  vorausgesetzt  wird,  die 
Körperoberfläclie  von  den  Kbenen  CD,  IK  und  LM  unter  endlichen  Win- 
keln geschnitten  wird,  die  Schnittflächen  also  mit  unendlich  kleinem  Fehler 
sämmtlich  = F gesetzt  werden  können,  ist  zunächst  das  Moment  des  Vo- 
lumens IKLM 
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Kür  die  hufforniigt'u  Voluiiiiua  G11J>K  und  GllCl  küiinen  diejeuigeii  ge- 
setzt werdeu,  weldie  von  den  Ebenen  Gl),  IK  und  von  der  durch  den 
Umfang  des  f'chniftes  CD  als  Leitlinie  bestimmten  verticalen  Cylinderfläche. 
begrenzt  werden.  Ist  dF  ein  Element  der  Seliwimmebene  CD  im  Abstande 
I von  der  Oeraden  Gli,  so  ergiebt  sich  das  Moment  dos  huftürmigen  Vo- 
lumens, welches  sich  vertieal  Uber  dem  Theil  GlID  der  Schwimmebene  bis 
zur  Ebene  GllK  erstreckt,  indem  man  dasselbe  in  verticale  prismatische 
Elemente  vom  (Querschnitte  dF  conti  und  von  der  Hohea:»««  ö-  zerlegt  denkt, 

= jdFcon  H . r »in  ( C — j = J xtl  ( J ) dF, 

wobei  das  Integral  sich  über  die  Flüche  GlID  zu  erstrecken  hat.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  Ausdruck  für  den  von  dem  anderen  huffOrmigeu  Volumen, 
welches  vertieal  unter  GlIC  liegt,  herrührendeu  negativen  Bestaudtheil  des 
• xth  xtl 

Integrals  wenn  man  ^ für  C -f-  setzt  und  den  ganzen  Aus- 

druck entgegengesetzt  nimmt,  falls  x absolut  verstanden  wird.  Indem  aber 
diese  beiden  .\enderuugen  zusammen  darauf  hinauskommen,  x mit  entg<’gen- 
«wetztem  Zeichen  zu  nehmen,  ist  auch  der  von  beiden  hufförmigen  Vo- 
lumen GIIDK  und  GllCI  zusammen  herrührendc  Bestaudtheil  von  Jzd‘f> 


falls  X auf  der  einen  Sidte  von  GH  positiv,  auf  der  anderen  negativ  ge- 
setzt und  die  Integration  über  die  ganze  Flüche  C'6'7> 7/ ausgedehnt 
wird;  mit  Kücksicht  darauf,  dass  die  Gerade  GH  durch  den  Schwerpunkt 
•'>  dieser  Flüche  geht,  ist  dann  der  Ausdruck  auch 

• i'f ^ • J9-* 

= (K  jxdF-\  JxhlF^  FF- (4), 


unter  FF  das  Trügheitsmoment  der  Schwimmebene  in  Beziehung  atif  die 
Gerade  GH  verstanden.  Die  Addition  der  Ausdrücke  (2),  (3)  und  (4) 
liefert 

j\d<h—  Viz  -c)-f  I FF-\-  ' Ve)tr- 

iiiid  somit  nach  Gl.  (1),  wenn  das  constante  Glied  in  der  Constanten 

C einbegriffen  wird, 


juhlM  ^(^FF+  re)IF‘\-\-C 
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In  dieser  Gleichiinp  bedeutet  C den  Werth  von  j n-dM  für  fh  =0. 

also  die  doppelte  lebendige  Kr.-ift,  welche  dem  Körper  in  seiner  Gleichge- 
wichtslage niitgetheilt  wurde;  es  ist  somit  C positiv  und  unendlich  klein 
zweiter  Ordnung.  Auch  der  ganze  .\usdruck  auf  der  rechten  Seite  von 
Gl.(5j  muss  seiner  Bedeutung  zufolge  wenigstens  immer  jmsitiv  sein.  Ist  nun 

/•v-4  rv<n. 

so  kann  dies  <ler  Fall  sein,  wenn  auch  J und  if  endliche  Werthe  aniiehmen 
sollten;  dass  das  Gleichgewicht  sicher  sei,  lässt  sich  dann  nicht  behaupten. 
Ist  aber 

Fr-  \-  />>n. 

so  ist  das  erste  Glied  des  .Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (5  > ne- 
gativ, dieser  .Ausdruck  selbst  kann  also  nur  dadurch  beständig  positiv  sein, 
dass  C und  >9-  immer  unendlich  klein  bleihen;  das  Gleichgewicht  ist  daun 
sicher.  Damit  es  unbedingt  sicher  sei,  wie  auch  der  Körper  unendlich 
wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt  werden  mag,  muss  natürlich  schon 

Fl,  ^ U od('r  'F 

sein,  unter  Fi,  - da,s  kleinste  Träghcitsmomeiit  der  Schwimmebeiie  fnr  ir- 
gend eine  Schwerimukfsaxe  verstanden,  d.  h.  das  Gleichgewicht  eines 
schwimmenden  Köri>ers  ist  sicher,  wenn  sein  Schwerpunkt  ent- 
weder unter  dem  Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers  liegt 
oder  in  einer  solchen  Höhe  darüber,  w elche  kleiner  ist,  als  der 
Quotient  ans  dem  kleinsten  Trägheit  smoment  des  in  der  Sch  wimm- 
ebene  liegenden  Köriierschnitts  dnreh  das  verdrängte  Wasser- 
volunicn. 

Jtas  Resultat  dieser  analytisch-mechanischen  Untersuchung  stimmt  mit 
dem  der  früheren  geometrisch-statischen  Betrachtung  überein,  wenu. 
unter  Fi^*  das  grösste  Trägheitsmoment  der  Fläche  F für  eine  .Schwer- 
punktsaxe  in  ihrer  Ebene  verstanden,  die  beiden  Hauptkrümnuingshalb- 
messer  der  Fläche  (A)  für  den  Funkt  A heziehungsweise 


FF 

gesetzt  werden,  und  wenn  allgemein  y —*'  gesetzt  wird  = dem  Krüm- 
mungshalbmesser desjenigen  Normalschnitts  der  Fläche  iAj,  in  welchem  der 
Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers  im  Körp<>r  fortrückt,  falls  dieser 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  unendlich  wenig  herausgedreht  wird  um  die 
Gerade  67/,  welcher  das  Trägheitsmoment  FF  entspricht.  Bildet  diese 
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Gerade  mit  der  Ajce  des  kleinsten  Trägheitsmomentes  den  Winkel  u,  so 
ist  bekanntlich 

*'*  —■  /,  " Killen,  also  r — r^  co»  -j- Cj  «/« -<f , 

während  der  Winkel  (i  zwischen  dem  Normalschnift  zum  Halbmesser  r und 
dem  Hauptnormalschuitt  zum  Halbmesser  r,  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

1 Hin- (i 

r ~ r, 

Garaus  ergielit  sich 

*■'  = I, ' 

Uja~f  r,  /,  ’ 

also  .1^«,  ausser  wenn  « = (»“  oder  yo“  und  somit  ist. 


58.  Oseillatloneii  schwimmender  KOrper. 

Wenn  ein  fester  Köriier,  welcher  auf  ilem  Wasser  in  einer  sicheren 
Gleichgewichtslage  schwimmt,  aus  derselben  entfernt  und  dann  der  Wirkung 
■«•iner  constanten  Schwere  und  des  veränderlichen  .\uftriebs  frei  überlassen 
wird,  so  oscillirt  er  um  die  Gleichgewichtslage,  falls  die  Entfernung  aus 
derselben  eine  gewisse  Grösse  nicht  überschritten  hatte.  Die  Gesetze, 
denen  diese  Oscillationen  folgen,  sollen  (mit  Heibehaltung  der  in  vorigem  §. 
gebrauchten  Buchstabenbezeichnungen  und  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  18 
daselbst)  unter  der  Voraussetzung  entwickelt  werden,  dass 

1)  die  Gestalt  und  Masseuvertbeiluug  des  Köriiers  sym- 
metrisch sind  in  Beziehung  auf  eine  durch  seine  Hchwimm- 
axe  AB  gehende,  in  der  Gleichgewichtslage  folglich  verticale 
Ebene 

2)  dass  auch  in  der  Lage,  in  welche  der  Körper  versetzt 
wurde  und  von  welcher  aus  seine  Oscillationen  ohne  .\nfangs- 
gescli windigkeit  beginnen,  jene  Ebene  BVD  vertical  ist, 

3;  dass  diese  .\ufaugslage  nur  wenig  von  der  Gleich- 
gewichtslage verschieden  ist. 

Die  Voraussetzungen  unter  2,  und  3i  können  auch  so  ausgedrückt 
Werden,  dass  dem  Körper  in  seiner  Gleichgewichtslage  durch  einen  Stoss, 
dessen  Richtungslinie  in  die  Symmetrieebene  fällt,  eine,  kleine  lebendige 
Kraft  ertheilt  wird.  Der  Körper  bewegt  sich  daun  so,  da.ss  seine  Symmetrie- 
ebene  beständig  in  derselben  Verticalebene  bleibt,  welche  auch  immer  den 
Schwerpunkt  Ä des  verdrängten  Wasservolumens  enthält;  in  dieser 
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Ebene  macht  die  Schwimmaxe  AB  kleine  Schwingungen  um  den  Punkt  B. 
während  dieser,  da  alle  beschleunigenden  Kräfte  vertical  sind,  kleine  gerad- 
linige verticale  Schwingungen  macht.  Die  augenblickliche  Lage  des  Körpers 
ist  bestimmt  durch  die  Tiefe  z seines  Schwerpunktes  B unter  der  freien 
Wasseroberfläche  und  durch  die  Neigung  der  Schwimmaxe  gegen  die 
Verticale.  Ist  aber  (Fig.  18)  R der  Punkt,  in  welchem  die  Schwimma.\e 
die  Schwimmebene  CD  trifft,  S der  Schwerpunkt  der  letzteren,  so  ist  mit 
BR  = r und  7ÖS'  = « bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung 


s’  =r  ;■  cosD-  Z — * Min  !h  = C -f-  » — i,  1,. 

die  augeublickliche  Lage  des  Körpers  also  auch  bestimmt  durch  J und  >1, 
welche  Grössen  als  Functionen  der  Zeit  t zu  entwickelu  sind.  Dabei  ist  t 
absolut  verstanden,  während  r,  g und  ^ positiv  oder  negativ  sind,  jenachdeui 
B unter  oder  über  der  Schwimmebeue, 

H unter  oder  über  der  freien  Wasseroberfläche, 

R über  oder  unter  .S  liegt. 

Für  die  Bewegung  des  Körperschwerpunktes  B hat  man  die  Gleichung: 


M 


d-z 

dl^ 


Q yV 

oder  mit  M=-  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 

y .'/ 


dK 

dr- 


d^ih 
' d(^ 


Unter  der  auch  im  vorigen  §.  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Körper- 
oberfläche von  den  Ebenen  CD,  JK  und  LM  (Fig.  18)  durchaus  unter  end- 
lichen Winkeln  geschnitten  werde  und  woraus  dort  bei  Vernachlässigung 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Gleichheit  der  Flächeninhalte  dieser 
drei  Körperschnitte  — F gefolgert  wurde,  ist  aber  auch  mit  ents])rechendcr 
Annäherung,  wie  leicht  ersichtlich, 

'!>  - V=r  FZ 

und  somit 


dK 


H 


(21 


Eine  zweite  Gleichung  zwischen  C,  U-  und  t kann  erhalten  werden, 
indem  bezüglich  auf  die  zur  Symmetrioebene  senkrechte  8chwerpuuk'ts;ix<' 
des  Körpers  das  Product  aus  seinem  Trägheitsmoment  = 3/i*  und  der 

dKh 

\V inkelbeschleunigung  - , ^ dem  Moment  des  dem  verdrängten  Wasser- 

Volumen  <P  entsprechenden  Auftriebes  gleich  gesetzt  und  dieses  Moment 


Digilized  by  Google 


§.ö8. 


OSriLLATIONKN  SCOTVTMMKNnER  KÖRPER. 


319 


als  eiuc  algebraische  Summe  von  4 Bestandtheilen  ausgedrückt  wird  analog 
denjenigen,  in  welche  das  Integral  jzd4>  im  vorigen  §.  zerlegt  wurde.  Zur 
Vermeidung  dieses  wiederholten  Zerlegungsverfahreus  kann  man  sich  in- 
dessen auch  der  Gl.  (5)  im  vorigen  §.  bedienen,  vrelche  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  daselbst  geliefert  hatte*;  indem  nämlich  die  doppelte 
lebendige  Kraft  des  Körpers 


fu^dM 


M 


dz  \ ^ 


\di.' 


+ JUP 


dlh\'^ 


dt 


ist,  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  jener  Gleichung  mit 


yV  . dz  dC  dit 

M — ‘ und  = ' — H - nach  G .(l) 
dt  dt  dt  ^ ^ 


dZ  dit 
dt  dt 


diVy 


+ GM-  k*)  [ "J'  j + -f  ' + Fe:.  = (’ 


und  daraus  durch  Differentiation 


d;d% 

dt  dt  * 


(dZd*tt  , dtUK 


dt  dt“- 


d»d“-{h 
~dt  di* 


+ f 


= 0. 


di 


Die  Summe  der  Glieder  dieser  Gleichung,  welche  den  Factor  “ ent- 

dt 

d» 

halten,  ist  =0  nach  Gl.  (2),  und  geht  somit  nach  Division  durch  die 
Gleichung  über  in: 


d%  , , ^^d*th 


*\dt*  ” dt 


H 


JFi*  -f  Vf]  & ^ 0 


dt“-  r 

oder  wieder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  in: 

dt*  ‘ vi*^^  n*  = " 


(3). 


* Dass  bei  der  Entwickelung  jener  Gleichung  ? nnd  ft  als  unendlich 
kleine  Grössen  vorausgesetzt  wurden,  wie  es  mit  Rücksicht  darauf  geschehen 
war.  dass  zwei  verschiedene  Schwimniaxen  des  Körpers  einen  beliebig  kleinen 
Winkel  mit  einander  bilden  können,  hindert  oft'enbar  nicht  die  angenäherte 
Gültigkeit  der  Gleichung  für  den  Fall,  dass  ? und  kleine  endliche  Werthe 
haben,  sofern  dieselben  ausserdem  als  so  klein  vorausgesetzt  werden,  dass  der 
aus  seiner  sicheren  Gleichgewichtslage  entfernte  und  frei  bewegliche  Körper 
sich  nicht  etwa  gegen  eine  andere  (jener  vielleicht  sehr  nahe)  sichere  (ileirh- 
gewichtslage  hin  bewegt. 
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Die  Elimination  von  , zwischen  dieser  Gleichung  und  01.  (2)  liefert 
at- 


endlich 


I + *■)  •/■VH-  />;  u ,, 

dr-^  n-  "'+-  Vk-  


Setzt  inan  zur  Abkürzung 

///’(/•*-}-  />) ///* 

riF~  ~ vk-  “ vk- 


wo  a,  h,  c positive  Grössen  sind  (A  gemäss  der  vorausgesetzten  Sicherheit 
der  Gleichgewichtslage  nach  vorigem  §.  und  c insofeni  als  die  mit  * 
bezeichnete  Strecke  FS  — Eig.  18  — absolut  verstanden  wird),  so  lassen 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sich  einfacher  schreihen: 

d“  **  I 

"b  T ~ 0 


d-^th 

dr-  + 

Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  dem  vorläufig  unbestimmten 
Factor  / multiplicirt  und  zur  ersten  addirt,  so  folgt 

H + (" -{- >t<i  k -J-  ' ff  =(i 

dt^  ' ' ' I-  ' e k /r 

oder,  wenn  jetzt  / gemäss  der  Gleichung 

Ä *-}  k)  


II  k Xi‘ 


= / oder  r/-  k("  f>  A.<  — (I 


bestimmt  wird. 


Die  beiden  Werthe  von  X.  welche  der  Gleichung  (7)  (‘iitsprechen.  sind  reell 
und  von  entgegengesetzten  Zeichen.  Die  entsjirechenden  zwei  Werthe  lon 
II  Xc  sind  also  auch  reell  und  zwar  positiv;  denn  die  Substitution  \oii 

, . II  - " 

a -j-  /(•  tj.  also  / = 

c 

in  Gl.  (7j  liefert  eine  Gleichung: 

//-  — - 1«  k V k /'  — '■*) 

deren  Wurzeln  positiv  sind,  weil  ausser  n und  A auch 

uF 

a — c»=  nach  den  Gleichungen  (."> 
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eine  positive  Grösse  ist.  Das  Integral  von  Gl.  (8)  ist  somit  in  reeller  Form 
^ -j-  /i>  — A CO»  (<  -f-  /r)  + »in  [ t V" ' K 

unter  A und  B Constante  verstanden.  Wird  aber  die  Zeit  t von  dem 
Angenblick  an  gerechnet,  in  welchem  der  etwas  aus  der  Gleichgewichtslage 
tntfemte  Körper  mit  den  (als  gleichzeitig  vorausgesetzten)  Werthen 


(/.‘I 

dt 


^0 


Seine  schwingende  Bewegung  beginnt,  so  ist  11  = 0.  also 
H Xit  = A CO»  \t  'y'a  -•  /c). 

Diese  Gleichung  umfasst,  wenn  die  beiden  Wurzeln  von  Gl.  (7)  mit  /, 
und  /ij  bezeichnet  werden,  wenn  also 

Al“ s- ’ 

gesetzt  wird,  die  folgenden  zwei  Gleichungen: 

^ + = A^co»(tya c)  I 

5 -f  Xjc)  I 

ans  welchen  g und  Ih  leicht  gefunden  werden  können,  während  die  Con- 
stanten  .•/,  und  A^  durch  die  Anfangswerthe  von  g und  H bestimmt  sind: 


(11). 

Wenn  man  auf  der  Geraden  ItS  (Fig.  18,  §.  ,')7),  in  welcher  die 
Svmmetrieebene  des  Körpers  seine  Schwimmebene  CD  schneidet,  vom 
Schwerpunkte  S der  letzteren  aus  die  Strecke  SI\  = im  Sinne  RS  und 
die  Strecke  SP.^  = — im  Sinne  SR  abträgt,  so  bewegen  sich  die  Pro- 
jcctionen  der  Punkto  und  P^  auf  eine  zur  Symmetrieebene  des  Körpers 
senkrechte  Verticalebeuo  gemäss  Gl.  (10)  nach  demselben  Gesetze  svie  die 
Horizontaliirojection  des  materiellen  Punktes  eines  mathematischen  Pendels 
hei  sehr  kleinem  -Ausschlagwinkel;  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  ist 


für  den  Punkt  i', : T”, 


•J.r 

\»  + X,c 


(12). 


2jt 

und  für  den  Punkt  7',. : 71,  = --  __ 

y rt  x.jC 

Ihe  Grössen  C und  &•  einzeln,  sowie  auch  die  davon  abhängigen  Grössen 
'ausser  C -f- Ä, und  iusbesondere  die  Tiefe  z'  des  Körper- 

5chwer])unktes  B unter  der  freien  Wasseroberfläche  (Gl.  1),  sind  in  zu- 
sanummgesetzter  Weise  j)eriodisch  veränderlich;  die  Periode  ist  die  kleinste 

Orft«hof,  theoret.  Haachinenlebre.  1.  21 
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Zeit,  welche  durch  und  theilbar  ist,  im  Allgemeinen  = T^T^.  — 
Ist  insbesondere  * = 0,  also  auch  c = 0,  wie  es  namentlich  dann  der 
Fall  ist,  wenn  der  Körper  noch  eine  zweite  Symmetrieebenc  hat, 
welche  die  erste  in  der  Schwimmaxe  rechtwin kelig  schneidet, 
und  wie  es  z.  15.  bei  Scliiffen  iiiiherungswei.se  angenommen  werden  kann, 
so  ist  nach  (il.  (6) 


dt“-  ' 


(I; 


dl“- 


hn  ^0. 


Daraus  folgt,  wenn  die  Zeit  von  einem  .\ugenblieke  an  gerechnet  wird,  in 
welchem  C resj),  if  am  grössten  = C«  resji.  ist. 


: = s,  eoH  ’t  V '0  — S.  ' 

i)  — i‘/„ cnit't  I A ) i‘f,|  I 


d a II  e ) 


L i 

V 

y V) 

(t 

^ VI“- 

C und  somit  die  S( 

1 V 

*)-»■,  

* 'jF 

r 13\ 


der  Schwimmaxe 


^ ?>) 


. . . (14  . 


Die  Resultate  vorstehender  Untersuchung  werden  besonders  im  vierten 
Theile  dieses  Werkes  Anwendung  linden  bezüglich  der  Kegeln  für  den  Bau 
und  die  Ladung  von  Schiffen. 


b.  Gleichgewicht  des  Wassers  mit  Rücksicht  auf  Moleknlarkrifte 

Die  im  Vorhergehenden,  insbesondere  die  in  §.  55  gefundenen  Gleicli- 
gewichtsgesetze  des  Wa.ssers  beruhen  wesentlich  auf  der  Voraussetzung 
gleichförmiger  Dichtigkeit,  überhaupt  einer  durch  die  ganze  Masse  gleich- 
förmigen Molekularbeschaflfenheit  desselben;  in  letzter  Reihe  beruhen  sic 
auf  den  in  §.  5.3  benutzten  allgemeinen  Gleichungen  (G)  in  §.  5,  welchen 
ihrerseits  die  Voraussetzung  einer  in  demselben  Punkte  für  alle  Ebenen 
stets  gleichen  Pressung  als  wesentliches  Kriterium  des  Flüssigkeit-szustandes 
zu  Grunde  liegt.  Rei  der  als  gleichförmig  angenommenen  Temperatur  und 
mit  Rücksicht  auf  die  sehr  unbedeutende  Zusammendrückbarkeit  des  Wassers 
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(odor  irgond  einer  tropfbaren  Flüssigkeit)  sind  jene  Voraussetzungen  zwar 
unbedenklich  für  alle  materiellen  Punkte  im  Inneren,  welche  in  solcher 
Entfernung  von  der  Oberfläche  liegen,  dass  die  von  den  übrigen  materiellen 
Flttssigkeits))unkten  auf  sie  ausgeübten  Molekularkräfte  rings  herum  gleich- 
förmig verthcilt  sind,  während  die  Wirkung  der  von  den  materiellen  Punkten 
einer  festen  Wand  ausgehenden  Molekularkräfte  sich  nicht  bis  zu  ihnen 
orstreckt;  zunächst  der  Oberfläche  dagegen,  und  zwar  sowohl  der  freien 
(von  einer  luftfürmigen  h'lüssigkeit,  insbesondere  von  der  atmosphärischen 
hilft  berührten),  als  auch  der  Wand-OherHäche,  können  die  einen  oder  die 
anderen  jener  Molekularkräflc  (die  (’ohäsions-  und  Adhäsionskräfte)  oder 
beide  zusamineu  eine  wesentlich  andere  Dichtigkeit  und  überhaupt  eine 
andere  mittlere  Grupiiirung  der  materiellen  Punkte,  sowie  auch  einen 
.uxleren  S])annnngszustand  bedingen,  wie  im  Inneren  der  P'lüssigkeit,  und 
wenn  auch  die  betreffende  Oliertlächenschicht  nur  unmesshar  dünn  ist,  .so 
können  doch  die  Gleichgewichtsgesetze  u.  U.  merklich  dadurch  beeinflusst 
werden.  Bei  der  folgenden  Ilerleitung  der  wichtigsten  dieser  Gesetze  wird 
ausser  den  fraglichen  Molekularkräften  und  dem  gleichförmigen  äusseren 
Druck  = an  der  freien  Obertiäche  nur  die  Schwere  als  wirksame  Kraft 
vorausgesetzt,  so  dass  ohne  die  Wirkung  der  Molekularkräfte  die  freie 
Oberfläche  eine  horizontale  Eibene  wäre. 


§.  ö9.  Der  ColiSsioiisdruck  und  die  CohHsiouseonstaiite. 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Gleichgcwichtserscheinungen  einer  Flüssig- 
keit gehen  sich  besonders  dadurch  als  abweichend  von  den  im  Vorigen  her- 
geleiteten  Gesetzen  zu  erkennen,  dass  trotz  der  Gleichförmigkeit  des  äusseren 
Drucks  =/)„  uud  der  verticalen  Richtung  der  einzig  wirksamen  äusseren 
•Ma  .«senkraft  (der  Schwerei  die  freie  Obertiäche  theilweise  gekrümmt,  und 
zwar  an  irgend  einer  Stelle  um  so  stärker  convex  oder  concav  nach  aussen 
gekrümmt  ist,  je  mehr  diese  Stelle  tiefer  oder  höher  liegt,  als  der  hori- 
zontale ebene  Theil  der  freien  Obertiäche.  Ist  in  I’ig.  1!»  Alt  ein,  Theil 
der  krummen,  CJ>  ein  Theil  der  horizontalen  freien 

- .-I  P Obertiäche  (z.  B.  Ali  ein  Theil  der  Quecksilberober- 

fläclie  im  Inneren  einer  otfenen  Glasröhre,  welche 
in  eiu  Gefäss  getaucht  ist,  in  dem  das  (Quecksilber 
ausserhalb  der  Röhre  bis  zur  Horizontalebene  CI) 
steht),  so  ist  die  freie  Obertiäche  so  gestaltet,  wie 
sie  es  auf  Grund  der  bisherigen  Gesetze  sein  müsste,  wenn  der  äussere 

21* 
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Druck  nicht  constant  =Pai  sondern  in  irgend  einem  Punkte  B der 
<)berfläche 

+ (!' 


wäre,  unter  y das  gleichförmige  specifischc  Gewicht  der  f'l(ls.sigkeit  und 
unter  s die  (positive  oder  negative)  Tiefe  des  Punktes  B unter  der  Ilori- 
zontalebeue  CD  verstanden.  Die  Cohäsiouskräfte,  d.  h.  die  Molekular- 
kräfte, mit  denen- die  Flüssigkeitsinolekdle  gegenseitig  auf  einander  wirken, 
verursachen  also  eine  solche  Aeuderung  des  inneren  Zustandes  der  Ober- 
tlächenschicht,  welche  hinsichtlich  ihres  Einflusses  auf  die  Gleichgewiclits- 
erscheinungen  durch  eine,  veränderliche  Nonnalkraft.  = yz  pro  Flächenein- 
heit der  freien  Oberfläche  ersetzt  werden  kann;  diese  Normalkraft,  welche 
den  äusseren  Druck  vergrössert  oder  verkleinert,  jenachdem  z positiv 
oder  negativ  ist,  heisse  der  Cohäsionsdruck.  Es  fragt  sich,  wie  derselbe, 
also  auch  die  Grösse  2 mit  dem  inneren  Zustande  der  Oberflächenschicht 
und  mit  ihrer  Krümmung  zusammenhäugt. 

Ein  nach  jeder  Richtung  unendlich  kleines  Element  dF  der  krummen 
Oberfläche  hei  B (Fig.  19)  werde  von  einer  Normalen  rings  umfahren  urul 
die  dadurch  erzeugte  Fläche  bis  auf  eine  kleine  Erstreckung  in  das  Innere 
der  Flüssigkeit  als  eine  feste  undurchdringliche  Wand  betrachtet,  welche 
in  der  angrenzenden  Flüssigkeit  keine  Aenderung  ihrer  oberflächlichen  B«>- 
schatfenheit  verursacht;  ebenso  werde  die  verticale  Cjiiiulerfläche.  welche 
ein  endliches  Stück  =F  der  horizontalen  Oberfläche  CJ)  eiiLschliesst,  bis 
auf  eine  kleine  Strecke  nach  aussen  (nach  oben)  als  eine  feste  undurch- 
dringliche Wand  ohne  Einfluss  auf  die  oberflächliche  Reschaffenheit  der 
angrenzenden  Flüssigkeit  betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  ist  es  eine 
virtuelle  (mit  der  Natur  und  den  Bedingungen  des  Systems  verträgliche' Ver- 
rückung, wenn  man  annimmt,  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  werde  unter- 
halb der  das  Element  dF  umschliessendcu  Wand  um  die  unendlich  kleine 
Strecke  6n  in  normaler  Richtung  einwärts  verschoben  und  innerhalb  der 
das  Flächenstück  F einschliessenden  Wand  um  den  entsprechenden  Betrag 


dF 

— ,,  gehoben;  das  Gleichgewicht  erfordert,  dass  die  dieser  virtuellen 

T * 


Verrückung  entsprechende  Arheitssumme  aller  wirksamen  Kräfte  = Null  sei. 

Diese  Kräfte  sind:  der  äussere  Druck  auf  die  Oberfläche,  die  Schwere 
und  die  Molekularkräfte.  Die  Summe  der  .Arbeiten  des  äusseren  Drucks 
auf  die  verschobenen  Tlieile  dF  und  F der  Oberfläche  ist 


dF 


p^^dFdn  — p„F.  d«  = (). 
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Die  Arbeit  der  Schwere,  eutsjircclieud  der  F^hebuivg  des  Flü.ssigkcitsvo- 
liimciiH  — ilFön  von  der  Stelle  B bis  zur  lIorizoiitaleb(>ite  VJ).  ist 

= — yzdl-'dii (2). 

Die  .Arbeit  der  Molekiilarkrüfte  endlich  ist  dadurch  bedingt,  dass  mit  der 
uoririaleii  Verschiebung  des  OberHächenelementes  <IF  bei  B ini  .Allgimieinen 
zugleich  eine  Grös.souilnderung  desselben  verbunden  ist.  Dii^  veränderte 
Grosse  sei  = riF — ddF\  dann  ist  die  Arbeit  der  Molekularkräfte 

wenn  dt'r  ('oefticient  ji,  die  sogenannte  (’ohäsionsconstanle,  die  .Ar- 
beit zur  Uinwandlnug  einer  Flächeneinheit  der  Oberflächen- 
schicht in  den  Znstand  der  homog(>nen  Flüssigkeit  im  Inneren 
der  Masse  bedeutet.  Hetrachtet  man  dF  als  ein  rechteckiges  Flächenele- 
ment  = dxds\  unter  du  und  d»'  die  von  B aus  gerechneten  Hogeneleinente 
zweier  sich  rechtwinklig  schneidender  Mormalschnittc»  der  übertläche  ver- 
standen. deren  Krümmungshalbinesser  ^ q und  (>’  seien  ^])Ositiv  oder  ne- 
gativ, jenachdem  der  betreffende  Schnitt  nach  aussen  convex  oder  concav 
ist  ',  so  hat  man 


also 


(UlF —(  -f-  ,)dF(')ii 

' C'  0 / 

und  die  .Arbeit  der  Molekularkräfte: 


Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  (2;  und  (.OJ  = Null  gesetzt  ergiebt 
den  Cohäsiousdruck 


Der  ronstanteu  ß kann  auch  eine  andere  Deutung  gegeben  werden. 
Nimmt  man  nämlich  an,  es  tinde  in  der  Obertlächenschicht  der  Flüssigkeit 
eine  S|ianniing  statt  von  gleicher  Grösse  an  jeder  Stelle  und  nach  jeder 
Kiclitung,  =ß  pro  Ijängeneinhoit  irgend  eines  Normalschnittes  der  Schicht, 
so  wirken  auf  das  Klement  der  fraglichen  Schicht,  welches  dem  ftberflächen- 
elcnient  dF  = dtdn'  entspricht,  au  den  beiden  Rändern  von  der  Länge  ds' 
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die  gloichon  Kräfte  —lidu'  unter  dem  Winkel 
tauten 


.T  — 


d» 


mit 


der  Besul- 


du'  »in 


d» 

-(> 


dF 

(> 


normal  zur  Fläche.  Ebenso  entsprechen  die  Spannungen  an  den  heideii 

dF 

anderen  RandHachen  der  Normalkraft  . Die  Spannung  rings  am  Um- 


Flächeneinheit  den  durch  Gl.  (I)  bestimmten  spccif.  (,'ohäsionsdruck.  Die 
('ohä.sionscoustaute  ß kann  also  auch  betrachtet  werden  als  die 
Grösse  einer  gleichförmigen  Spannung  der  Oherflächenschiclit 
pro  Längeneinheit  irgend  eines  Normalschnitts  derselben. 

Der  Zustand  der  Obertlächenschicht  i.st  also  schon  insofern  wesentlich 
verschieden  von  dem  der  übrigen  Flüssigkeit,  als  dort  die  Pressung  iu 
demselben  Punkto  nicht  für  alle  Ebenen  gleich  ist,  wie  es  die  allgemeineu 
Gleichungen  (G  in  §.  f)  voraussetzen,  auf  denen  die  Gesetze  in  §.  53  u.  ff. 
beruhen.  Wenn  man  längs  einer  Normalen  7EY(Fig.  19)  die  Oberflächeii- 
schicht,  deren  Dicke  = f sei,  durchdriugt,  so  wächst  die  Pressung  in  den 


zu  FF'  senkrechten  Ebenen  von  bis 


-hß  I 


die  Pres- 


sung in  jeder  durch  FF  gehenden  Ebene  dagegen  ist  anfangs  negativ, 
nimmt  absolut  genommen  allmahlig  ab,  geht  au  einer  gewissen  mittlereu 
Stelle  der  Schichtdicke  durch  Null,  uiul  wächst  dann  als  eigentliche  Pres- 


sung bis  1-  ,)  an  der  inneren  Fläche  der  Schicht.  Der 

V p (i  / 

Mittelwcrth  dieser  Pressung  in  den  Normalschnitten  der  Schicht  ist  ne- 
gativ = — ^ pro  Flächeneinheit.  Erst  an  der  inneren  Seite  der  Oberflächeu- 


schicht ist  die  Pressung  nach  allen  Richtungen  gleich  gross  ^ p geworden; 
erst  von  hier  an  werden  deshalb  die  Gesetze  von  §.53  u.  ff.  wieder  gültig, 
wenn  mau  ilie  Oberflächenschicht  dadurch  ersetzt,  dass  der  gegebene  äus- 
sere Druck  p^^  durch  den  Cohäsionsdruck  ergänzt  wird. 

Die  Spannung  Cnegative  Pressung)  der  Oberflächenschicht  ist  diircli 
eine  grös.sere  Entfernung  der  nach  jeder  tangentialen  Richtung  benach- 
barten Flüssigkcitsmoleküle  zu  erklären,  so  dass  im  Durchschnitt  ihre 
Massenmittelpunkte  iu  den  Anziehungsräumen  f'§.  45)  der  im  Sinne  der  be- 
treffenden Tangentialebenen  nächst  benachbarten  jMoleküle  liegen,  während 
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in  (ItT  übrigen  f’lüssigkeit,  wo  unter  dem  Einflüsse  des  äusseren  Drucks 
nach  allen  Richtungen  Pressung  statttindet,  die  Moleküle  sich  im  Durch- 
schnitt näher,  nämlich  ihre  Miissenmitteliuinkte  in  den  Abstossuugsräumen 
der  nächstbenachbarten  liegen  müssen.  Dio  Oberflächenschicbt  ist 
also  weniger  dicht,  als  die  übrige  Flüssigkeit,  und  es  ist  die  je- 
denfalls positive  Cohäsionsconstaute  jJ  als  eine  zur  entspreebenden  Ver- 
dichtung aufzuwendende  Arbeit  zu  betrachten.  Durch  directc  Versuche, 
also  etwa  durch  den  Nachweis,  dass  dieselbe  Flüssigkeitsmasse  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  bei  grosser  freier  Oberfläche  ein  grösseres  Vo- 
lumen hat,  als  bei  kleiner,  hat  freilich  jene  kleinere  Dichtigkeit  der  Ober- 
tlächenschicht  bisher  nicht  constatirt  werden  können.  Zur  Schätzung  ihrer 
Dicke  / gewährt  die  bestimmbare  kleinstmögliche  Dicke  einer  BlasenhUlle. 
z.  B.  der  wässerigen  Hülle  einer  Seifenblase,  einigen  Anhalt;  indem  Pla- 
teau die  letztere  als  2/  betrachtete  (?),  bestimmte  er  für  Wasser 
/=0,()0(K)57  ^lillim. 

Bei  der  Allmähligkeit  der  Zustandsänderung  von  aussen  nach  innen  ist 
Cihrigens  eine  bestimmte  Grenze  zwischen  Oberflächenschicht  und  homo- 
gener Flüssigkeit  kaum  anzugeben,  und  obige  Zahl  wohl  nur  als  ein  Mini- 
malwerth zu  betrachten. 

Ist  eine  solche  Blase  kugelförmig,  der  äussere.  Druck  auf  die  äus- 
sere, />,  derselbe  auf  die  innere  Oberfläche  (die  Pressung  des  Gases  oder 
Dampfes  im  Inneren  der  Blase),  und  ist  die  Hülle  sehr  dünn  im  Vergleich 
mit  dem  Halbmesser  r,  so  kann  die  Summe  aus  dem  äusseren  und  dem 
Cohäsionsdruck 

o 

für  dio  äussere  Oberfläche  ~ 

o 

„ ,,  innere  „ ^ p,  — “ 


gesetzt  werden,  so  dass  im  Gleichgewichtszustände 

J'o+  — Px  — Px  --  Pxx  — „ 

r r r 


ist.  Bei  sehr  kleinen  Bläschen  ist  die  Pressung  innerhalb  we- 
sentlich grösser,  als  ausserhalb.  Setzt  man  z.  B.  nach  §.  f>2  fftr 
Wasser  und  für  Gramm  iintl  Meter  aJs  Kraft-  und  Längeneiidieiten  ß — 5, 
so  wäre  für  r = U.OOOl,  d.  h.  für  eiu  Bläschen  von  0,2  Millim.  Durch- 
messer — p„  = 200000  Gr.  pro  Quadratm.  = 200  Kgr.  pro  Quadratm. 
= U.()2  Atin. 
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Ebenso  wie  an  der  freien  Oberfläclic  einer  Flüssigkeit  ist  auch  an 
ihrer  Wand-Oberfiärhe,  d.  h.  an  dem  von  einer  festen  Wand  berührten 
Theil  ilirer  Oberfläche  in  einer  Schicht  von  sehr  kleiner  Ilicke  «’  ein  in- 
nerer Zustand  vorauszusotzen.  welclier  in  Folge  der  Molekularkräflo  von 
dem  der  homogenen  übrigen  Flüssigkeit  verschieden  ist.  Dabei  kann  aber 
die  mittlere  Dichtigkeit  dieser  Wand -Oberflächenschicht  grösser  oder 
kleiner,  als  die  der  übrigen  Flüssigkeit  sein  je  nach  dem  Verhältnisse  der 
Cühäsions-  und  der  Adhäsionskräfte,  d.  h.  der  Molekularkräfte,  welche 
zwischen  den  Flüssigkeitsmolekülen  gegenseitig  sowie  zwischen  ihnen  und 
den  Wandmolekülen  statttinden.  Ilezeichnet  also  « die  Arbeit  zur  IJm- 
wandluiig  homogener  Flüssigkeit  in  eine  Flächeneinheit  der 
Wand-Oberflächenscliicht,  so  kann  diese  sogenannte  -Vdhäsions- 
constante  a (im  Gegensätze  zu  der  stets  positiven  Cohäsionsconstantcu 
i'J)  je  nach  Umständen  positiv  oder  negativ  sein.  Von  dem  Verhältnisse  der 
Constanten  « und  und  vom  Vorzeichen  der  ersteren  hängt  der  sogt»- 
nannte  Rand  Winkel  rf,  ab.  d.  h.  der  Winkel,  unter  welchem  im  Gleich- 
gewichtszustände die  freie  und  die  Wand -Oberfläche  in  der  Randlinie 
sich  schneiden. 

Dies  zu  erkennen,  sei  die  Ebene  von  Fig.  20  die  Normalebeiie  der 
Fig.  üo.  Randliuie  im  Punkte  A,  A W ein  Element  ihres  Schnitts 
mit  der  Wandflüche,  AJ'  ein  Element  ihres  Schnitts  mit 
der  freien  Oberfläche.  Der  Winkel  WAF  ist  dann  der 
eiits])rechenilc  Randwinkel  ff,  welcher  als  deijenige  spitze 
oder  stumpfe  Winkel  verstanden  wird,  um  welchen  der 
Schenkel  AW  oder  durch  die  Flüssigkeit  hin- 
durch gedreht  werden  muss,  um  in  die  Richtung  des  an- 
deren zu  gelangen.  Ist  nun  AA'  — da  ein  Element  der 
Randlinie,  U"A'F'  der  Randwinkel  für  den  Punkt  A',  und  werden  die 
Ebenen  WAJ‘'  und  W'A'F’,  sowie  eine  Fläche,  welche  durch  das  Linien- 
eleraent  FF'  in  der  freien  FlU.ssigkeitsoberfläche  normal  zu  der  letzteren 
gelegt  wird,  bis  auf  kleine  Strecken  nach  aussen  (nach  oben  als  feste  un- 
durchdringliche Wände  ohne  Einfluss  auf  die  Beschaffenheit  der  angren- 
zenden Flüssigkeit  betrachtet,  so  kann  als  virtuelle  Verrückung  eine  solche 
Deformation  der  Flüssigkeit  angenommen  werden,  bei  welcher  die  freie 
Oberfläche  zwischen  den  eben  genannten  indifferenten  gedachten  Wänden 
und  der  gegebenen  materiellen  festen  Wand  um  die  unendlich  kleine 
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Strecke  6n  = AB  — FG  in  normaler  Richtung  nach  aussen  und  ein  end- 
lich grosses  Stück  der  horizontalen  Oberfläche  iiinerhalh  einer  (wie  §.  .')9) 
cedachten,  dasselbe  umschliessendcu  iudilTerentcn  verticalcn  Cylinderflüche 
um  eine  entsprechende  Strecke  einwärts  (nach  unten)  tbrtrückt.  Die 
Summe  der  entsprechenden  virtuellen  Arbeiten  des  äusseren  Drucks,  der 
Schwere  und  der  Molekularkrafte  muss  daun  wieder  — ' Null  sein. 

CliG  und  V' Jf  G'  seien  die  neuen  Schnitte  der  freien  Oberfläche  mit 
den  Ebenen  der  Randwinkel  WAF  und  If'A'F',  AC  — du,  BC  ~ ()b. 
N'nn  ist  zuvörderst  die  Arbeit  des  äusseren  Drucks  wieder  für  sich 
= Null,  wie  immer,  weil  die  Inhalte  der  verschobenen  Theile  der  freien 
Oberfläche  ihren  normalen  Verschiobungeu  umgekehrt  proportional  sind. 
Die  .\rbeiten  der  Schwere  und  der  Molekularkräfte,  welche  der  Versetzung 
eines  Flüssigkeit.svolumens  = ACGF  . ^LA'  von  der  Höhe  der  horizontalen 
OlHTfläclie  in  die  Höhe  des  Punktes  A,  sowie  der  Orössenänderung  des 
Elementes  AF'.ÄA'  der  freien  Oberflächenschicht  in  BG  . BB'  entsprechen, 
«iud  unendlich  klein  dritter  Ordnung,  und  können  deshalb  vernachlässigt 
werden  im  Vergleich  mit  den  unendlich  kleinen  Molekulararbeiten  zweiter 
tinlnung 

— u.AC  . AA'  =udiidii  zur  Verwandlung  homogener  Flüssigkeit  in  Wand- 
Oberflächenschicht,  und 

= — . BC . BB'  = — j^dbdx  zur  Verwandlung  homogener  h'lüssigkeit  in 
freie  Oberflächeuschicht.  Die  Summe  der  letzteren  Arbeiten  muss  also 
für  sich  =Null  sein,  woraus  folgt. 


(in 


= COX  (f 


a 


(1). 


Bei  gegebenen  Zuständen  der  freien  und  der  Waud-Oberflächenschicht 
bat  also  der  Handwinkel  ein<<  constante  Grösse,  und  ist  sein  Cosinus  — 
di-m  Verhältniss  der  Adhäsions-  und  der  Cohäsionsconstanten.  Auch  der 
(’on.stanteii  « kann  eine  andere  Deutung  gegeben  werden,  welche  der  Hc- 
ileutung  von  ß als  einer  in  der  fnden  Oberflächenschicht  statttimUmdeu 
'pauuung  entspricht.  Vermöge  der  letzteren  wird  nämlich  auf  den  Flüssig- 
keitsfaden, in  welchem  sich  die  freie  und  die  Wand-Oberfläch(‘nschicht  am 
Hände  durchdringeu,  eine  Kraft  ß i>ro  Längeneinheit  im  Sinuc  AB' 
'Fig.  20)  ausgeObt.  Dieselbe  zerliillt  in  eine  zur  Waud  normale  Coinpo- 
iiente  = ß sin  cf  und  iu  eine  Componente  = ß cos  r/  nach  der  Richtung  A II'. 
Letztere,  nach  Gl.  1)  = «,  muss  mit  einer  gleichen  und  entgegengi'setzten, 
von  der  Waud-Oberflächenschicht  auf  den  Randfaden  ausgenbten  Kraft  im 
Gleichgewicht  sein,  und  es  kann  also  die  Adhäsionscoustante  a als 
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die  Grösse  einer  Pressung  der  Wand-Oberflächenschicht  pro 
Längeneinheit  eines  Normalschnitts  derselben  betrachtet  wer- 
den, so  dass  — den  Mittchverth  der  entsprechenden  Pressung  pro  Flächen- 
w 

einheit  bedeutet.  Dieselbe  ist  offenbar  als  ebenso  gleichförmig  nach  allen 
Richtungen  in  der  Wandschiebt  wie  die  Spannung  in  der  freien  Ober- 
flächenschicht  zu  betrachten;  doch  kann  sie  positiv  oder  negativ,  eine  ei- 
gentliche Pressung  oder  Spannung  sein,  jenachdem  <p  spitz  oder  stumpf, 
also  a positiv  oder  negativ,  die  Wandschicht  dichter  oder  weniger  dicht, 
als  die  übrige  Flüssigkeit  ist. 

Eine  grössere  Dichtigkeit  der  Wandschicht  ist  dem  Umstande  zuzu- 
schreiben,  dass  sie  von  der  angrenzenden  Wand  stärker,  als  von  der  l>e- 
nachbarten  homogenen  Flüssigkeit  angezogen  wird,  so  dass  das  Gleichge- 
wicht eine  entsj)rechende  Zunahme  der  Abstossung  durch  grössere  Annä- 
luTung  der  Moleküle  erfordert.  Wenn  in  diesem  Falle,  welcher  einem  po- 
sitiven Werth  von  « und  einem  spitzen  Raudwiukel  entspricht,  eine  rela- 
tive Bewegung  der  Flüssigkeit  längs  der  Wand  im  Sinne  AW  (Fig.  20) 
stattfindet,  wenn  man  etwa  die  Wand  im  Sinne  WA  bewegt,  so  wird  sic 
genetzt,  d.  h.  es  bleibt  eine  dünne  Flüssigkeitsschicht  au  der  Wand 
haften,  und  zwar  (abgesehen  von  den  Einflüssen  der  Schwere,  der  Reibung 
und  der  Verdunstung)  eine  Schicht  von  der  Dicke  «e weil  auch  die 
dichtere  Wandschicht  auf  die  angrenzende  Flüssigkeitsschicht  mit  grösserer 
Anziehung  festhaltend  wirkte,  wie  die  andererseits  benachbarte  hoinogeuc 
Flüssigkeit.  Diese  die  Wand  netzende  Flüssigkeitsschicht  verhält  sich  in 
dem  Theilc  von  der  Dicke  w zunächst  der  Wand  wie  eine  dichtere  Wand- 
Oberflächenschicht,  in  dem  äusseren  Theile  von  der  Dicke  / wie  eine  freie 
Oberflächenschicht.  Wäre  in  Fig.  20  die  feste  Wa)id  oberhalh  der  Rand- 
lini(^  in  solcher  Weise  benetzt,  so  würde  der  virtuellen  Verrückung  der 
freien  Oberfläche  von  AF  nach  CG  nicht  sowohl  eine  Neubildung  von 
Wandschicht  an  AC,  als  vielmehr  eine  entsprechende  Verwandlung  von 
freier  Oberflächcuschicht  daselbst  in  homogene  Flüssigkeit  entsprechen;  in 
Gl.  ^1)  ist  dann  ß statt  « zu  setzen,  und  ergiebt  sich  <f  =0,  d.  h.  an 
einer  benetzten  Wand  ist  der  Randwinkel  — Null.  Damit  aber 
Benetzung  einer  Wand  durch  eine  Flüssigkeit  statttindeu  könne,  muss  der 
entsprechende  Randwinkel  bei  trockener  nnbenetzter  Wand  spitz  sein. 

Die  Verdichtung  der  Wandschicht  einer  Flüssigkeit  an  der  Oberfläcln' 
eines  von  ihr  benetzbaren  festen  Körpers  wurde  von  Wilhelmy*  daduD'b 
ex])erimentell  nachgewiesen,  dass  er  das  scheinbare  Gewicht  des  in  die 

* Poggeudorti’'s  Annalen.  Bd.  llSt,  S.  177. 
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nussigkcit  theilweise  eingetauchteii  und  an  einer  Wage  hängenden  Körpers 
.etwaH,  und  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  die  Oberfläche  des  eiugetauchten 
Körpertheils  war,  grösser  fand,  als  es  nach  der  Rechnung  bei  Rerücksich- 
tigiing  der  am  Rande  gehobenen  und  von  der  Wage  mit  zu  tragenden 
Flüssigkeit  sich  ergiebt,  falls  dabei  die  verdrängte  Flüssigkeit  mit  ihrem 
specifischen  Gewicht  als  homogene  Flüssigkeit  zur  Restimmung  des  Ge- 
wichtsverlustes (des  Auftriebs)  in  Rechnung  gebracht  wird.  — 

Fülle  directe  Restimmung  der  Constanteu  ß und  u gemäss  Gl.  ( t)  im  ' 
vorigen  und  Gl.  (1)  in  diesem  §.  durch  Messung  der  OberHüchenkrümmung 
und  des  Randwinkels  einer  Flüssigkeit  ist  kaum  oder  mir  schwierig  aus- 
führbar; es  pHcgeu  vielmehr  ihre  Werthe  aus  solchen  mehr  oder  weniger 
zusammengesetzten,  aber  leichter  und  sicherer  messbaren  Firscheinuugeu 
abgeleitet  zu  werden,  welche  von  den  Gesetzen  des  Cohäsionsdruckes  und 
des  Randwinkcis  abhängen  und  in  deren  theoretische  .Ausdrücke  deshalb 
jene  Constauten  eintreten.  Dahin  gehört  namentlich  die  Hebung  oder  Sen- 
kung der  Flüssigkeiten  an  festen  Wänden,  zwischen  zwei  sehr  nahen  Wän- 
den und  in  engen  Röhren  (Capillnrnihren);  die  Sicherheit  der  Resfim- 
mnugeu  wird  indessen  auch  hierbei  ausser  durch  die  Schwierigkeit  der 
betreffenden  Messungen  an  sich  besonders  dadurch  sehr  erschwert,  dass 
scheinbar  geringfügige  Umstände  (Staub,  Feuchtigkeit,  Oxydation  etc.)  einen 
wesentlichen  Einfluss  auf  die  Reschaffenheit  der  Wände  und  der  Flüssig- 
keit an  der  Oberfläche  und  dadurch  auf  die  Gesammtheit  der  Firschei- 
nniigen  ausüben;  auch  von  der  Temperatur  sind  sie  merklich  abhängig. 

Im  F’olgenden  wird  im  Allgemeinen  von  der  Hebung  durch  Mole- 
kularwirkung die  Rede  sein,  weil  dieser  F'all  für  die  Anwendungen  am 
wichtigsten  ist;  er  setzt  voraus,  dass  die  Wand  durch  die  Flüssigkeit  be- 
netzbar, der  Randwinkel  also  spitz  ist,  wobei  wieder  der  Specialfall  am 
meisten  Interesse  bietet,  dass  die  Henetzuiig  wirklich  stattfindet,  der  Rand- 
winkel also  — Null  ist.  Abgesehen  von  diesem  Siiecialfall  ergeben  sich 
übrigens  aus  den  Gesetzen  der  Hebung  ohne  Weiteres  auch  diejenigen  der 
durch  unbenetzbare  Wände  bewirkten  Senkung  von  Flüssigkeiten,  z.  R.  dos 
Quecksilbers  an  Glaswänden,  in  Glasröhren,  von  Wichtigkeit  namentlich  zur 
Correction  mancher  physikalischer  Messungen. 

Wenn  in  jenem  Falle  der  theilweisen  Erhebung  einer  Flüssigkeit 
unter  z die  Höhe  eines  Punktes  der  gekrümmten  über  der  horizontalen  freien 
Oberfläche  verstanden  wird,  so  sind  auch  in  Gl.  (4),  §.  .’)!(  die  Krümmungs- 
halbmesser Q und  ()'  der  betreffenden  Nomialschnitto  unter  entgegenge- 
setzten Umständen  positiv  oder  negativ,  wie  früher,  nämlich  positiv  für 
eine  nach  aussen  (nach  oben)  concavo  Krümmung. 
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§.  (>1.  (tcnicht  der  ^eliobenen  FlUssii^keit. 

l'iitcr  der  Rcliobem-ii  Klüssi^koit  werde  diejenige  verstnndeu,  welche 
den  Kanin  erfüllt  oder  erfüllen  konnte,  der  von  der  ausgehreitet  gedachten 
horizontalen  OherHäeho  //,  von  der  gehobenen  und  gekrüminten  Oberfläche 
=r  /•'  and  von  der  durch  ilie  Kaiidlinie  =»  gehenden  verficnlen  Cyliuder- 
Hiiehe  begrenzt  wird.  Ist  dF  ein  Element  der  gehobenen  Obertlhche,  s 
seine  Erhebungshühe  iiber  Jf  and  dF'  stMiu;  Horizontaliirojection,  so  Et 
also  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit: 

i>= j'Yzdy 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  i f)  in  §.50,  wenn  ^ und  , die  Krüminungeu 

('  (' 

von  F an  der  Stelle  iles  Elementes  dF  nach  irgend  zwei  sich  rechtwiukelig 
schneidenden  Richtungen  bedeuten. 


Das  Integral  umfasst  die  ganze  Fläche  F.  Nach  der  in  §.  50  angestelltcn 

Betrachtung  ist  aber  f \ ) dF  die  algebraische  Summe  der  normal 
('  (' ! 

zu  dF  auswärts  gerichteten,  folglich  ti  ( < I 'lio  algebraische 

Summe  iler  vertical  aufwärts  gerichteten  Compouenten  der  Kräfte  = ji  pro 
Längeneinheit,  mit  welchen  auf  den  Rand  des  dem  Flächonelemente  dF 
entsprechenden  Theils  der  freien  Obertlächenschicht  der  übrige  Theil 
dieser  Schicht  ringsum  ziehend  wirkt,  und  da  hei  der  fraglichen  Summation 
oder  Integration  sich  jene  Kraft  compouenten  paarweise  anfheben  bis  auf 
diejenigen,  welche  dem  Rande  d(>r  Fläche  F angehören,  so  folgt 

/'  =:  ii  j d«  . COX  0 ( 1 . 

unter  0 den  Winktd  verstanden,  den  der  Schenkel  AF  (Fig.  20 , des  Rand- 
winkels an  der  Stelle  des  Elementes  dx  der  Randlinie  mit  der  Lothrechten 
bildet. 

Denkt  man  durch  das  Element  J.i'  = dx  der  Randlinie  und  dunh 
die  Loihrechfe  AV  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  dieselbe  von  der  zu  AA 
senkrechten  Ebene  des  Raudwinkels  F^Ul'' — (f  (Fig.  20)  nonnal  gi*- 
schnitteii  in  der  Gerailen  A V\  welche  mit  ^Ld’  einen  rechten  WinkeL 
mit  AV  also  denselben  Winkel  bildet,  unter  welchem  AA'  gegen  den  llo- 
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rizont  geneigt  ist.  Indem  nun  JJ\  AT'  und  AV'  die  Kanten  eines  an  AV' 
rechtwinkeligeu  körperlichen  Dreiecks  sind,  ist 

eoK  ö =r  CO*  ( VAF)  = CO»  ( /'./  V’) . CO»  \FA 
und  somit  nach  Gl.  (1) 

■ F ~ it  j'd»'  CO»  (2), 

wenn  mit  d»’  = d» . co»  { FA  V')  das  Element  der  IIorizontaI|)rojection  der 
Randliuie  und  mit  V-’  der  Winkel  FA  V'  bezeichnet  wird,  den  der  Schenkel 
AF  des  Randw  inkels  mit  der  verticalen  Btu'ührungsehene  A'AJ^der  Hand- 
linie bildet.  Ist  die  Wand  vertical  (eine  verticale  ('ylindertiäehe),  so  ist 
die  Ebene  A' AV  ihre  Berühruugsebene,  also  ip  — dem  constauten  Hand- 
winkel f/>  und 

P = ii s’  CO»  (f  = ((»' (3), 

insbesondere  bei  benetzter  Wand  (cf  — H)-. 

P = ()». 

Die  Constanten  a und  ß sind  hiernach  = den  Flüssigkeitsge- 
wichten, welche  an  einer  benetzbaren  verticalen  Wand,  jenach- 
deni  sie  trocken  oder  benetzt  ist,  ])ro  Längeneinheit  der  llori- 
zoiitalprojection  ihrer  Handlinie  gehoben  werden. 

Dieses  Gesetz,  welches  in  der  allgemeineren  Form  von  Gl.  (3)  auch 
für  den  Fall  einer  unbenetzharen  Wand  gilt,  falls  unter  P in  leicht  er- 
sichtlich entsprechender  Weise  das  tlewicht  der  gesenkten  Flüssigkeit  ver- 
standen wird,  kann  zur  Bestininiung  der  Constanten  tt  und  ß durch  Wägung 
benutzt  werden.  Wird  z.  B.,  wie  es  von  Wilhelniy  (siehe  die  Bemerkung 
arn  Ende  des  vorigen  §.)  geschehen  ist,  das  scheinbare  Gewiclit  eines  cy- 
lindrischen  Kör])ers,  wenn  er  in  verticalcr  Lage  an  einer  Wage  hängend 
thcilweise  in  eine  netzemle  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  bei  benetzter  Ober- 
fläche = Q ermittelt,  so  hat  man,  wenn  G das  Gewicht  des  Körpers  in 
der  Luft,  U seinen  Umfang,  V d;is  Volumen  der  verdrängten  Flüssigkeit 
dii-s  zur  horizontalen  Oberfläche  gerechnet),  y das  specif.  Gewicht  der  letz- 
teren und  O die  eingetauchto  Körperoberflächo  bedeutet, 

Q=  a — yV-{-ßU-'r  (Ul 

Das  letzte  Glied  = dO  entspricht  dem  Umstande,  da.ss  die  am  Körper 
haftende  verdichtete  Flüssigkoitsschicht  bei  der  Wägung  als  eiu  Theil  des 
Körpers  zu  betrachten  ist,  so  dass,  da  sie  auch  einen  entsprechenden  Ge- 
wichtsverlust oder  Auftrieb  erfährt,  der  Coefficient  d das  Product  aus  der 
Dicke  dieser  Schicht  und  dem  Ueborschuss  ihres  mittleren  specif.  Ge- 
wichtes über  dasjenige  =*=  y der  homogenen  Flüssigkeit  bedeutet.  Durch 
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Wiederholung  des  Versuches  für  eine  andere  Eintauchungstiefe  erhält  man 
eine  entsprechende  Gleichung 

Q'  = 0 — 7 r*  + ii  V 4-  &()', 

aus  welcher  in  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung  die  Unhekannteu 
ji  und  d gefunden  werden  können,  da  die  übrigen  Grössen  bekannt  oder 
anderweitig  bestimmbar  sind. 

l)a.sselbe  Verfahren  kann  bei  llenutzung  eines  Körjiers  von  nicht  be- 
netzbarer Oberfläche  zur  Bestimmung  der  Constanten  « dienen,  wogegen 
es  kaum  möglich  sein  würde,  bei  netzbarer  Oberfläche  die  wirkliche  Be- 
netzung dauernd  und  sicher  zu  hinilern,  also  die  Coustaiite  a auf  solche 
Weise  zu  bestimmen.  — 

Wenn  ein  solcher  gerader,  z.  B.  cylindrischer  Stab  vom  Umfange  U 
in  eine  netzende  Flüssigkeit  vertical  eingetaucht  und  wieder  empor  ge- 
zogen wird,  so  bleibt  ein  Tropfen  an  ihm  hängen,  welcher  abföllt,  wenn 
sein  Gewicht  die  am  Umfange  vertical  aufwärts  wirkende  Molekularkraft 
= ßV  um  eine  verschwindend  kleine  Grösse  übertrifft;  die  Wägung  eines 
solchen  abgefalleneu  Flüssigkeitstropfens  kann  somit  auch  zur  Be- 
stimntung  von  ß dienen.  Im  Vergleich  mit  dem  oben  betrachteten  Falle 
findet  hier  nur  der  iin  Priucip  unwesentliche  Unterschied  statt,  dass,  wäh- 
rend die  gehobene  Flüssigkeit  dort  unten  an  ihrer  gespannten  kruramen 
Oberflächenschicht  gewissermassen  hing,  sie  hier  von  oben  auf  ihr  ruht  bis 
zum  Augenblicke  des  Abtropfens.  Indem  das  Gewicht  oder  Volumen  des 
eben  noch  anhängenden  Tropfens  dem  Umfange  t',  also  dem  Durchmesser 
des  Stabes,  seine  Grundfläche  aber  dem  Quadrat  dieses  Durchmessers  pro- 
portional ist,  so  muss  seine  mittlere  Dicke  oder  Höhe  dem  Stabdurchmesser 
umgekehrt  proportional  sein.  Gewisse  nebensächliche  Umstände,  auf  welche 
näher  einzugehen  hier  nicht  der  Ort  ist,  mögen  diese  ointachen  Beziehungen 
etwas  modificiren,  besonders  wenn  die  Stabdicke  über  gewisse  Grenzen 
hinaus  ab-  oder  zunimmt. 


§.  G2.  Erhebung  des  Wassers  an  einer  ebenen  Wand. 

Ist  das  AVasser  (als  Rejiräsentant  irgend  einer  Flüssigkeit  betrachtet; 
mit  einer  ebenen  Wand  in  Berührung,  so  ist  bei  genügender  Breite  der- 
selben gegen  ihre  Mitte  hin  die  (im  F'alle  der  Benetzbarkeit;  gehobene 
freie  Oberfläche  nahezu  eine  Cylinderfläche,  die  Randlinie  eine  horizontale 
Gerade.  F’ig.  21  sei  ein  zu  dieser  Handlinie  im  Punkte  A senkrechter, 
also  verticaler  Schnitt,  einen  Querschnitt  JJi  der  cylindrischen  Oberfliclic 
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«>  X 

c f 


enthaltend.  Wird  diese  Curve  deren  Krüm- 
mungshalbmesser in  dem  beliebigen  Punkte  B ■=  q 
sei,  auf  die  rechtwinkeligen  Axen  OX  und  OZ  be- 
zogen, jene  in  der  horizontalen  Wasseroberfläche 
gelegen,  diese  durch  den  Punkt  A der  Randcurve 
gehend,  so  ist  nach  §..')!),  Gl.  (i)  mit  (>’ = oc  die 
Erhebung  des  Punktes  B 


nc  = a 


7 ' ('  ('  / 7 P 


oder,  unter  rf*  ein  Bogenelemeiit  der  t'urve  AB  und  unter  9-  den  spitzen 

Winkel  ihrer  Tangente  BT  mit  der  r-.\xe  verstanden,  wegen 

1 d»  d» 

= — um 

p d»  dz 

z f/z  = * »in  & d fh 

7 

and  daraus  mit  Rücksicht  darauf,  dass  ff  = <>,  - — 0 zusammengehörige 
Werthe  sind,  und  wenn 


gesetzt  wird. 


z=*  = «*(l  - co*{f) (2). 

Ist  die  Wand  vertical  und  der  Randwinkel,  so  ist  die  grösste 


Erhebung 


(JA  — h = » V 1 


entsprechend  — </;  a ist  die  grösste  Erhebung  an  der  be- 

netzten verticalcn  Wand.  Hagen*  fand  dieselbe  durch  Messung  für 
destillirtes  und  für  Brunnenwasser  nahe  gleich,  auch  nnabhängig  vom  Ma- 
terial und  von  der  Oberflächenbeschaflenheit  der  cingesenkteii,  wenn  nur 
in  allen  Fällen  gehörig  benetzten  Platte,  wie  es  in  der  That  die  Bedeutung 
von  (j  erfordert;  dagegen  zeigte  sich  «,  also  auch  ji  und  die  Oberflächen- 
beschaffenheit des  Wassers  insofern  nicht  constant,  als  bei  einer  frisch 
bergestellten  Oberfläche,  a am  grössten  war  und  dann  mit  abnehmender 
ik;hnelligkeit  abnahm  etwa  von 

rt  = 3,4it  bis  .3,07  Millim., 

* lieber  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten:  Abliandl.  der  Akademie  der 
"isaeiisch,  zu  Berlin,  IHtö  und  1840.  ■ 
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entsprechend  n =*  = 1 2.2  bis  9,1  (4). 


Indem  /=  1 Milligr.  i>ro  1 Cubikmilliin.  Wasser  ist,  so  würde  nach  Gl.  fl) 
hieraus  folgen,  jenachdem  ß als  Sitaiinung  oder  als  Arbeit  betrachtet  wird 

(§.69), 

9 

ß — — (■>,  1 bis  1.7 

Milligr.  pro  1 Milliin.  resp.  Milligramiu-Millim.  jiro  1 Quadratmilliin.  oder 
ebenso  viel  Gramm  pro  1 Meter  Hreite  eines  OberfHlchenstreifeiis 
resp.  Gramm-Mtr.  pro  1 (Quadratmeter  Oberfläche. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  A//  zu  finden,  mag  auch  x als  Function 
von  i9-  entwickelt,  zuvor  aber  uacb  Gl.  (2)  gesetzt  werden: 


Daraus  folgt 


: = « V2.( 


(6 


, ,9  th 

ih  = « y 2 . cofi  d = — dx  tg 


cn»  cot  ih 
>) 


dx  — — » V 2 - - 


tin  !h 


1 — 2 tin  * 

Ih 

2 tm 


Ih 


und  wenn  th  - z für  x— -0  gesetzt  wird. 


rot 


(6i. 


Zur  Elimination  von  ih  zwischen  dieser  Gleichung  und  Gl.  (5)  hat  mau 
nach  der  letzteren 


cot 


ih 


z- 

^ 2«=' 


. ih 
am 

o 

. th 
1 -j“  COH  ^ 
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^ B" 

niid  entsprechend  cos  — ® und  tff  — ® 


mit  z = 2„ ; folglich 


-j/oä*— z*.(7) 


- z„ 

als  allgemeine  Gleichung  des  Querschnitts  der  krummen  Oberfläche,  einer- 
lei ob  die  Wand  vertical  oder  geneigt,  benetzt  oder  unbenetzt  ist;  für 
z = u ist  a- = cx:.  Ist  die  Wand  vertical,  so  ist,  wenn  sic  unbenetzt  ist, 
ly  — h nach  Gl.  (.3),  wenn  sie  benetzt  ist,  z^  = a.  Für  diesen  letzteren 
Fall  hat  Hagen  die  Gleichung  (7)  in  sehr  befriedigender  Uchereinstimranng 
mit  seinen  Messungen  gefunden,  wie  die  folgende  Zusammenstellung  der 
für  Wasser  beobachteten  Werthe  z,  x und  der  nach  Gl.  (7 1 berechneten 
Werthe  x,  alle  in  Pariser  Linien  ausgedrückt,  erkennen  lässt: 


z = 1,37 

0,70 

0,49 

0,34 

0,12 

0,04 

beobachtet. 

X = 0,00 

0,31 

0,63 

0,94 

1,88 

3,13 

ar  = 0,00 

0,33 

0.63 

0,96 

1,9.’') 

3,01 

berechnet. 

Dieselbe  Gleichung  (7)  gilt  auch  für  den  Querschnitt  der  an  einer  unbe- 
netzbaren Wand  abwärts  gekrümmten  freien  Oberfläche,  wenn  nur  die 
z-.Vxe  entgegengesetzt  genommen  wird,  so  dass  z eine  Senkung  unter  die 
horizontale  Oberfläche  bedeutet. 


§ (st.  CapillaritSt. 


Unter  dem  Begriff  der  Capillarität  wird  häufig  die  Gesammtheit  der 
Erscheinungeu  zusammengofasst,  welche  von  den  Molekularkräften  der 
P'ltl.ssigkeiten  und  der  sie  begrenzenden  festen  Wäude  herrühren;  hier 
sollen  darunter  im  engeren  Sinne  nur  die  Erscheinungen  der  Hebung 
und  Senkung  von  Flüssigkeiten  zwischen  sehr  nahen  Wänden, 
in  engen  Kohren,  sogenaunten  (’aiiillarröliren  (Haarrühren),  verstanden 
werden.  Ist  für  eine  solche  als  cj  lindriscli  (im  weiteren  Sinne  des  Wortes) 
vorausgesetzte  Röhre,  welche  vertical  in  eine  Flüssigkeit  eingetaucht  sei, 
/'  der  Querschnitt  im  Lichten, 

U der  Umfang  desselben, 

‘IF 

r=  --  sein  mittlerer  Halbmesser  (=  dem  wirklichen  Halbmes.ser  bei 
u 


kreisförmigem  Querschnitt), 

h die  mittlere  Firhebungshöhe  ~ der  Höhe  einer  F'lüssigkeitssäule  von 
der  Grundfläche  F,  deren  Volumen  = dem  gehobenen  Flüssigkeits- 
volumen ist,  und  wird  wieder 

n-  = 2 ^ gesetzt  wie  im  vorigen  §., 

Grachof,  thevret.  Uaschinoolebre.  I.  22 
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SO  ist  nach  §.  61,  Gl.  (3)  das  gehobene  Flüssigkeitsgowicht 


folglich 


r = ß Uco»(f.=yFh, 


h 


ß U 

- ~,coHq> 


coa  (p 


(U 


vorausgesetzt  dass  der  Randwinkel  (f  ringsum  gleich  ist. 

Diese  mittlere  Höhe  ä,  welche  nach  vorstehender  Gleichung  allgemein 
dem  mittleren  Halbmesser  r oder  dem  mittleren  Durchmesser  = 2r  der 
Röhre  umgekehrt  und  dem  Cosinus  des  Randwinkels  direct  proportional  ist 
wird  aber  nicht  unmittelbar  beobachtet,  sondern  vielmehr  die  kleinste  Höhe 
= hg  des  Scheitelpunktes  der  krummen  OberHäche  und  die  grösste  Höhe 
= Ä,  der  Randlinie,  letztere  zunächst  als  horizontal  vorausgesetzt.  Un- 
genaue Bestimmung  dieser  Höhen  und  Aj  würde  die  Gleichung  der  ge- 
hobenen Oberfläche  erfordern,  welche  sich  indessen  in  geschlossener  Form 
selbst  in  einfachen  Fällen,  z.  B.  schon  im  Falle  einer  kreisförmig  cylin- 
drischen  Röhre  nicht  entwickeln  lässt.  Wird  aber  die  Gleichung  der  Ober- 
fläche möglichst  einfach  den  Verhältnissen  angepasst  übrigens  willkürlich 
und  so  angenommen,  dass  sie  zwei  zu  bestimmende  Parameter  enthält  vou 
welchen  der  eine  die  Höhenlage,  der  andere  die  Form  der  Fläche  bedingt 
so  kann  zunächst  jener,  also  die  Höhenlage  der  Fläche  mit  Rücksicht  da- 
rauf bestimmt  werden,  dass  das  gehobene  P'lüssigkeitsvolumen  = Fk  sein 
muss,  wonach  Ap  und  A,  als  Functionen  des  anderen  Parameters  auszn- 
drUekeu  sind.  Durch  denselben  können  dann  auch  die  mittleren  Krüm- 
mungen der  Normalschnitte,  d.  h.  die  Grössen 


= — für  den  Scheitelpunkt  und  = - für  die  Punkte  der  Randlinie  aus- 

Pü  Ql 

gedrückt,  und  kann  schliesslich  der  fragliche  Parameter  gemäss  der  Be- 
dingung bestimmt  werden,  dass  nach  §.  59,  Gl.  (4) 


Aj  Ap 


sein  muss.  Auf  solche  Weise  können  die  Höhen  Ap  und  A,  um  so  weniger 
fehlerhaft  gefunden  werden,  je  weniger  sie  von  der  durch  Gl.  (1;  genau 

A,  ^0  j 

bestimmten  mittleren  Höhe  verschieden  sind,  je  kleiner  also  — oder 

h 
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uach  Gl.  (IX  indem  Aj — eine  mit  r vergleichbare  Grösse  sein  muss,  je 

I*  fl  fl  f> 

kleiner  — ist;  die  Erfahrung  lehrt  übrigens,  dass  ‘ “ oder  — durch- 

a ha 

aus  nicht  sehr  kleine  Brüche  zu  sein  brauchen,  um  auf  die  angegebene 
Weise  eine  genügende  Uebereinstimmung  zwischen  den  berechneten  und 
den  beobachteten  Werthen  von  und  A,  zu  erzielen. 

Eine  horizontale  Randlinie,  wie  sie  hier  vorausgesetzt  wurde,  kann 
freilich  bei  constantem  Randwinkel  (f  streng  genommen  nur  in  den  beiden 
sogleich  näher  zu  betrachtenden  Grenzfällen  statttindeu,  in  welchen  sie  aus 
zwei  parallelen  Geraden  besteht  oder  ein  Kreis  ist.  In  anderen  Fällen 
müsste  eine  entsprechend  grössere  Zahl  von  Parametern  in  der  angenom- 
menen Gleichung  der  Oberfläche  so  bestimmt  werden,  dass  für  verschiedene 
ausgezeichnete  Punkte  der  Randlinie  die  Bedingung  (2)  erfüllt  wird. 

r Bei  der  Erhebung  einer  B’lüssigkeit  zwischen  zwei  paral- 
lelen und  verticalen  ebenen  Wänden,  deren  Entfernung  = d — 2e 
und  deren  Breite  viel  Mal  grösser  sei,  ist  die  krumme  Oberfläche  gegen 
die  Mitte  der  Wandbreite  hin  eine  Cylinderfläche,  welche  die  Wände  in 
zwei  horizontalen  Geraden  als  Randlinien  berührt  oder  schneidet  jenachdem 
die  Wände  benetzt  sind  oder  nicht.  Für  einen  Theil  der  Flüssigkeit  zwischen 
zwei  Verticalebenen,  die  in  der  Entfernung  = 1 die  Wände  rechtwinkelig 
schneiden,  ist  dann 

F=d,  U=2,  r=.'^=d. 

also  nach  Gl.  (1)  im  Falle  der  Benetzung: 

h = (3). 

d 

Wird  als  Querschnitt  der  cylindrischen  Oberfläche  eine  halbe  Ellipse  mit 
der  verticalen  Halbaxe  angenommen,  so  ergiebt  sich  zunächst  aus  der 
Bedingung 

Fh  = 2c A = 2cA,  — ~ ee^ 


'on  den  Krümmungshalbmessern  p und  p'  der  Hauptschnitte  ist  der  eine 

■inendlich,  der  andere  für  die  Punkte 

c * 1 1 « 

der  Randlinie  = - , also  — = --  — ; , 
e Pi  2 Cg- 

«*  1 1 «0 

der  Scheitellinie  = — , also  — = — — j- . 

c,  9o  2 c* 

22* 
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Nach  Gl.  (2)  ist  somit 


und  folgt  daraus 


Es  fand  z.  B.  Hagen  für  Brunnenwasser  im  Mittel  aus  mehreren  Mes- 
sungen 

<7=1,38;  Ä,=2,03;  Pariser  Linien. 

Daraus  würde  folgen: 

r„  = ^,  —/i„=r  0,1)4 

I I 

I,0< 

, <7*  (I 

,/-=  1,14;  ,=0.683 

h h 

und  zur  (’ontrole  ans  Gl.  ö) 

1 1,14 

I / ' 

y l -f  , .0,683 

nahe  übereinstimmend  mit  dem  gemessenen  Wertho  von  <•„  = Ä,  — h„. 
Uel)rigens  ist  es  henierkenswerth,  dass  der  auf  solche  Weise  durch  Rech- 
nung aus  den  gemessenen  Erhebiingshöhen  </,  /<,  und  //„  abgeleitete  Werth 
von  d im  -Mlgemeinen  kleiner  gefunden  wird,  als  die  durch  directe  Mes- 
sung bestimmte  Entfernung  der  eiugetanchten  ebenen  Platten;  oder  dass, 
wenn  in  Gl.  (3)  für  d die  gemessene  Entfernung  der  festen  Wände  gesetzt, 
dann  <i  grösser  gefunden  wird,  als  durch  Messung  der  Erhebungshölie  aii 
einer  ebenen  W'and,  welcher  nicht  eine  andere  nahe  gegenüber  liegt  f§.  62\ 
Diese  Thatsache,  welche  auch  bei  der  Erhebung  einer  Flüssigkeit  in  be- 
netzten eigentlichen  Capillarröhren  hervortritt,  ist  wahrscheinlich  dem 
Umstande  zuzuschreiben,  dass  die  Dicke  = b der  benetzenden  Schicht 
(nach  den  Bezeichnungen  in  §.  60  — )c  -|-  f)  nicht  verschwindend  klein 
ist,  die  krumme  Oberfläche  aber  nicht  eigentlich  von  den  festen  Wänden. 
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äonclcru  von  den  freien  Oberfiilchen  der  sie  netzenden  Flussigkcitsschiditen. 
d.  h.  von  zwei  Ebenen  berührt  wird,  deren  Entfernung 

^ d — '2h  - - f/  --  '2‘  w -j-/)  * 

ist.  Nach  einem  der  Hageu’scbeu  V^crsuche,  welcher  von  A.  Beer*  an- 
geführt wird,  war  z.  B.  in  Millimetern 

3,181;  /(,  — 4,7  18;  = 3,553, 

and  wurde  die  Entfernung  der  Platten  (durch  eine  dazwischen  betindliche 
dritte  Platte)  zu 

ff^L>,8()8  Millim. 

bestimmt,  während  die  obigen  Formeln  mit 


= Ä,  — ■ /<„  = ],li)5;  h = A,  — ^ .3.810 

ergeben  würden:  J — Millim. 

. 2,808  — 2.058  „ , 

entsprechend  A=ric-(-/= - =r  0,07()  Millim., 


ein  Werth,  dessen  auffallende  Grösse  freilich  wohl  zum  Theil  von  5Ies- 
sungsfehlern  herrühren  mag. 

2)  Bei  einer  kreisförmig  cylindrischen  verticalen  Böhre  von 
der  Weite  2r  Ist  r zugleich  der  mittlere  Halbmesser  im  Finne  von  Gl.  (1), 
also  die  mittlere  Erhebuugshöho  bei  benetzter  Uohrwand 


h — 


(6). 


Wird  dann  die  Oberfläche  der  in  der  Rühre  gehohenen  Flüssigkeit  als  ein 
halbes  Uotatioimellipsoid  betrachtet,  dessen  horizontale  Ilalbnxen  = r sind, 
während  die  verticale  Ilalbaxe  in  der  Kotationsaxe  — gesetzt  wird,  so 
ist  wegen 


Fh  — jrr^h  — ~ .Tr*r„ 

2 1 

= Ä + y '•ui  K = A — r„ 


Die  Krümmungshalhmes.ser  der  Ilauptschnitte  sind 

r * , 1 1 / r 1 

für  die  Raudlinie:  (>=  - “ , (>  — r,  also  — .,  ( 2 )■> 

r Pi  “ VGi" 


* Einleitung  in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticiiät  und  C’apil- 
larität,  8.  127. 
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für  den  Scheitelpunkt:  p = p' 
Nach’  Gl.  (2)  ist  folglich 


§.  63. 


r r 

Hiernach  ist,  wenn  — ein  kleiner  Bruch  ist,  = 1 * nur  wenig  ■>  1. 


also  näherungsweiso 

2 + X 


1 r 

2 h 


Wenn  man  das  letzte  Glied  vernachlässigt,  also  = r,  d.  h.  die  Oberfläche 
als  Kugelfläche  voraussetzt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 


"*  = '•(^0  + 0 

ein  .\usdruck,  welcher  vorzugsweise  zur  Be.stimmung  der  Constante  be- 
nutzt worden  ist.  Dass  dieselbe  hierbei  im  Allgemeinen  grösser  gefundeu 
wird,  als  bei  unmittelbarer  Messung  der  Erhebungshöhe  a an  einer  ein- 
fachen ebenen  Wand  (§.  62),  und  zwar  um  so  mehr  grösser,  jo  kleiner  r 
ist,  muss  vermuthlich  dem  oben  unter  1)  erwähnten  Umstände  zugeschrieben 
werden,  dass  die  Dicke  = h der  die  Rohrwand  benetzenden  Flüssigkeits- 
schicht eine  mit  dem  Halbmesser  r vergleichbare  Grösse  hat.  Nach  Gl.  (II 
folgt  z.  B.  für  Wasser  aus  Messungen  von  Bede,*  bei  welchen  in  Milli- 
metern 


r = 0,111 

0,199 

0,487 

0,621 

1,025 

A(,  = 136,65 

75,10 

29,70 

22,82 

12,42 

«*  = 15,17 

14,96 

14,54 

14,30 

13,08, 

* M6m.  de  l’acaddmie  royale  des  Sciences  de  Belgique,  t.  XXV. 
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§•  33. 


im  Mittel:  «*=  14,4.  Die  hieruacli  offenbar  ge.setzniässige  Verämlerlicli- 
keit  von  a'^  mit  der  Grösse  von  r kann  augenähert  dadurch  in  der  Formel 
ausgedrückt  werden,  dass  r — h für  r gesetzt  und  h entsprechend,  nämlich 
so  bestimmt  wird,  dass  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Werthe  von  r nahe- 
zu gleiche  Werthe  von  entsprechen.  Bei  dem  neben  verhältniss- 


mässig  kleinen  Summand  ist  diese  Correction  unwesentlich;  wird  also 

O 


a^-={r  — h){h^  + jj) 


gesetzt,  so  folgt  aus  obigen  Versuchen  z.  B.  mit  6 = 0,015  Milliin. 

«-  = 13,12  13,83  14,09  13,95  12,89, 

im  Mittel:  «^=13,6. 

Jener  Mittelwerth  «*  = 14,4,  welcher  ohne  die  fragliche  Correction 
von  r abgeleitet  wurde  und  sich  auf  eine  Wassertemperatur  von  ungefähr 
13“  C.  bezieht,  stimmt  nahe  überein  mit  den  analog  gefundenen  Resultaten 
anderer  Beobachter,  z.  B.  von  Desains,  Hagen  und  Quincke.  Brunner, 
ebenso  Frankeuheira  und  Sondhauss  coustatirteu  einen  merklichen 
fiiütluss  der  Tem])eratur  der  Art,  dass  a-  mit  wachsender  Temperatur  ab- 
nimnit;  insbesondere  für  Wasser  ist  nach  Brunner*  zu  setzen: 

«-=  15,32(1  - 0,00187  t) (12). 


Mit  Rücksicht  auf  die  Veränderlichkeit  von  / muss  die  t'ohäsiouscoustaute 
jj  = -iya-  in  noch  etwas  höherem  Grade  mit  wachsender  Temperatur  ab- 


nehmen.  — 

Der  Fall  einer  unbcnctzten  Rohrwaud  ist  von  Wichtigkeit  nur 
dann,  wenn  dieselbe  überhaupt  nicht  benetzt  werden  kann,  d.  h.  wenn  der 
Randwinkel  (f,  stumpf  ist.  Die  mittlere  Erhebungshöhe  h wird  dann  nach 
Gl. (1)  negativ;  ihr  Absolutwerth,  nämlich 


h t — ft~  cos  rf 


■ sin  (f 

— mit  n 

r 


!)(,•)  ff/ 


13) 


bedeutet  dann  die  mittlere  Tiefe  der  convexen  Oberfläche  innerhalb  der 
Röhre  unter  der  horizontalen  ausserhalb  derselben.  Von  besonderem  In- 
teresse ist  diese  sogenannte  Capillardepression  für  Quecksilber  in 
Glasröhren  zur  Correction  der  Ablesungen  von  Barometern  und  Mano- 
metern. Diese  Ablcsuugen  beziehen  sich  aber  auf  den  Scheitel  der  Queck- 
silberknppe,  und  um  dessen  Depression 


• Pogg.  Ann.  Bd.  70,  S.  515. 
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h=t-f  = 


a ^ »m  (f 


(14i 


zu  erhalten,  muss  von  t eine  Grosse  / abgezogen  werden,  welche  durch  die 
Gestalt  der  Oberfläche  bestimmt  ist,  nämlich,  wenn  <,  die  Depression  der 
Randcun'e  bedeutet, 

= — — —t) (l.V 

= dem  Ueberschuss  der  ganzen  Höhe  über  die  mittlere  Höhe  (/,  — O 
der  Quecksilberkuppe  ist. 

Wenn  die  Weite  der  Röhre  eine  gewisse  Grenze  (etwa  5 Millim.) 
nicht  überschreitet,  kann  die  krumme  Oberfläche  des  Quecksilbers  als 
Kugelfläche  vorausgesetzt  werden;  der  Radius  dieser  Kugelfläche  wäre 
dann,  wie  ein  Blick  auf  Fig.  22  erkennen  lässt, 


Fig.  Si. 


^ «in 

und  die  Höhe  der  Quecksilberkuppe 

. 1 — co«q’  ff' 

co«(f>)  = r — =r  tq 

«in  (f  2 


. h;.. 


Die  fragliche  Voraussetzung  ist  also  gerechtfertigt,  so 
lange  die  Höhe  /j  der  Kupjtc  nahe  j)roportional  der  Rohrweite  gefunden 
wird.  Folgende  Tabelle  enthält  einige  .solche  zusammengehörige  AVertho 
von  r und  /,  in  Millimetern  nach  Messungen  von  Röde. 


1 

r 

1 

r 

fl 

r 

0,199 

0,15 

0,7,5.38 

l,.t2.3 

1 0,70 

0,5291 

0.576 

0,20 

0.3472 

1,771 

j 0,95 

0,5364 

1,025 

0,,50 

0,4878 

2,140 

1,00 

0,4673 

Die  entsprechenden  Werthe  von 


sind  freilich  sehr  verschieden,  jedoch  in  ganz  regelloser  Weise;  aus  dem 
Mittelwerth  ergiebt  sich 

= also  ff  = 145“ (17'. 

Indem  nun  das  Volumen  des  von  der  Quecksilberkuppc  gebildeten  Kugel- 
abschnitts mit  Rücksicht  auf  Gl.  (16) 

-g  •T./i  (3  r * -f /,  *)  = .T/,  ^3  »■“  + r * ^ j , 

also  ihre  mittlere  Höhe 
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Kt,  wenn  <f‘  = hb°  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  Gl.  (15) 

/=(!  —0,545  i/,  ^ 0,455 /,  0,“.»37  r 

und  ans  Gl.  (14)  schliesslicb 

a’^nin  rr 

l„  = - — 0,237  r i lH). 

r 

Diese  Depressionen  /„  der  Quecksilberkup|ie  iu  engen  Glasröhren  sind 
n.  A.  auch  von  B^de  gemessen  worden.  Einige  der  gefundenen  Wertho 
nebst  den  entsprechenden  ^Verthcn  von  r,  ausgedrückt  iu  Millimetern,  sind 
in  der  folgwiden  Tabelle  enthalten;*  sie  beziehen  sich  auf  eine  Temperatur 
von  ungefähr  17®  C. 


1 


1 

1 

r 

1 

! (1*  niu  i(' 

1 

0,0492 

1 101,tMl 

1 .5,011 

0.199 

25,53 

1 

1 5, (8.(0 

0,0795 

60,90 

1 4,8-13 

l»,4C6 

! 1 1,03 

.5,191 

0,111 

43,75 

4,859 

0,<!21 

I 7,88 

4,985 

Die  Tabelle  enthält  auch  die  nach  Gl.  (IH  ; berechneten  Werthe  von  n-xfiKf  \ 
deren  geringe  Verschiedenheit  ohne  ausgesjirochene  Abhängigkeit  von  r 
jene  Gleichung  als  zulässig  für  geringe  Rohrweiten  bestätigt;  im  Mittel 
ergiebt  sich 

t/' — 5, Oti;  mit  y'  — 55®  also  fl*=^(i,104 (ID)- 

Die  Keuutuiss  der  Depression  des  Quecksilbers  in  Glasröhren  ist  übri- 
gens auch  für  solche  Fälle  liedürfni.ss,  in  welchen  die  Rohrweite  zu  gross 
ist.  als  da,ss  die  Quecksilberkuppe  mit  genügender  Annäherung  wie  ein 
Kugelabschnitt  berechnet  werden  könnte.  Für  solche  Fälle  sind  directc 
Messungen  der  Grösse  f iu  Gl.  T14)  besonders  werthvoll,  wie  sie  von 
Danger**  ausgeführt  wurden,  indem  er  auf  den  ebenen  Rand  der  oberen 
Oeffnung  einer  vertical  stehenden  und  ganz  mit  Quecksilber  angefüllten 
Glasröhre  eine  Glasplatte  deckte,  durch  Entfernung  derselben  die  Queck- 
ülberkuppe  sich  bilden  liess  und  die  Erhebung  ihres  Scheitels  über  die 
Randebeue  der  Röhre  = f bestimmte;  denn  das  Quecksilbervolumen, 
welchem  sich  hierbei  über  die  Ranilebene  der  Röhre  in  der  Mitte  erhob, 
musste  natürlich  demjenigen  ringförmigen  Volumen  gleich  sein,  aus  welchem 


* Nach  A.  Beer’s  Einleitung  in  die  mathem.  Theorie  der  Elasticität 
und  Capillarität,  S.  135. 

**  Anu.  de  Chim.  et  de  I’hys.,  Serie  111,  t.  XXIV,  p.  501. 
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sich  unterhalb  jener  Ebene  das  Quecksilber  zurückzog,  und  war  also  die 
Erhebung  des  Kuppenscbeitels  Uber  deu  Köbreurand  = dem  Ueborschass 
der  ganzen  Uber  die  mittlere  Höhe  der  Quecksilberkuppe,  f^olgeude  Ta- 
belle enthält  die  bei  einer  Quecksilbertemperatur  = 15*C.  gefundeuuu 
Werthe  in  Millimetern. 


2r 

f 

2r  ' 

/' 

to 

2r 

f 

Io 

1 

0,178 

10,502 

0,610 

0,916 

1 'l3  I 

0,627 

0,195 

2 

0,310 

5,030 

8 1 

0,630 

0,705 

14  i 

0,610 

0.15:1 

3 

0,410 

3,150 

0 ! 

0,*j39 

0,548 

1 15  1 

0,590 

0,122 

4 

0,486 

2,184 

10  ! 

0,643 

0,425 

' 20  1 

0,495 

0.039 

5 

0,544 

1,.592 

11 

0,643 

0,328 

30  1 

0.3.55 

0,001 

6 

0,548 

1,232 

12 

0,637 

0,253 

60 

0,178 

0,000 

Diese  Messungen  bestimmen  auch  die  Constantc  a-sin  (f'  und  somit 
nach  Gl.  (14)  die  Depression  Jo  weiter  nämlich  die  Röhre  ist,  desto 
mehr  nähert  sich  natürlich  die  Oberfläche  des  Quecksilbers  gegen  die  Mitte 
bin  einer  Ebene  und  der  Grenze  Null;  in  der  Grenze  wird  fr  constant 
- Die  Tabelle  lässt  nun  erkennen,  dass  schon  bei  einer  Rohr- 

weite von  30  Millim.  diese  Grenze  merklich  erreicht  wird,  indem  der  ent- 
sprechende Werth  von  f doppelt  so  gross  ist  wie  für  2r  = 60  Millim. 
Also  ergiebt  sich 

a^u'n  ff'  = 30 . 0,1 78  = 5,34 (20_. 

Die  hiermit  berechneten  Werthe  von 


welche  in  der  Tabelle  eingetragen  wurden,  sind  mit  den  Beobachtungs- 
feblern  der  Einzelbestimmungeu  von  / behaftet,  und  es  würde  zur  Aus- 
gleichung derselben  am  rationellsten  sein,  jene  W'erthe  zunächst  zur 
Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Coefficienten  A,  B ...  ■ 
einer  Formel  zu  benutzen,  welche  analog  der  Gl.  (10)  in  der  Form 

l„  = — Br  + Cr* 

r 

angenommen  werden  könnte,  und  dann  schliesslich  mit  Hülfe  dieser  Formel 
eine  corrigirte  Tabelle  zu  berechnen. 

Zur  Vergleichung  mag  noch  die  folgende  Tabelle*  hier  Platz  Anden, 
welche  Bouward  nach  Laplace  berechnete  und  welche  häufig  zur  Cor- 

* Nach  Mousson’s  „Physik  auf  Grundlage  der  Erfabrang“,  2.  Aufl. 
Bd.  I,  S.  265. 
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rection  der  Ablesungen  manometrischer  Instrumente,  bei  denen  Quecksilber 
in  Glasröhren  die  manometrische  Flüssigkeit  ist,  seither  benutzt  wurde. 


•2r  ; 

■ 2r 

i i 

; 2r 

'0 

i|  Or  ' 

!!  “ . 

h il 

1 2r 

1 

4,560  1 

6 ' 

1,148 

10 

0,420 

14 

0,160  ‘ 

1 18 

0,059 

3 ! 

2.902  1 

7 

0,881 

11 

0,351 

. 15 

0,124  ' 

19 

0,043 

4 

2,039 

8 

0,685 

12  1 

0,260 

16 

0,097 

20 

0,035 

5 

1.505  f 

9 

! 0,535  ! 

1 

13  1 

0,205 

1 

0,075 

1 

Danger  ('siehe  oben)  bestimmte  auch  die  ganze  Höhe  /,  der  Queck- 
silberkuppc,  und  es  kann  namentlich  der  Werth,  welcher  für  die  Röhre 
von  60  Millim.  Burchm-  durch  die  Messung  gefunden  wurde,  in  Verbindung 
mit  dem  nach  Gl.  (2ü)  schon  ermittelten  Werthe  von  a^sinq^'  zur  ange- 
näherten Bestimmung  von  fp'  und  n*  benutzt  werden.  In  diesem  Falle  ist 
nämlich  — 0,  also  /,  = und  somit  nach  §.  59,  Gl.  (4),  wenn  für  die 
Punkte  der  Randlinie  p den  Krümmungshalbmesser  der  zu  ihr  senkrechten 
Xorraalschnitte  (der  Meridiane)  der  krummen  Oberfläche  bedeutet. 


, /I  , «in{f'\  rt'/l  , »tiKp 

r/-.  = , 2(p  + -,- 

wegen  <?*  = 2 ^ und  weil  die  Krümmungshalbmesser  der  die  Randlinic  be- 

r 

rührenden  Normnlschuitte  = , sind.  Für  r = oc  ist  die  grösste 

am  (p 

Depression  des  Quecksilbers  an  einer  ebenen  verticalen  Glaswand,  also 
nach  §.  62,  Gl.  (3) 


-e 


a — sin  fp  = 


yi  — coaip'  — 


a^amfp'/ff 


<P  . 


somit  ist  auch,  wenn  man  annimmt,  dass  p bei  der  60  Millim.  weiten 
Röhre  denselben  Werth  hat  wie  bei  einer  ebenen  Wand, 


r 1/  2 ■ '/  ’ I y 

f\  =y  a^K‘»(p  lg  4- 


und  folgt  daraus  mit  9;' = 5,.34 


fp  V ‘ -Jr 
^7=  5;34 


Indem  nun  Danger  /,  = 1,718  für  r=30  Millim.  fand,  ergiebt  sich 

.2^  5,34 


y = 52®  51’,  also 


atn  fp 


-,=6,70. 


Digilized  by  Google 


34S  CAPILLAR-DEPRESSION  I)E8  yUECKSILBp:RS  IX  GLASRÖHREN.  §-63. 


Würde  nicht  q,  sondern  die  Maximaldepression  als  gleich  für  die 
60  Milliin.  weite  Röhre  und  für  die  ebene  Wand  augcuoranien,  so  wäre 


r 1/  » • 'f'  I 'f'  /•' 

'i  = y ft-xnKf  ig  ; tg 


und  danach  mit  /j  = 1,718 


5.;{4 


f/’=  52',  also  a-—  = 6,:{I. 

»tH  1/ 


Die  wahren  Werthe  von  (p  und  «*,  welche  diesen  Versuchen  entsprechen, 
liegen  verinuthlich  zwischen  den  obigen  Zahlen  als  Grenzen.  — Richtiger 
würde  rp'  aus  der  Gleichung 


t- 

a ff 


gefunden,  wenn  darin  für  t die  beobachtete,  Depression  der  Raudliuie 
an  einer  vcrticalen  ebenen  Wand  und  für  a^ainfp'  der  anderweitig  nach 
obigen  Angaben  bestimmte  Werth  gesetzt  wird. 

Uebrigens  ändern  sich  y/  und  sehr  merklich  schon  durch  geringe 
Unreinheiten  des  Glases,  durch  das  Anhängen  verdichteter  Luft  und  von 
Feuchtigkeit  an  der  Oberfläche  desselben  und  durch  Oxydation  des  Queck- 
silbers. Mit  wachsender  Temperatur  nimmt  a-air<  ff’  zu,  von  0“  bis  nach 
Frankenheim  im  Verhältnisse  1 : 1 0,0018  f.  — 

Von  der  Veränderlichkeit  des  Randwinkels  lässt  sich  die  Rc- 
stimmung  der  Capillardepression  des  Quecksilbers  in  Glasröhren  dadurch 
unabhängig  machen,  dass  man  die  Höhe  h der  Quecksilberkuppe  (ira  Vor- 
hergehenden mit  /,  bezeichnet  ) in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  misst 
und  den  Randwinkel  als  Function  von  h ansdrttckt,  so  dass  daun  auch  die 
Depression  des  Scheitels  der  Quecksilberkuiipc  als  eine  (ausserdem  nur 
von  der  Constanten  a-  abhängige)  Function  von  r und  h erhalten  wird, 
nämlich  nach  Gl.  (14)  und  (15) 


fl-aillfp  . 


(21), 


worin  ainfp  und  (<j  — t)  auf  Grund  einer  Annahme  in  Betrefl'  der  Gestalt 
der  Quccksilberoberflüche  durch  r und  h auszudrückeu  sind. 

Wird  zunächst  diese  Oberfläche  als  Kugclflächc  vorausgesetzt,  so 
ist  das  Volumen  der  Quecksilberkuppe 

V — :x  h { 8 »■  * -{  A ”) 


und  ihre  mittlere  Höhe 
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(jp’  h 

ferner  nach  Gl.  fl 6):  tg  , also 


'2tg 


mn  (fl  = 


1 + ' 


2rh 


und  somit  nach  Gl.  f21) 


L = 


2a*- h 


e , 
h 


2a*  14’*  1 

rH_L  A*  “I  r*  2 


oo 


>')■ 

r'  + 4>*  • - 

Diese  Formel  kann  indessen,  wenn  die  Röhre  nicht  sehr  eng  ist,  nur  eine 
erste  .Innäherung  gewähren,  weil  in  der  That  die.  Quecksilherobertläche. 
am  Rande  stärker  gekrüinint  sein  muss,  als  am  Scheitel,  und  zwar  so,  dass 
nach  Gl.  (2)  das  Product  aus  der  Constanten  a*  und  der  Differenz  der 
1 . 1 


mittleren  Krümmungen 


und  der  betreffenden  Normalschnitte  = der 
(>i  Po 

Knppenhöhe  4 ist.  Behufs  einer  weiteren  Annäherung  werde  deshalb  diese 
Oberfläche  als  ein  Umdrehiingsellipsoid  vorausgesetzt  (Fig.  23),  dessen 

Halbmesser  am  Aequator:  OQ  = x und  in  der 
.\xe:  Oü  = y sei;  dabei  sind  x und  y vorläufig 
unbekannt,  nur  ist  jedenfalls  x )>  y.  Dieses 
Ellipsoid  und  die  in  demselben  um  seine  .\.ve 
=2  y als  Durchmesser  beschriebene  Kugel  wer- 
den von  horizontalen  Ebenen  in  Parallelkreiscn 
gescbuitteu,  deren  Flächen  das  constante  V'er- 

X** 

hältiiiss  haben;  dasselbe  Verhältniss  haben 

somit  auch  die  von  solchen  Ebenen  abgeschnittenen  Volumina,  und  cs  ist 
also  das  Volumen  der  Quecksilberkuppe 

V = Jth  ( :ir*  -'I  -I-  4“  j \ .t4  fsrH  , 

6 \ X-  , y 0 \ y. 


woraus 


V 


=:(^+ 


4*  x^ 
r*  yV 


and  nach  Gl.  (21) 


t„  _ a*j^in<f' 
4 r4 


1 4 “ X- 
0 r*  y*' 


(23) 
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folgt.  Um  in  dieser  Gleichung  x,  y und  (p  durch  r und  h auszudrucken, 
sind  drei  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen  erforderlich.  Zunächst  ist 

»••  f 4 

nach  der  Gleichung  der  Ellipse: 


■hY- 


= 1 


(24). 


Um  ferner  den  Winkel  <p  als  der  Tangente  au  die  Ellipse  ira  Punkte  Ä 
der  Randlinie  angehörig  zu  charakterisiren,  mag  der  bekannte  Ausdruck 
für  die  Subnormale  benutzt  werden,  wonach 


NJI  = ^ . O//,  d.  h.  r cotq  w 

y 


-r» 


, (y  — Ä) 


25) 


ist.  Eine  dritte  Beziehung  liefert  die  oben  erwähnte  Gleichung  (2).  Indem 
nämlich  für  irgend  einen  Punkt  A der  Randlinie  der  Krümmungshalbmesser 
des  dieselbe  berührenden  Normalschnitts  des  UmdrehungseUipsoids  = der 
Normalen 


^A'=p=r 

Hin  <f 

und  der  Krümmungshalbmesser  der  Meridianlinie,  d.  h.  der  Ellipse,  weun 
* die  Länge  des  dem' Halbmesser  OA  conjugirten  Halbmessers  OB  bedeutet. 


oder  wegen  p =r  ^ a auch 

^ y 


ist,  so  ist  die  mittlere  Krümmung  der  betreffenden  Normalschnitte: 
p,  2\p  p*  y-/ 


wogegen  im  Scheitel  jeder  Krümmungshalbmesser  eines  Nonnalschnittes 


X‘ 

y 


, 1 y 

also  = • 
Po  a-' 


(2G). 


ist;  somit  hat  man  nach  Gl.  (2) 

\pi  Po/  2'p^p3yS 

Setzt  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  im  Scheitel- 
punkt S 


= 4-p, 


so  folgt  aus  Gl.  (24) 


igy  ~y  y“  y A A®4p 
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T*  2k  Q r»  2k  r r» 

und  somit  l L ~ l-i- 

y*  h A“  hmnq  A* 

61.(23)  erhält  dadurch  die  Form 

*<>  ^ ^ " (27), 

Ä r?t  3 r »in  q'  3 

worin  noch  k und  q vermittels  Gl.  ('25)  und  (26)  zu  bestimmen  bleiben. 
-Ins  Gl.  (25)  folgt 

r .ot,j  y ^ ^ ^ , 1 _ 2 + --)  =.  - 4-  , 

, . r 

also  mit  o = --  , 

Hin  q 

k ^ conq  _r 

»in  q h 

während  nach  Gl.  (26) 

2pA_  2rh  _ 2 

~z  — i l A — 

a*  a^KWif  k 

stuf!  = - 


ist.  Durch  successive  Näherung  ist  nun  der  Werth  von  k so  zu  bestimmen, 
dass  durch  denselben  und  durch  den  nach  Gl.  (29)  entsprechenden  Werth 
von  q'  der  Gl.  (28)  genügt  wird.  Auf  diese  Weise  findet  man  beispiels- 
weise mit  a*  = 6,5  (entsprechend  im  Mittel  den  oben  discutirten  Mes- 
sungen von  Dang  er)  die  folgenden  Werthe  von  in  Millim.;  die  gleich- 
falls beigefOgten  Werthe  von  k lassen  erkennen,  in  welchem  Grade  die 
•juecksilberoberfläche  von  einer  Kugelfläche  abweicht. 


f 

h 

i A* 

1 

r i 

h 

1 k 

\ 

1 0,5 

1,048 

5,040 

3 

0,5  ' 

1,321 

0,577 

2 i 

1 0,5 

1,157 

1,402 

3 

1 

1.349 

1,045 

2 

i 1 

1,186 

2.341 

4 

1 

1.545 

0,508 

Für  den  praktischen  Gebrauch  bequem  ist  eine  umfangreiche  Tabelle, 
welche  Delcros  nach  Formeln  berechnet  hat,  die  von  Schleiermacher 
aus  besonderen  Versuchen  abgeleitet  wurden.  Der  folgende  Auszug  aus 
dieser  Tabelle*  lässt  eine  sehr  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den 

* Nouveaux  Mdmoires  de  l’acad.  roy.  de  Bruxelles,  t.  XIV. 
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so  eben  nach  den  Gleichungen  (27)  bis  (29)  für  einige  Fälle  berechneteu 
Depressionen  <0  erkennen;  durch  eine  kleine  Aenderung  des  zuvor  ange- 
nommenen Werthes:  a*=  6,5  Hesse  sich  die  Abweichung  noch  wesentlich 
vermindern. 


Capillardepression  des  Quecksilbers 
in  Glasröhren  nach  Schleiermachcr  und  Delcros. 


Ilallim.  Ij  Höhe  der  Quecksilberkuppe. 


der 

Röhre. 

0.1 

0,2  1 0,3  0,4 

0.5  i 0,6 

0,7 

0y8 

1,0 

1,2 

1,4 

1,6 

1.0 

:|  1.2<>! 

2,460  3..51Ö  4.3!u; 

5.085  — 

— 

— 

— 

— 

— 

1.2 

0,876 

1.715  2.184  3,162 

3.728  4, UH) 

— 

— 

— 

— 

— 

1.4 

J 0,6:i8 

1.2.56  1.8;3(!  2,363 

2,825l  3,218 

3,512 

— 

— 

— 

— 

— 

1.6 

i 0,484 

0.0.55  1.404  1,820 

2,196  2,528 

2,812 

3.050 

— 

— 

— 

— 

l.ö 

||  0.378 

0.747  1.103  1.437 

1,7461  2,024 

2,270 

2,483 

— 

— 

— 

— 

2,0 

i 0.302 

0,.5‘)8  0.885  1.1.58 

1.413;  1.648 

1.8.5!) 

2.046 

2..348 

— 

— 

— 

2,2 

0.245 

0.487  0.723  0.948 

1,16t  1.360 

1..541 

1.705 

1,978 

— 

— 

— 

2.4 

0,203 

0.40.3  0..599  0,787 

0,966'  1,1.35 

1.292 

1,436 

1,680 

1,866 

— 

— 

2.6 

k».17() 

0.337  0,502  0,661 

0.81.3  0.i)58 

1.09.3 

1,218 

1,436 

1,608 

— 

— 

2.H 

1 0.143 

0,28.5,  0.125  0..560 

0,69i;  0,815 

0.!)32 

1,041 

1,235 

1,392  1,511 

— 

;!,» 

'0.122 

0.243  0,362  0,478 

0,.5!>1  0,6!)S 

0.8(K) 

o,8!)6 

1,068 

l,210i  1,322 

— 

;i.2 

0.105 

0,209;  0,312  0.412 

0.509  0,tk)2 

0.691 

0,776 

0,928 

1,057  1,161 

1,238 

3,4 

1 0.0‘tl 

0,181  0,269  0,3.56 

0,411  (1.523 

o,(;oi 

0,675 

0,810 

0,926|  1,021 

1,095 

3,0 

' O.OTil 

0.1.57  0.2.34  11,310 

0,3.84  0.4.55 

0..524 

0.5!)0 

0,710 

0,814 

0,901 

0,970 

3.K 

i0,060!  0.1.37  0.205  0.271 

0..336  0.3'.)9 

0.1.59 

0,517 

0,624 

0,7J8 

0,797 

0,861 

4.0 

O.OtiO 

0.120  0,180  0.238 

0.29.5  0,.3.')0 

0,401 

0,455i  0,551 1 0,635 

0,707 

0,766 

4.2 

' 0, 0.5.3 

0.106  0.158  0,210 

0.2(kl  0,:!09 

0,3.56 

0,402 

0,487  0,563  0,628 

0,682 

4,4 

Kl.017 

0.094^  0.110  0.185 

0.2.30  0.27.3 

0..315 

0,356 

0,4.32i  0,500  0,559 

0,609 

4.6 

'(>.042 

0,08.3'  0.124  0.164 

0,204  0.242 

0.280 

0,316 

0,.384j  0,445'o,499 

0,544 

4,H 

'0.0.37 

0,074  O.llO  0,146 

0.181  0,215 

0.24!)  0.281 

0,342 

0,397,0,445  0.486 

5,0 

11 0.03.31  0.1  Mi5  •M>9>'  0.130 

0.161  0.192 

0.221 

0.250 

0.305'  0.354  0.398|0,436 

Alle  Dimensionen  sind  dabei  in  Millimetern  ausgedrückt  vorausgesetzt 
Der  Werth  von  f„,  welcher  dieser  Tabelle  entnommen  oder  nach  den 
obigen  Formeln  berechnet  werden  kann,  wenn  mau  die  Weite  der  Glas- 
röhre kennt  und  die  jeweilige  Höhe  der  Quecksilberkui>pe  gemessen  hat. 
ist  bei  dem  Gebrauch  manometrischer  und  ähnlicher  Instrumente  zu  der 
beobachteten  Länge  der  bis  zum  Scheitel  der  Kuppe  gerechneten  Queck- 
silbersäule zu  addiren,  um  sie  mit  Rücksicht  auf  den  Eintluss  der  Capil- 
larität  zu  corrigiren. 
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§.  G4.  Tropfen  und  Blasen. 


Ein  Fltissigkeitstropfcu  auf  einer  trockenen,  horizontalen 
ebenen  Fläclie  hat  im  ftleichgewichtsznstande  offenbar  die  Gestalt  eines 
Umdrehungskorpers  mit  verticaler  Axe,  falls  die  Oberfliichenheschaffenheit 
liieser  festen  Unterlage,  ebenso  wie  die  der  F'lüssigkeit,  also  auch  der 
Randwinkel  (f  ringsum  gleich  ist.  Jeuachdem  der  letztere  spitz  oder  stumpf 
ist,  hat  der  (halhef  Meridiandurchschnitt  die  h’orm  der  ohert-n  oder  unteren 
Fig.  24.  Ist  s die  Höhe  des  Scheitelpunktes  S Uber  dem  beliebigen  Punkte 
B der  Oberfläche,  so  muss  im  Gleichgewichtszu- 
stände der  normal  einwärts  gerichtete  Cohäsions- 
druck  bei  B denselben  bei  S um  yz  übertreffen. 
wenn  wieder  y das  sj)ecif.  Gewicht  der  Flüssigkeit 
bedeutet;  sind  also  p und  (/  die  Krümmungshalb- 
jj.  messer  der  Ilauptschnitte  bei  Ä,  It  dieselben  für 
alle  Normalschnitte  bei  .S',  so  hat  man  mit  Rücksicht 
auf  §.  59,  Gl.  (4) 

1 . 1 


Fig.  24. 


w 


R 


+ -/Z 


und,  wenn  wieder 


gesetzt  wird. 


2 


Ist  x = BH  der  Halbmesser  des  betreffenden  Parallelkreises,  der  Winkel, 
unter  welchem  die  Tangente  BT  gegen  die  llorizontalebene,  also  die  Nor- 
male BN  gegen  die  Axe  NH  geneigt  ist,  und  bedeutet  p den  Krümmungs- 
halbmesser der  Meridianlinie,  so  ist 

o'=/UV=  , 

' H in 

also 


rt  - / 1 sin 

o , 

H). 

z=  { 4-  - 

2 fj  jr 

/{) 

Wegen 

ds  dx 

dx 

dih  cosi)  dii  dsin  th 

ist  auch 

e*  '(/  sin  Ih  sin  2 \ 

\d{xsin!y'\  1 

(2-,. 

S — I-  — 

' 

•2  dx  ' j-  AV 

dx'‘)  R\ 

Dieselben  .Ausdrücke  gellen  offenbar  auch  für  den  uingekehrfen  Fall 

üraahof,  I. 
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einer  IJlaso,  welche  von  einer  Flüssifjkoit  unter  einer  ihre  Ober- 

fläclic  berühremlen  el)enen  Deckplatte  gebildet  wird,  Calls  jetzt 

3 die  Höhe  des  beliebigen  Punktes  H der  BlasenoberHUcbe  über  ibn'ni 

Scheitel  H bedeutet;  wie  Fig.  ii.'j  zeigt,  entspriebt  hier  dem  spitzen  Kaml- 

Winkel  ein(^  iibidicbe  Form  des  Meridiausebnittw 

^ wie  dem  stumpfen  llandwinkel  des  Tropfens  uud 

/ z umgekehrt.  Der  normal  einwärts  gerichtete  Coba- 

/ sionsdruck  bei  Ji  muss  hier  zwar  um  den  Betnu: 

T A / w 

/ yz  nicht  grösser,  sondern  kleiner  sein,  als  derjenige 

^ allein  jener  (’obäsionsdruck  selbst  ist  hier 

X-— — ,r  ,iß|.  „m.|,  aussen  concaveu  statt  convexen 

— — F n 2 

ir  Krümmung  = — d ( -f  , resp.  = — ß . 

I>  (»  / h 

wenn  die  Kriimmiingsbalbmesser  absolut  verstanden  worden,  wie  bei  den 
obigen  l'mformungen  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde. 

Die  Gl.  (2)  führt  zu  einem  iHunerkenswerthen  Ausdruck  für  das  Vo- 
lumen Fdes  Tropfens  oder  der  lilase.  Es  ist  danach  niimlich  allge- 
mein das  Volumen  '/'  des  .\bschnitt.s  von  der  Höhe  *,  erhalten  durch  die 
Ebene  des  I’arallelkreises  mit  dem  Halbmesser  x, 

fp  — y.TJ'*(fc  =■  ,T.r*  2 — .T  jzd{x-) ZT  — zra-  I \d(xiiiti  1^) ^ I 

’ü  b b *■  “ 

=•  :tx~z  — .Trt - (x  uni  i‘t  — j . 

Ist  also  h die  Höhe  Sir  des  ganzen  Troi)fens  oder  der  Hlase,  r der  HalF 
messer  AW  der  Randlinie,  so  ist  (mit  '>-=:<(,  im  Falle  des  Trojtfens  resp. 
i1  — IH(("  - (f,  im  Falle  der  Blase) 


V-  r-h  - 


a -)■ 


Indem  das  Volunnm  eines  Tropfens  sehr  genau  durch  Wägung  be- 
stimmt, ausser  r und  h auch  der  Ramhvinkel  (p  gemessen  werden  kann,  so 
lässt  sich  diese. Formel  zur  Bestimmung  der  Constanten  benutzen, 
freilich  mit  einer  vom  Krümmungshalbmesser  II  im  Scheitel  herrühremlen 
Unsicherheit,  sofern  nicht  etwa  der  Troiden  gross  genug  ist,  um  ll  = o- 
setzen  zu  dürfen. 

t^iiincke  fand  z.  B.  das  Gewicht  eines  Quecksilbertropfens,  welcher 
in  luftverdünntem  Raume  auf  einer  horizontalen  Glasplatte  lag,*  = 27,8452 

* l’uggeiidorff’s  Annalen,  Bd.  105.  Siche  auch:  A.  Beer,  Einleitung' 
in  die  inatbematisclie  Theorie  der  Klaslicität  und  Capillaritiit,  S,  14.Ü, 
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aöf) 


r=  13,09  und  A-^:t,0f)5  Milliin.,  <fi  ~ 128"  3<V, 
ft-rnpr  den  Hallnnesscr  r^  des  grössten  Panillelkroises  uinl  die  Höhe  des 
S'dieittds  S über  seiner  Ebene: 


r,  = 1 l,‘jr)5  und  /i,  =2,783  Millini., 
endlich  die  Höhe  //  des  Scheitels  über  demjenigen  Parallelkreise,  dessen 
Halbmesser  im  oberen  Theil  des  Troid'ens  = r war, 

// = 1,850  Millim. 

Wenn  der  Versuchstemiieratur  von  IT^C.  entsprechend  die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers  = 13,5it3  gesetzt  winl,  ergiebt  sich 

27  8452 

r = 1000  - =•  2018  5 Cubikmillim. 

13,593  ’ 

Was  Ä betritl't,  so  wäre,  wenn  man  den  ganzen  oberen  Theil  des  Trojifens 
\on  der  Höhe  A,  als  ein  halbes  rmdrehungsellipsoid  betraebten  ilürfte, 

4» 

II— = 71,04  Millim. 

/ii 

Kin  besserer  Wertb  ergiebt  sich,  wenn  nur  der  oberste  Theil  des  Tropfens 
von  der  Höhe  A'  als  Abschnitt  eines  Umdrehungsellipsoiils  betrachtet  und 


R = t — i gesetzt  wird,  unter  A mul  </*  die  Grössen  verstanden,  welche 
mn  (f 

nach  Gl.  (28)  und  (29)  im  vorigen  §.  den  Hedingungen  entsjirecheii: 

A [ totiff  ’ r , , '2rh' 


XIII  (f 


xni  if 


^0  tindet  man  mit  «=*=0,5 

A— -3,025j  */«  y*  = 0.588;  A’ = k0,25. 


•\lter  auch  dieser  Werth  von  /{  ist  jedenfalls  noch  zu  klein,  weil  nach  den 
l'M'ubachtungen  Hangers  (§.03)  schon  für  r=20  Millim.  11=  ic.  gesetzt 
werden  kann.  Wird  etwa  die  Annahme  der  ellipsoidischen  Form  des  oberen 
Tlieiks  der  Tropfenobertläche  bis  zu  r = 5 Millim.  als  zulilssig  erachtet,  so 
ist  für  Solche  Werthe  von  r,  welche  zwischen  dtm  Grenzen  5 mul  20  Millim. 
liegen,  tlie  Krümmung  iler  Scheitel-Normalschnitte 


1 

R 


1 xiu  If’ 
k r 


■ fir) 


m setzen,  unter  /(r)  eine  Function  von  r verstanden,  welche  bei  stetig  in 
gleichem  Sinne  statttindender  V'eninderlichkeit  innerhalb  der  fraglichen 
(Ireuzen  den  Bedingungen 

23* 
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§.G4. 


Aö)=l;  /(20)  = Ü 

entspricht.  Die  einfachste  solche  Function  ist 

Ar)  _ 1 -f  — — — - , 

so  dass  nun  für  5 r 20  mit  jedenfalls  schon  erheblicher  Annäherung 

•»  ’ 

(4) 

.300/ 

und  insbesondere  im  vorliegenden  Falle 
r 0,588 

gesetzt  werden  kann.  Damit  folgt  daun  aus  Gl.  (3) 


R X-  ^60 


r»/(  — - r 

.T 


= 6,583 


r I Htnif 


«) 


in  befriedigender  Uebereiustimmung  mit  anderweitigen  Bestimmungen  dieser 
Grösse.  — 

Wenn  der  Tropfen  oder  die  Blase  eine  so  grosse  Ausdehnung  hat, 
dass  nicht  nur  die  Krümmung  im  Scheitel  = Null  zu  setzen  ist,  sondern 
auch  an  jeder  anderen  Stelle  die  Krümmung  der  zur  Meridianlinie 
senkrechten  Normalschnitte  vernachlässigt  werden  kann,  dann  ist 
nach  Gl.  (1)  einfach 


ds 


dz 


oder  mit  p = — = . 

a»T  mn  it  d\r 


2q 

— dz 
d cos  {)■ 

2zdz  = — «*  rf  cos  {)■ 


und  folglich,  weil  z = 0 und  — <}  zusammengehörige  Werthe  sind, 

z*  = a^{l — fu/i  ft) (5). 

Daraus  ergiebt  sich  die  Höhe  z = h eines  grossen  Tropfens  mit  ft  = 9. 
einer  grossen  Blase  mit  ft  =180“  — r/,  also 

X =-  ff  [ 1 -f-  fos  ff (G'i; 

streng  genommen  ist  dieses  h die  Grenze,  welcher  sich  die  Höhe  eines 
Tropfens  oder  einer  Blase  bei  ohne  Ende  wachsendem  Durchmesser  zu- 
nehnumd  nähert. 

Wenn  im  Falle  der  Blase  die  ebene  Deckidatte  von  der  Flüssigkeit 
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nicht  nur  benetzbar,  d.  h.  y-  spitz  ist,  sondern  wirklich  benetzt  wird,  also 
<f  ^ Null  ist,  ergiebt  sich  die  Höhe  der  Blase 

h — <1  y' '2 (7). 

Wenn  wieder  mit  A,  der  Höliennnterschied  des  Scheitels  und  der 
.^equatorebene  der  Kbene  des  grössten  Parallelkreises)  des  von  einer  nicht 
netzenden  Flüssigkeit  gebildeten  Tro])f'ens  oder  der  von  einer  netzenden 
Flüssigkeit  gebildeten  Blase  bezeichnet  wird,  ist  nach  (11.(5)  mit  D-  = ^0'' 


h^  — a 

Durch  die  Messung  von  und  h findet  man  also 

h 


(H). 


a — A,  und  cot,  ff 


-O- 


1. 


Das  Volumen  eines  grossen  Tropfens  oder  einer  solchen  Blase  ist 
nach  Gl.  (3)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (6) 


V = Jir*h  — jtrh* 


fin  (f 
1 ms  (p 


oder  für  den  Tropfen: 
und  für  die  Blase;- 


Das  Volumen  einer  grossen  Blase  unter  einer  benetzten  ebenen 
Platte  (ff  — 0)  ist 


r=jtrVi. 


Messungen  au  Tropfen  sind  namentlich  von  (juinckc  zur  Bestimmung 
von  a und  ff,  also  der  Constanten 

ii—  _ o“/  und  (t:=^icosff 

hf-nntzt  worden.  F’ür  Wasser  an  einer  reinen  trockenen  Glasfläche  ergab 
sich  ff  — 25“  3()';  nach  anderen  Bestimmungen  soll  in  diesem  Falle  ff  bis 
30“  lind  darüber  betragen  können. 


i65.  Modifleation  des  hydrostatischen  Druckes  durch  Molekularwirkung. 

Dass  der  Druck  einer  im  Gleichgewicht  befindliclien  Flüssigkeit  auf 
eine  theilweise  cingetauchtc  feste  Fläche,  an  welcher  somit  die  Flüssigkeit 
schoben  oder  niedergedrückt  ist,  eben  dadurch  merklich  modificirt  werden 
kann,  giebt  sich . besonders  durch  die  Anziehung  oder  Abstossnng  zu  er- 
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kennen,  welche  /.wischen  einem  auf  einer  Flns.sigkeit  schwiminciulcn  KörjMT 
nnil  der  GefiLsswaml  oder  zwischen  zwei  sulchmi  Körpern  hei  einer  po- 
wLssen,  niiintich  solchen  Annalierung  stattzniinden  scheint.  d:iss  die  klmr- 
der  Gefiisswand  and  in  der  Uinpehnnp  des  schwininiemlen  Körpers  rcsp. 
die  um  l)cide  Körper  herum  deformirten  (pekrümmteu;  Theilo  der  freien 
FhlssipkeitsoherHächc  pepenseitip  in  einander  üherpehen.  Diese  Wirkuiic. 
welche  als  .\nziehunp  erscheint,  wenn  die  Flüssipkeit  an  heiden  KiiqK-ni 
pehoheu  oder  an  heiilen  niederpedriiekt,  dapepen  als  .Vhstossunp,  wenn  si<' 
an  dem  einen  peliohen  und  am  anderen  pesenkt  ist,  hat  z.  D.  die  iH-kaimte 
Krscheinunp  zur  Folpe,  ilass  viele  kleine  pleicliartipe  Körper,  welche  anf 
einer  Flüssipkeit  schwimimm,  hei  wiederholten  repellosen  Störuupen  des 
(ileicligcwichtes  sicli  allmiihlip  zu  zu.sammenhänpoiden  Grupj)eu  vereinipen, 
die  an  der  GefUsswaud  hatten,  wenn  auch  zwischen  dieser  und  der  Flü.- 
sipkeit  eine  Molekularwirkung  von  ploiclier  Art  statttiudet  wie  zwischen 
der  letzteren  und  den  schwimmenden  Körpern. 

Zur  Erklärunp  dieser  Erscheinung  im  .Mlpemeinen  und  zugleich  als 
Grundlage  zur  Beurtheiluug  ihres  wesentlichsten  Wirkungsgeset/a's  penfipt 
die  nähere  Betrachtung  des  einfachsten  Falles  zweier  ehenen  Blatten 
AH  und  A^l^^  (Fig.  2G),  welche  vertical  in  kleiner  Entfernuiip 
FiK- äo.  und  parallel  mit  einander  theilweise  iu 

eine  FIfissigkeit  eingetaucht  siml,  deren 
freie  Oberfläche,  soweit  sie  horizontal  ist,  mit  der 
llorizontaleheue  ////,  Zusammenfalle.  Die  Breite 
= h der  Blatten  sei  so  gros.s,  dass  die  zwischen 
ihnen  gehoheiie  oder  gesenkte  Flnssigkeitsok'r- 
fläche  (in  der  Figur  und  hei  der  folgenden  Ent- 
— Wickelung  ist  der  erstere  Fall  vorausgesetzt)  Im 
Wesentlichen  als  eine  Cylinderfläche  mit  horizon- 
taler Erzeugi'uden  gelten  kann;  übrigens  seien  sie  von  den  GeKlsswändcu 
oder  von  anderen  festen  Körpern  .so  weit  entfernt,  dass,  wenn  sie  im  Siiim' 
ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen  uiiemllich  wenig  verschoben  wenlcn. 
dadurch  die  Gestalt  und  Ilöheidage  der  freien  Flüssipkeit.soherfläc!ic  nnr 
zwiseben  ihnen  eine  unendlich  kleine  Aenderung  erflihrt,  nicht  al)cr  an. 
ihren  äusseren  Seiten.  Gesucht  wird  die  Kraft,  womit  die  Flüssipkeit 
auf  die  Blatte  --/7/in  normaler  Bichtuug  wirkt.  Ist  dieselbe  = /■ 
positiv  im  Sinne  7/7/,,  so  kann  durch  die  entgegengesetzte  Kraft  V (Fig.  2iV. 
im  Sinne  7/,  7/  auf  die  Blatte  wirk(!ud,  das  Gleichgewicht  hergestellt  worden, 
falls  diese  Bhitte  nur  horizonUtl  in  normaler  l!i(ditung  beweglich,  die  amlcn 
--1,7/,  dagegen  unhcweglich  vorausgesetzt  wird,  und  es,  wird  die  Grö.'*i' 
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(liesor  Kraft  P gcfuiuleii,  iiulcin  man  aiisdrUckt,  ila.ss  für  eine  unendlicli 
kleine  normale  Verschiebung  Ul—Ax  der  I’latte  AH  im  Sinne  ////,  die 
Summe  der  Arlieitcii  aller  iin  Glekdigewicht  betindlielien  Kräfte  — Null 
ist.  Diese  Arbeiten  sind:  die  Arbeit  der  Kraft  /’ 

— — P,h: (1), 

ferner  die  Arbeit  der  Schwere  und  endlich  die  Molekulararbeiten,  welche 
durch  die  Grössenanderung  von  WandoberHiichenschicliten  und  von  freier 
ObcrHächenschicht  der  Flüssigkeit  verursacht  werden. 

Da  die  Uandlinieu  an  beiden  Platten  nach  wie  vor  horizontale  Linien 
von  der  Lange  h bleiben  uiul  auch  die  Kandwinkel  con.stant  vorausgesetzt 
werden,  so  wird  das  Gewicht  oder  Volumen  der  gehobenen  fdüssigkeit  nach 
§.()!,  Gl.  (3)  durch  die  vorausgesetzte  virtuelle  A'errückung  nicht  geiinderl; 
die  Arbeit  der  Schwere  besteht  nur  darin,  dass  der  (Querschnitt  der  zwischen 
den  Platten  gehobenen  Flüssigkeit  von  AA^HIf,  in 

— AA^  irify 

fibergeht.  Diesen  Uebergang  kann  man  sich  dadurch  vermittelt  denken, 
dass  zunüchst  die  Flüssigkeit,  deren  (Querschnitt  ACH l ist,  indem  sie  sich 
nnendlich  ausbreitet,  bis  zur  Horizontalebeno  ////,  niedersinkt,  und  dann 
wieder  bis  zum  (Querschnitt  it//,  fV/,  gelndieii  wird.  Die  Arbeit  der  Schwere 
l»ei  jenem  Niedersinken  ist  bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung 


unter  / das  specif.  Gewicht  der  Flüssigkeit  und  unter  z die  Frlndiungshöhe 
All  der  Itandliuie  an  der  Scitentliiche  der  ersten  Platte  \ersLiuden,  welclio 
der  zweiten  zugekehrt  ist.  Die  Schwerearbeit  hoi  der  Erhebung  der  frag- 
lichen unendlich  kleinen  Flüssigkeitsnicnge  von  der  Ebene  ////,  bis  zum 
(Querschnitte  CA^  ist  derjenigen  gleich  zu  setzen,  w elche  einer  solchen 
Erhebung  der  ganzen  zwischen  den  Platten  bei  ihrem  veränderten  Ab- 
stande erhobi'nen  FlUssigkidt  entsjiricht,  wobei  die  eine  üandlinie  um  CH, 
die  andere  um  ^,0?,  hiuäufrückt,  während  die  (Jestalt  der  Obertläche  nur 
unendlich  wenig  sich  ändert.  Indem  aber  diese  ganze  gehobene  Flüssigkeit 
nach  §.61  von  zwei  Kräften  getragen  wird,  welche,  in  den  Handlinien  au- 
groifend,  n.aeh  CH  un<l  A^H^  gerichtet  — ab  und  «,  A sind,  unter  n und  «, 
die  im  Allgemeinen  verschiedenen  Adliäsionsconstanten  für  die  beiden 
Platten  verstanden,  muss  auch  die  fragliche  Schwerearbeit  der  entsiircchenden 
Arbeitssumme  dieser  beiden  Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  also 

— — ab . CH  - a^b . A^H, (3) 
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sein.  Was  endlich  die  Molekularaibciten  betrifft,  so  ist  mit  Rücksicht  auf 
die  Bedeutung  der  Cnnstanten  (i  und  « resj).  «j  nach  §.  59  und  §.  fiO  die- 
jenige, welche  der  Neubildung  von  WandoberHächenschicht  = i(B/ — - 
= h.DR  an  der  ersten  und  b.A^Ii^  an  der  zweiten  Platte  entspricht, 

— ab.l)B\(L^h.A^l!^  (4y, 

sowie  diejenige,  welche  der  Verwandlung  von  freier  OberHiichenscljicht 
= Al, ■/('—///  : in  homogeue  Flüssigkeit  entspricht, 

^(ib(AC  — II/j (5;. 

Die  Summe  der  Arbeiten  (1)  bis  (b''  -r-  Null  gesetzt  gieht 

- /M.C  1 I ybz’‘d.r~  abAU)  -j-  ^ib{AC  - III)— 0 


oder  mit  u — (fcns(f  nach  §.  tiO,  Gl.(l)  und 

III  — da",  Cf)  dj-eofß(f’,  AV  - 


()x 

XI H lf‘ 


oder  en<llich  mit  s K-; 


7 


nach  §.  fi2.  Gl.  1) 


und  wenn  h — n \ 1 — xiii  (f  nach  62,  Gl.  (3j 

den  Werth  bedeutet,  welchen  z bei  so  grosser  Entfernung  der  Platten 
haben  würde,  dass  die  Oberfläche  ,4,f,  theilweise  mit  der  Ilorizonfalebeuo 
II II^  zusammenfiele, 


V—  ^^yb\z'‘-  «^(1  xhi(f)\  — — //*) 


'6  . 


Wenn  das  Verhalten  der  Flüssigkeit  gegen  beide  Platten  von  gleicher 
,\rt  ist,  (1.  h.  wenn  « und  «,  einerlei  Zeichen  haben,  der  Randwinkel  an  beiden 
Platten  sjutz  oder  an  bei<len  stumpf  ist,  so  wird  die  Erhebung  oder  Sen- 
kung der  Flüs.sigkeit  an  jeder  Platte  durch  den  Einfluss  der  anderen  ver- 
grüssert;  es  ist  dann  1‘  positiv,  d.  h.  die  Flüssigkeit  wirkt  auf  die 

Platten  so,  als  ob  dieselben  sich  gegenseitig  anzögen.  Umgekehrt  verhält 
es  sich,  wenn  a und  «,  entgegengesetzten  Zeichens  sind.  Dieser  Schlns.< 
behält  offenbar  seine  Gültigkeit  auch  bei  anders  gestalteten  Körpern,  oh- 
schon  der  Entwickelung  eines  .\usdrucks  für  die  resultireudo  Horizonlal- 
krafl  P sich  unüberwindliche  Schwierigkeiten  entgegensetzen  mögen. 
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II.  (ileicligewicht  der  Liitt. 

§.  ti<i.  Allfireineiiie  Heiiierkunfi:pn. 

Wiihreiid  iiiifli  <l(‘ii  in  §.  aiifgestolltcn  .illgcmeincn  liyiirostatischcn 
(iesetzeii  diu  Möglithkuit  dos  Gloioligowichts  einer  trojifl)aron  Flüssigkeit 
\on  eonstantor  sjieoif.  Masse  //  an  die  Hedingnng  der  Existenz  einer  Kraft- 
l'unction,  d.  li.  an  die  Üedingiing  geknü|d't  ist,  dass  die  rechtwinkeligcn 
('(miliouenten  A',  F,  Z der  beschleunigenden  Massenkraft  im  Pnnkte 
(r,  y,  3)  = den  h(‘ziehnngsweis<‘  nach  x,  y,  z genommenen  I)ifferential(|uo- 
tieiiten  einer  gewissen  Function  U der  foordinaten  sind: 

r- 

’ ■ öy  ’ hz  ’ 

also  A'  dx  -f-  y dy  -j-  Zdx  = d II, 

wie  es  in.sbesondere  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Richtungslinien  der  frag- 
lichen Kräfte  durch  teste  Punkte  (Pnnkte  von  festen  Lagen  gegen  die 
Coordinatenaxen)  gehen  und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Ahständo 
vm  diesen  festen  Punkten  sind,  ist  das  Gleichgewicht  luftformiger  Flüssig- 
keiten zwar  nii-ht  nothwendig  an  diese  Bedingung  gehiinden.  indessen  doch 
auch  nur  in  diesem  Falle  von  grösserem  Interesse.  Wird  also  tauch  hier 
die  Existenz  einer  Kraftfunction  vorausgesetzt,  .so  sind  nach  §.  .')3 

unter  e verschiedene  Gonstantc  vei'standen,  die  Gloichnngen  der  Niveau- 
flächen,  und  dieselben,  charakterisirt  durch  den  Umstand,  dass  die  resul- 
tirende  Mas.senkraft  /'  in  allen  ihren  Punkten  normal  zu  ihnen  gerichtet 
ist,  sind  zugleich  Flächen  gleicher  Pressung  p und  specifischcr 
Masse  //,  also  auch  gleicher  T ein jt erat u r t und  üherhau pt  gleichen 
Wärineznstandes.  Dieser  letzten'  Umstand  knü]ift  die  dauernde  Krhal- 
Iniig  des  zu  irgend  einer  Zeit  stattfimlenden  Gleichgi'wichti's  an  die  '^streng 
genoninieii  freilich  selten  erfüllte)  Bedingung,  dass  die  Temperatur  ent- 
weder in  der  ganzen  Masse  dauernd  gleich  und  somit  Wärmeleitung  ganz 
ausgeschlos.sen  ist,  oder  dass  letztere  nur  in  normaler  Richtung  gegen  die 
XiveauHächeu  und  in  allen  Punkten  derselben  Niveantläche  mit  gleicher 
und  constanter  Geschwindigkeit  der  .Vrt  statttindet,  da.ss  die  Flüssigkeits- 
schicht zwischen  zwei  unendlich  nahe  henachharten  Niveantlüehen  in  irgend 
einer  Zeit  an  die  einerseits  angrenzende  Schicht  ebenso  viel  Wärme  ah- 
giebt  wie  sic  von  der  andererseits  angrenzenden  einjifängt. 
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Was  z.  15.  das  c'vciduollo  Glcicligmvicht  der  Erdatuios]>L;ire  betrifft, 
so  werde  die  Erde  als  eine  aus  eonceiitrischen  Sehieliten  von  gleielifiirniiger 
Itiditigkeit  besttdieiide  Kugel  betrachtet,  ihr  Mittelpunkt  als  Aiiiaiigspuiikt 
der  ('oordinateii  und  ihre  Uotationsaxe  als  Axe  der  z augeiiominen,  xviibreuil 
die  Axeii  der  x und  ([er  y in  der  Aeijuatorebenc  fest  liegen.  Dann  ist 
für  einen  beliebigen  I’uiikt  (x,  y,  s)  der  Atniospbiire  in  der  Eutferiiiing 
r ~ \' x“ -\- y- -\- z*  vom  Mittelpunkt,  wenn  f eine  Constante  und  die 
eonstante  Wiukelgescbwiudigkeit  der  Erde  bedeutet, 


/ •'■  I i f V , a !/ 

„ -j  Dthj,  /j  — 
r‘  r r-  r 


f z 


■ (Is 


Es  giebt  al.so  eine  Kraftfuuetion,  und  zwar 


U. 


’ -t-  «}■ 


y 


f 


Dic  Niveaufläcben  sind  Umdrebuugsfliicben  mit  der  Erdaxe  als  gemein- 
scbaftlicber  Axe;  ist  <f  die  geograi)biscbc  Breite,  d.  li.  der  Winkel  di“s 
Leitstrabis  r mit  der  Aequatorebene,  so  sind  ihre  Glcicbiiugen  resp.  die 
Gleicbungen  ihrer  Meridiaidinieu  in  T’olarcoordiuatcn: 


U ^ 


^ u)-r^  con-ff 


indem  aber  die  Warmemittbeilung  von  aussen,  insbesondere  von  der  Sonuc 
nitdit  ringsum  gleichförmig  und  normal  zu  diesen  Flächen,  sondern  ein.s<'itig 
statttindet,  kann  sich  tbatsUcblich  die  Erdatmosphäre  niemals  im  Gleichge- 
wicht befinden;  wenn  gleichwohl  ein  solches  für  gewisse  rntersuchungen 
vorausgesetzt  wird,  so  können  <lie  Resultati-  derselben  stets  nur  auf  ange- 
näherte  Gültigkeit  Anspruch  machen. 

Für  die  Pressung  p hat  man  nach  §.  53,  Gl.  (',)) 

dp  — jt  .d  U. 

Hierdurch  und  durch  die  Beziehung,  welche  jo  nach  der  Art  der  Flüssigkeit 
zwischen  p,  der  specif.  Masse  p und  der  Temperatur  t resi).  der  absolute» 
Temperatur  T stattfindet,  ist  (nach  Elimination  von  p)  die  Pressung  ab 
Function  von  U bestimmt,  wenn  die  Temper.atur  als  solche  gegebeu  ist. 
Insbesondere  für  ein  Gas  oder  Gasgemenge  hat  man,  wenn  K eine  Constante 
und  V das  specif.  Volumen  bedeutet, 

pv—HT  oder  p — pgRT^ 

also 
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H(53 


dp  _ dU 
V 


h>p  — - 


1 ('dU 


I 

1 


UalK-i  ist  y als  (,'oiistaiito  \oriinsg080t/.t,  nämlicli  als  die  15cschlouiiif;uii{i, 
weicht'  einer  hesfiimnten  Masse  uler  Masse  eines  ('nhikdeeimeters  Wiusser 
im  Zustande  {irüsster  Dichtigkeit)  durch  eine  hestiiimite  Kraft  (1  Kgr.)  er- 
tlieilt  wird. 

Durch  die  l’ressuiig  in  jetlem  I’unktP  ist  auch  der  hydrostatische 
Itriick  auf  eine  ausgedehnte!  Flüche  hestimmt,  inshesondere  auch  der 
Itriick  auf  die  Oherflüche  eines  festen  Körpers,  der  sich  in  einer  iin  Ciloich- 
gewicht  hetiudlichen  luftförniigen  Flüssigkeit  befindet.  Wenn  dabei  als 
Massonkraft  nur  die  Schwerkraft  in  Detracht  kommt  (verstanden  als  relative 
Schwerkratt,  wie  sic  als  Resultante  der  An/iehungskraft  der  Knie  und  der 
ihrer  Rotation  entsprcchenilen  Centrifugalkraft  unmittelbar  beobachtet  wird), 
so  gilt  in  Betreff  des  letztgenannten  Druckes  auf  die  Oberfläche  eines  ein- 
cctauchtcn,  im  Vergleich  mit  der  Erde  sehr  kleinen  Köriicrs,  d.  h.  in  Be- 
treff des  sogenannten  .Vuftricbes  oder  (Tcwicbtsverlustcs  desselben  auch 
Ikü  luftförmigen  Flüssigkeiten  das  (nach  der  Bemerkung  zu  Ende  von  §.  bfi 
allgemein  gültige)  Archimedische  Princip,  nach  welchem  dieser  Auftrieb  be- 
züglich auf  Grösse  und  Richtungsliuie  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssig- 
keit entgegengesetzt  gleich  ist,  falls  die  letztere  in  derselben  Weise  ungleich- 
fiirinig  dicht  gedacht  wird,  wie  sie  es  sein  müsste,  um  an  der  Stelle  des 
Körpers  mit  der  übrigen  Flüssigkeit  sich  im  Gleichgewicht  zu  Imfindcu. 

Gewühnlicb  sind  die  Dimensionen  klein  genug,  um,  falls  nur  die 
tichwerkraft  als  Ma,ssenkraft  wirksam  ist,  die  Kiveauflüchen  als  horizontule 
Ebenen  und  auch  bei  luftförmigen  Medien  die  specif.  Ma.sse  /z  und  das 

?|H'cif.  Gewicht  7 = ' ohne,  wesentlichen  Fehler  als  gleich  für  alle 

V 

i'lcllou  des  lK!tracliteten  Baumes  voraussetzen  zu  dürfen.  Der  Auftrieb  ist 
'lann  einfach  =z  yV,  wenn  F das  Volumen  des  betreffenden  Körpers;  eine 
wichtige  .\nwcndung  finilet  dieser  Ausdruck  bei  allen  Wägungen,  nm  durch 
Addition  zum  wirksamen  oder  scheinbaren  Gewiebt  eines  in  irgend 
cinein  Medium  gewogenen  Körpers  das  w'ahrc  Gewicht  dos.selben  zu  er- 
halten. Auch  ist  dann  dt!r  Ueberschuss  der  Pressung  in  irgc'iid  einem 
I’unkte  über  dieselbe  in  einem  anderen,  um  A höher  gelegenen  Punkte  ein- 
fach — yh.  Ein  wichtiges  Problem  indessen,  bei  welcbem  diese  einfache 
Annahme  unzulässig  ist,  soll  im  folgenden  §.  näher  besprochen  werden. 
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Sind  und  A zwei  [’unkte  der  Erdatmospliärc,  deren  geographische 
Längen  und  Hreiten  so  wenig  verschieden  sind,  dass  dio  Kichtuugeu  der 
Schwerkraft  in  ihnen  als  j)arallel  vorausgesetzt  werden  können,  so  soll  ans 
den  Larometerständen,  welche  an  diesen  Stellen  gleichzeitig  beobachtet 
werden,  mit  Hülfe  der  sonstigen  zur  llestiminnng  dos  atmosphärischen  Zu- 
standes erforderlichen  gleichzeitigen  Beobachtungen  auf  den  llöhennuter- 
schied  — ; A jener  runkte  und  A geschlossen  werden,  (L  h.  auf  den 
Unterschied  ihrer  Höhen  = z„  und  z über  der  Meeresoberfläche;  A werde 
dabei  als  der  höher  gelogene  Punkt  vorausgesetzt,  so  dass  h = z ist 
Dazu  dient  die  Gl.  (3)  des  vorigen  §.,  nach  welcher 


^0 


ist,  wenn  p„  und  p die  Pressungen  in  A^  und  A bedeuten  und  wenn  wegen 
der  hier  zu  berücksichtigenden  Veränderlichkeit  der  beschleunigcndou 
Schwerkraft  mit  g’  der  besondere  Werth  demdben  bezeichnet  wird,  welcher 
der  Bestimmung  iler  (,'onstanten  R zu  Grunde  liegt.  Dabei  ist  ein  Toor- 
diuateusystem  vorausgesetzt,  dessen  Anfangspunkt  in  der  Meeresoberfläche 
so  liegt,  dass  die  Punkte  Af,  und  A nur  mässige  Entfernungen  von  der 
vortical  aufwärts  gerichteten  :-Axc  haben.  Ist  « der  Ausdehnungscoeflicient 
der  I/uft,  vou  deren  Feuchtigkeit  zunächst  abgesehen  werden  soll,  so  ist 
auch 


also 


/« 


/'(. 


'u 

ft  I'  dU_  _ U„ 
/Rf  l i 


U 


I). 


wo 


n'fi 


— l gesetzt  und  für  die  zwischen  beiden  Stationen  veränderliche 


Lufttemperatur  t ein  constanter  Mittelwerth  J eingeführt  ist,  der  in  Er- 
mangelung anderweitiger  .VnhaltspHukte  dem  arithmetischen  Mittel  der  lici 
A^  und  A zur  Zeit  der  Barometerbeobachtungen  abgelesenen  Temperatnren 
und  l gleich  gesetzt  zu  werden  pflegt. 
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Was  die  Constante  t betrifft,  so  wurde  in  §.17  für  reine,  trockene 

1 


atmosphärische  Luft  mit  a = — 

2 ( 3 


Ä=r 


10333 


1,2932 . 273 


: 29,27 


bestimmt,  indem  dabei  nach  Regnault  das  Gewicht  eines  Cubikmeters 
Luft  = 1,2932  Kgr.  gesetzt  wurde  bei  0"  Temperatur  und  normalem  At- 
mosphärendruck; der  letztere 


— 13596.0,76  — 10333  Kgr.  pro  Qiiadratm. 
war  definirt  als  das  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  1 Quadratm.  Grund- 
fläche und  0,76  Mtr.  Hohe  bei  0“  Temperatur  des  Quecksilbers.  Indem 
aber  eine  solche  Säule  einen  verschiedenen  Bruck  auf  ihre  Grundfläche 
ausübt  je  nach  dem  örtlichen  Werthe  der  beschleunigenden  Schwerkraft, 
so  muss,  um  i als  eine  hiervon  unabhängige  wirkliche  Constante  zu  tinden, 
für  / die  Beschleunigung  des  Bestimmungsortes  jener  Zahl  1,2932,  d.  h. 
die  Beschleunigung  zu  Paris  = 9,809  gesetzt  werden.  Somit  ergiebt  sich 


^ _ ,g^Jt  _ 9,809 . 10333 


78376. 


1,2932 

Ist  nun  g die  Beschleunigung  der  Schwere  an  der  (unter  dem  Festlande 
her  ausgebreitet  gedachten)  Meeresfläche  ,iin  .\iifangspunkte  der  Coordi- 
natc-n,  r die  Entfernung  des  letzteren  vom  Erdmittelpunkte,  so  sind  die 
Componenten  der  Schwerkraft  in  der  Höhe  z über  dem  Meere 


a:=o,  r=o, 

za  setzen,  und  ist  also 


Z. 


dU=  Xdx  -t“  Ydy  Zdz  = gr-,  d--  — 

r z 


'r-j-Zy  r-j-z/ 

wenn  mit  !t  = r die  Entfernung  des  Punktes  -ly  vom  Erdmittel- 
punkte bezeichnet  wird.  Somit  ist  nach  Gl. fl) 

Pu  (2). 

p i (1  -|-  ul)  R R h 

^ind  und  b die  Barometerstände  an  der  unteren  und  oberen  Station, 
reducirt  auf  die  Temperatur  0®  des  Quecksilbers  und  auf  die  Kormaltempe- 
ratnr  der  Skala  und  corrigirt  mit  Ilücksicht  auf  die  Capillardepression  nach 
§•  63,  so  ist,  weil  ebenda.selbst  sich  die  Beschleunigungen  der  Schwere  wio 
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ir-'  n A)*  ^ ^ • 

vcrlialtcii,  das  l’rossuiiKSverhaltiiiss 

foI),'lich  nach  Gl.  (2),  wenn  4/  einen  Logarithmus  zur  Basis  10  und  hi  = 
den  Modulus  dieses  gewöhnlichen  Logarithniensysteins  hezeielmet, 

h 

. b,,  , ! , b\  Mifr“  U 

^ b I ^ A')~A(1  -!-  (in /.’  h 


und  daraus 


oder  mit  A— 7H.370,  ;»  = (), 431294 

und  (j  — 9,8058(1  — 0,0020  eox  2i/’), 
unter  ip  die  geograjdiisclK^  Breite  verstanden  (siehe  §.2,  Anmerkung), 
18t04(l+«0  /«Vf,,,  Ä..  , , An,]/  , A , _ 


A(1  -\-nt)(K 


'T -I  i'»  ' I-  ) ( i I ■ 

‘J(i  COX ‘Jit’  \r  j [ b ' \ Al/  \ ' «/ 


An  dieser  Formel  ist  schliesslich  noch  eine  Correction  mit  Böcksiclit  auf 
den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Taift  anzuhringen,  nachdem  sie  hei  Bereelinnng 
des  Zahlencoefficienten  18404  nur  einstweilen  als  ganz  trocken  vorausge- 
setzt worden  war.  Ist  aber  ;/  die  I’ros.suug  des  darin  enthaltenen  Wasser- 
damjifes,  so  ist  nach  §.  17  diese  feuchte  Lull  von  der  (te.sammt|ires.sung  p 
im  Verhältnisse 

3 p 3 

1 - \ ~ <p 

Up  8 

leichter,  als  trockene  Luft  von  gleicher  Temperatur  und  Pressung.  In  dciii- 
selheii  Verhältnisse  muss  die  einer  gewissen  Differenz  der  Barometerstände 
Aj  und  b entsprechende  Höhendifferenz  A grösser  sein,  und  ist  also  schliess- 
lich nach  Gl.  (3),  wenn  noch  7 = und  gesetzt  wird, 

1840,  (h-'V-)  ,,,y 

( 1 ^ TjCl  — tMIO-'f»  COX  2t/') 
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Zur  VeroinfacLun;;  dieser  Formel  kOnneii  die  mir  sehr  wenig  von  der 
Einheit  verschiedenen  Grössen 

I 


1 


(),0O‘2C)C0n‘2ip 


— 1 -f  (),()U20fo*  2(/» 


gesetzt  werden;  auch  ist 


and  deshalb 


sowie  auch 


1 h 


/•)  --'"-/"(l  f l.)  =^".4343 


zu  setzen.  In  Folge  dieser  Substitutionen  wird 


h = 184U4 


(l 

V ^ f.ic, 


1 (f  j (I  (),0O2G  coH  2t/’)  X 
•*•“0  \ " \ 


x[!<J  -1^  0,KC.Ht;  '' 

^ b r 


(S). 


In  diesem  Ausdrucke  kommen  die  gesuchte  Grösse  h selbst  und  der  Erd- 
radius »•,  welcher  streng  genommen  eine  Function  von  tp  ist,  in  solcher 
Verbindung  vor,  dass  dadurch  das  Resultat  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit 

/i  % 

der  Rrüche  und  “ nur  in  ganz  untergeordneter  Weise  beeintlusst  wird, 
r r 

weshalb  für  r die  ungefähre  Uiuge  — l»37UOOl)  Mtr.  des  mittleren  Erd- 
radius (Radius  einer  Kugel  von  gleichem  Volumen  mit  der  ellipsoidischen 
Erde)  und  für  dieses  h ein  angeiiilherter  Werth  K gesetzt  werden  darf,  etwa 

K + 


K — 1S404  (1  -1- 

\ i)  I (i 


/ *« 


I>arait  und  mit  r~G3 70000  wird 

All  }t  ( ^ \ , A,| 

; -I  0,SG8f.  ^(l,002r,l  1 1,  l 


und  weil  nun  auch 

I 

1,U02 ')  1 


1-f 

ölt) 


A)  4"  ^ 

2I757U 


1,00201 


<0  4 I 

54  3,3 

-1-  *■ 

~ 1,0025  -f  “ ' 

’ ^ 513 
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gesetzt  werden  kann,  erhält  mau  bei  Ordnung  der  Factoren  nach  abncli- 
mender  Wichtigkeit: 


i = 18404 1,0. J25  + '';,±')(n  ?,)x 


X ri  0,0026  cos  2t/'j 


(6). 


Bei  der  logarithinischcu  Rechnung  kann  dann 


^9  1 


2j„ 


/«' 


0.4343. 


2z„  _ 2z^,  -j-  h' 

6370000  146700(»0 


. (l 


und  A'  = demjenigen  Werth  von  A gesetzt  werden,  welcher  ohne  Rück- 
sicht auf  diesen  letzten  Factor  nach  Gl.  (6)  gefunden  wird. 

Die  Werthe  des  die  geographische  Breite  ip  betreffenden  vorletzten 
Gliedes  im  Ausdrucke  von  /ffA,  nämlich 

/ff(i  0.0026  cos  2i/>)  = /(y;) 

kann  man  bei  einer  hier  völlig  entsprechenden  Genauigkeit  von  fyA  bis  auf 
5 Decimalstellen  aus  der  folgenden  Tabelle  entnehmen,  welche  die  betref- 
fenden Werthe  für  die  ganzen  Grade  bis  ip  ^ 45®  in  Einheiten  der  .V'" 
Decimalstelle  enthält;  ist  V’ l-'j®,  etwa  = 45“  f a:,  so  ist  /(tp) 
= — /•(45®  — a:). 


V' 

m \ 

9’ 

Av) 

' V-  1 m 

. i 

V’ 

Av) 

1 

V’ 

Av) 

ü 

114  i 

9 

109 

18  1 92 

27 

67 

;k; 

35 

1 

114 

10 

107 

19  j ;h» 

28 

64 

37 

31 

2 

114 

11 

106 

20  87 

29 

60 

38 

28 

3 

114 

12 

104 

21  85 

30 

57 

3!) 

24 

4 

113 

13 

103 

' 22  i 82 

31 

54 

40 

20 

5 

112 

14 

101 

23  I 79 

32 

5(t 

41 

16 

6 

112  ; 

15 

9!t 

24  ! 76 

;i3 

46 

42 

12 

7 

111 

16 

97 

, 25  73 

34 

43 

43 

8 

« 

110 

'7 

95 

1 26  1 70 

35 

39 

44 

t 

4 

Das  Verhältniss  ff  kann  man 

P 

setzen,  wenn  h^'  und  h'  die  (ebenso  wie  und  h)  reducirteu  Höhen  von 
Quecksilbersäulen  sind,  welche  die  1‘rcssung  des  Wasserdamiifes  an  der 
unteren  und  oberen  Station  messen.  Um  dieselben  zu  finden,  sind  Psychro- 
meter-Beobachtungen das  einfachste  und  für  den  vorliegenden  Zweck  völlig 
ausreichende  Mittel,  bestehend  in  der  Beolmchtnng  der  Temperaturen  i*>o 


•J\b„  ^ h) 
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nml  9-,  welche  Thermometer  mit  angefeuchteten  Kugeln  anzeigeu,  die  neben 
den  die  Lufttemperaturen  und  t anzeigenden  trockenen  Thermomotern 
aufgehängt  sind.  Sind  dann  nämlich  nnd  ß die  in  derselben  Einheit  wie 
und  Ä,  Äy'  und  b'  ausgedrUckten  Pres.sungen  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes bei  den  Temperaturen  >)■„  und  />,  so  ist  bekanntlich* *• 

b'  = ß — k{t  — thb 
- IK, 


1 

2 \ b 


+ 


\ I ^1  *^ii 

) “ 2 


t— 9 


oder  auch  etwas  bequemer  für  die  Rechnung,  weil  es  nicht  gerade  auf  das 
arithmetische,  sondern  eben  nur  auf  irgend  ein  angemessenes  Mittel  hier- 
b«’i  ankommt. 


X+b 


IK 


i 


t — 9 


(H). 


Iter  Coeflicient  resj).  k ist  nach  Regnault  von  den  Umständen  einiger- 
massen  abhängig,  kann  aber  im  Durchschnitt,  wenn  das  feuchte  Thermo- 
meter im  Schatten  und  im  Freien  bei  nur  mässig  bewegter  Luft  sich  be- 
findet, — ü,tX)OH  gesetzt  werden  für  resp.  9 'y  - 0,  dagegen  = 0,UU009 
für  ity  resp.  9 <'  0,  wenn  also  das  Wasser  am  feuchten  Thermometer 
etfroren  ist.  Die  den  Temperaturen  9f^  und  9 in  Graden  C.  entsprechenden 
Werthe  von  und  ß in  Millimetern  Quecksilbersäulenhühe  können  nach 
den  Bestimmungen  von  Magnus  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden. 


^ ! 

ß 1 

ii' 

1 ® 

1 

'*  1 

'1  1 

ß 

3 

ß 

Il 

ß 

~u\ 

1,52 

1-^i 

I 11,83 

i^i 

5,23 

10  j 

9,13 

!l  18  i 

15.35 

~ i;i  1 

l.Cö 

1 — 5 

3,11 

3 1 

5,02 

' 11  I 

9,75 

19  i 

10.34 

-12I 

1.8(1 

j-4 

3,31: 

4 j 

G.03 

12  1 

10.42 

20  ' 

17,40 

-11 ! 

l,it5 

1-3 

1 3,(J2 

I 5 1 

(j.47 

13 

11,13 

21 

18, rs) 

-lo| 

2.11 

i '2 

3,90 

''  ' 

G,94 

11 

11.88 

' 22 

19.07 

2,28  1 

i-1 

4.20 

1 7 

7,44 

''  15 

12,08 

' 23 

20,91 

2,47  |l  ü 

1 4,52 

il  8 

7,90 

10 

13,52 

i 24 

22,21 

— i 

2,<>V 

1 1 

4,87 

9 

8„52 

l|  17 

14.41 

„25 

23,58 

Bei  einer  Messung  des  ,.grossen  Miesing“  im  bayerischen  Hochgebirge** 


* Siehe  ii.  A.  Ur.  A.  Moiissoii’s  l’liysik  auf  Grundlage  der  Krfalirnng, 
Xi  II,  2»*  And.,  S.  1.Ö9. 

*•  Beobachtungen  und  rntersuchungen  über  die  (ienauigkeit  baronie- 
triirlier  Höhenmessungen  und  die  Veränderungen  der  Temperatur  und  Feuch- 
tigkeit der  Atmosphäre;  von  Dr.  Carl  Maximilian  Bauernfeind.  München, 

(irashof,  tbavret.  MatkcKiiienlfthra.  I. 
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war  z.  B. 

*1,  = 815  Mtr.;  = 

rO,6!»16  Mtr.;  /u=13,6‘*; 

»„  = 12* 

(^>  = 17"lü';  b-^ 

T 0,6085  „ ; i~  6,1«; 

»=  6«; 

also  — 

10,12  und  — 6.91  Millim. 

Hiermit  erhält  man: 

/(/  18101 — 

1,26191 

/'/  Ju  b„  — hjh] — 

0,71168  - 2 

'» + ö.«  ) = 

0,01652 

=!•  = 0,0008); 

( 1 -H  ^ <7 ) = 

0,00206 

3,02817 

+0,0026  CO«  2tp)  = 

-0,00011 

fg/i'  = 

3,02806 

h = 1066.7 ; 

2z„  + /<  

11670000 

0.00018 

/gh 

3,02821 

h — 1067,2  Mtr.  Die  trigonometrische  Mcssuiif;  erfiab  h --  1068,8  Mtr.  — 
Die  ohifie  Formel  (6),  welche  der  Verf.  schon  früher  aus  Veranlassiin),’ 
der  Hauernfeind’sclien  Untersuchungen  und  im  Anschlu.sse  an  die  Eut- 
wickelungen  desselben  hergeleitet- hatte*  (nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
dort  der  constantc  Factor  in  Folge  einer  etwas  anderen  .Vnnalime  hinsicht- 
lich g zu  18-105  statt  18101  ermittelt  wurde),  stimmt  sowohl  mit  der 
P'ormel  von  Bauernfeind,  als  auch  mit  einer  später  von  Dr.  Rühlmauo 
aufgestellten  Formel**  fast  vollkommen  überein,  so  dass  wenigstens  die 
Abweichungen  der  nach  diesen  Formeln  gefundenen  Rechnungsresultatc 
verschwindenil  klein  sind  im  Vergleich  mit  anderen  PV'hlern,  welche  den 
I'ormeln  und  ihrer  Benutzung  auch  abgesehen  von  den  Fehlern  der  In- 
strument(i  und  ihrer  Ablesungen  anhai'ten.  Diese  Mängel  der  barome- 
trischen Hiihenmessung  beruhen  Iheils  auf  |ieriodisehen  Variationen 
der  Thermometer-  und  Barometerstände  an  demselben  Orte,  theils  auf  un- 
regelmässigen und  zufälligen  Störungen  des  vorausgesetzten  Gleichgewichts- 
zustandes der  Atmosphäre. 

In  dieser  letzteren  Beziehung  muss  ohne  Zweifel  sowohl  die  Tempe- 
ratur, als  auch  die  Richtung  des  zwischen  den  beiden  Stationen  herr- 

* Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure.  .lahrg.  18(51,  S.  225  ti.  ft 
**  Die  barometrischen  Ilöhenme.ssungcn  und  ihre  Bedeutung  für  die  Phy- 
sik der  .\tmnB))häre;  von  Dr  Rieh  Uühlmann.  1870. 
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sebemlen  Windes  von  Einfluss  sein,  und  zwar  muss  h nach  Gl.  (Tu  zu  fjross 
;fcfunden  werden,  wenn  jene  Luftströmung  kalter  ist,  als  die  Schichten,  iu 
deren  Bereich  die  Stafiousthermuineter  sieh  hefinden,  und  wenn  ihre  Rich- 
tung mit  der  Richtung  A„A  einen  spitzen  Winkel  hihlet,  dagegen  zu  klein 


in  den  umgekehrten  Fällen;  denn  in  den  erstereu  Fällen  ist 


<0  + i 


gros- 


ser, als  die  mittlere  Temperatur  der  Luftscliicht  zwischen  den  Stationen, 

resp.  das  Verhältniss  “ grösser,  als  es  im  Gleichgewichtszustände  sein 
0 


würde.  Biese  Einflüsse  rechnungsmässig  vollkommen  zu  berücksichtigen  ist 
tlieils  der  Natur  der  Sache  nach  unmöglich,  theils  wenigstens  vorläufig 
aus  Mangel  an  genügenden  Erfahrungen  iinthunlich.  Indes-scn  können  sie 
durch  Beschränkung  der  Beobachtungen  auf  möglichst  windstille  Tage  im 
Wesentlichen  vermieden  werden,  so  ditss  sie  weniger  wichtig  sind,  als  die 
periodischen  Schwankungen,  welche  die  Thermometer-  und  Barometerstände 
unter  allen  ümstäuden  und  zwar  um  so  deutlicher  zeigen,  je  weniger  sie 
durch  jene  zufälligen  Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtes  be- 
eiiiHusst  und  verdeckt  werden. 

Dabei  ist  eine  tägliche  und  eine  jährliche  Periode  zu  unterscheiden. 
Erstere  ist  die  am  meisten  liervortrcteude  und  zuerst  von  Ramond  mit 
Zuverlässigkeit  erkannt  worden.  Sie  bewirkt  (nach  Rühlinann  a.  a.  O.), 
dass  die  barometrisch  bestimmten  Höhen  kurz  vor  iler  Zeit  der  höchsten 
Tagestemperatur,  also  meist  gegen  1 Uhr  Nachmittags  ihr  Maximum  und 
1 bis  2 Stunden  vor  Sonnenaufgang  ihr  Minimum  erreichen;  sie  zeigt  sich 
am  deutlichsten  an  Tagen,  an  denen  bei  wolkenlosem  Himmel  eine  regel- 
mässige Bestrahlung  durch  die  Sonne  bei  Tage  iiml  eine  ungestörte  .\us- 
sfrablung  der  Bodenwärnie  gegen  den  kalten  Himmelsraum  stattfindet.  Die 
Grösse  dieser  täglichen  Periode,  d.  h.  der  Unterschied  des  Maximums  und 
■Minimums  der  berechneten  Höhe  h ist  ausser  von  localen  Verhältnissen 
(vou  dem  Ein-  und  .\u.sstrahlungsvermögen,  sowie  von  der  specif.  Wärme 
des  Bodens)  von  der  Jahreszeit  abhängig  der  .\rt,  dass  jener  Unterschied 
im  Sommer  am  grössten  ist,  bis  0,02  h uiul  mehr  betragen  kann,  im  Winter 
aber  auf  ’/g  dieses  Werthes  herabsiiikt. 

Die  jährliche  Periode,  deren  Vorhandensein  zuerst  vou  Rühlinann, 
»ie  es  scheint,  bestimmt  naebgewiesen  wurde,  bewirkt,  dass  durchscbiiitt- 
licb  h im  Sommer  zu  gross  uud  im  Winter  zu  klein  gefunden  wird;  den 
Unterschied  der  Monatsmittel  von  A für  Juli  uud  Januar  tindet  Rühlinann 
nach  i’i jährigen  Beobachtungen  in  Genf  uud  am  St.  Bernhard  = 0,011  A, 
wobei  der  wahre  Werth  von  A = 207t)  ^Hr.  ist. 

24* 
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Die  Ursache  dieser  periodischen  Ahweichuugeu  der  baro- 
metrisch bestimmten  von  den  waliren  Hölien  h ist  nach  Rflhimann 
darin  zu  suchen,  dass  der  Luftschicht  zw  ischen  beiden  Stationen  eine  falsche 
mittlere  Temperatur  I und  somit  ein  falsclies  specif.  Ge, wicht  zugeschriebeu 
wird,  wenn  man  jene  Temperatur  dem  aritlimetischen  Mittel  der  Thermo- 
nieterablesuugen  und  t an  beiden  Stationen  gleich  setzt.  Auch  eine  an- 
dere einfache  Function  von  und  t würde  ihm  zufolge  den  Fehler  nicht 
corrigiriui  können,  weil  die  fraglichen  Thermometer  auch  selbst  an  den 
Stellen,  wo  sie  sich  befinden,  die  wahre  Lufttemperatur  im  Allgemeinen 
nicht  richtig  anzeigen,  sondern  in  höherem  Grade,  als  gewöhnlich  ange- 
nommen wird,  von  der  Wilrmestrahlung  des  Erdbodens  und  anderer  Köqs'r 
in  der  Umgehung  beeinflusst  werden.  Wenn  man  die  barometrische  Höhen- 
formel umgekehrt  dazu  benutzt,  aus  der  bekannten  Höhendifferenz  A zweier 
Stationen  auf  die  wahre  mittlere  Temperatur  T der  Luft  zwischen  ihnen  zu 
schliessen,  wie  es  Rühlmann  mit  Hülfe  der  C jährigen  Heobachtungen  iu 
(ienf  und  am  St.  Hernhard  gethan  hat,  so  ergiebt  sich,  dttss  die  Luft  bei 
Weitem  nicht  in  dem  Grade,  und  nicht  so  rasch  sich  erwärmt  oder  abkfihli. 
als  es  die  Thermometer  anzuzeigen  scheinen;  sie  nimmt  nur  wenig  mul 
^ zögernd  Theil  au  den  täglichen  Schwankungen  und  in  sehr  verinindertciii 
Grade  an  den  jährlichen  Schwankungen  der  von  den  Thermometern  angc- 


zeigteu  Temperaturen.  Ist  somit 


bei  Tage  grösser,  hei  Nacht  klei- 


ner, als  die  mittlere  Lufttemperatur  I,  desgleichen  das  Tagesmittel  von 
-f  i . 

- - — im  Sommer  grösser,  im  Winter  kleiner,  als  das  Tagesmittel  der 


wahren  Lufttemperatur,  so  muss  h nach  der  barometrischen  Formel  wegen 
des  Factors  ( 1 -f  »0  hei  Tage  und  im  Sommer  durehschnittlich  zu  gross, 
bei  Nacht  und  im  Winter  durchschnittlich  zu  klein  gefunden  werden. 

Den  Einfluss  der  Wärmestrahlung  des  Erdbodens  auf  die  Thermo- 
meter hatte  schon  Bauernfeind  hervorgehoben.  WTmiii  er  aber  mit  Rück- 
sicht darauf  angieht.  da.ss  10  Uhr  Vormittags  und  4 Uhr  Nachmittags  die 
günstigsten  Tageszeiten  zu  barometrischen  Höhenmessungen  seien,  so  ist 
dies  wohl  nur  für  die  bestimmte  Jahreszeit  und  für  die  besonderen  Ver- 
hältnisse richtig,  unter  welchen  seine  Beobachtungen  angestellt  wurden. 
Mit  Bücksicht  auf  die  jährliche  Periode  und  den  Einfluss  zutJUliger  Um- 
stände kann  vielmehr  ein  einigermassen  zuverlässiges  Urtheil  in  dieser 
Beziehung  nur  aus  mehrjährigen  regelmässig  fortgesetzten  Beobiichtungeii 
gewcuinen  werden.  Nach  ilen  Untersuchungen  von  Rühlmann,  basirt  vor- 
zugsweise auf  die  mehrerwahutc'ii  Beobachtungen  in  Genf  und  am  St.  Rem- 
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hard,  sind  ilie  baruiiiotrischen  Hölienmessungun  im  Durcliscliiiitt  mit  den 
kleinsten  Fehlern  behaftet,  wenn  sie  wenigstens  in  unseren  (iegenden  in 
den  verschiedenen  Monaten  zu  folgenden  Tagesstunden  angestellt  werden. 


Monat. 

Vorm. 

1 1 

Nachm. 

ji  Monat.  1 

Vorm. 

1 Narlim. 

Januar  . . . 

' Mittag. 

' Juli  .... 

r> 

Ü 

Februar 

1 10 

4 

1 August  . . 1 

' 7 

H 

März  .... 

I 8 

1 t; 

! September 

8 

1 *’ 

April  . . 

7 

7 

October  . . 

10 

1 ■* 

Mai 

7 1 

7 

November  . j 

I “ 

2 

Juni  . . 

0 1 

Ü 

■'  Derember  . 

1 

1 

Wenn  in  der  Nahe  der  Stationen  -dß  und  A,  deren  Höhenunterschied 
h gefunden  werden  soll,  wenigstens  .‘1  andere  Orte  Ji,  C,  T)  liegen,  deren 
Meereshöhen  ebenso  wie  diejenige  von  Af,  bekannt  sind  und  von  welclien 
am  besten  der  eine  B unter  A^,  der  zweite  ('  zwischen  A„  und  A,  der 
dritte  T>  über  A liegt,  so  würde  ein  noch  zuverlässigeres  Resultat  dadurch 
zu  erhalten  sein,  dass  gleichzeitig  mit  den  Barometer-,  Thermometer-  und 
Psychrometer-Beohachtungen  bei  A„  uml  A ('am  besten  zu  den  so  eben  an- 
geführten Tageszeiten : auch  dergl.  hei  Ä,  ü und  1)  augestellt  werden.  Aus 
den  bekannten  Höbeuuntcrschieden  der  Stationen  B und  (\  V und  J)  lie.sseu 
sich  dann  vermittels  der  Hohenformel  die  wahren  mittlenm  Temi)craturen 
der  betretfenden  Luftschichten  BC  und  CI)  berechnen.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  wahre  Lufttt'mperatur  iiro])ortional  der  Höhenzunahmc 
almiinmt,  würden  diese  mittleren  Temperaturen  zugleich  die  wahren  Luft- 
teinperatnren  auf  halber  Höhe  zwischen  B und  C,  C uml  />  sein,  und  wünle 
daraus  auf  Grund  derselben  Voraussetzung  auf  die  wahren  Lufttempera- 
turen bei  A,,  und  A geschlossen  werden  können,  welche  schliesslich,  für 
fo  und  t in  Gl.  (ti)  substituirt,  die  gesuchte  Höhe  h berechnen  lassen.  Die 
Zulässigkeit  jener  Annahme,  dass  die  wahre  Lufttemperatur  propor- 
tional der  Höhenzunahmc  abnimmt,  wurde  von  KüliLnann  aus  den 
Bauernfeind’schen  Messungen  am  Miesing,  wobei  von  B Stationen  B,  C, 
l>  die  eine  C fast  genau  auf  halber  Höhe  zwischen  B und  l)  lug,  dadurch 
uaehgewiesen,  dass  er  auf  Grund  der  trigonometrisch  bekannten  Höhen 
dieser  Stationen  die  mittlere.  Temperatur  der  Luftschicht  Bl)  immer  fast 
genau  = dem  arithmetischen  Mittel  der  mittleren  Lufttemperaturen  der 
Schichten  BC  und  CD  fand. 

Barometrische  Höhenmessungen,  wenn  sie  auf  einmaligen  Beobachtungen 
an  den  betreffenden  Stationen  beruhen,  bleiben  immer  noch  abhängig»  von 
zufälligen  Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtes.  Um  sie  auch 
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hiervon  unahliitngig  niid  ihre  Genauigkeit  mit  derjenigen  vergleichbar  zu 
madien,  welche  einer  sorgfültigen  trigonometrischen  Messung  zukonuiii, 
müssten  ihr  wiederholte  und  lauge  Zeit,  wo  möglich  Jahre  lang  fortgesetzte 
neohachtungi'ii  zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Vorzüge,  wodurch  die  Me- 
thode sich  besondei’s  auszeichnet,  Einfachheit  der  Ilülfsmittel  und  Stdincl- 
ligkeit  der  .Viisführung,  würden  dadurch  freilich  verloren  gehen. 

Der  praktische  Gebrauch  der  Höhenformel  kann  übrigens  durch  Hiilfs- 
fabelien  erleichtert  werden,  in  welcher  Hinsicht  hier  auf  die  genannten 
Schriften  von  Bauernfeind  und  von  Bühl  mann  verwiesen  werden  mag. 


§.  (>H.  Bestimniiing  des  speciflschen  Gewichts  der  Körper. 

ln  §.  tit>  wurde  bemerkt,  da.ss  das  .\rchimedische  Princij),  betretfend 
den  Gewichtsverlust,  niimlich  den  1’eberschus.s  di's  wahren  über  das  scheiu- 
liarc^  oder  wirksame  Gewicht  dos  in  irgend  öinem  Hüssigeu  oder  luttför- 
migen  Medium  b(>findlichen  Körpers,  u.  A.  bei  allen  Wägungen  eine  wich- 
tige Anwendung  linde.  Die  nähere  Besprechung  der  Theorie  «ler  Wägungen 
gehört  in  den  von  den  mechanischen  Instrumenten  handelnden  .Abschnitt 
im  zweiten  Bamle  dieses  Werkes;  nachdem  indessen  schon  im  Vorher- 
gi'henden  wiederholt  vom  specif.  Gewicht  (Gewicht  der  Yolnmeneiuheit. 
der  Körper  die  Bede  sein  musste,  nnig  hier  als  Beispiel  der  .Anwendung 
des  Archimedischen  l’rincips  die  Methode  seiner  Itestimmung  mit  Hülfi' 
der  gewöhnlichen  Wage  im  Wesentlichen  erläutert  werden.  Dieselbe  ist 
nicht  nur  von  rein  wissenschaftlicher,  sondern  nicht  selten  auch  von  tech- 
nischer Wichtigkeit,  da  die  betretfenden  Bestimmungen  im  physikalischen 
Eaboratorium  sich  zumeist  auf  einfache  Körper  und  chemische  A^erbindungen 
in  reinem  Zustande  bezielum,  die  spccif.  Gewichte  der  mehr  oder  weniger 
mit  nebensächlichen  Beimischungen  versehenen  Bohmaterialieu  und  der 
technischen  I’roducte  aber  häutig  nicht  aus  physikalischen  Tabellen  ent- 
nommen werden  können,  sondern  vom  Techniker  selbst  bestimmt  werden 
müssen.  — 

1 Es  sei  für  einen  festen  Körper 
/'  sein  unbekanntes  wahres  Gewicht, 

* sein  gesnehfes  specif.  Gewicht  hei  O", 

(T  sein  mittlerer  A'olumen-Ausdehnungscoefficient  flir  das  Temperatur- 
intervall von  O**  bis  (§.23). 

Der  Kör]ier  wird  zunächst  in  der  l.uft  gewogen,  und  es  sei  liabei 
/)  das  wahre  Gewicht, 
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ö das  spocif.  Gewicht  hei  ()", 

« der  mittlere  Volumen -.\usdehnuugscoefticient  für  das  Teinperatur- 
intervall  von  0"  bis  irgend  eines  der  GewichtstUeke,  welche  zur  Her- 
stellung des  Gleichgewichtes  auf  ilie  andere  Wagschale  .S'^  gelegt  werden. 
Bei  der  Wiigung  sei 

t die  Temperatur  der  Luft,  des  Körpers  und  der  Gewiehtstücke, 

/ das  specif.  Gewicht  der  I.uft,  mit  Ilücksicht  auf  ihre  Temperatur, 
den  Barometerstand  und,  sof(Tii  es  nöthig  scheint,  ihren  Feuchtigkeitszu- 
stand nach  §.17  zu  bestimmen.  Wird  dann  zur  Abkürzung 
\ at  - fl,  \ ^ at  — 

gesetzt.  So  ist  das  Volumen  des  Körpers  bei  f”  — P , das  Gewicht  der 
verdrängten  Luft  //'  , also  das  wirksame  (die  Wage  belastende)  Go- 


wicht  des  Körpers  = 1 — / ebenso  die  Summe  der  wirksamen  Ge- 


wichte der  Gewichtstücke  — i’p  (1  — / *»'d  somit  dem  Gleichgewicht 


an  der  Wage  entsprechend: 


(1). 


Nun  wird  der  Körper  im  Wasser  gewogen,  d.  h.  unter  die  Wagschalc 
‘S’,  gehängt,  auf  welcher  er  lag,  so  dass  er  jetzt  im  Wasser  schwebt  ohne 
das  Gefäss  zu  berühren;  auf  dieselbe  Schale  .S,  sind  dann  weitere  Gewichte 
p aufzulegen  (deren  specitische  Gewichte  bei  0”  und  mittlere  Ausdehuungs- 
coofheienten  von  O"  bis  wieder  mit  0 und  u bezeichnet  seien),  um  ohne 
■tenderung  der  die  Schale  belastenden  Gewichte  p die  Wage  aufs  Neue 
zum  Kinsi)ielen  zu  bringen.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Aufliängungs- 
mittel  für  die  Wägung  des  Körpers  in  Wiisser  (ein  möglichst  dünner  Draht, 
eine  möglichst  leichte  Kette  etc.  je  nach  der  Schwere  des  Körpers;  schon 
l)ci  der  ersten  Wägung  unter  die  Schale  .S,  gehängt  und,  ebenso  weit  in 
das  Wasser  eintauchend  wie  liei  der  zweiten  Wägung,  durch  entsprechende 
Gegengewichte  auf  anstarirt  worden  war,  so  da.ss  cs  in  diesem  Zustande 
nebst  seinen  Gegengewichten  als  Bestandtheil  der  Wage  selbst  betrachtet 
und  in  den  Gleichungen  ausser  Betracht  bleiben  kann.  Ist  nun 
^ die  auch  dem  Körper  sich  mittheilende  Temperatur  und 
/ das  entsprechende,  nach  §.22  zu  bestimmemlc  specif.  Gewicht  des 
as'sers, 

ist  ferner  der  Zustand  der  Luft  derselbe  geblieben  wie  bei  der  ersten 
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Wägtiufi,  SO  ist  mit  1 td—  (i,  wie  zuvor,  uiul  mit 

1 4 a't'  ^ h\ 

unter  n'  den  mittleren  Volumen-AusdchnungscoefHcienfen  des  Körpers  vou 
0 bis  t'  verstanden, 


Damit  die  Voraussetz.ung  eines  hei  beiden  Wägungen  gleichen  Luftznstandc> 
genügend  zutreffe,  sind  dieselben  binnen  so  kurzer  Frist  auszuführen,  dass 
der  Körper  nur  eben  genügend  Zeit  bat,  bei  der  Wägung  in  Wasser  die 
Teini)eratur  t'  desselben  anzunebmen.  Ist  dann  der  Zustand  der  Luft  durch 
Thermometer,  Barometer  und  Psyebrometer  (§.  (>7)  unmittelbar  vor  der 
ersten  und  nach  der  zweiten  Wägung  beobachtet  worden,  so  können  in 
beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  arithmetischen  Mittel  dieser  Beobacb- 
tungswerthe  zu  Grunde  gelegt  werden.  Durch  Subtraction  dieser  Gleichun- 
gen ergiebt  sich 

Xh)  = 2p  (\—X‘^  \ (3. 

* \ oy 

Die  zweite  Wägung  kann  auch  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden.  .Vnf 
die  Schale  <V,  wird  ein  Gef'äss  mit  Wasser  gestellt  und  durch  Gegengewichte 
auf  der  Schale  Nj  die  Wage  zum  Einspielen  gebracht,  während  von  oben 
her  ein  an  einem  festen  Punkte  A aufgehängter  Draht  otler  eine  Kette  bis 
in  das  Wa.sser  herabreicht  ohne  das  Gefii.ss  zu  berühren.  An  diesem  .\uf- 
hängungsmittel  wird  dann  der  zu  prüfende  Körper  befestigt  und  dasselbe 
aufs  Neue  in  das  Wasser  eingesenkt  bis  zu  derselben  Stelle  wie  vorher, 
so  dass  der  Körper  ohne  Berührung  des  Gefitsses  sich  ganz  unter  Wasser 
befindet.  Das  wahre  Gewicht  des  Körpers,  welches  in  der  Lull  — 

/’!  1 — 1 ist,  wird  unter  Wasser  von  der  Temperatur  sofern  <liesolbc 

o J 

f 

auch  dem  Körper  sich  mittheilt,  auf  P\  1 — y 1 reducirt,  also  um 

P . . 

r/  b — Ab) 

H 

vermindert,  und  indem  der  feste  Punkt  A oder  das  Aufhängungsmittel  uni 
diesen  Betrag  enfhistet  wird,  wird  die  Schale  N,  um  denselben  belastet; 
zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  müs.sen  also  Gewichte  p'  auf  der  an- 
deren Schale  hinzugefügt  werden,  welche  wieder  der  Gl.  (3)  entspn'cheii. 

Diese  .Vbäuderung  des  Verfahrens  der  Wägung  des  Körpers  in  Wasser 
kann  sich  besonders  bei  grossen  und  schweren  Köriieru  nützlich  erweisen, 
welche  sich  (vermittels  eines  Krahnes  und  Flaschcnzuges)  leichter  vou  oben 
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in  ilas  Wasser  eines  Gefässes  (eines  Troges)  auf  der  Wagschale  einscnken, 
als  unten  daran  anliängen  lassen,  hesonders  ^Yenn  statt  der  gewöhnlichen 
fileicharmigen  Wage  in  solchen  Füllen  eine  hrückenwage  benutzt  wird.* 
Aus  Gl.  (1)  und  (8)  ergiebt  sich  nun 


n — i A 
y'h'—lb'^ 


/ 


* — -\~r  {'/  b - ).h)  /A ( 4) 

und  wenn  alle  Gewichtstücke  (etwa  mit  Ausnahme  der  kleinsten,  deren 
tiowichtsverliiste  in  der  Luft  sehr  geringen  Einfluss  auf  das  Resultat  haben) 
vou  einerlei  .\rl  sind,  so  dass  ihre  specif.  Gewichte  und  Ausdehnungscoef- 
ticienten  einander  gleich  gesetzt  werden  können. 


Xh)  ;.A 


(5). 


Da  •/  viel  grös.ser  ist,  als  >1,  so  kann  man  auch  mit  meist  genügender  An- 
uähening,  um  so  genauer,  je  weniger  l und  t'  verschieden  sind. 


V;, 


A' 


(■/  A)  ^ A (fl) 


setzen;  die  linke  Seite  ist  das  specif.  Gewicht  des  Körpers  bei  der  Tem- 
l>eratur  l’. 

Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  man  das  Ausdehnungsgesetz  des 
Körpers  bei  wachsender  Temperatur  kennt.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
«llrdo  > gefunden,  indem  die  zweite  Wägung  in  Wasser  von  0"  ausgeführt 
«inl,  so  dass  A'  ^ 1 ist,  während  /A  — - gesetzt  werden  kann,  wenn  die 

Liifltemperatur  bei  beiden  Wägungen  nur  wenig  von  0“  verschieden  ist, 
«<ler  auch  A als  Factor  von  X mit  einem  ungefähren  Werth  des  Ausdeh- 
nungscoefticienten  genügend  berechnet  werd(>n  kann,  welcher  in  den  meisten 
fällen  bekannt  ist.  Febrigens  kann  auch  das  Verfahren  selbst  dazu  dienen, 
itas  Ausdehnuugsgesetz  des  Körpers  mitzubesfimmen.  Setzt  man  z.  R.  (§.  28, 
bl.  2 und  8)  .seinen  Ausdehnungscoefficienten  für  die  Temperatur  t — 


* Nach  einer  Notiz  der  Comptes  rendiis  vom  Jahre  Septemherheft, 

var  z.  15.  ein  solches  Verfahren  seit  1885  in  der  Geschützgiesserei  zu  Strass- 
Dir?  nach  Vorschrift  des  ehemaligen  Directors  dieser  Anstalt,  Oberstlieuten. 
Anhertin,  in  Gebrauch  zur  Bestimmung  des  specif  Gewichts  der  Geschützrohre. 
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-f-  also  den  Mittelwcrth  a für  da.s  Intervall  von  0**  bLs  t'‘  — -f-fit 
so  dass 

b — \ («„  h'  1 -f-  '«0  r 

ist.  so  entlialteii  die  Gleicliungcn  (^4  i bis  (t?)  <lie  3 Unbekannten  *,  nuil 
welche  daraus  gefunden  werden  kiinnen,  wenn  die  Wiigung  iu  Wasser  bei 
wenigstens  3 verscbiedenen.  inöglichst  weit  aus  einander  liegenden  Teiup- 
raturen  t'  ausgefulirt  wird. 

2)  Um  das  siiecilisdie  (lewiclit  einer  anileren  Flüssigkeit  zu  be- 
stininien,  kann  man  einen  festen  llülfskörper,  für  welchen  P und  * unl«- 
kannt  sein  dürfen,  ausser  in  Wasser  auch  in  dieser  anderen  Flüssigkeit 
wiegen.  Ist  dann  t"  die  Temperatur  derselben,  d"  ihr  entsprechendes 
spccif.  tiewicht,  und  werden  mit  p"  die  wahren  Gewichte  der  dabei  (au 
Stolle  von  p'  hei  der  Wägung  in  Wasser,  gebrauchten  Gewichtstücke  bt'- 
zeichnet,  so  ist,  wenn  wieder  ('  die  Tcmjteratur,  y'  das  spccif.  Gewicht  des 
Wassers,  l die  Temperatur,  Ä das  specif.  Gewicht  der  Luft  bedeutet,  deren 
Zustand  bei  beiden  Wägungen  als  gleich  vorausgesetzt  wird,  analog  Gl.  (3 

{(Y'b" — äIi)  — ^p"  { 1 ^ mit  b”  ~ 1 \ 

X ' ■ 0/ 

also 


lind  daraus,  wenn  alh*  (»ewichtstücke  von  einerlei  .\rt  sind. 


I . 


Um  auch  vom  .Vusdehnungscoefticieiiten  des  festen  IIülfsköriK-rs  nuabhäugii: 

, „ b'  b 

zu  werden,  hat  man  t ~t  zu  wählen,  so  dass  „ — 1 ist,  während  „ ent- 

b b 


weder  mit  dem  wenigstens  ungefähr  zumeist  bekannten  .\usdehnuugscocl- 
ticienten  des  fraglichen  Körpers  hinlänglich  genau  berechnet  oder  gar  auch 
— 1 gesetzt  werden  kann;  im  letzteren  Falle  wird 


Man  findet  auf  diese  Weise  zunächst  nur  da.s  specif.  Gewicht  der 
Fiü.ssigkeit  für  die  bestimnite  'J'emjieralur  setzt  man  es  aber  — einer 
Temperaturfunction,  welche  n constante  Uoefficieiiten  enthält,  so  können 
dieselben  gefunden  werden,  indem  das  spccif.  Gewicht  der  Flüssigkeit  ffir 
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weuigsti'Ds  ti  verschiodeiie,  möglichst  weit  aus  einander  liegende  Tempe- 
raturen f"  bestimmt  wird.  — 

3)  Das  spccitisclie  Gewicht  eines  luftförmigeu  Körpers  kann  mit 
Hülfe  eines  durch  einen  Hahn  verschliessbaren  Glashalloiis  bestimmt  wer- 
den. welcher  1,  mit  Luft  von  atmosphärischer  Pressung,  'Ji  mit  möglichst 
verdünnter  (oder  auch  mit  verdichteter)  Luft,  3)  mit  dem  zu  prüfenden 
Gase  oder  Dani])f  gefüllt  gewogen  wird.  Wenn  wieder  der  Zustand  der 
äu.sseren  Luft  bei  diesen  verschiedenen  Wägungen  als  gleich  vorausgesetzt 
wird,  so  ist  auch  das  wirksame  (iewicht  — II  des  Hallons  (Ueberschuss 
seines  wahren  Gewichts  über  das  im  geschlossenen  Zustande  von  ihm  ver- 
drängte Gewicht  der  atmosi)härischen  Luft)  und  das  Volumen  = V seines 
llohlrauines  (abgesehen  von  dem  geringen  KinHusse  einer  verschiedtmen 
inneren  Pressung)  in  allen  drei  Fällen  gleich.  Hezeiclmen  also  yj,  p und  //' 
die  wahren  Gewichte  der  Gewicht.stückc,  welche  auf  der  anderen  Wag- 
schale beziehungsweise  bei  der  ersten,  zweiten  und  dritteu  Wägung  <las 
Gleichgewicht  hersteilen,  und  ist  / bei  der  erten,  /'  bei  der  zweiten  Wä- 
gung das  specif.  Gewicht  der  Luft  im  Inneren  des  Hallons,  bei  der  dritten 
aller  //"  das  gesuchte  specif.  Gewicht  der  anderen  Luftart  für  die  betref- 
fende und  besonders  zu  beobachtende  Pressung  und  Temperatur,  so  hat  man 

B \ ).V  =:£pi  1 

V 'V 

B-\ 

o ^ 

also  durch  Fdimination  der  l/nbekannten  B und  V 


und  daraus,  wenn  die  grösseren  Gewichtstücke  alle  von  gleicher  Art  sind, 


Die  .Anwendung  der  vorstehend  erklärten  Methoden  setzt  voraus,  da,ss 
die  specif.  (iewichte  des  Wassers  und  der  Luft  für  verschieilene  Zustände 
liekannt  sind.  Ihre  eigene  Hestimmung,  welche  ührigims  auf  ähnlichen 
Gnindsätzen  beruht  und  nur  mit  Kücksicht  auf  ihre  fundamentale  Redeu- 
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tung  für  andere  Bcstiiniimiigcn  einer  grösseren  (ienauigkeit  dureb  mög- 
lichste Berücksiditigung  aller  NelieniiinsUinde  bedarf,  ist  kein  technisches 
Problem,  sondern  Sache  des  Physikers.  Auch  in  Betrefl'  anderer  Methoden 
zur  Bestiminnng  der  siiccifischen  Gewichte  muss  hier  auf  die  Lehrbücher 
der  Physik  verwiesen  werden.  Ks  mag  nur  noch  angeführt  werden,  dass 
die  specif.  Gew  ichte  0 (Gramm  pro  Cubikeentim.)  und  die  mittleren  Voluiuen- 
Ausdehnungscoefticienten  « von  Gewichtstücken  aus  Gusseisen,  Messing 
und  Platin  durchschnittlich  mit  lölgemlcn  Werthen  in  Rechnung  gebracht 
werden  können: 

Gusseisen:  ö — 7,2;  «.^0,000033, 

Messing:  o—  8,4;  « = (),0000ö6, 

Platin:  ö^^‘Jl,3;  «-^(»,00002«. 


B.  Bewegung  der  Flüssigkeiten. 

§.  6!t.  l) ebersicht  der  Aufgaben  und  ihrer  Behaiidiung. 

Die  im  Folgenden  zu  untersuchenden  Bewegungen  von  Flüssigkeiten 
sind  theils  strömende,  theils  oscillirenile  Bewegungen,  von  denen  die  letz- 
teren jedoch  nur  als  Wellenbewegung  dos  Wassers  technische  Wich- 
tigkeit haben. 

Strömende  Bowegnngi'ii,  d.  h.  solche,  welche  dauernd  in  gleichem 
Sinne  stattfiniien,  pHegen  durch  feste  Wünde  begrenzt  und  hinsichtlich  ihrer 
Gesetze  bedingt  zu  werden,  so  dass  es  angemessen  ist,  je  nach  der  .trt 
dieser  Wilnde  oder  Leitfliichen  verschiedene  Fülle  zu  unterscheiden.  Bei 
der  Bewegung  in  Gefilssen  und  Röhren,  d.  h.  in  solchen  Leitungen, 
durch  welche  die  Flüssigkeit  rings  umschlo,ssen  wird,  so  dass  sie  (dme  freie 
Oberflüche  ('ausser  am  .Anfang  und  am  Finde  der  ganzen  Leitung)  sich  strö- 
mend bewegt,  kann  dieselbe  wüsserig  oder  luftförmig  sein,  und  es  sind  da- 
bei namentlich  die  beiden  F’ülle  des  .Ausflusses  aus  Gefüssmündiingen 
und  der  Bewegung  in  längeren  Röhren  zu  betrachten.  Bei  lul'tför- 
migen  Flüssigkeiten  beschränkt  sich  hierauf  die  l'ntersuchung,  da  dieselhon 
überhaupt  nur  durch  eiiischliesscnde  AVände  eine  bestimmt  angebbare  Be- 
grenzung erhalten;  was  aber  die  wässerigen  Flüssigkeiten  betrilft,  so  ist 
die  Bewegung  des  AVassers  in  Canälen  von  nicht  geringerer  AA'ich- 
tigkeit,  d.  h.  in  oben  offenen  Leitungen,  längs  deren  ganzer  läinge  somit 
die  Oberfläche  des  strömenden  Wa.ssers  theils  freie,  theils  AA'auil-Ober- 
fläche  ist.  A'on  beschränkterem  technischem  Interesse  ist  die  Bewogung 


Digitized  by  Google 


§.09,  llEWKOrXr,  der  Pr.f^SSIOKEITEN  l.M  AI.EOE.MEINEN.  381 

freier  Wasserstralileii,  namentlich  in  Bezielinng  auf  die  Steighöhe  eines 
in  der  Luft  vertical  aufsteigenden,  sogen,  sjiringenden  Strahls. 

In  allen  Filllen  strömender  llewegung  ist  der  Iteharrungszustand 
oder  die  permanente  Bewegung  von  besonderer  Wichtigkeit,  charakte- 
risirt  durch  die  Unverilnderlichkeit  des  äusseren  und  inneren,  d.  h.  des 
Bewegnngs-  und  Wärniezustandcs  in  jedem  bestimmten  Punkt  des  Raumes, 
so  dass  der  Zustand  nur  von  Ort  zu  Ort,  nicht  aber  an  demselben  Orte 
mit  der  Zeit  veränderlich  ist;  mit  Rücksicht  auf  die  etwa  eigene  Bewegung 
des  Gefässes,  der  Röhre,  des  Canals,  überhau])t  der  festen  I<eitiing  (bezüg- 
lich auf  die  Erde)  ist  dabei  unter  einem  bestimmten  Punkt  des  Raumes 
stets  ein  solcher  zu  verstehen,  welcher  eine  bestimmte  Lage  gegen  die 
la*itung  (bei  freien  Wasserstrahlen  gegen  die  Erde)  besitzt,  mit  welcher 
auch  das  jeweilige  System  von  Coordinatenaxen  fest  verbunden  zu  denken  ist. 

Zu  den  Aufgaben  der  Hydraulik  gehört  endlich  die  Untersuchung  des 
gegenseitigen  Drucks  zwischen  Flüssigkeiten  und  festen  Kör- 
pern bei  ihrer  relativen  Bewegung;  bezüglich  auf  den  festen  Körper 
kann  derselbe  theils  als  belastender  oder  beschleunigender  Druck,  theils 
als  sogenannter  Widerstand  des  Mittels  in  Ihdracht  kommen.  Dabei  sind 
wieth‘r  verschiedene  Fälle  je  nach  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  zu  un- 
terscheiden, welche  entweder  ein  isolirter  freier  Strahl  sein  oder  den  festen 
Körper  allseitig  einschlie.ssen  oder  auch  als  wäs.serige  Flüssigkeit  mit  freier 
OlM'rfläche  nur  unterhalb  derselben  einen  theilweise  eingetauchten  Körjter 
umgeben  kann.  — 

Zur  Lösung  dieser  verschiedenen  Aufgaben  sind  nach  §.12  iin  Allge- 
meinen 7 Grössen  als  Functionen  der  Coordinaten  ar,  y,  z und  der  Zeit  t 
zu  bestimmen:  die  Geschwindigkeitscomjionenten  Uy,  das  specif. 
Volumen  r,  die  Pressung  p,  die  Temperatur  und  das  innere  Arbeitsver- 
mögen. Zur  Verfügung  sind  dabei  die  drei  Difl'erentialgleichungen,  welche 
dom  Gleichgewicht  zwischen  den  auf  ein  Massenelement  wirkenden  Massen- 
und  Flächenkräften  und  den  Reactionskräften  gegen  seine  Beschleunigung 
onLsprcchen  ^sie  mögen  die  Fnndamentalgleichungen  heissen),  die 
•’ontinuitätsgleic.hnng,  eine  Gleichung  bezüglich  auf  die  Wärmeleitung  im 
Inneren  der  Flüssigkeit,  die  Zustandsgleichuug  derselben  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens.  Die  5 ersten  dieser  Gleichungen  sind  par- 
tielle Ditferentialgleichnngen  und  allgemein  gültig,  die  beiden  letzten  sind 
für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschieden;  in  den  ■!  ersten  sind  die  Tem- 
peratur und  das  innere  .Arbeitsvermögen,  in  den  .3  letzten  die  Geschwin- 
digkeitscomponenten  nicht  enthalten.  Die  Integrationen  müssten  mit  Rück- 
sicht auf  die  Grenzhedingungen  bezüglich  auf  Zeit  und  Raum,  d.  h. 
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mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  A nfaiigszu.stand  und  auf  die  Ober- 
flilchcnbedingungen  versucht  werden.  Letztere  lietreffeu  tlieils  die 
Gestalt  der  Oberfläclie,  tlicils  den  äusseren  Druck  an  derselben,  tlieils  deu 
etwaigen  Wärmeaustausch  zwischen  der  Flüssigkeit  und  anderen  Körperu. 

Entsprechend  der  den  theoretischen  Gleichungen  zu  Grunde  liegenden 
Vorstellung  (§.  52),  dass  jede  relative  llewegung  im  Inneren  der  Flüssigkeit 
nur  durch  eutsiirechende  Deformationen  der  Flüssigkeitselemente,  worunter 
hier  immer  Massenelemeutc  im  Sinne  von  §.  1 verstanden  werden  .sollen, 
vermittelt  wird  (vorbehaltlich  der  Berücksichtigung  solcher  Bewegung»'!!, 
welche  sich  dieser  Vorstellung  in  der  Rechnung  entziehen,  durch  cmpiriscLe 
Coefticienten),  muss  für  jedes  Flüssigkeitselement  au  der  Oberfläche  die 
Geschwindigkeit  tangential  an  dieselbe  gerichti't  sein.  Ist  also 


./■(■C,  .V,  3.  <)=0 

die  gegebene  Gleichung  eines  Theils  der  Oberfläche,  der  im  .Allgemeinen 
mit  der  Zeit  veränderlich  sein  kann,  so  müssen  dem  Differential  dersellteu 
die  Incremeute 

(Ir  =■  dy  — df , dz  = «i  dt 


entsprechen,  wenn  die  Geschwindigkeitscomponenten  eines  ma- 

teriellen Punktes  oder  Flfissigkeit.selementes  an  diesem  Theil  iler  Oberfläche 
bedeuten,  woraus  die  Bedingungsgleichung 

I ^./'  , 'V 


»^/'  ^/'  5/’ 


¥ 

hervorgeht:  für  eine  feste  Wand  ist  . - =^0. 

dt 


Ist  der  äussere  Druck  = Pf,  auf  eine  freie  Oberfläche  für  alle  Punkte 
derselben  gleich,  im  Allgemeinen  aber  als  Function  der  Zeit  gegeben,  so  ist 

P — Po-  “ 

in  jedem  .Augenblick  als  Gleichung  dieser  Oberfläche  zu  betrachten,  so 
dass  an  derselben  entsprechend  Gl.  (1) 

X X 




dp  dp  , ,^P_  ^Po 

dt 


dt 


sein  muss;  bei  constantem  äusseren  Druck  ist  die  rechte  Seife  = Null. 

Ist  dQ  die  Wärmemenge,  welche  der  Flüssigkeit  an  dem  Element  aP 
ihrer  Oberfläche  im  Zeifelement  dt  von  einem  angrenzenden  äusseren 
Körjier  durch  Leitung  mitgetheilt  wird,  .so  ist  (S.  9,  Gl.  3) 

dQ  — k,  UdFdf, 

wenn  /,  den  betrett'enden  Wärmeübergaugscoeflicienteii  und  Jf  den  Ueb»r- 
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sohuss  der  Temperatur  des  äusseren  Körpers  über  die  der  Flüssigkeit  zu- 
nächst dem  Flächeiielement  dF  bedeutet;  dQ  und  können  dabei  gleicli- 
zeitig  positiv  oder  negativ  sein.  Hei  den  tecliniscbeu  .\nwenduugeu  ist 
eine  solche  Wänneinittheilung  an  der  OberHäche  im  einen  oder  anderen 
Sinne  oft  nicht  sowohl  ein  nebensächlicher  und  allenfalls  zu  vernachlässi- 
zender  Umstand,  als  vielmehr  Zweck  der  betreffenden  Anlage  (Wasser-, 
Luft-  und  Dampflieizungen,  Kesselheizungen,  Winderwärinuiigsapparate 
u.  s.  w.),  und  sie  pflegt  ilaun  durch  eine  feste  materielle  Wand  von  einer 
gewissen  Dicke  vermittelt  zu  wenlen,  welche  auf  der  anderen  Seite  von 
einer  anderen  Flüssigkeit  berührt  wird.  Ist  dann  Jf  der  (positive  oder 
negative)  Ueberschuss  der  Temperatur  dieser  letzteren  über  die  der  be- 
trachteten Flüssigkeit  zunächst  der  Wand  an  der  Stelle  des  Elmnentes  dF, 
so  kann  man  setzen: 

d<i=--k  UdFdt (3), 

worin  k einen  Wärmedurchgangscoefficienten  bedeutet,  welcher  von 
den  Wärmeübergangscoefticieuten  an  beiden  Oberflächen  der  Wand,  von 
ihrem  Leitungscoefficieuten  / (§.  9),  von  ihrer  Dicke  und  event.  von  ihrer 
Krümmung  abhängt;  auch  etwaige  Wärmestrahlungen  pflegen  bei  seiner 
Bestimmung  zugleich  mit  berücksichtigt  zu  werden.  Diese  Bestimmung  ge- 
hört zu  den  .\ufgaben  des  nächsten  Abschnitts,  welcher  von  der  Heizung 
liandelt;  hier  wird  k als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet. 

Die  Lösungen  der  verschiedenen  oben  angedeuteteu  .\ufgaben  der 
Hydraulik  auf  Grund  der  augeführten  Gleichungen  und  Grenzbedingungen 
bleiben  schliesslich  zum  Zweck  der  technischen  Anwendungen  noch  durch 
empirische  Coefficienten  (§.  52)  zu  corrigiren  mit  Hücksicht  auf  die 
.thweicliniigon  der  dabei  in  Betraclit  kommemlen  Flüssigkeiten  von  dem 
in  den  theoretischen  Gleichungen  vorausgesetzten  idealen  Zustande  voll- 
kommener Flüssigkeit  und  mit  Hücksicht  auf  solche  Bewegungswiderstände, 
welche  in  jenen  Gleichungen  und  in  den  analytischen  Grenzbedingungen 
nicht  zum  .\usdruck  gebracht  werden  konnten,  wobei  ferner  zu  berücksich- 
tigen ist,  dass  durch  diese  Widerstände  nicht  nur  lebendige  Kraft  verloren, 
sondern  auch  entsprechende  Wärme  gewonnen,  also  die  Temperatur  beein- 
flusst wird.  Auch  abgesehen  hiervon  lässt  übrigens  schon  der  analytische 
Charakter  der  fraglichen  Gleichungen  sofort  erkennen,  dass  ihre  Verwen- 
flung  zur  Lösung  der  betreffenden  .Aufgaben,  zumal  in  einer  für  den  tech- 
nischen Gebrauch  geeigneten  Form,  stets  mehr  oder  weniger  vereinfachende 
Annahmen  nöthig  macht. 

Wenn  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  an  der  Oberfläche 
and  Wärmeentwickeliing  durch  Bewegungswiderstäiide,  deshalb  auch  Wärme- 
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leitung  im  Inneren  nnr  in  untergeordnetem  Grade  stattfindet,  so  kann  eim' 
Vereinfachung  namentlich  dadurch  lierbeigeftllirt  werden,  dass  eine  gewisse 
Beziehung  zwisclien  der  Pressung  p und  dem  specif.  Volumen  r von  vorn- 
herein angenommen  wird,  inshesondere  z.  B.  die  Gleichung 

pp'“  ^ Ci»int., 

unter  m eine  Constante  verstanden,  welche,  wenn  die  ZustandsänderDm.' 
als  bei  constanter  Temperatur  stattfindend  vorausgesetzt  werden  kann,  für 
tropfbare  Flüssigkeiten  = oo  (also  v = ('und.,  p unabhängig  von  r),  für 
Gase  = 1 zu  setzen  ist,  oder  bei  Znstandsänderungen  ohne  Mittheilun^' 
resp.  Entziehung  von  Wärme  für  Gase  «,  d.  h.  = dem  Verhältniss  der 
specif.  Wärmen  bei  constanter  Pressung  und  bei  constanteni  Volumeii 
(§.  20),  für  Dämpfe  und  (näheruugsweise  und  innerhalb  gewisser  Grenzen 
für  Gemische  von  Dampf  und  gleichartiger  tropfbarer  Flüssigkeit  (§.  1 1 
und  §.  35)  = einem  anderweitigen  constanteu  Werth  zu  setzen  ist.  D.i- 
durch  sind  die  Temperatur  und  das  innere  Arbeitsvermögen  von  der  Unter- 
suchung ausgeschlossen,  und  sind  die  drei  Gesell wiudigkeitscomponenten 
nebst  den  Grössen  p,  v durch  die  vorausgesetzte  Beziehung  zwischen  den 
letzteren  und  durch  die  4 ersten  der  oben  genannten  7 Gleichungen  (dunh 
die  Fundamentalgleichungen  und  die  Gontinuitätsgleichuugi  mit  Kücksiclii 
auf  die  gegi'btuien  Grenzbedingungen  bestimmt.  Zur  Entwickelung  ihrer 
Ausdrücke  in  endlicher  Form  können  weitere  Vereinfachungen  durch  die 
vorläufige  Abstraction  von  den  inneren  Reibungen  (von  den  Gliedern  niil 
It  in  den  3 ersten  der  allgemeinen  Gleichungen)  und  durch  gewisse  An- 
nahmen in  Betreff  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Geschwindigkeits- 
componenten  mit  den  Coordinaten  ändern,  herbeigeführt  werden.  Letzteres 
wird  auch  besonders  dann  nothig,  wenn  wegen  erheblicher  Wärmeleitungeu 
und  Wärmeentwickelungen  durch  Bewegungswiilerstände  die  zuerst  genannte 
Vereinfachung  unzulässig  ist,  die  Gesetzmässigkeit  der  Temperaturändt*- 
rungen  vielmehr  wesentlich  mit  untersucht  werden  muss;  eine  willkürliche, 
wenn  nur  im  Allgemeinen  den  Verhältnissen  angepasste  Annahme  in  B«'- 
treff  des  Aenderungsgesetzes  der  Geschwindigkeiten  ist  dann  zudem  um  so 
mehr  gerechtfertigt,  als  dieses  Gesetz  durch  den  Einfluss  der  Wärme  nnd 
der  Widerstände  mittelbar  oder  nninittelbar  in  einer  solchen  Weise  beein- 
flusst werden  kann,  welche  sich  der  analytischen  Untersuchung  gänzlich 
entzieht.  — 

Als  beschleunigende  Massenkräfte  kommen  bei  technisch-hy- 
draulischen Problemen  nur  die  Schwerkraft,  die  dabei  in  allen  Punkten 
von  gleicher  Richtung  und  Grösse  - - g vorausgesetzt  werden  darf,  uml 
event.  die  Ergänzungskräfte  der  relativen  Bewegung  §.  2)  in  Betracht. 
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falls  das  System  der  festen  Leitfliichen,  worauf  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit als  relative  Bewegung  bezogen  wird  und  womit  die  Coordinatenaxeii 
der  a:,  y,  z fest  verbunden  sind,  eine  eigene  Bewegung  bezüglich  auf  die 
Ende  hat.  Von  Wichtigkeit  ist  dabei  namentlich  der  Fall,  dass  diese  Be- 
wegung in  einer  Rotation  um  eine  feste  Axo  besteht.  Wird  daun  die 
j-Axe  in  der  Rotationsaxe  angenommen,  und  ist  fr  der  constante  Winkel, 
den  sie  mit  der  Richtung  von  y bildet,  ist  ferner  n>  die  im  Allgemeinen 
veränderliche  Winkelge.schwindigkeit  im  Sinne  von  der  positiven  ar-Axo 
durch  den  rechten  Winkel  zur  i)Ositiven  y-Axe,  und  wird  die  ar-Axe  so  an- 
genommen, dass  sie  zur  Zeit  t = 0 die  Richtung  der  zur  z-Achse  senk- 
rechten Componeute  = g sin  fr  hat,  zur  Zeit  t also  mit  ihr  im  Sinne  von 
tu  den  Winkel 

i 

Jcodt 

0 


bildet,  so  sind  die  (loraponentcn  von  g nach  den  Axeu  der  x,  y,  s bezieh- 
ungsweise 


= g sin  fr  cos  J fo  dt^  — g sin  fr  sin  J co  dt,  g cos  fr. 


Ist  ferner  Ali  = r das  Loth  von  dem  materiellen  Punkte  A {r,  y,  z) 
der  Flüssigkeit  auf  die  z-Axe,  und  ist  ß der  Winkel  zwischen  der  Richtung 
BA  und  der  positiven  ar-Axe  (immer  verstanden  im  Sinne  von  m,  nämlich 
von  der  positiven  x-Axe  gegen  die  positive  y-Axe  hin',  so  lässt  sich  die 
erste  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegung  pro  Masseneinheit  zerlegen 
in  die  Normalcomponente  = tu*r  mit  dem  Richtungswinkel  ß und  in  die 

Tangentialcomponente  = ~ r mit  dem  Richtungswinkel  = ß — - gegen 

dt  2 

die  x-Aie;  wegen 

r cosß  = X,  r sin  ß = y 

r cos  ^ j = y,  r sin  = — x 

sind  also  die  Componenten  der  ersten  Ergänzungskraft 


nach  der  x-Axe  = ei*x  -I — y, 

dt 

nach  der  y-Axe  = tu*y  — x, 

dt 

nach  der  z-Axe  = 0. 


Ist  endlich  die  zur  z-Axe  senkrechte  romponente  der  relativen 
Geschwindigkeit  u des  materiellen  Punktes  A und  « ihr  Richtungswinkel 
Orftshof,  th«ur#»t.  MA»rbinenl<>hr<*.  I.  25 
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mit  der  a;-Axe,  so  ist  die  zweite  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewepng 
pro  Masseneinheit  = 2(0«^^  und  ihr  Richtungswinkel  mit  der  x-Axe 

= « — — , da  ihre  Richtung  erhalten  wird,  indem  die  Richtung  von 
2 

X 

in  der  zur  s-Axe  senkrechten  Ebene  um  entgegengesetzt  dem  Sinne  von 
(u  gedreht  wird.  Wegen 


eoK 
tijif  stn 


— um  u = Uff 

= — Uj.ff  CO»  a = — «X 


sind  also  die  Componenten  dieser  zweiten  Ergänzungskraft  nach  den  Axen 
der  X,  y,  z 


= 2coUff,  — 2coMx  und  0. 

Im  Ganzen  sind  somit  die  Componenten  der  beschleunigenden  Massen- 
kraft im  vorliegenden  Falle: 

• d(ü 

X = g »tn  l)  cos  J codt  "i"  ^ 2(0Uff . . . 


/dio 

aidt  -)-  o)-y X — 2(oux 

ft 

Z ■=  g cos  fl-  

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  w constant,  so  ist 

• do) 

Jot  dl  — 10 1 und  , = 0. 

dl 


(4'. 


I.  Allgemeine  Sätze. 

§.  70.  Widerstandslose  Bewegung  einer  Flüssigkeit  fOr  den  Fall  der 
Existenz  einer  Kraftfuuetion  und  einer  Geschwindigkeitsfnnetiun. 

Die  Geschwindigkeitscomponenten,  welche  im  vorigen  §.  mit  “r 
bezeichnet  wurden,  seien  der  Einfachheit  wegen  mit  «,  t>,  w bezeichnet, 
während  die  spccif.  Masse  ft  anstatt  des  specif.  Volumens  benutzt  wenic. 
um  in  Verbindung  mit  der  Pressung  p den  inneren  Zustand  zu  charaktori- 
siren.  Dann  hat  man  nach  §..*),  Gl. (6)  und  (7)  mit  It  = 0,  d.  h.  bei  Ab- 
stractiou  von  der  inneren  Reibung,  die  Fundamentalgleichungen 
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X — 
Y — 
Z — 


1 ^**1  1 

ft  b«  bx  **  by 

1 bp  ö»  I 

V — ’V“  ”T”  ^ v“  “i  ^ X 

fi  Oy  Ox  Oy 

1 hp  hte  hw 

- -|-  K f-  V 

//  03  0/  oa:  Oy 


+ M’ 


du 

dz 


dt» 

+ ’‘’7ü 


+ 


b«? 

bz 


und  die  ContinuitätsKleicliiinK 


(1) 


^ 4-  _u  _L  'X«'®) 

b^  bx  by  bz 


(2 


welche  für  /t/  = Cond,  (für  eine  incompressible  Flüs.sigkcit  von  constnnter 
Temperatur)  die  einfachere  Form  annimmt: 


hu  br  hw 

bx  by  bz 


('2,  a). 


Mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Grenzbedingungen  sind  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  und  durch  die  Beziehung  zwischen  und  fj, 
welche  hier  als  gegeben  vorausgesetzt  wird,  diese  letzteren  Grössen 
und  die  Geschwindigkeitscomponcnfcn  — im  Falle  fi  = einer  gegebenen 
Constanten  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2,  a)  die  Grössen  p,  u,  v,  w — 
als  Functionen  von  x,  y,  z,  t bestimmt. 

In  Betreff  der  Kraflcoraponcnten  X,  F,  Z werde  angenommen,  dass 
sie  den  beziehungsweise  nach  x,  y,  z genommenen  Differentialquotienten 
einer  gewissen  Function  gleich  seien,  welche  wie  in  §.53  die  Kraftfunc- 
tion heisse  und  mit  U bezeichnet  sei,  hier  aber  eine  Function  nicht  nur 
von  X,  y,  z,  sondern  im  Allgemeinen  auch  von  t sein  kann.  Es  sei  also 


bf/'  .. 

~~  hx'  ^ ~ hy' 

was  voraussetzt,  dass 

hr_  hZ  hZ_  hX 

hz  hy'  bx  bz  ’ 


hX  _ ^Y 
hy  bx 


(3) 


ist.  Ebenso  seien  auch  die  Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w ==  den 
nach  X,  y,  z genommenen  Differentialquotieuten  einer  Function  gr>  von 
x,  y,  z,  f,  weiche  die  Geschwindigkeitsfuuetion  heisse,  so  da.ss 


()w 

hcTi 

h(f 

^hx' 

" " öy’ 

ta  = 

hz 

hw 

hw  hu 

hu 

hv 

hi^  Yz' 

bx 

25 
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ist.  Die  Fundamentalgleichungen  (1)  erhalten  hierdurch  die  Formen:* 


hU 

1 

ft^ 

ftV 

\ 

hq 

h^q 

ft^r 

ft*f7 

l 

ft<if> 

h^q 

hx 

ftx  “ 

(ftxöis 

“T 

ftx 

ftx* 

hy 

ftxfty 

~r 

hz 

ftxftz 

hir 

1 

hp 

ft*r/) 

1 

hq 

ftV 

hq 

,Vy 

1 

hq 

h^q 

y 

hy 

hyhl 

hx 

hyhx  ’ 

«'y 

hy^ 

~r 

Ö2 

hyhz 

hu 

1 

hp 

h^q- 

4- 

hq 

h^q  ^ 

h(p 

ft*r/) 

+ 

hq 

h^-q 

ft7  “ 

fts 

hzht 

ft4 

ftzftx  ' 

«V 

hzhy 

hz 

■ftz* 

und  lassen  sich  auf  eine  Gleichung  reduciron,  indem  sie  beziehungsweise 
mit  df,  dy,  dz  multiplicirt,  addirt  und  integrirt  werden;  dadurch  ergiebt  sich 

mit  = 

ox  oy  ‘ 03 


2 


'hq>y 

) 


^ \<V 


+ ( 


?>z  / 


. . (5). 


Indem  die  Integration  nur  in  Beziehung  auf  x,  y,  z ausgefQbrt  wurde, 
wäre  noch  eine  willkürliche  Function  von  ( als  Integrationsconstante  hiii- 
zuzufügen,  welche  aber  in  (p  so  einbegriffen  werden  kann,  dass  sie  als 

Summand  in  dem  Gliede  enthalten  ist.  Durch  diese  Gleichung  {h.  uml 
durch  die  Continuitätsgleichung 


♦ Es  ist  bemerkenswerth,  dass  aus  ihnen  im  Falle  y = Cmu<t.  die  innere 
Reilmng  auch  dann  verschwindet,  wenn  nicht  7<  = 0 gesetzt  wird.  Mit  Rück- 
siclit  auf  dieseihe  wäre  dann  nämlich  in  der  ersten  der  (ilcichungeu  (1)  aut 
der  rechten  Seite  das  Glied 


b .T*  ft  J/ 


ft*M  ft*« 
+ ft^‘ 


hinzuzufügen.  welches  nach  den  Gl.  (4) 


^-  + 
ft.r  fix 


-( 


ft « ft  e ft  I 

fta;  ftj/  ft 


z /' 


R ^ 

fta: 


ist.  In  den  beiden  anderen  der  Gleichungen  (1)  würden  ents])rechende  Glieder 

hJ  h f ' 

mit  und  . hinzukommen.  Die  Existenz  einer  Geschwindigkeitsfunction  tisi 
ft  1/  ftr 

also  zur  Folge,  dass  der  üewegungszustand  der  h’lftssigkeit  durch  die  innere 
Reihung  nur  mit  Rücksicht  auf 


ft  M ft  r ft  ic 

I = V*  + < 0"  ' 

(IX  01/  oz 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Geschwindigkeit  der  Voluraändening  bedingt  *kd. 
welche  ~ 0 ist  für  /i  = Coni>t. 
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(4r)nU''l')+^>("!:r)= 


0 


(0/ 


h-ff. 

bx- 


— U 


(G,  a) 


öi  Öj:  V bx ) by 
welche  für  fl  = Cond,  die  Form 

b^(f:  . b^ 
öy* 

amiiinmt,  sind  in  Verbindung  mit  den  Grenzbediiigungeii  im  Si)ecialfaile 
//  = Coiut.  die  Grössen  p und  (p,  ira  allgemeiuen  h'alle  mit  Uüeksiebt  auf 
die  gegebene  licziehung  zwischen  p und  fi  diese  beiden  Grossen  und  <f, 
durch  <p  in  beiden  h'äJlen  dann  auch  die  Geschwindigkeitsconijmueuten 

ö®  b(p  bff 

« = V = i-— , w=  bestimmt, 
oj;  oy  o* 

Besteht  eine  Grenzbedinguug  darin,  dass 

/(x,  y,  *,  <)  = U 

als  Gleichung  eines  gewissen  Theils  der  Obertiäche  gegeben  ist,  so  muss 
nach  Gl.  (1)  im  vorigen  §.  für  alle  Tunkte  dieses  Theils  der  Oberfläche  die 
Function  (p  der  Gleichung  entsprechen: 


V , 0/  b(p  b£  b <p_  , 0/  ö y _ 

bt  bx  öz  by  by  bz  bz 


(7). 


Für  eine  feste  Wand 


Ci = ") 


bf  bf  bf 


lirojiortional  den 


b<p  dx  ^ b<p  dy 
bx  dn  by  dn 


b(fi  dz 
6 z dn 


bx'  by'  bz 

Cosinus  der  Winkel  zwischen  der  Normalen  und  den  Axen.  Ist  also  dn  ein 
Element  diesiT  Normalen  mit  den  Trojectionen  dx,  dy,  dz  auf  den  Axen, 
so  kann  Gl.  (7)  geschrieben  werden: 

= 0 («)• 

dn 

Den  Bedingungen  (4)  für  die  Existenz  einer  Geschwindigkeitsfunction 
kann  eine  einfache  kinematische  Bedeutung  untergelcgt  werden.  Es  habe 
nümlich  ein  Flüssigkeitsclement  zur  Zeit  t die  Gestalt  eines  recbtwinkeligen 
Parallelepipedums,  dessen  Kanten  Aa  = dx.  Ah  — dy,  Ae  = dz  sich  vom 
Eckpunkte  A (jx,  y,  z)  aus  im  Sinne  der  positiven  Coordinatenaxen  erstrecken. 
Ira  nächstfolgenden  Zcitelement  dt  erfährt  es  im  Allgemeinen  zugleich  eine 
unendlich  kleine  Gestalts-  und  Ortsänderung.  Erstero  kann  bei  Vernach- 
lässigung unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  in  eine  Läugenände- 
rung  der  Kanten  und  in  eine  Grössenänderung  der  an  diesen  von  den 
^k'itenrtäehen  gebildefcn,  zur  Zeit  i rechten  Flächenwinkel  zerlegt  werden, 
nml  zivar  sind  nach  §.  5 

bii  bo  bio 

fix’  by'  öz 
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die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Verlängerungen  der  Kauten  M. 
Ab,  Ae, 

hw  bc  bu  Öm;  ör  bu 

bij  öz’  bt  bz'  bz  by 


die  Winkelgeschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Verkleinerungen  der  Winkel 
au  jenen  Kanten  augenblicklich  stattfiudeu.  Die  Ortsänderung  des  Flttssig- 
keitselemcntcs  lässt  sich  in  3 Trauslationen  mit  den  Geschwindigkeiten 
u,  V,  IC  nach  den  Richtungen  Aa,  Ab,  Ac  und  in  3 Rotationen  um  diese 
Kanten  zerlegen,  deren  Winkelgeschwindigkeiten  = «,  ji,  y seien.  Da  nun 
nach  §.  5 
ö w 

die  Winkelgeschwindigkeit  von  Ab  um  Aa  im  Sinne  bc. 


by 

bv 

bz 


Ar 

,,  „ „ „ 


cb 


^bw 

\by  ö z 

sich  die  Punkte  des  Flüssigkeitsclementes  augenblicklich  um  Aa  im  Sinne 
bc  drehen,  also 

ft  w ft  e ^ 

by  ftz  ftz  ftz;  ' bz  by 


ist,  so  ist  — fv  — *9*5  mittlere  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 

‘2  \by  ftz/ 


ftw  bio  .ftp  ö«  ,, , 

= = 


Der  Umstand,  dass  die  Bedingungen  (4)  in  einem  gewissen  Augenblick 
erfüllt  sind,  kommt  hiernach  darauf  hinaus,  dass  die  Flüssigkeitselemcnte 
in  diesem  Augenblick  nicht  rotiren,  und  die  beständige  Erfüllung  jener 
Bedingungen,  also  die  Existenz  einer  Geschwindigkeitsfnnction 
setzt  eine  beständig  rotationslose  Bewegung  der  Flüssigkeits- 
elemente voraus. 

Von  praktischer  Wichtigkeit  wird  indessen  diese  Voraussetzung  erst 
durch  die  schon  von  Lagrangc  gemachte  Bemerkung,  dass  sie  unter  den 
übrigens  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  (Existenz  einer  Kraft- 
function und  Fehlen  von  Bewegungswiderständen  bei  gegebener  Beziehung 
zwischen  p und  fi)  beständig  zutrifft,  wenn  es  in  irgend  einem 
Augenblick  der  Fall  ist,  wenn  insbesondere  die  Bewegung  vom 
Zustande  der  Ruhe  ausgeht.  Um  dies  uaehzuweisen,  sei 


wobei  II  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Beziehung  zwischen  p und  //  eine 
(bis  auf  einen  unbestimmten  constanten  Summanden)  bekannte  Function 
von  p oder  von  fi  und 
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1 bp  bit  1 bp  bJt  1 bp  bJ/ 

(I  Öj:  öi:  ’ (I  öy  by'  p bz  öz 

ist.  Wenn  dann  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  nach  z,  die  dritte  nach  y 
differeuzirt  wird  und  beide  Resultate  von  einander  subtrahirt  werden,  so 
ist  nach  Gl.  (.3)  und  wegen 

b^H  b*JI 


bybz  bzby 


bs.r 

b*p 

btby 

b^bz 

b*w 

+ P 

b*«j 

b*w 

bip 

. bv  bie  . bie  bw 

+ « 

bxby 

bly» 

bybz 

+ .V 

bx 

-L  _ ^ J 

by  by  by  bz 

— M 

b*r 

bH 

b*p 

bu 

bv 

b»be>  btc  bv 

bxbz 

t? 

bybz 

■ bz* 

hz 

öx 

bz  by  bz  bz ' 

Daraus  folgt  durch  Addition  der  identischen  Gleichung 
^ Öm  bu  bu  bu 
by  bz  by  öz 


und  Division  durch  2 mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (9) 


bu 

0 u 


bu 

bx 


, öß  ,Öm  ö« 
+ ” - >• 


Die  Grösse  ß,  verstanden  als  Winkelgeschwindigkeitscomponente  eines  be- 
stimmten Flüssigkeitselenicntes  (Massenelemcntes  der  Flüssigkeit),  von 
welchem  ein  Punkt  zur  Zeit  t iin  Raumpunkte  {x,  y,  z)  liegt,  ist  eine  mit- 
telbare Function  nur  von  t,  indem  auch  x,  y,  » hei  dieser  Auffassung 
Functionen  von  t sind,  und  es  ist 


bß  , bß 
b<  bx 


+ 


bß  , bß  da 

. — -j-  IC  = — 

by  bz  dt 


= dem  vollstündigen  Differentialquotientcn  von  ß nach  <;  damit  lässt  sich 
die  letzte  Gleichung  schreiben: 


Wenn  man  aber  entsprechend  der  Bedeutung  von  - auch 


bp 

b< 


bx 


+ » 


bp 

by 


dp 

dt 


sotzt,  so  ist  nach  der  Continuitätsgleichung  (2) 

b«  bv  b(o  1 dp 

bx  by  bz  p d4 


(10), 
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womit  die  obige  Gleichung  auch  gcschriebcu  werden  kann: 


du  n du  Öm  , ött  öi< 


oder  - = 


//  a öi< 

dt  n 


d^i 

hb(Miso  ist  — 

dt  u 


(t 


hx 


+ 


^ y hu 

fl  hy  /t 

ß hv  y hv 

fl  öy  fl  hz 

ß hw 


dt  fl  hx  ft  hy  fl  ba 
.'Vus  der  Form  dieser  Gleichungen,  durch  welche  die  Aendenmgeu 


(11,. 


der  auf  dasselbe  Flüssigkeitselonient  bezogenen  Grossen  — , ^ , 

H i“ 


al.s  line- 


are homogene  Functionen  dieser  Grössen  selbst  ausgedrückt  sind,  ist  er- 
sichtlich, dass,  wenn  in  irgend  einem  Augenblicke  diese  Grössen  = Nnll 
sind,  also  a = ß — y = 0 ist,  alsdann  dasselbe  auch  nach  Verlauf  des 
Zeitelcmentes  rf<,  also  immer  der  Fall  ist;  d.  h.  ein  FlüssigkcitseU- 
meiit,  welches  einmal  nicht  rotirt,  kommt  nie  in  Rotation.  — 
ln  Ihdreff  der  Existenz  einer  Kraftfunction  mag  beispielsweise  der  ini 
vorigen  §.  hervorgehobene  Fall  geprüft  werden,  dass  die  Coordiiiateuaxeii. 
auf  welche  die  Hewegung  der  Flüssigkeit  bezogen  wird,  um  die  x-Axe  mit 
einer  im  Allgemeinen  venlndcrlichen  Winkelgeschwindigkeit  w rotiren. 
wahrend  ausser  den  dadurch  bedingten  P>gänzungskräften  der  relativen 
Hewegung  nur  die  beschleunigende  Schwerkraft  mit  constanter  Grösse  unJ 
Richtung  als  Massenkraft  in  Retracht  kommt.  Kach  den  daselbst  ange- 
führten Ausdrücken  (4)  der  Kraftcomponeuteu  X,  Y,  Z ist 


hx  _ 

do) 

hX  hv 

hy 

~dt 

N — -T 

OZ  02 

h Y 

doi 

br  , b« 

hx 

dt 

- = — l>t>i  - 

OZ  OZ 

hZ  _ hZ 
hx  hy 


Die  Redingungen  (3)  für  die  Existenz  eiuer  Kraftfunction  sind  also 


Sie  sind  jedenfalls  ertüllt,  wenn  oj  = 0 ist.  Wenn  aber  <u  uieli' 
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= 0 ist,  80  müsste  nach  den  beiden  ersten  dieser  Bedingungen 

ö«  ft» 

fts  ÖS  ^ 


(13), 


li.  h.  in  allen  Punkten  irgend  einer  mit  der  s-Axe  parallelen  Geraden  die 
augenblickliche  Geschwindigkeit  normal  zu  derselben  oder  parallel  zur  xy- 
Kbenc  gleich  gross  und  gleich  gerichtet  sein;  die  Flüssigkeit  müsste  in 
gerade  fadenförmige  Massenclcmeiite  parallel  der  *-Axc  zerlegt  werden 
kcjiinen,  welche  sich  so  bewegen,  dass  sie  beständig  gerade  und  mit  der 
s-.\xe  parallel  bleiben.  Längs  einem  solchen  FlUssigkeitsfadcn  müsste  die 
Geschwiudigkcitscompouente  to  einem  gewissen  Gesetze  folgen,  das  durch 
die  dritte  der  Bedingungen  (12)  in  Verbindung  mit  der  Continuitäts- 
gleichuug  (10)  bestimmt  ist,  nämlich 

htc  1 do}  l du  d ^ V) 

ftz  oj  dt  fl  dl  dt  fl 

Wären  m und  ft  constaut,  so  müsste  auch 

ftio 


sein,  was  eine  constantc  iJlnge  jener  Flüssigkeitsfädon  erfordern  würde, 
ln  den  Canälen  einer  innen-  oder  aussenschläclitigen  Turbine  z.  B.  könnte 
sich  das  Wasser  in  solcher  Weise  bewegen,  wenn  jene  Canäle  durch  zwei 
congruente  Uindrchungsflächen  mit  der  Turbinenaxe  als  gemeinschaftlicher 
.\xe  ausser  durch  die  mit  derselben  parallelen  cylindrisclien  ScliaufelHäclien 
begrenzt  werden. 

Wenn  übrigens,  falls  die  Bedingungen  (13)  erfüllt  sind,  zugleich  eine 
Ocschwindigkcitsfunction  existiren  sollte,  so  müsste  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (4)  auch 

hto  öl» 

ftx  fty  ’ 


d.  h.  die  augenblickliche  Geschwindigkeitscomponentc  w im  Sinne  der  z-Axe 
für  alle  Punkte  irgend  einer  dazu  senkrechten  Ebene  gleich  gross  sein. 

Im  Falle  oj  = Consl.  und  fi  — Const.,  also  ^ - = G müsste  folglicb  w 

ftz 

'U  der  ganzen  Masse  gleich,  z.  B.  = Null  'sein,  wie  es  bei  der  vorerwäbu- 
lea  Bewegung  des  Wassers  in  den  Canälen  einer  innen-  oder  aussenscbläcb- 
tigen  Turbine  dann  möglich  ist,  wenn  die  beiden  congruimton  Umdrehungs- 
flächen, welche  die  Canäle  begrenzen,  parallele  Ebenen  sind.  Man  erkennt 
äber,  dass  im  Falle  der  relativen  Bewegung  einer  Flüssigkeit  bezüglich  auf 
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ein  selbst  in  Bewegung  befindliches  System  von  Leittlächen  die  Möglich- 
keit genauer  Erfüllung  der  Bedingungen,  worauf  die  Gleichungen  (5)  und 
(6)  beruhen,  an  sehr  spociellc  Voraussetzungen  geknüpft  ist. 


§.  71.  Wirbellinien  und  WirbelfUdcn. 

Wenn  eine  Geschwiudigkeitsfunction  nicht  besteht  und  deshalb  die 
Flüssigkcitsclemcnte  im  Allgemeinen  in  Rotation  begriffen  sind,  wenn  aber 
übrigens  die  Voraussetzungen  des  vorigen  §.  (Existenz  einer  Kraftfnnctiou 
und  Fehlen  von  Bewegungswidorständen  bei  gegebener  Beziehung  zwischen 
p und  p)  erfüllt  sind,  somit  auch  die  unter  diesen  Voraussetzungen  daselbst 
entwickelten  Gleichungen  (11)  gelten,  so  wird  die  Einsicht  in  den  Bewe- 
gungszustand der  Flüssigkeit  und  die  Gesetzmässigkeit  seiner  .\euderunt’ 
in  bemerkenswerther  Weise  unterstützt  durch  die  Begriffe  der  Wirbellinieii 
und  WirbelfUden,  welche  von  Helraholtz*  zunächst  für  incompressible 
Flüssigkeiten  aufgestcllt  wurden,  deren  Gesetze  sich  aber  nach  Kirchboff 
leicht  auf  beliebige  Flüssigkeiten  ansdehnen  lassen. 

Es  seien  A und  A^  zwei  unendlich  nahe  materielle  Punkte,  etwa  die 
Massenmittelpunkte  benachbarter  Flüssigkeitsclcmentc  E und  E^.  Zur  Zeit 
i seien 

X,  y,  z die  Coordinateii  des  Punktes  A, 

u,  V,  w seine  Geschwindigkcitscompouentcn,  also  die  rompouciitou  der 
Translationsgeschwiudigkeit  des  Elementes  E, 

«,  ß,  Y die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  p dieses  Ele- 
mentes, nämlich  seine  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axeu,  welche 
durch  A gehend  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  sind, 
p.  seine  specifische  Masse, 

ar  -|-  y + Coordiuaten  des  Punktes  A^, 

ö = unendlich  kleine  P’ntfernung  JLfj. 

Sind  dann  rfg,  dg  die  Aenderungen  von  g,  »/,  g im  folgenden  Zeit- 

elcment  dt,  also  — , — , die  augenblicklichen  relativen  Gesehwindig- 
dt  dt  dt 

keiten  von  A^  gegen  A nach  den  Axen  der  x,  y,  z,  so  hat  man,  da  die 
letzteren  auch  als  die  Aenderungen  von  u,  v,  w zu  betrachten  sind,  welche 

* lieber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  WirbeJ- 
bewegungen  entsprechen.  Crelle's  Journal  ^für  reine  u.  angew.  Mathen 
Bd.  öj,  S.  25. 
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den  unendlich  kleinen  Incrementen  ^ tj,  g von  r,  y,  z entsprechen, 

rfg  . ö«  1 “ 

^ ^ ö;c'  + öi;  ^ 5z 

dj}  ör  , Öp  , _ Är 

— - - h b V- 

oz 


dt 

'^b 


^ (iip 

^ 5i 


bip  , „ ?>ip 

- + b 


5y 


bz 


(1). 


Diese  Gleichungen  sind  von  derselben  Fomi  wie  die  Gleichungen  (11)  im 
vorigen  §.  und  sic  werden  mit  ihncu  identisch,  wenn,  unter  t eine  unend- 
lich kleine  Constante  verstanden. 


n 


? = 


II 


(2) 


gesetzt  wird  entsprechend  dem  Falle,  dass  der  materielle  Punkt  -4,  in  der 
Rotationsaxe  des  Elementes  E liegt  (| ; ; C = n : ß : y).  Aus  der  Iden- 

tität der  beiden  Systeme  von  Gleichungen  folgt  dann  aber,  dass  auch  die 

Aenderungen  von  §,  t],  g im  Zeitolemeut  dt  den  Aenderuugen  von 

proportional  sind,  so  dass,  wenn  die  Gleichungen  (2)  zur  Zeit  t bestehen, 
dasselbe  auch  zur  Zeit  / -{-  dt  u.  s.  f.,  also  immer  der  Fall  ist.  D.  h.  wenn 
ein  materieller  Punkt  A^  einmal  in  der  Rotationsaxe  eines  nn- 
endlich  nahen  Flttssigkeitsclements  E liegt,  so  ist  dasselbe  be- 
ständig der  Fall,  wie  auch  die  Richtung  jener  Rotationsaxe  sich  ändern 
mag.  Wenn  man,  von  irgend  einem  Punkte  A ausgehend,  eine  krumme 

Linie  AA^A^A^ construirt  denkt,  deren  Richtungen  AA^,  A^A^, 

AjAf in  einem  gewissen  Augenblicke  in  allen  Punkten  A,  Ai,  A^ 

mit  den  Rotationsaxen  der  Flüssigkeitselemcntc  E,  JF,,  Ä. zusammeu- 

fallen,  für  welche  A^  A^,  A^ die  Massenmittelimiikte  (oder  überhaupt 

correspoudirende  Punkte)  sind,  und  wenn  eine  solche  Linie  nach  Ilelm- 
holtz  eine  Wirbcllinie  genannt  wird,  so  kann  der  obige  Satz  auch  so 
ausgesprochen  worden: 

Eine  Wirbellinic  wird  beständig  von  denselben  materiellen 
Punkten  gebildet. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  erhält  man  für  die  Rotations- 
geschwindigkeit p eines  Flüssigkeitselementcs  den  Ausdrnck: 


P = y«*  -f  jj*  + 7^  = yg«  + + c 


woraus  ersichtlich,  dass  die  Rotationsgeschw  indigkeit  eines  Flüssig- 
keitselementes beständigdem Product  seiner  specifischeu Masse 
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uud  seiner  Entfernung  von  einem  im  Sinne  der  Kotationsaxe, 
also  der  betreffenden  Wirbellinie,  ihm  unendlich  nahe  gelo- 
genen materiellen  Punkte  proportional  ist 

Diesem  Satze  lässt  sich  ein  anderer  Ausdruck  geben  mit  llülfe  des 
Begriffs  der  Wirbelfäden.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  alle  Punkte 
des  Umfangs  einer  unendlich  kleinen  Flüche  die  betreffenden  Wirbelliuien 
gezogen,  so  bilden  dieselben  eine  Fläche,  welche  einen  fadenförmigen  Uaum 
von  unendlich  kleinem  Querschnitt,  einen  von  Ilclmholtz  so  genannten 
Wirbelfaden  umschliesst.  Ein  solcher  besteht,  während  seine  Gestalt  ini 
Allgemeinen  stetig  veränderlich  ist,  dem  Obigen  zufolge  beständig  aus  deu- 
selbcii  Flüssigkeitselemcnten.  An  irgend  einer  Stelle  und  in  irgend  eineni 
Augenblick  sei  co  sein  Querschnitt,  //  seine  spccitische  Masse  uud  ö da.*^ 
Läiigeuelement  einer  Wirbclliuie  zwischen  bestimmten  materiellen  Punkten 
derselben,  also  auch  die  augcublickliche  Länge  eines  von  stets  derselben 
Materie  erfüllten  Fadenelenientes,  so  dass 

(10)0  = Cond. 

ist,  wodurch  Gl.  (3)  übergeht  in 

€OQ  — Cond (4). 

Das  Product  aus  dem  Querschnitt  und  der  llotationsgesch win- 
digkeit  eines  Wirhelfadcns  bleibt  also  an  jeder  Stelle  unverän- 
dert. 

Von  diesem  Product  lässt  sieh  ferner  nach  weisen,  dass  es  auch  in 
demselben  Augenblick  für  alle  Querschnitte  eines  Wirbelfadens  gleich  ist. 
Dazu  dient  nach  II elmhol tz  die  Betrachtung  des  dreifachen  Integrals 


dxdydz 


(6;, 


welches,  zunächst  über  einen  beliebig  begrenzten  Theil  der  Flüssigkeit  aus- 
gedehnt gedacht,  durch  partielle  Integration  jedes  Gliedes  in 

A'  = JJadydz  -j-  J'J))dzdx  j^Jydxdy 

umgeforint  werden  kann,  wobei  die  einzelnen  Doppelintegrale  über  die 
ganze  Oberfläche  jenes  r'lüssigkcitstheils  auszudehnen  sind,  also  «,  ß,  y die 
Winkolgeschwindigkeitscomj)oncnteu  für  irgend  einen  Punkt  (x,  y,  si  dieser 
OberHäche  und  dydz,  dzdx,  dxdy  die  Projectiouen  eines  Elementes  dO  der- 
selben auf  die  Coordinatcnebeneii  bedeuten,  letztere  verstanden  in  dem 
Sinne,  dass  sie  positiv  oder  negativ  gesetzt  werden,  jenachdem  die  überall 
auswärts  oder  überall  einwärts  gerichtete  Normale  spitze  oder  stumpf 
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Winkel  (n,*)  mit  den  Coordinatenaxon  bildet.  Es  ist  also 


dydz 

rfO 


cot  (n,ry. 


dzdx 

~df) 


cos  {n,y)-, 


dxdy 


= cot(n^) 


und  somit  auch 

S = J'dO[aeot(n^)  licos(n,y)  ycos{n,z)] 

oder,  wenn  (q,x\  '^Q.y),  (p,a)  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Axe  der 
Rotationsgeschwindigkeit  ()  mit  den  Coordinatenaxon  bildet,  so  dass 
a --  Qcot(Q,xy  ß ~ pco*(p.y);  y = p«>*(p,z) 
ist,  und  wenn  mit  (Q.n)  der  Winkel  zwischen  der  Rotationsaxe  und  der 
Normalen  im  Flüchcnelement  dO  bezeichnet,  also 

co»(Q^x)cot{n.x)  eot{Q,y)cot(n,y)  cos(Q,z)cos(n,z)  = cot(p,n) 
gesetzt  wird,  auch 

<S'  = JdO.Q  cot  (Q^n) (G), 


die  Integration  immer  ausgedehnt  gedacht  Uber  die  ganze  Obcrflilche  0 der 
Flüssigkeitsmasse,  auf  welche  die  Grösse  S bezogen  wird.  Wird  nun  als 
diese  FlUssigkeitsmasse  in.sbesondere  ilas  Stück  eines  Wirbelfadens  zwischen 
irgend  zwei  Querschnitten  ro  und  o,  angenommen,  für  welche  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeiten = (»  und  (),  seien,  so  ist  cot{(>,n)  für  den  ersten 
Querschnitt  = -F  1,  für  den  zweiten  = -jl  1,  für  die  Mantelfläche  überall 
= 0,  folglich  nach  Gl.  (G) 


S = -f-  ((„Q  — W,  (),  ). 

Nach  Gl.  (9)  ini  vorigen  §.  ist  aber 
?)« 


öy  ftz 


1 / 
2 


(Vm_ 
hxby  Dzdx 


(i*U  \ 
Dydz  ) 


0, 


also  nach  Gl.  ('.'))  auch  S = 0 und  somit 


a,Q  = (7), 

w.  z.  b.  w.  I)as  Product  aus  dem  Qucrsclniitt  u'id  der  Rotations- 
gescliwindigkcit  eines  Wirbclfadens  ist  also  in  der  ganzen  Länge 
desselben  gleich  uml  unveränderlich  während  der  Bewegung 
und  Deformation  des  Fadens.  Hat  dieses  Product  einen  endlichen 
Werth,  so  könnte  der  Wirbelfaden  im  Inneren  der  Flüssigkeit  nur  endigen 
mit  (0  = 0,  ()  = oc  oder  (o  = oo,  p = 0,  woraus  zu  schliessen,  dass 
in  einer  F'lüssigkeit  von  endlicher  Ausdelmnng  die  Wirl)elfitden  entweder 
in  sich  zurücklaufeii  oder  bis  zur  Oberfläche  reichen  müssen. 
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§.  72.  StrSmende  Boweg:ang  ISngfs  gegebenen  Bahnen. 

Bei  den  technischen  Aufgaben,  welche  sich  auf  strömende  Bewe- 
gungen (§.  G9)  beziehen,  pflegen  diese  der  Art  durch  Leitflächen  bedingt 
zu  sein,  dass  man  (abgesehen  von  Stosswiderständen,  überhaupt  von  anderen 
BewegnngswidersUlnden,  als  der  inneren  Reibung  und  der  Reibung  an  den 
l.eitflächen)  die  Geschwindigkeitsrichtungen  an  allen  Stellen,  somit  aucL 
die  von  den  materiellen  Punkten  durchlaufenen  Bahnen  als  gegeben  l>e- 
trachten,  d.  h.  a priori  aniiehmen  kann  entsprechend  der  Configuration  der 
l.citflächen,  die  einen  Theil  dieser  Bahnen  enthalten.  Ist  dann  auch  noch 
die  Beziehung  zwischen  der  Pressung  ;>  und  der  specifischen 
Masse  /r  gegeben,  ,so  dass  letztere  als  eine  gegebene  Function  von  p 
betrachtet  werden  kann,  so  reducirt  sich  die  Aufgabe  darauf,  die  Pres- 
sung und  die  Geschwindigkeit  als  Functionen  der  Zeit  und  der 
Coordinaten  des  betreffenden  Raumpuuktes  zu  bestimmen;  die 
Geschwindigkeit  (nach  den  Bezeichnungen  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen = sei  hier  mit  h bezeichnet. 

Dabei  ist  cs  in  der  Regel  vortheilliaft,  die  bisher  vorausgesetzten 
rechtwinkeligen  und  geradlinigen  Coordinaten  durch  ein  anderes  Coordi- 
uatensystem  zu  ersetzen,  welches  dem  gegebenen  System  von  Bahucn  an- 
gepasst  ist.  Ein  System  von  Flächen  F,  welche  die  Querschnitte  heissen 
mögen,  werde  so  angenommen,  dass  alle  Bahnen  und  somit  auch  die  Leit- 
flächen rechtwinkelig  von  ihnen  geschnitten  werden.  Ferner  sollen  in  jedem 
Querschnitte  zwei  Systeme  sich  recbtwinkelig  schneidender  Curven  ange- 
nommen werden,  welche  beziehungsweise  die  KrUmmungscurven  und 
die  Normalcurven  heissen  mögen  und  dadurch  bestimmt  seien,  dass  für 
irgend  einen  Punkt  A eines  Querschnittes  F die  Krüramungscurve  vom 
Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  A der  betreffenden  Bahn  berührt 
wird,  folglich  die  Xormalcurvo  von  der  auf  dem  Krümmungslialbmesser 
senkrechten  Normale  der  Bahn,  Uirer  sogenannten  Binormale. 

Sind  dann  Oq.S'„  die  Bahn,  die  Krümraungscurve  und  die 

Normalcurvc,  welche  durch  einen  hestimmten  Punkt  des  von  der  Flüs- 
sigkeit erfüllten  Raumes  hindurchgehen,  und  ist  A^  der  Punkt,  in  welchem 
der  Querschnitt  von  der  durch  einen  beliebigen  anderen  Punkt  A 

des  Raumes  gehenden  Bahn  geschnitten  wird,  so  ist  die  Lage  dieses 
Punktes  A bestimmt  durch  den  Bogen  0^0  = Hg,  welchen  der  durch  J 
gehende  Querschnitt  F von  OgS„  abschncidet,  und  durch  die  Bögen  Oyf, 
= yg  und  Ogiig  = z,,,  welche  von  und  OgZg  durch  die  von  Aj 
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aus  gezogene  Normal-  und  Krümmungscurve  abgoschnitten  worden.  Ist 
ferner  OV  die  Krümmungscurve,  OiT  die  Normalcurve  durch  0 im  Quer- 
schnitte F,  und  wird  erstere  von  der  durch  A gehenden  Normalcurve  in 
letztere  von  der  Krümmungscurve  durch  A in  li  geschnitten,  so  sind  durch 
'•oj  Voi  *0  Bügen  A^A  = «,  £A  = y,  CA  = z bestimmt  und 

umgekehrt,  so  dass  auch  diese  letzteren  Bögen  *,  y,  2 als  die  Coordinaten 
des  Punktes  A betrachtet  werden  können,  wie  es  hier  geschehen  soll. 

Die  Bewegung  in  der  Bahn  A„A  finde  statt  im  Sinne  von  A^  gegen 
A,  und  es  seien  (B'ig.  27)  AA,  = rf«,  A6  — dy,  Ac  -=  dz  unendlich 
riir.  27.  kleine,  somit  als  gerade  Linien  zu 

betrachtende  Elemente  der  Balm, 
der  Krümmungscurve  und  der  Nor- 
malcurve,  genommen  beziehungsweise 
im  Sinne  A^JA,  BA  und  CA.  Ein 
unendlich  kleines  Baumeloinent  = 
d V werde  danu  begrenzt  durch  die 
Normalebcneu  hAc  und  f>^A^e^  in 
den  Punkten  A und  A^  der  Balm, 
durch  die  Normalebenen  Ac  uud 
b^bd  in  den  Punkten  A und  b der 
Krümmungscurve,  und  durch  die 
Normalebeuen  A^Ab  und  c,crf  in  den 
Punkten  A und  e der  Normalcurve-, 
die  entsprechenden  Seitenflächen  des  polyedrischen  Volunielenientes  seien 
in  derselben  Reihenfolge 

= /,  und  /,  + df,  , = 4 und  /y  df^  , = f,  und  f,  -j-  rf/,. 

Bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  nächst  höherer  Ordnung 
können  die  um  A herumlicgenden  Seitenflächen  = den  Producten  ihrer 
von  A ausgehenden  (zu  einander  senkrechten)  Seiten,  die  übrigen  = den 
Producten  ihrer  beziehungsweise  von  von  b und  von  c ausgehenden 
Seiten  (deren  Neigungswinkel  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  von  rechten  Winkeln  verschieden  sind)  gesetzt  werden.  Die  er- 
steren  sind  also 

/,  --  dydz,  fy  — - dsrfz,  ft  = dudy. 

Was  die  übrigen  betrifft,  so  sei  p der  Krümmungshalbmesser  der  Balm 
ini  Punkte  A,  positiv  im  Falle  concaver  Krümmung  im  Sinne  Ab-,  Ab  und 

dft 

A,b,  convergireu  dann  von  AA,  aus  unter  dem  Winkel  — , wähnmd 
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und  parallel,  nämlich  beide  uormal  zur  Schmiegungsebene  der 

Bahn  sind. 

Ferner  seien  (/  und  p”  die  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  J 
der  Normalschnitte  des  Querschnitts  F,  welche  beziehungsweise  die  Krüni- 
mungscurvc  und  die  Normalcurve  in  J berühren,  also  die  Elemente  M 
und  yie  mit  ihnen  gemein  haben,  beide  Krümmungshalbmesser  positiv  ge- 
setzt für  den  Fall  einer  im  Sinne  AA,  concaven  Krümmung;  AA,  und  ü, 

convergireu  dann  von  Ai  aus  unter  dem  Winkel  — , , vLf,  und  «,  von  Ar 
dz 

aus  unter  dem  Winkel  —7 . 

Q 

dy 

Endlich  mögen  Ac  und  hd  von  Ab  aus  unter  dem  Winkel  -,-,.4iunü 

r 


cd  von  Ac  aus  unter  dem  Winkel  divergiren,  so  dass  negative  Werthe 

von  r und  r"  einer  Convergenz  im  betreffenden  Sinne  entsprechen  würden; 
diese  Winkel  sind  die  Contingcnzwinkel  der  Curven,  in  denen  sich  die 
Krümmungscurve  und  die  Normalcurve  auf  die  Berührungscheue  des  Quer- 
schnitts F im  Punkte  A projiciren. 

Auf  Grund  dieser  Bezeichnungen  ergiebt  sich 


f,  + <if,  — Ajb^  . A,c,  = dy^l  — dz  j = 


1 — 

ds\ 

• (/') 

— 

du  d»  \ 

1 > f.  1 

P P 

/,  -|-  dfi  = cc,  .cd  = d»dy  ) — /»  ^ 

und  folglich  wegen 

dV  =Udc=  dy  = f,  dz 

df,  = - (\  + dv,  df,  = - -Ij  dr,  dA  - \ dv. 


Um  nun  die  inneren  Reibungen  auszudrücken,  welche  auf  die  Ober- 
fläche der  in  dem  Raumelement  dV  augenblicklich  enthaltenen  Flüssigkeit 
nach  den  Richtungen  AA^,  Ab  und  Ac  von  der  umgebenden  Flüssigkeit 
ausgeübt  werden,  kann  man  zunächst  bemerken,  dass  nach  §.  5 und  weil  die 
Gesell wiudigkeitscomponenten  in  A nach  den  Richtungen  AAy,  Ab  und  A( 
hier  = «,  Null  und  Null  sind,  jene  inneren  Reibungen 
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nach  den  Richtungen  AA, 


h it 

in  /■,  = — 211  /, 


Ab 

hu 

— ß ST-  /> 
öy 


Ae 

hu 
R V 


/. 


sind.  Die  entsprechenden  Kräfte  für  die  gegenüber  Hegenden  Seitenflächen 
sind  mit  Weglassung  des  constanten  P’aetors  R: 

(hu  h-u  \ , 


(hu  h^u  \ 

(hu  h-u  \ 1 

(hu  ?I*M  \ 

- — 

(hu  h*u  \ , 

Von  den  .3  Kräften  in  der  Seitenfläche  ( /,  -j-  df,  ) hat  aber  die  erste 
die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  A^  der  Dahn,  die  zweite  die  Rich- 
tung A^h^,  die  dritte  die  Riclitung  A^c^.  Ihre  (’omjMinenten  beziehungs- 
weise nach  den  Richtungen  AA^,  Ah  und  Ac  sind  zwar  den  betreÖ'enden 
Kräften  selbst  gleich  zu  setzen;  indessen  liefert  die  erste  von  ihnen  noch 
eine  Componente  nach  Ab,  die  zweite  noch  eine  Componente  nach  AA^, 
und  nur  die  dritte  keine  wcitore  Componente,  weil  A^e^  ])arallel  Ac  ist. 
Die  obige  Kraft,  in  der  Seitenfläche  (/"j,  -1-  df^  hat  die  Richtung  ii, ; sie 
giebt  nach  AA^  eine  ihr  selbst  gleich  zu  setzende  Componente,  ausserdem 
noch  eine  solche  nach  Ah.  Endlich  giebt  die  Kraft  in  der  Seitenfläche 
(/,  -|-  df,\  deren  Richtung  ccj  ist,  eine  ihr  selbst  gleich  zu  setzende  Com- 
ponente  nach  AA^  nebst  einer  anderen  nach  Ac.  Werden  also  nun  die 
Kräfte  in  der  letzten  Zusammenstellung  (nach  Multiplication  mit  dem 
Factor  R)  als  die  betreffenden  Componenten  nach  den  Richtungen  AA^, 
Ah  und  Ac  betrachtet,  so  kommen  schliesslich  noch  die  folgenden  4 Com- 
pouenten  hinzu,  in  deren  .Vusdrücken  die  unendlich  kleinen  Bestandtheile 
höherer  Ordnung  weggela.sscn  sind. 


Nach  der  Richtung  AA^  I 

Ah 

in  (^/«  -l"  f//«) : 

Öm  du 

- R s - /.  - 

«y  (' 

^ hu  _ d» 

(/»  '//»)•■ 

^K  du 

— ^ ^ fu  ' 

hij  (> 

»*  (/.  + '//x): 

— 

Ac 


— R 


2ß 


hu  dz 


Orfttthof.  th^r<«t.  Muxchinerilebre. 
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Wpbb  man  jetzt  die  KraftKrösseii  für  jede  der  3 Richtungen  AÄ^^Ah. 
Ac  summirt,  und  die  Summen  bei  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen 
Glieder  von  höherer,  als  der  3‘®“  Ordnung  durch 


dV  = f,  d»  = dy  — /,  dt 

dividirt,  so  erhält  man  die  Componeiiten  der  inneren  Reibung  jiru 
Volumeneinlieit  im  Sinne  der  Bahn  = R, , der  Krümmungsenrve 
= Äy  und  der  Normalcurve  = 7?,: 


IL  ^ R[ -2 


4-2 

rfr 


?>*« 

öy* 


rf/'y  ft«  ö*u  df,hu 


. . ..^y  I “ " , yt  _ 2 ^"'i 

dVhy  ftz*  dViSz 
1 Öm\ 


1 öm\ 

0 <^y/ 


n f I I 2 bu 

* \b*by  dV  hy  Q h»  (/  hy) 

' ~ U-<b2  ^ dv  bz  ■ p"  bzj 


o<ler  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Ausdrücke  von  df, , rf/y  und  df, : 


R,=  R 


R„=R 


b*«  b*u  b*M  /I  1 \b«  /I  2\b«  IbM' 
+ by»  + bz»  “ - V + p"j  b.  + 1/'  “ p,/by  + r'  bz. 
rb*«  2b«  /2 

b,by +pb;~l,p'+p^jbyj 


R,  = R\ 


b*bz 


+ “Y-l 

Vp'^p'VbzJ 


(!)• 


Die  nach  denselben  3 Richtungen  genommenen  Coinponeuteu  der  Pres- 
sung, welche  auf  die  in  dem  betrachteten  Ranmelement  dV  augenblicklich 
enthaltene  ..Flüssigkeit  pro  Volumeneinheit  derselben  von  der  angrenzendcD 
Flüssigkeit  ausgeübt  wird,  sind  von  der  Gestalt  des  vorausgesetzten  Raum- 
elementes  offenbar  unabhängig,  weil  die  Pressung  in  demselben  Punkte 
nach  allen  Richtungen  gleich  ist.  Sie  ergeben  sich  am  einfachsten  bei 
Voraussetzung  eines  reclitwinkelig  parallelepi))edischen  Elementes  dV  = 
dfdydz,  und  zwar 


bp  bp  bp 

b«’  by ’ bz  ’ 


Für  das  bei  Berechnung  der  inneren  Reibung  vorausgesetzte  polyedrisctie 
Raumelement  hätte  man  z.  B.  die  Pressung  im  Sinne  A^li,  insoweit  sic  von 
den  Pressungen  auf  die  Seitenflächen  /,  und  ( df,)  herrührt. 


= v/>  - {p  + *) 


bp 


* (/•.  + df.)  = — / dV-  pdf. 


O*  li  p / 


dV 
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dazu  kämen  aber  noch  zwei  Componenten,  herrühreud  von  den  Pressungen 
anf  die  Seitenflächen  (/^  -f"  {f,  -j-  d/i). 


so  dass  die  Summe  = — dV  wird  u.  s.  f. 

o* 


Wenn  nun  noch  die  Componenten  der  beschleunigenden  Ma.ssenkraft 
nach  den  Richtungen  der  Bahn,  der  Krümmungseurve  und  der  Normalcurve 
mit  K, , Kg,  und  K,  bezeichnet  werden,  so  sind  also  die  resultirenden 
Kraftcomponenten  nach  diesen  Richtungen  pro  Masseueinheit: 


Sie  müssen  den  betreffenden  Beschleunigungscomponenten  gleicb  sein,  also 
du 

beziehungsweise  = — — und  Null,  wobei  die  Bahnbeschleiinigung  auch 
dt  (I 

du  bu  hu  du  bu  dy  hu  dz 
dt  b*  dt  by  dt  hz  dt 

ist  oder,  indem  die  Geschwindigkeitscomponenten  und  ^ = Null  sind, 

dt  dt 


du  hu  hu 

dt  ht  bx 


(2). 


Somit  ergeben  sich  die  Fundamentalgleichungen  hier  in  der  Form: 


Die  Continuitätsgleichung  folgt  daraus,  dass  der  Zuwachs  (alge- 
braisch verstanden),  den  die  im  Raumclenient  dF  enthaltene  FlUssigkeits- 

masse  f/dF  im  Zeitelement  dt  erfährt,  d.  h.  die  Grösse  Fauch  gleich 

o c 

sein  muss  dem  Ueberschuss  der  Flüssigkeitsmasse,  welche  im  Zeitelemont 
dt  durch  die  Seiteutiäche  /,  in  jenes  Raumelement  eintiiesst,  über  diejenige, 
welche  gleichzeitig  durch  die  gegenüber  liegende  SeitenHäche  ausfliesst, 
also 


26* 
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= f^liudt  — (f,  + df,) 


•"“+  0/ 


dt  = — 


h(fiu) 


rfr+//«rf/. 


dl. 


Daraus  orgicbt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  df, 

h<  flu) 


hfl 

ht 


I «7'“)  /I  I 1\ 


(41. 


Unter  den  Grenzbedingungen  ist  besonders  boincrkenswerth  die  Rück- 
siclit  auf  die  äussere  Reilmug  an  den  Leitfläclien.  Dieselbe,  pni 
Flächeneinlicit  einer  Leittiäclie  mit  It'  bezeichnet,  ist  der  relativen  Gt*- 
schwindigkeit  ?<,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  an  der  betrelfeudcn  Stelle 
dieser  Fläche  strömt,  gerade  entgegengesetzt  gerichtet;  ihre  Grösse  ist  eine 
(empirisch  zu  bestimmende)  P’unction  von  «,  die  ausserdem  von  der  Ober- 
Häc.hcnbeschaifenhcit  der  fraglichen  Wand  und  von  der  Art  sowie  auch 
vom  inneren  Zustande  der  Flüssigkeit  abhängen  kann.  Ist  nun  d»  ein  KIc- 
ment  der  furve,  in  welcher  eine  solche  Leitfläche  von  einem  Querschnitt 
F geschnitten  wird,  so  haben  die  längs  den  gegebenen  Hahnen  hinstrn- 
menden  Flüssigkeitsfiiden,  die  im  Inneren  bei  der  vorigen  Hetrachtung  die 
viereckigen  Elementaniuerschnitte  /,  hatten,  an  der  LeitHächc  recht» in- 
kelig-dreieckige  Querschnitte  bAe  TFig.  27),  deren  Hyj)ofhennsen  br  — d* 
und  fleren  Katheten  Ab  = dy,  Ac  = dz  sind.  Hetrachtet  man  ein  Kle- 
ment  eines  solchen  dreieckigen  Grenzfadens  von  der  liinge  AA^  = d*. 
welches  zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Querschnitten  F ent- 
halten ist,  und  bildet  die  Summe  aller  Kräfte  (incl.  der  Re.actionskrafi 
gegen  die  Heschleunigung),  welche  nach  der  Richtung  AA^  auf  das  F'lüssig- 
keitselement  wirken,  so  reducirt  sich  diese  Kräftesumme,  die  = Null  «mb 
muss,  auf  unendlich  kleine  Glieder  von  höherer,  als  der  zweiten  Ordnung, 
mit  Ausnahme  der  inneren  Reibungen  in  den  SciteiiHüchen  A^Ac  und  A^Ai 
u 7t  u 

— — //  /■„  unil  — /{  . J,  sow  le  der  äusseren  Reibung  in  der  Seiten- 

hy  ■ 02 

fläche  bcb^c^  = — R'dnd/,  welche  nur  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 
sind  und  deren  Summe  deshalb  für  sich  = Null  sein  muss.  Daraus  ergicbt 
sich  mit  = dudz  und  /,  = dudy  die  folgende  an  allen  Stellen  einer 
LeitHäche  zu  erfüllende  Hedinguiig; 


hii  dz  hu  dy  R' 

hy  du'  hz  du’  R 


Die  Benutzung  der  obigen  Gleichungen,  von  denen  Gl.  (4)  sich  im  Falb' 
einer  constanten  si)ecifischen  Masse  //,  also  insbesondere  im  Falle  einer 
tropfbaren  Flüssigkeit  von  gleichförmiger  und  constaufer  Temi)eratur,  auf 


Digilizeo  by  Google 


§.72. 


8TBÖMKNBK  BKWKGUNO  LÄNGS  OEOEBENKN  BAHNEN. 


4U5 


1 ?>  « _ 1 1 

M Ö # (l'  (l" 


( i,  a) 


rcducirt,  wird  uaBicntlich  erschwert  durch  den  aualytischeu  Cliarakter  der 
.\usdrücko  vou  Rg  , R^  und  Rt , die  indessen  in  siieciellen  Fallen  sich  we- 
»caitlich  vereinfachen  können. 

Wenn  insbesondere  bei  constanter  specif.  Masse  die  yuerschuitte  eben, 

also  \ und  = 0 sind,  somit  nach  Gl.  a)  auch  = 0 ist,  so  sind 
(>  Q i)s 

nach  Gl.  (1)  R^  und  = 0.  Ueberhaupt  kiinnen  die  zur  Bahn 
seukrccUten  Componcuten  der  inneren  Ueibung  mit  um  so  ge- 
ringerem Fehler  au  einer  gewissen  Stelle  vernachlässigt  werden, 
je  geringer  daselbst  die  Veräuderlichkei  t derspecifischeiiMasse 
und  die  Krümmung  des  (iuerschuitts  ist. 

Bei  ebenen  Querschnitten  sind  die  Bahnen  ü(juidistante  Curven.  Sind 
die  ebenen  Querschnitte  alle  derselben  Geraden  parallel,  die 
Bahnen  also  ebene  äquidistante  ('urven,  so  sind  die  Krümmuiigs-  und 
Normalcurven  zwei  Systeme  sich  rechtwiidiolig  schneidender  Geraden,  also 

auch  , und  1,  = 0,  so  dass  im  Falle  u = Cmist. 
r r 


wird.  Wenn  insbesondere  die  Bahnen  parallele  Gerade,  also  die 

Querschnitte  parallele  Ebenen  sind,  so  ist  auch  noch  — = 0.  .\ls 

(' 

Krümmuiigs-  und  Normalcurveu  können  in  einem  solchen  Falle  die  Durch- 
schnittsliuien  der  Querschnitte  mit  irgend  zwei  Systemen  darauf  senkrechter 
uud  einander  rechtwinkelig  schneidender  (,'yliiiderHächeu  angenommen 
werden,  z.  B.  mit  einer  Schaar  von  Krciscyliiidertlächeii  und  einem  durch 
ihre  gemeinschaftliche  Axe  gelegten  Ebciienbüschel.  Ist  dann  r der  Radius 
eines  solchen  Kreiscyliiiders,  so  ist  r"  = r,  übrigens  r = ‘x.  wie  zuvor, 
wenn  die  Strahlen  als  Krümmungscurveii,  die  l’arallelkreise  als  Normal- 
curven  augciiommen  werden,  also 


und  wenn  die  Geschwindigkeit  in  allen  rnnkteii  eines  i’arallel 
kreises  als  gleich  gelten  kann, 


R.  = R 


l 

h«  , 

h* 

^ 1 

+ 

r 

i\r)  ^ 

r 

i)r  ( 

(H). 
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§.  73.  Permanente  StrSmung:  ISn^  gegebenen  Bahnen. 


Wenn  die  ini  vorigen  §.  betrachtete  ströinoude  Bewegung  iternianent 
ist,  was  vorausset/L,  dass  die  Masseukrüftc  und  die  Grenzbedingungen  un- 
abhäugig  von  der  Zeit  gegeben  sind,  so  ist 


ht 


= 0, 


hii 

bt 


bu 


und  wenn  wieder  die  specif.  Masse  eine  gegebene  Function  von  p ist, 
so  reducirt  sich  die  Aufgabe  darauf,  die  Pressung^  und  die  Geschwin- 
digkeit « als  h^unctionen  der  Coordinaten  des  betreffenden 
Rau  in  Punktes  zu  bestimmen.  Bei  Voraussetzung  dos  im  vorigen  §.  er- 
klärten Coordinateusystems  dienen  dazu  in  Verbindung  mit  den  Grenzbe- 
dinguugen  die  Diffcrentialgleichuugen  (3)  und  (4)  daselbst,  also  hier  die 
Gleichungen: 


iT,  -f  ^ 

(r.  - 

bp\ 

b,) 

1 = « C- 

0* 

bp\ 

bp) 

«* 
~ p 

(1' 

(ä,  - 

bp\ 

bzj 

1 = 0 

1 

litt 

bijltt)  _ 

1 

— “f 

P 

+ f • • • 

(2  V 

von  denen  die  letzte  auch  durch  eine  einfachere  Gleichung  ersetzt  werden 
kann.  Sind  nämlich  und  A die  Dnrchschnitt-spunkte  der  yuersclinitte 
F’p  und  F mit  irgend  einer  Bahn,  mul  ist  /„  ein  den  Punkt  Af,  enthal- 
tendes unendlich  kleines  Element  von  Fg,  so  bilden  die  Bahnen,  welche 
durch  alle  Punkte  des  Umfangs  von  /„  hindurchgeheu,  die  MautelHäche 
eines  fadenförmigen  Raumes  von  gegebener  Gestalt,  so  dass,  wenn  dersellic 
vom  Querschnitt  F in  dem  Flächenclcment  / geschnitten  wird,  das  Ver- 
hältniss 


als  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  »,  y,  z des  Punktes  A be- 
trachtet werden  kann.  Die  Continuitätsbedinguug  im  Beharrungszustaude 
besteht  nun  darin,  dass,  indem  die  Flüssigkeitsmasse  in  jenem  fatlenfur- 
migen  Raum  zwischen  den  Querschnitten  /p  und  f beständig  gleich  grus^ 
ist,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  f austliessendo  Masse,  d.  h. 

f/fu  = ligfgUg  oder  ufiti  = /Zp«p (3; 
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sein  muss,  wenn  //  und  ju,  die  specif.  Massen,  u und  Uy  die  Geschwindig- 
keiten in  Ä und  oder  in  / und  /„  bedeuten. 

Die  Grösse  a ist  bedingt  durch  die  Krümmungen  der  Querschnitte 
zwischen  und  F in  ihren  Durchschnittspunktcu  mit  der  IJahu  ^-1;  aus 
Gl.  (3)  folgt  nämlich 

1 


I 1 

(lu  bl  a bl  ’ 


also  nach  Gl.  (2) 


1 b«  1 

« bl  q’ 


n — 

Q 


(»), 


in  welcher  Gleichung  statt  \ -1 — d.  h.  statt  der  Summe  der  Krüm- 

Q Q 

Ölungen  der  die  Krümmungscurvo  und  die  Normalcurvo  (§.  72)  berührenden 
Normalschnitte  auch  die  Summe  der  Krümmungen  beliebiger  in  demselben 
Punkte  sich  rechtwinkelig  schneidender  Normalschuitte  des  betrott'cndeii 
Querschnitts  F gesetzt  werden  kann. 

Wenn  mau  die  erste  der  Gleichungen  (1)  mit  — — ■ der  Masse  von 

a 

1 Kgr.  multiplicirt  und  mit  y = das  spccifischc  Gewicht,  ferner  mit  d 
die  iiartiellen  Differentiale  bezüglich  auf  i bezeichnet,  also 


bp 


ds  = dp 


I“  d!  = du 
OS 


setzt,  80  kauii  jene  Gleichung  iu  der  Form  geschrieben  werden: 

^ 

V .7  r / 


, ■ . p 

oder  mit  - = d — 


dp  u du 
7 9 

pd  — 

7 


;r.) 


\7  ~gf  ^7  -9  7 j 


d» 


(G). 


■ 7 ' -g!  ‘ 7 9 ' 7 

Daraus  folgt  durch  Integration  längs  dem  Ilugen  A^A  — i der  betref- 
fciideu  Bahn: 


(7), 


iii  welcher  Gleichung  p„,  y„,  «y  die  Wertlic  von  p,  y,  u im  Punkte  Ag  und 
E=  Ipd  ~ X M = ( dl 
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beziehungsweise  die  Expansiousarbeit  und  die  .\rboit  der  Masseukräfte  pro 
1 Kgr.  auf  dein  Wege  A^A  bedeuten.  Die  Suiuinen  aus  Druckhöhe 
und  Geschwindigkeitshöhe  unterscheiden  sich  also  für  irgend 
zwei  Punkte  einer  Bahn  um  die  Summe  aus  der  Expansionsar- 
beit und  den  Arbeiten  der  Massenkräfte  und  der  inneren  Rei- 
bungen pro  1 Kgr.  auf  dem  Wege  vom  einen  zum  andern  jener 
beiden  Punkte. 

Die  Expansionsarbeit  E ist  eine  Function  von  und  p gemäss  der 
gegebenen  Beziehung  zwischen  fi  oder  y “ud  p-,  die  Arbeit  der  inneren 
Reibung  auf  dem  Wege  A^A  ist  im  Allgemeinen  nur  empirisch  und  zwar 
als  Function  von  u,  s und  « auszudrücken.  Durch  die  Gleichungen  ^3)  und 
(7)  sind  dann  zwei  der  Grössen  p,  u,  Ug  bestimm^  wenn  die  beiden  an- 
deren gegeben  sind.  Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (1)  bestimmen 
das  .lenderuiigsgesetz  der  Pressung  in  den  Querschnitten,  womit  dann  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3)  und  (7)  auch  das  .\cnderungsgesetz  der 
Geschwindigkeiten  in  denselben  zusammenhängt;  dabei  ist  es  bemerkens- 
werth,  dass  je  weniger  ein  Querschnitt  gekrümmt  und  y daselbst 
veränderlich  ist,  je  kleiner  also  und  7G  sind  (§.  72),  und  je 
weniger  ferner  die  Bahnen  beim  Durchgang  durch  jenen  Quer- 
schnitt gekrümmt  sind,  desto  mehr  sich  die  Pressung  in  letz- 
terem nur  nach  hydrostatischen  Gesetzen  ändert  Nach  den  zwei 


letzten  der  Gleichungen  (1)  ist  dann  nämlich 

und  = fl  K, (8). 

Zur  Möglichkeit  einer  jicrmauenten  Bewegung  ist  erforderlich,  dass 
die  Comimnenten  A',  , A'j, , K,  der  beschleunigenden  Massenkraft  als  blosse 
Functionen  der  Coordinaten  gegeben  sind,  dass  also  die  rcsultirende 
bcscbleunigeiido  Kraft  IC  in  jedem  Punkte  (■t,y,z)  eine  unverän- 
derliche Grösse  und  Richtung  gegen  das  (mit  dem  System  der 
LeitHäclicn  verbundene)  Coordinatensystem  hat  Wenn  das  letztere 
selbst  in  Bewegung  begriffen  ist,  während  übrigens  die  Flüssigkeitsclcmente 
nur  der  Schwerkraft  unterworfen  sind,  so  ist  Ä~  die  Resultante  aus  g und 
den  betreffenden  Ergänzungskräften  der  relativen  Bewegung  (§.  2);  damit 
sic  der  obigen  Bedingung  entspreche,  muss,  wenn  die  eigene  Bewe- 
gung des  Coordinatcnsysteins  mit  einer  Rotation  verbunden  ist. 
diese  mit  constantcr  Winkelgeschwindigkeit  oj  um  eine  verti- 
calc  Axe  stattfiiiden,  die  dabei  selbst  .eine  Translationsbewe- 


gung mit  constantcr  verticalcr  Beschleunigung  f (jiositiv,  wenn 
abwärts  gerichtet;  haben  kann.  Die  Arbeit  M der  Massenkrätte  pro 
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1 Kgr.  längs  dem  Bogen  einer  Bahn,  die  von  der  zweiten  Ergäuzungs- 
kraft  der  relativen  Bewegung  stets  unabhängig  ist,  hat  daun  den  Ausdruck: 


If  = ( 

\-L 

) Ä + /rrfr  = ( 

- 3 

3^  -3 

unter  und  r die  Entfernungen  der  Punkte  A„  und  A von  der  (gegen 
ilas  CoordiuaUmsystem  fest  liegenden)  Rotatiousaxe,  und  unter  h die  Höhe 
des  Punktes  A^  Uber  dem  Punkte  A verstanden. 

Ist  CO  = U,  so  kann  die  constautc  Translationsbeschlcunigung / eine 
t>eliebigo  unveränderliche  Richtung  haben,  und  ist  daun 

M = h — ^ s (10), 

3 

unter  / die  Projection  von  A„A  auf  die  Richtung  von  / und  zwar  alge- 
braisch verstanden,  so  dass  / positiv  oder  negativ  ist,  jcnachdem  die  Rich- 
tniig.4„^  mit  der  Richtung  von  /einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet. 

Wird  von  der  Schwere  abstrahirt,  so  kann  das  Coordinaten- 
svstem.  also  das  System  der  LeitHächen  um  eine  beliebig  gerichtete  Axe 
mit  constauter  Winkelgeschwindigkeit  co  rotireu  und  zugleich  eine  Trans- 
latiousbeweguug  mit  constauter  Beschleunigung  / im  Sinne  jener  Axe 
haben;  es  ist  dann 

(r*  _ (11), 

3 ^3 

wol)ci  / dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  ül.  (10). 


II.  Strömende  Bewegung  in  Gefässen  und  Röhren. 

§ 74.  Voranssetzuiigeii  und  Bezeichnungen. 

Bei  der  strömenden  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren,  wovon 
der  .Ausfluss  aus  tlefiisseii  als  ein  besonderer  Fall  zu  betrachten  ist,  können 
zwar  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  in  der  Regel,  wenigstens  an  ge- 
wissen Stellen,  als  durch  die  Gestalt  der  Röhre  gegeben  betrachtet  werden 
mit  um  so  grösserer  .Annäherung,  je  enger  die  Röhre  und  je  regelmässiger 
und  einfacher  sie  gestaltet  ist;  die  bei  der  Entwickelung  der  allgemeinen 
Formeln  zur  Untersuchung  einer  solchen  Bewegung  in  den  §§.  72  und  73 
gemachte  Voraussetzung,  dass  die  Beziehung  zwischen  Pressung  und  speci- 
tischer  Masse  a priori  gegeben  sei,  ist  aber  in  manchen  Fällen  nicht  zu- 
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lässig,  besonders  wenn  es  sich  um  Gase  oder  Däm])fe  liandelt  und  wenn 
eine  wesentliche  Wärnieleituug  durch  die  Kohrwand  hindurch  stattündet 
oder  wenn  bei  erheblichen  Bewcguugswidorständeu  die  dadurch  bedingt» 
Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  nicht  unberücksichtigt  bleiben  darf. 
Dadurch  wird  die  schon  unter  jener  vereinfachenden  Voraussetzung  be- 
deutende Schwierigkeit,  das  Aenderungsgesetz  des  äusseren  und  inneren 
Zustandes  von  Punkt  zu  Punkt  eines  Querschnitts  (d.  h.  nach  §.72  einer 
Fläche,  welche  die  Hahnen  rechtwiukclig  schneidet)  rationell  zu  bestimmen, 
erheblich  gesteigert,  und  sicht  man  sich  deshalb  zumeist  genöthigt,  eine 
anderweitige  Vereinfachung  dadurch  horbeizuführen,  dass  man  den 
augenblicklichen  äusseren  und  inneren  Zustand  in  den  ver- 
schiedenen Punkten  eines  Querschnitts  nur  als  mittleren,  für 
alle  Punkte  desselben  als  gleich  vorausgesetzten  Zustand  in 
Rechnung  bringt. 

Nach  den  Erörterungen  in  §.72  und  §.  73  ist  diese  Voraussetzung, 
was  die  Pressung  betrifft,  um  so  weniger  fehlerhaft,  jo  weniger  die  Quer- 
schnitte und  die  Bahnen  gekrümmt  sind,  vorausgesetzt  da.ss  auch  nach 
hydrostatischen  Gesetzen  sich  die  Pressung  nur  wenig  von  Punkt  zu  Paukt 
eines  Querschnitts  ändert,  was  um  so  weniger  der  Fall  sein  wird,  je  kleiner 
er  ist,  je  kleiner  besonders  (mit  Rücksicht  auf  die  Wirkung  der  Schwere 
der  Ilöhcuuuterschicd  irgend  zweier  seiner  Punkto  und  jo  kleiner  das 
spccifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  ist  Die  Gleichsctzuug  der  Geschwin- 
digkeit für  alle.  Punkte  eines  Querschnitts  involvirt  freilich  ausserdem  die 
Abstraction  von  den  im  Sinne  der  Bahnen  wirksamen  (.’omponeutcu  der 
inneren  Reibung,  die  auch  bei  kleinen  ebenen  Querschnitten  und  geraden 
Bahnen  von  wesentlichem  Einflüsse  sein  können;  dieser  Einfluss  muss  dann 
zusammen  mit  dem  der  äusseren  Reibung  und  der  sonstigen  Bewegungs- 
widerstände auf  empirische  Weise  berücksichtigt  werden. 

Dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  bezüglich  auf  die  Form  der  .Aus- 
drücke, durch  welche  jene  Einflüsse  berücksichtigt  werden  sollen,  möglichst 
rationelle  Erwägungen,  insbesondere  die  Formeln  der  §§.  72  und  73  für 
die  innere  Reibung  in  gewissen  einfachen  Fällen  zu  Grunde  zu  legen,  wie 
es  ini  Folgenden  mehrfach  geschehen  wird,  indem  nur  die  Zahlcncoeftici- 
enten  der  fraglichen  Ausdrücke  unbedingt  und  um  so  mehr  nur  orfahrungs- 
mässig  zu  bestimmen  sind,  als  sie  den  mancherlei  Vernachläs-sigungeu  und 
theoretisch  unergründlichen  Umständen  zugleich  Rechnung  tragen  müssen. 
.Auch  bleibt  es  Vorbehalten,  auf  den  Einfluss  der  Ccntrifngalkraft  bei  g»*- 
krümmten  Bahnen  oder  der  Schwerkraff  bei  Querschnitten  von  erheblicher 
Verticalausdehnung  in  gewissen  P’ällen  schon  in  den  theoretischen  Formeln 
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bczüglicli  auf  das  Aenderungsgcsotz  des  äusseren  und  inneren  Zustandes 
von  Punkt  zu  Punkt  eines  Querschnitts  Rücksicht  zu  nehmen.  Wenn  aber 
vorläufig  davon  abgesehen  und  die  obige  Voraussetzung  einer  schichten- 
weisen Bewegung,  nämlich  eines  gleichen  äusseren  und  inneren  Zu- 
standes in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  oder  einer  Flüs- 
sigkeitsschicht zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Querschnitten 
zu  Grunde  gelegt  wird,  so  sei 
p die  specifische  Pressung, 

V das  specifische  Volumen  (=  , wenn  y das  specif.  Gewicht 

r 

oder  (i  die  specif.  Masse  bedeutet), 

T die  absolute  Temperatur  der  Flüssigkeit, 

U ihr  spccifisches  inneres  Arbeitsvermögen, 

M ihre  Geschwindigkeit 

in  allen  Punkten  eines  Querschnitts  F. 

Unter  der  Mittellinie  der  Röhre  werde  der  Ort  der  Schwerpunkte 
.S  aller  Querschnitte  F verstanden,  und  cs  sei  s die  Bogenlänge  dieser 
Mittellinie  von  einem  bestimmten  Punkte  Mg  derselben  (dem  Schwerpunkte 
eines  bestimmten  Querschnitts  Fg)  bis  zum  Schwerjtunkte  »S  des  beliebigen 
Querschnitts  F.  Die  obigen  Grössen  p,  v,  T,  U,  «,  welche  sich  auf  den 
inneren  und  äusseren  Zustand  in  irgend  einem  (durch  « bestimmten)  Quer- 
schnitte beziehen,  sind  dann  Functionen  von  $ und  von  der  Zeit  t,  und  cs 
besteht  die  allgemeine  Aufgabe  darin,  diese  Functionen  unter  gegebenen 
Umständen  zu  bestimmen,  insbesondere  bei  gegebener  Gestalt  der  Röhre, 
bei  gegebenen  Massenkräften  und  Bewegungswiderständen,  bei  gegebener 
Wämiemittheilung  durch  die  Rohrwaud  und  überhaupt  mit  Rücksicht  auf 
die  gegebenen  Grenzbodingungen. 

Ist  dabei  die  Bewegung  nicht  permanent,  so  ist  sie  doch  in  vielen 
Fällen  der  Anwendung  nur  so  langsam  vcränderlicli,  dass  der  augenblick- 
liche Zustand  in  irgend  einem  Querschnitte  ohne  merklichen  Fehler  dem- 
jenigen gleich  gesetzt  werden  kann,  welcher  unter  übrigens  gleichen  und 
unverändert  bleibenden  Umständen  bei  permanenter  Bewegung  daselbst 
stattfinden  würde.  Der  ohnehin  für  die  Technik  wichtigste  Fall  einer 
permanenten  Bewegung  wird  deshalb  im  Folgenden  zuerst  in  Unter- 
suchung gezogen;  /»,  t>,  T,  U,  u sind  dabei  nur  Functionen  von  n,  und  wenn 
dann  ferner  mit  G das  unveränderliche  Gewicht  der  in  jeder  Zeiteinheit 
durch  jeden  Querschnitt  strömenden  Flüssigkeit  bezeichnet  wird,  so  kann 
die  Fundamentalaufg.abe,  die  demnächst  durch  Vertauschung  von  gegebenen 
und  gesuchten  Grössen  verhältuissmässig  leicht  sehr  vieler  Moditicationeu 
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fähig  ist,  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  die  Grössen  t>,  T,  U,* 
als  Functionen  von  *,  also  für  jeden  Querschnitt  F bestimmt 
werden  sollen,  wenn  sie  für  einen  Querschnitt  (z.  B.  für  < = 0' 
gegeben  und  wenn  ferner  gegeben  sind:  die  Art  der  Flüssigkeit, 
die  Constaiite  G,  die  Gestalt  der  Röhre,  die  Masseukräftc  feven- 
tucll  von  einer  gegebenen  eigenen  Bewegung  der  Röhre  mit  abhängciid), 
ilieWiderstäudeunddieWärmeinittheilung  durch  die  Rohr  wand. 


a.  Permanente  Uewegung. 


§.  75.  Allgemeine  (•leichungen. 


Zur  Lösung  der  zu  Ende  des  vorigen  §.  geuanutcu  allgemeinen  Auf- 
gabe sind  5 Gleichungen  erforderlich  zwischen  /»,  e,  T,  U,  u und  » resp. 
solchen  Grössen,  welche  als  Functionen  von  « oder  als  Constaiite  gegeben 
sind.  Eine  erste  Gleichung,  die  hier  die  Stelle  der  Coutiuuitätsgleichung 
vertritt  und  als  solche  bezeichnet  werden  mag,  erhält  man  durch  zwei- 
fachen Ausdruck  des  in  1 Sec.  durch  einen  Querschnitt  F strömenden 
FlUssigkeitsvolumeus : 

Fu  = Gv (1,~ 


Zwei  weitere  Gleichungen  ergeben  sich  aus  der  allgemeiuen  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft: 


dL  — dM  + dP  — dR  — dS  + dB  (§.  fi.  Gl.  7) 
und  aus  der  allgemeinen  Wärmegleichuiig: 

dir=  WdQ  + rfÄ  -f  rf.S’  — dE  (§.11,  Gl. 2t 
oder  aus  der  durcli  Verbindung  beider  hervorgeheudeii  Gleichung  de» 
.■Vrbeitsvermögens: 


d{L  -f  U)  = dM  dP  -f-  WdQ  (§.11,  Gl.  1 . 
Werden  dieselben  auf  die  Zustaudsäuderuug  bezogen,  welche  die  den 
Querschnitt  F im  Zcitelemcnt  dt  diirchströinonde  Flüs-sigkidtsschicht,  deren 
Gewicht  = Gdt  ist,  in  diesem  Zeitelcment  erfährt,  während  dessen  ihr 
Schwerpunkt  das  Bogoneleraent  rf»  der  Mittellinie  durchläuft,  so  ist  die 
eutsiircchende  Aeiideruug  der  lebendigen  Kraft  dieser  Schicht: 


dL  = 

9 


rf  — = Gdt 
2 


udu 
9 ' 


ihre  Expansionsarbeit:  dE  = Gdt.pd» 
und  die  Summe  der  Arbeiten  der  Pressungen,  welche  auf  die  hintere  und 
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die  vordere  Flache  der  Schicht  von  den  angrenzenden  Schichten  ansgeübt 
werden  (die  Arbeit  der  auf  den  Rand  der  Schicht  von  der  Rohrwand  aus- 
geübten Pressung  ist  = Null): 

dP  — Ffudt  — [Fpu  d{Fpu)]dt  = — d{Fpu)dt 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 

dP  ■=  — 6dt  .d(pv). 

Diese  Ausdrücke  mögen  für  dZ,  dE  und  dP  in  den  obigen  Gleichungen 
siibstituirt,  und  die  letzteren  durch  Gdt  dividirt  werden.  Wenn  dann  die 
Grössen  dU,  dM,  dQ,  dlt  und  dS  jetzt  auf  1 Kgr.  der  Flüssigkeitsschicht 
und  das  Hahnclemeut  du  ihres  Schwerpunktes  bezogen  werden,  und  die 
Summe  dll  dS  mit  dB  bezeiebnet  wird,  so  ergiebt  sich  pro  1 Kgr. 
Flüssigkeit  und  für  das  Rogenelement  ds  der  Mittellinie  resp.  für  das  Rohr- 
element zwischen  den  Querschnitten,  deren  Schwerpunkte  die  Endpunkte 
jenes  nogenelementes  d»  sind,  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

udu 

= (IM  — d(pv)  — dB  pdv 


y 

u du 

oder  -j”  (^)> 

9 

ferner  die  Warmegleichung: 

dU  pd«  = WdQ  ^ dB (d) 

und  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dU  A-  d'pv)  — dM  4-  irdQ  (4). 

9 

Darin  bedenten  also  jetzt: 

dU  die  .Venderung  des  inneren  Arbeitsvermögens, 
dM  die  .Arbeit  der  Massenkriifte, 


dB  die  durch  die  Bewegungswiderstünde  verbrauchte,  in  Würnie  ver- 
wandelte Arbeit  und 

d<l  die  durch  die  Ruhrwand  niitgetheilte  (positive  oder  negative)  Würme- 
menge 

pro  1 Kgr.  einer  Flüssigkeitsschicht  und  für  das  Bahneleinent  d»  ihres 
Schwerpunktes,  also  für  das  Bogenelement  d»  der  MitUdlinie. 

Indem  von  den  Gleichungen  (2),  (G),  (4)  jede  aus  den  beiilen  anderen 
durch  Addition  oder  Subtraction  hervorgeht,  so  hat  man  in  den  obigen 
Gleichungen  (1)  bis  (4)  einstweilen  3 Beziehungen  zwischen  den  Grössen 
p.  p,  y,  f7,  « und  *,  welche  allgemein  für  jede  Art  von  Fdüssigkeit  gelten. 
Die  somit  weiter  noch  nöthigen  zwei  Gleichungen  sind  von  der  .Art  der 
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Flüssigkeit  abhängig,  dagegen  unabhängig  von  der  Bewegung,  d.  h.  von  «; 
es  sind  die  Zustandsgleichung  (§.8)  und  die  Gleichung  des  inneren 
Arbeitsvermögens  (§.  11).  Bei  einer  homogenen  Flüssigkeit  ist  entere 
eine  Beziehung  zwischen  v und  T,  letztere  im  Allgemeinen  eine  solche 

zwischen  p,  v,  1 und  U.  Bei  einem  continuirlichen  Gemisch  von  gesät- 
tigtem Dampf  und  gleichartiger  tropfbarer  Flüssigkeit  kommt  zwar  noch 
eine  weitere  Variable  y (die  Dampfmengo  in  1 Kgr.  des  Gemisches)  in  den 
fraglichen  zwei  Gleichungen  vor,  wogegen  dann  aber  die  Beziehung  zwischen 
p und  t als  6**  Gleichung  zur  V’erfügung  ist;  oder  man  kann  auch  letztere 
zusammen  mit  deijeuigen,  welche  durch  Elimination  von  y zwischen  der 
Ziistandsgleichung  und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  er- 
halten wird,  als  die  beiden  letzten  der  5 Gleichungen  betrachten,  welche 
zur  Bestimmung  der  Grössen  p,  r,  T,  77,  « als  Functionen  von  t unter  ge- 
gebenen Umständen  erforderlich  sind.  — 

Wenn  die  Massenkräfte  ausser  von  der  eigenen  Bewegung  des 
Gefdsses  oder  der  Röhre  nur  von  der  Schwere  herrUhren,  so  gelten  ftr 
ihre  Arbeit  = M pro  1 Kgr.  und  für  einen  beliebigen  Bogen  = t 
der  Mittellinie  die  in  §.  73,  Gl.  (9)  bis  (11)  für  verschiedene  Fälle  ange- 
gebenen Ausdrücke,  in  denen  nur  die  dort  auf  irgend  einen  Punkt  A einer 
beliebigen  Bahn  bezogenen  Grössen  hier  auf  irgend  einen  Punkt  .S  der 
Mittellinie  zu  beziehen  sind.  Ist 
/ die  Beschleunigung  des  Punktes  der  Mittellinie, 

Q der  Winkel,  den  die  Richtung  von  /, 

tf>  der  Winkel,  den  die  Richtung  der  beschleunigenden  Schwerkraft  = g 
mit  der  im  Sinne  der  Bewegung  genommenen  Richtung  der  Mittel- 
linie im  Punkte  N bildet,  so  kann  auch  allgemein  gesetzt  werden: 

rfjf  = ^cosif)  — — CO»  ds (5). 

Die  permanente  Bewegung  erfordert,  dass  der  Ausdruck  (co*^  — — ewp) 

\ y 

unabhängig  von  der  Zeit,  also  eine  blosse  Function  von  * sei  Das  ist  (§.  73 1 
der  Fall,  wenn  die  Bewegung  dos  Geiässes  oder  der  Röhre  in  einer  Rota- 
tion mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  eine  verticale  Axe  und 
in  einer  Translationshewegung  mit  constanter  verticaler  Beschleunigung  (( 
besteht;  dabei  kann  auch,  wenn  r»  — Null  ist,  die  Richtung  von  9;,  oder 
wenn  von  der  Schwere  abstrahirt  wird,  die  gemeinsame  Richtung  der  Ro- 
tationsaxe  und  der  Beschleunigung  q>  beliebig  sein.  UnU>r  Uuiständcu 
werden  indessen  die  Gesetze  der  permanenten  Bewegung  auch  auf  solche 
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Fälle  übertragen,  in  denen  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist,  so-  ' 

d» 

tem  es  sich  dabei  lediglich  um  Mittelwcrthe  für  einen  viele  Perioden  um- 
fassenden Zeitraum  handelt,  z.  B.  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  den 
Canälen  einer  Turbine,  deren  Rotationsaxe  nicht  vertical  ist. 

Was  die  Wärmemitthoilung  durch  die  Rohrwand  betrifft,  so 
ist  der  Fall  bemerkeuswerth,  dass  dieselbe  von  einer  anderen  Flüssigkeit 
lierrührt,  welche  die  Rohrwand  von  aussen  berührt  und  selbst  in  strömender 
ßt'wegung  längs  derselben  begriffen  sein  kann.  Ist 
"t  die  absolute  Temperatur  dieser  Flüssigkeit  an  der  Stelle,  wo  die  im 
Inneren  der  Röhre  durch  den  Querschnitt  F strömende  Flüssigkeit 
die  Temperatur  T hat,  ist  ferner 

iF"  das  Element  der  inneren  Rohrwaridfläche  zwischen  den  Quer- 
schnitten, deren  Schwerimnktsabstand  das  Bogenelement  rf*  der 
Mittellinie  ist,  und  ist 

i der  Wärmetransmissions-Coefficient  der  Rohrwand  an  der  be- 
treffenden Stelle,  d.  h.  die  Wärmemenge,  welche  durch  dieselbe  im 
Beharrungszustande  pro  1 Quadratm.  ihrer  inneren  Wandfläche  und 
für  jeden  Grad  Temperaturdifferenz  der  beiderseits  angrenzenden 
Flüssigkeiten  in  1 Sec.  übertragen  wird, 
so  ist  die  W'ärmemenge,  welche  in  1 Sec.  durch  das  betreffende  Element 
der  Rohrwand  wirklich  übertragen,  also  den  unterdessen  vorbeifliessenden 
ti  Kgr.  der  inneren  Flüssigkeit  mitgctbeilt  wird, 

GdQ  = i(7’'  — T)aF' (6i. 

Darin  ist  F'  eine  durch  die  gegebene  Gestalt  der  Röhre  bestimmte  Func- 
tion von  »,  und  mit  Rücksicht  auf  den  Beharrungszustand  muss  auch  T' 
als  blosse  Function  von  * vorausgesetzt  werden.  Der  Cocfficient  k hängt 
ab  (wie  später  im  dritten  Abschnitt  dieses  Buches  näher  ausgeführt  werden 
soll;  von  den  Cocfficienten  >1,  des  Wärmeüberganges  an  der  äusseren  und 
inneren  Rohrwand  (§.  9,  Gl.  3)  und  vom  Leitungscoefticienten  k des  Mate- 
rials derselben  (§.  9,  Gl.  1),  ferner  von  der  Dicke  und  von  der  Krümmung 
der  Rohrwand,  und  kann  ausserdem  noch  von  T’  und  T abhängig,  also  eine 
mittelbare  Function  von  * sein.  Wenn  die  aiusserc  Flüssigkeit,  zwischen 
welcher  die  Wärme  mit  der  inneren  Flüssigkeit  ausgetauscht  wird,  nicht 
ringsum,  sondern  nur  theilweise  die  Rohrwand  berührt  i'wie  z.  B.  das 
Wasser  eines  Dampfkessels  als  äussere  Flüssigkeit  nur  einen  Theil  der 
Wand  eines  aussen  am  Kessel  entlang  geführten  Heizcanals  berührt,  ein 
Fall,  in  welchem  die  Heizgase  als  innerlich  strömende  Flüssigkeit  eine 
Temperatur  T haben,  also  dQ  negativ  ist),  so  ist  in  Gl.  (ß)  entweder 
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unter  dF'  der  betreffende  Theil  des  Elements  der  inneren  Rohrwandflüche, 
oder  k entsprechend  kleiner  genommen  als  Mittelwertli  fUr  jenes  ganze 
Wandelcment  zu  verstehen;  letzteres  ist  im  Allgemeinen  uöthig,  wenn  an 
den  verschiedenen  Stellen  im  Umfang  eines  Querschnitts  die  Wärmemit- 
theilung in  verschiedenem  Grade  stattfindet. 


§.  7G.  Hydraulische  Bewegnngsviderstande. 


Die  Bewegungswiderstände  pflegen  in  der  Hydraulik  durch  Ver- 
gleichung mit  der  Schwerkraft  als  sogenannte  Widerstandshöhen  in 
Rechnung  gebracht  zu  werdwi.  Unter  der  Widerstandshoho  für  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  vom  Querschnitte  bis  zum  Querschnitte  F einer 
Röhre  wird  nämlich  die  Höhe  verstanden,  von  welcher  1 Kgr.  der  Flüssig- 
keit niedersinkeu  müsste,  damit  ihre  Schwere  eine  Arbeit  = derjenigen 
verrichte,  welche  durch  die  Beweguugswiderstände  in  der  Rohrstreckc  von 
Fq  bis  F pro  1 Kgr.  hindurch  strömender  Flüssigkeit  verbraucht  winl; 
diese  Widerstandshöhe  ist  also  = der  Arbeit,  welche  in  den  Gleichungen 
(2)  und  (B)  des  vorigen  §.  mit  B bezeichnet  wurde,  oder  für  ein  lAngcn- 
element  der  Röhre  = der  dort  mit  dB  bezeichneteu  Arbeit.  Setzt  man 


(1), 


unter  « die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Endquerschnitt  F der  betreffenden 
Rohrstrecke  F^F  verstanden,  so  heisst  f der  Widerstandscoefficient 
für  diese  Strecke;  derselbe  ist  also  das  Vcrhältniss  der  Widerstandshölie 
zu  der  Geschwindigkeitshöhe,  die  derjenigen  Geschwindigkeit  entspricht 
mit  welcher  die  Flüssigkeit  von  der  betreffenden  Rohrstreckc  ahfliesst. 
Zuweilen  wird  auch  der  Widerstandscoefficient  = ^ auf  die  Geschwindig- 
keit u in  irgend  einem  anderen  Querschnitt  F'  bezogen,  in  welchem  Falle 


dann  aber  = B 


ausdrücklich  als  der  auf  diesen  Querschnitt  resp. 


diese  Geschwindigkeit  bezogene  Widerstandscoefficient  zu  bezeichnen  ist. 

Derjenige  Widerstand  insbesondere,  welcher  auf  dem  ganzen  jeweils 
in  Betracht  gezogenen  Wege  einer  Flüssigkeit  hemmend  einwirkt,  also 
verursacht,  dass  die  Endgeschwindigkeit  « kleiner  ist,  als  sie  ohne  hydrau- 
lische Widerstände  unter  übrigens  gleichen  Umstünden  sein  würde,  wird 
anstatt  durch  den  Widerstandscoefticienten  ^ häufig  auch  durch  den  soge- 
nannteu  Geschwindigkeitscoefficienten  in  Rechnung  gebracht.  Dieser 
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= 5P  bedeutet  das  Verhältuiss  der  cfifectiven  Endgeschwindigkeit  u zu 
demjenigen  Werth  = u\  den  dieselbe  ohne  hydraulische  Widerstände 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  haben  würde,  nämlich  bei  gleicher 
Arbeit  der  Massenkräfle,  gleicher  Wärmemittheilung  und  gleicher  Gesammt- 
änderung  der  Pressung  (von  bis  p).  Eine  einfache  IJeziehuug  zum 
Widerstandscoefficienten  5 hat  übrigens  dieser  Coeflicient  f/-  nur  dann, 
wenn  das  specif.  Volumen  constant  ist,  wie  bei  tropfl)aren  Flüssig- 
keiten angenommen  werden  kann;  dann  ist 

^ 4/  ^ »y  “ 


2.'/ 


r 't"  — (1  + b)  V,'  > 

!/  ^9 


nämlich  nach  01.(2)  im  vorigen  §. 

M -f  fvdp  = M -\-  V (p„  — p), 

P 


= M 


fvdp 

p« 


und  somit 


1 


ff  — 


— 1 


(2). 


1 

1 I-  b '/  ■ 

Bei  Gasen  und  Dämpfen  wird  durch  die  in  Wärme  sich  umsetzende 

\V  iderstandsarbeif  das  .\enderungsgesetz  von  r,  also  das  Integral  jedp  be- 


einflusst, und  zwar  vergrössert,  so  dass  auch  (1  ^)ii~ 

g — 1 Ist.*  — 


oder 


In  Beziehung  auf  die  sie  bedingenden  Umstände  können  die  Bewe- 
gungswiderstände unterschieden  werden  in  solche,  welche  immer  längs  der 
ganzen  Leitung  stetig  einwirken,  und  in  solche,  welche  nur  unter  Um- 
ständen an  gewissen  Stellen  Vorkommen.  Die  ersteren,  welche  unter  der 
Bezeichnung  des  allgeineinen  Leitungswiderstandes  zusammengefasst 
werden  mögen,  rühren  her  von  der  inneren  und  äusseren  Reibung;  die 
entsprechende  Widerstandshühe  pro  Längeneinheit  der  Röhre  wird  später 
unter  specielleren  Voraussetzungen  näher  besprochen  werden.  Die  even- 
tuell au  gewissen  Stellen  vorkommenden  besonderen  Widerstände 
werden  durch  örtliche  AenderungCn  des  Querschnitts  oder  durch  Richtungs- 
änderungen der  Mittelliide  verursacht,  wobei  es  der  h'all  sein  mag,  dass 
solche  Richtungsäuderungen  der  Röhre  haui)tsächlich  mittelbar,  nämlich 
dadurch  den  Widerstand  bedingen,  dass  sie  unmittelbar  auch  eine  Quer- 


• Vcrgl.  Zeuner:  „Neue  Darstellung  der  Vorgänge  beim  Ausströmen  der 
Gase  und  Dämpfe  aus  Gefässmünduugen.“  Der  Civilingenieur,  1871,  S.  8G. 


Ora^livf,  tlirurut.  Uuächiiiottlohre.  1. 
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schuitt.säudorung  zur  Folge  haben,  indem  mit  der  Krümmung  der  Bahnen, 
in  welchen  die  Flüssigkeitstheilchen  strömen,  eine  so  bedeutende  Abnalune 
der  Pressung  im  Sinne  gegen  die  Krümniungsmittelpunkte  hin  verbunden 
sein  kanu  (siehe  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73  bei  kleinem  Werth 
von  p),  dass  dadurch  eine  örtliche  Trennung  des  FlUssigkeitsstroms  von 
der  llohrwand  veranlasst  wird:  siehe  die  nebenstehende  Figur  28,  in 
ii«.  ns.  welcher  die  punktirte  Linie  bei  a die  innere  Begrenzung 
y/  / des  Flüssigkeitsstroms,  al  seinen  örtlich  verkleinerten 
Querschnitt  andeutet.  In  dem  hier  bei  a zwischen  Rohr- 
wand und  Flüssigkeitsstrom  liegenden  Raum  ist  die  Flüs- 
sigkeit nur  in  wirbelförmiger  Bewegung  begriffen. 

Ein  durch  die  Erfahrung  genügend  bewährter  ange- 
näherter Ausdruck  der  betreffendeu  Widerstandshölie  lässt 
sich  für  alle  solche  Fälle  aufstellen,  in  welchen  eine  der  Art  plötzliche 
Querschnittsvergrösscrung  des  Flüssigkeitsstroms  stattfindet, 
dass  derselbe  die  Röhre  an  der  fraglichen  Stelle  nicht  vollkommen  aus- 
füllt, vielmehr  von  einer  Flüssigkeitsmassc  begrenzt  wird,  die  sich  in 
wirbelförmiger  Bewegung  an  Ort  und  Stelle  befindet,  wobei  es  indesseu 
nicht  ausgeschloss<'ii  ist,  dass  zwischen  dieser  unregelmässig  wirbelnden 
und  jener  regelmässig  strömenden  Flüssigkeit  ein  beständiger  theilweiser 
Austausch  an  ihrer  Berührungsfläche  stattfindet.  Für  die  Gültigkeit  des 
Ausdrucks  ist  es  dabei  zwar  einerlei,  ob  die  i)lötzliche  Querschnitfsver- 
grösserung  des  Fliissigkeitsstroms  durch  eine  gegebeuo  .\cnderung  der 
Richtung  (wie  bei  Fig.  28)  oder  des  Querschnitts  der  Röhre  selbst  als  pri- 
märe Ursache  bedingt  wird-,  einen  praktischen  Werth  hat  er  jedoch  nur 
im  letzteren,  durch  Fig.  29  angedeuteten  Falle. 

In  dieser  Figur,  welche  den  Längenschnitt 
einer  als  geradlinig  vorausgesetzten,  mit  einer 
))lötzlichen  Querschnittsänderung  veibmuleuen 
Rohrstrecke  vorstellt,  ist  wieder  durch  die 
punktirten  Linien  die  Begrenzung  des 

Flüssigkeitsstroms  angedeutet,  insoweit  der8ell)0 
in  Folge  jener  plötzlichen  Querschnittsänderung 
sich  von  der  Rohrwand  trennt,  wenn  die  Bewegung  im  Sinne  der  Pfeile 
stattfindet.  Es  ist  dabei  angenommen,  dass  sich  der  Rohnpierschnitt  jilötz- 
lich  von  a a zu  verkleinert  und  dann  zu  an  vergrössert,  so  dass  der 
Querschnitt  dos  Flüssigkeitsstroms  sich  nach  dem  Durchgänge  durch  a^a,, 
zunächst  noch  weiter  bis  a^a^  verkleinern  wird,  bevor  er  sich  zu  aa  er- 
weitert. Indessen  ist  diese  letztere,  für  den  fraglichen  Widerstand  haupt- 
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Sächlich  massgebende  Querschnitt svergrösserung  von  a^a^'  bis  aa  nicht 
nothweudig  an  die  besondere  Voraussetzung  der  Figur  gebunden;  insbe- 
sondere kann  auch 

aa  ^ «0«^  = aa  oder  a'a'  = (i„ag  aa 
sein,  in  welch’  letztem  Falle  a^a^  mit  »0«^  zusammenfiele. 

Die  Querschnitte  a,aj  = und  aa  = F des  Flüssigkeitsstroms 
können  als  eben,  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  daselbst  als  parallel 
und  geradlinig  angenommen  werden,  falls  die  Röhre  bei  aa  prisma- 
tisch ist;  bei  Abstraction  von  Massenkräften  sind  dann  gleichförmige 
Pressungen  in  diesen  Querschnitten  vorauszusetzen  (§.  7.3),  welche  bezieh- 
ungsweise mit  pj  und  p bezeichnet  seien.*  Die  mittleren  Geschwindig- 
keiten und  specifischen  Volumina  für  dieselben  Quersebnitte  und  F 
seien  = «j  und  «,  »j  und  v.  In  dem  Raum  a^a^ah  herrschen  unregelmäs- 
sige Wirbel,  welche  an  keiner  Stelle  mit  einer  bestimmten  und  angebbaren 
vorwiegenden  Bewegnngsrichtung  verbunden  sind,  so  dass  die  Pressung  in 
diesem  ganzen  Raume  als  gleich,  also  = der  Pressung  py  im  Querschnitte 
OyOy  = Fy  vorausgesetzt  werden  muss,  während  sie  in  den  Querschnitten, 
welche  zwischen  sowie  zwischen  ayay  und  aa  liegen,  am  Um- 

fange auch  = py,  nach  der  Mitte  zu  aber  in  Folge  der  Divergenz  und 
Krümmung  der  Bahnen  davon  verschieden  sein  wird.  Unter  diesen  Um- 
ständen ist  der  resultirende  äussere  Druck,  welcher  auf  die  Oberfläche  der 
zwischen  den  Querschnitten  Fy  und  F augenblicklich  enthaltenen  strö- 


• Von  vom  herein  erscheint  es  zwar  nicht  nöthig,  dass  die  im  kleinsten 
Querschnitte  a,a,  parallelen  Bahnen  daselbst  auch  geradlinig,  d.  h.  unendlich 
wenig  gekrümmt  werden,  wie  cs  dann  der  Fall  wäre,  wenn  die  Flüssigkeit 
durch  die  Oeffnung  «„«„  frei  aiisflösse  und  nach  der  Contraction  von  o„(j„  bis 
o,a,  diesen  letzteren  Querschnitt  behielte.  Der  Umstand  aber,  dass  erfahrungs- 
mässig  die  innere  Contraction  beim  Einfluss  in  eine  cylindrische  Ansatzröhre 
(§.  86)  nicht  merklich  von  der  äusseren  Contraction  bei  freiem  Ausflusse  unter 
sonst  gleichen  Umständen  verschieden  ist,  lässt  auf  ein  in  beiden  Fällen  fast 
gleiches  Aenderungsgesetz  der  Querschnitte  von  bis  «,n,  schliessen  und 

vermuthen,  dass  auch  ln  dem  allgemeineren  Falle  der  Fig.  29  die  Voraussetzung 
einer  bei  a,a,  vorübergehend  verschwindend  kleinen  Bahnkrümmung  nicht 
merklich  fehlerhaft  ist.  Wenn  aber  auch  letzteres  bei  sehr  bedeutender  Wieder- 
erweitenmg  des  Flüssigkeitsstromes  von  a,a,  bis  aa  der  Fall  wäre,  so  würde 
dadurch  doch  die  nachfolgende  Betrachtung  nicht  bedeutend  gestört  werden, 
weil  dann  die  Gesammtpressung  in  dem  verhältnissmässig  kleinen  Querschnitte 
a,rt,  auch  nur  einen  kleinen  Thcil  des  äusseren  Dnicks  ausmachen  würde,  der 
auf  die  Oberfläche  der  zwischen  a,n,  und  aa  enthaltenen  strömenden  Flüssig- 
keit im  Sinne  ihrer  mittleren  Strömungsrichtung  im  Ganzen  ansgeübt  wird. 
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menden  Flüssigkeit  im  Siune  der  Bewegung  ausgeübt  wird, 

P=ip^  ~ P)F. 

Wesentlich  anders  sind  die  Verhältnisse,  wenn  die  Querschuittsver- 
grösserung  des  FlQssigkeitsstroms  unmittelbar  durch  eine  zwar  schnelle, 
aber  stetige  Erweiterung  der  Röhre  von  «,«,  bis  aa  bedingt  wird  der 
Art,  dass  zwar  auch  diese  ebenen  yuerschuitte  der  Röhre  zugleich  als  die 
mit  gleichförmigen  Pressungen  und  p behafteten  Querschnitte  P\  und  F 
des  Flüssigkeitsstroms  betrachtet  werden  können,  der  letztere  aber  ununter- 
brochen in  Berührung  mit  der  Rohrwaud  bleibt.  Die  Pressung,  welche 
dann  in  diesem  zwischen  und  F liegenden  Theil  der  Rohrwandtläche 
herrscht,  ist  wesentlich  von  deren  Gestalt,  also  von  dem  Gesetz  abhängig, 
nach  welchem  die  Erweiterung  der  Röhre  statttindet;  sie  entzieht  sich  einer 
rationellen  Beurtheilung,  und  es  lässt  sich  nur  behaupten,  dass  ihr  Mittel- 
wcrth  p^  > Pi  sein  müsse.  Sofern  nämlich  durch  die  Rohrwand  in  diesem 
Falle  der  Flüssigkeitsstrom  verhindert  wird,  sich  bis  zu  einer  F’lüssigkeits- 
masse  von  lediglich  wirbelnder  Bewegung  und  somit  gleichförmiger  Pres- 
sung pi  auszudehnen,  muss  diesem  Zwange  noth wendig  ein  Ueberschuss 
der  fraglichen  Pressung  über  p,  entsprechen.  Wenn  also  jetzt  der  resul- 
tirende  äussere  Druck  auf  die  Oberfläche  der  zwischen  und  F enthal- 
tenen strömenden  Flüssigkeit  im  Sinne  der  Bewegung 

P p^P\  4-  P^  {F  — F,)  — pF  — (/  — p)F (3) 

gesetzt  wird,  so  ist  mit  p^  zugleich  auch  p'  - > p^.  Dieser  Fall  einer  mehr 
oder  weniger  schnellen,  zu  einer  Trennung  des  Flüssigkeits- 
stroms von  der  Rohrwand  im  Allgemeinen  aber  nicht  Veran- 
lassung gebenden  Querschnittserweiterung  erscheint  somit  als  der 
allgemeinere;  ist  auch  der  für  ihn  geltende  .\usdruck  der  Widerstandsböhe 
U mit  tler  unbestimmten  Pressung  p'  uothwendig  selbst  unbestimmt,  so 
mag  er  doch  vorläufig  vorausgesetzt  werden,  um  demnächst  durch  die  Sub- 
stitution p'  --  p^  zu  dem  bestimmten,  durch  Fig.  29  dargestelltcn  Greuz- 
falle  einer  plötzlichen,  d.  h.  schnellstmöglichen,  nämlich  mit  einer 
Trennung  von  der  Rohrwand  verbundenen  Querschnittsvergrös- 
serung  des  Flü  ssigkeitsstroms  überzugehen. 

Zur  Gewinnung  einer  Beziehung  zwischen  den  Pressungen  p,  p^  und 
den  Gfeschwindigkeiten  m,  Mj  werde  auf  die  Flüssigkeitsmasse,  die  zwischen 
den  ebenen  Qnerschnitten  nnd  F augenblicklich  enthalten  ist,  das  me- 
chanische Princip  des  Antriebs  oder  des  Impulses  angewendet,  nach  welchem 
bt‘kanntlich  die  .Aemlerung  der  Bewogungsgrösse  eines  Massensystems  nach 
irgend  einer  Richtung  für  jedes  Zeitelcmeut  gleich  ist  dem  entsprechenden 
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Antrieb  der  nach  dieser  Richtuiif?  genommenen  rcsultirenden  äusseren 
Kraft  (Product  ans  Kraft  mul  Zeitelemeut).  Mit  Rücksicht  auf  die  Per- 
manenz der  Bewegung  ist  aber  die  Aenderung,  welche  die  Bewegungsgrösse 
jener  zwischen  und  F augenblicklich  enthaltenen  Flüssigkeitsmasse  im 
Sinne  von  «,  und  « im  folgenden  Zeitclement  dt  erfährt,  = dem  Uober- 
schuss  der  Bewegunpgrösse,  womit  in  diesem  Zeitelemeut  die  Flüssigkeits- 
Odt 

Schicht  von  der  Masse  — durch  den  Querschnitt  F geht,  über  diejenige^ 
9 

womit  sie  den  Querschnitt  F’,  passirt;  bei  Abstraction  von  äusseren  Massen- 
kräften, deren  Einfluss  für  die  kleine  Rohrstreckc  von  F\  bis  F hier  ver- 
nachlässigt werden  kann,  mit  Rücksidit  also  nur  auf  den  äusseren  Druck 
an  der  Oberfläche,  hat  man  somit  nach  jenem  Princip  und  nach  Gl.  (3): 


fr «e,  , • 

(«  — Mj)  ^ Pdl  {p  — p)Fdt 

9 


oder  wegen  G=  nach  §.75,  Gl.  (1) 

V 


u(u^ — u) 


Nun  ist  nach  §.75,  Gl.  (2)  mit  dM  ~ O die  Widerstandshöho 

"I 

fudu  / u.- — V I r'  , 

= I Jvdp^  — {pv  — p,e,)  + Jpdv  — 

J ^ pi  ^ 


•jl  ^ ^ ^ ^ ^ 

= ‘ „ (p  — p')p  — /iJ  + Pi^i  4-  //"/'’ 

y 


uml  wenn  darin  nach  Gl.  (4) 


(p  - 

^9 

gesetzt  wird,  so  folgt 


p)v  = 


( 2 

h — 1 - - — p' V -J“  VP\  4“  ....  e'd’.uii^b/jL 

»I  ,,iii')  ‘tiU  ( I 

Dabei  bedeutet  das  p hinter  dem  Integralzeichen  bi31lt"VHe''1*l‘6yiiftijt''lrfi 
Querschnitte  F’,  sondern  diejenige  Pressung; 

Werth  dos  von  p,  in  v übergehenden VdMWWs"c!l(tdjJrix^t. 
Unter  übrigens  gleiclr'F1<''üid'8til'h'^bh'’lkll''riii'''H’öll^'€l'rtii'il^iilf1 


iltl  Itj  — m) 


Digitlzed  by  Google 


422  VERKINIOUXG  VON  KLÜSSIOKKITSSTKÖMEN.  §.  77. 

p ^ = min.  die  \V iderstandshöhe  am  grössteu,  und  zwar 

-ß  = — - — *>)  + (6>- 


Insbcsoiiilerc  für  tropfbare  Flüssigkeiten  und  überhaupt,  wenn  r^— r 
= 0 gesetzt  werden  darf,  ergiebt  sich 


uY 

2g 


(7), 


d.  h.  die  Widerstandshöhe  = der  Gcschwiudigkeitshöhe,  welche 
der  plötzlichen  Abnahme  der  Geschwindigkeit  entspricht,  und 
der  Widerstandscoefficient: 

<*> 


§.  77.  Vereinigung  von  FiUssigkeitsstrSmen. 

Die  Vereinigung  verschiedener  Flüssigkeitsströme  zu  einem  resulti- 
reuden  gemischteu  Strom  ist  besonders  in  solchen  Füllen  von  technischem 
Interesse,  in  welchen  einer  oder  ein  Theil  jener  Ströme  dazu  dienen  soll, 
die  übrigen  zu  befördern  oder  gar  zu  ermöglichen,  in  Folge  der  inneren 
Reibung  und  der  Druckvenninderuug,  die  sic  in  der  Vereiuigungskainnier, 
d.  h.  in  dem  Raume  verursacheu,  in  welchem  das  Zusammenfliessen  und 
die  Mischnng  der  Ströme  stattfindet.  Indem  solche  Vorrichtungen  (wie 
namentlich  die  Wasserstrahlpumpe  von  Thomson,  die  DampfstrahlpumiM' 
von  Giffard,  das  Wasserstrahlgeblüse,  der  Dampfstrahlaspirator,  inslx»- 
sondere  die  Rlasrohrvorrichtung  der  Locomotiven)  zur  Kategorie  der 
Arbeit.smaschiuen,  nämlich  der  Fördermaschinen  für  Flüssigkeiten  gehören, 
werden  sie  später  im  vierten  Rande  dieses  Werkes  näher  zu  besprechen 
sein.  Hier  sollen  zunächst  nur  die  allgemeinen  Gleichungen  aufgestellt 
werden,  die  sich  auf  den  Rcharrungszustand  der  Vereinigung  beliebig  vieler 
solcher  Flüs.sigkeitsstronio  beliebiger  Art  beziehen,  und  zwar  unter  den 
folgenden  Voraussetzungen: 

1)  Die  einzelnen  Ströme  sollen  alle  in  derselben  Richtung  AX  in  die 
Vereinigungskammer  eiiiHiessen,  in  wclclier  am  anderen  Endo  derselben 
der  aus  ihrer  Mischung  resultirende  Strom  abfiiesst. 

2)  In  den  kleinsten  Querschnitten  aller  der  contrahirten  Strahlen,  als 
welche  im  .\llgemcinen  die  einzelnen  Flüssigkeitsströme  in  die  Vereiuigungs- 
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kanimor  cintrctcn,  herrsche  die  gleiche  Pre.s.sung  = und  ebenso  gross 
sei  der  Druck  an  der  gesammten  Oberfläche  der  strömenden  Flüssigkeit  in 
der  Vereiniguugskanuner  (ausser  etwa  wo  die  Normale  dieser  Oberfläche 
nud  somit  der  Normaldruck  auf  dieselbe  rechtwinklig  gegen  AX  gerichtet 
ist)  bis  zu  dem  als  eben  und  senkrecht  zu  AX  vorausgesetzten  Querschnitt 
durch  welchen  nach  eben  vollendeter  Mischung  der  resultirende  Strom 
die  Vereiuigungskammer  verlässt;  im  Querschnitt  /’  sei  die  Pressung  = p. 
Dii'se  Voraussetzung  hinsichtlich  der  Pressung  p'  ist  streng  genommen  und 
nothweudig  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  strömende  Bewegung  in  der  Ver- 
einiguugskammer  (analog  dem  im  vorigen  §.  betrachteten  und  durch  Fig.  29 
daselbst  angedeuttden  Falle)  sich  nicht  bis  zu  ihrer  Wand  erstreckt,  viel- 
mehr die  strömende  Flüssigkeit  hier  von  einem  Kaum  umgeben  wird,  in 
welchem  nur  unregelmässige  wirbelförmige  Bewegungen  der  darin  befind- 
lichen Flüssigkeit  herrschen,  die  somit  nach  keiner  Richtung  vorwiegend 
eine  Pressungsänderung  bedingen. 

3,1  Während  der  Vereinigung  der  Ströme  sei  die  Arbeit  äusserer 
Massenkräfte,  desgleichen  eine  etwaige  Wärmetransmissiou  durch  die  Wand 
der  Vereiuigungskammer  zu  vernachlässigen. _ 

Es  sei  nun  f/  das  Gewicht  des  jiro  Sec.  durch  den  Querschnitt  X 
strömenden  Flüssigkeitsgemisches,  u die  Geschwindigkeit,  v das  specif.  Vo- 
lumen, 1/  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben  (diese  Grössen,  na- 
mentlich «,  event.  als  Mittelwerthe  für  die  verschiedenen  Punkte  von  X 
verstanden);  desgl.  sei  für  einen  beliebigen  (den  w^")  der  in  die  Vereini- 
guugskammer  ciumündenden  Ströme  das  j>ro  Sec.  zuströmeudo  Flüssigkeits- 
gewiclit  = und  im  kleinsten  Querschnitte  X,„  die  Geschwindigkeit 
= das  specif.  Volumen  = t',„  und  das  specif.  innere  .Vrbeitsvermögen 
= Bann  ist  für  den  vorausgesetzten  Beharrungszustand 

G = XG,„  mit  G — und  G,„  = (1) 

V v,„ 

entsprechend  der  Continuitätsgleichung  (1)  in  §.  7.5  für  einen  einzelnen 
Strom.  Da  ferner  die  äussere  Kraft,  welche  auf  die  vou  den  Querschnitten 
F„  bis  zum  Querschnitte  /'  sich  erstreckende  strömende  Flüssigkeit  im 
Sinne  AX,  also  im  Sinne  der  Geschwindigkeiten  u„,  und  tt  wirkt,  gemäss 
der  Voraussetzung  unter  3)  = dem  Oberflächendruck  auf  dieselbe  nach 
dieser  Richtung,  also  nach  der  Annahme  unter  2)  = (p'  ■ — ■ p)F  ist,  so 
hat  man  nach  dem  Princip  des  Antriebs,  bezogen  auf  die  Richtung  -IX  und 
anf  1 Secunde, 

- « - X ~ XG,„  <u  - n,„)  = (p  — p)F 

9 9 3 


Digitized  by  Google 


424 


VKRKINIOUNG  VON  FLÜ88IGKKITSSTRÖMKN. 


P P ~ — M) 

di' 


§.77. 
. . (2) 


ontsprccliond  der  Gl.  (4;  des  vorigen  §.  für  einen  einzelnen  Strom,  woki 
Fn 

G,„  =■  G.  — G — und  u,„  — - «,  ist.*  Kndlich  ist  nach  der  Gleichung 

V 

des  Arbeitsvermögens  (§.  75,  Gl.  4),  wenn  die.selbe  mit  G,„  multiplicirt,  be- 
züglich auf  den  Mischungsvorgang  von  F„,  bis  F integrirt  und  für  alle 
Ströme  summirt  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzung  unter  3)  und 
weil  auch  die  algebraische  Summe  der  zwischen  den  einzelnen  Strömen 
gegenseitig  mitgetheilten  Wärmemengen  = Null  ist. 


oder  wegen 


'^9 


+ U.^  - U+P 

— »j-  , “ 

% 9 


= U 


und  weil  nach  Gl.  (2) 

, , V 

P v„,  — pv  = p (v„,  — r)  — &,„(«<„.  — k) 

9^ 

— P (»•.«  — f)  — - ( 7.  — 

. , (J  \(j 

ist^  auch 


V /-»  N I rr 


oder  endlich  wegen 

^ Gm  ^ ^ G,n»m—  — G',„K„,  • = 0 

+ p(Vm—r)  + TT,„  - = 0 ....  (3). 

Die  Gleichungen  (1),  (2;  und  (3)  in  Verbindung  mit  den  Zustands- 
gleichungen  und  den  Gleichungen  des  inneren  Arbeitsvennögens  der  be- 
treffenden Flüssigkeiten  enthalten,  wie  sich  später  zeigen  wird,  die  Lösungeu 
der  verschiedenen  auf  das  Zusammenfliessen  von  Flüssigkeitsströmen  be- 
züglichen Aufgaben,  sofern  diibei  die  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraus- 
setzungen als  hinlänglich  zutreffend  zu  betrachten  sind,  eventuell  mit  dem 


* Eine  mit  Gl,  (2)  identische  und  durch  die.selbe  Hetrachtung  erhaltene 
Gleichung  wurde  von  Hnnkine  (rroceedings  of  the  Royal  Society,  1870)  als 
Fundamentalgleichung  für  die  Combination  beliebig  vieler  Flüssigkeitsstrahlcn 
aufgcstellt.  Siehe  auch:  „Der  Civilingenieur“,  1871,  S.  297. 
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Vorbehalt  solcher  Moditicatioucn,  die  durch  eine  etwaige  Abweichung  der 
tliatstichlich  stattfindenden  von  den  hier  vorausgesetzten  Umständen  bedingt 
werden. 

Durch  die  Benutzung  der  Gleichung  des  Arbeitsvennögous  und  der 
aus  dem  rrincip  des  Antriebs  gefolgerten  Gl.  (2)  anstatt  der  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  oder  der  Wärmegleichung  !'§.  75,  Gl.  2 und  3)  ist  die  in 
diesen  letzteren  vorkommendo  Grosse  Ji  umgangen  worden.  Doch  lässt  sich 
jetzt  diese  Grosse  B,  nämlich  hier  die  Arbeit  oder  lebendige  Kraft, 
welche  als  solche  bei  der  Vereinigung  der  Ströme  pro  Sec.  ver- 
loren und  in  Wärme  verwandelt  wird,  leicht  umgekehrt  mit  Hülfe 
der  einen  oder  anderen  jener  Gleichungen  (2)  und  (3)  in  §.75  bestimmen; 
aus  der  letzteren  folgt  nämlich  durch  Multiplication  mit  G,„,  Integration 
bezüglich  auf  den  ganzen  Mischungsvorgaug  und  Summation  für  alle  Ströme 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  H G„Q=  0 ist, 

B = 2:  G,„  ( U - + JpdÄ  , 

Vm 

unter  p in  dem  die  Expansionsarbeit  pro  1 Kgr.  darstellenden  Integral  hier 
nicht  die  bestimmte  Pressung  im  QuerschnitÜ!  sondern  die  veränderliche 
Pressung  heim  Uebergangc  dos  spccif.  Volumens  der  betreffenden  Flüssig- 
keit von  zu  v verstanden.  Die  Substitution  des  der  Gl.  (3)  entnommenen 
Werthes  von  2G„{U  — U„)  liefert  schlie-sslich 


B 


^ G„ 


ui‘ 


2-7 


+ /(G«  — P)  fp  dt 


(4) 


entsprechend  dem  Ausdrucke  (6)  des  vorigen  §.  für  die  Widerstandshöhe 
eines  einzelnen  Stroms  bei  einer  mit  örtlicher  Trennung  von  der  Kohrwand 
verbundenen  plötzlichen  Querschnittsveränderung  desselben.  Wenn  insbe- 
sondere keine  Volumänderung  mit  der  Vereinigung  der  Ströme  verbunden 
ist,  so  folgt 


B 2 G, 


(n„— 

2/? 


(5) 


= der  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  die  den  verlorenen  resp.  gewon- 
nenen Geschwindigkeiten  entsprechen,  da  für  einzelne  Ströme  auch  “ 
sein  kann. 
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§.78. 


1.  Pcrmanciite  Bewegung  dos  Wassers. 


§.  78.  Fundamentalgleichungen. 


Das  Wasser  gilt  hier  als  Kepriiseutant  irgend  einer  tropfbaren 
Flüssigkeit,  deren  spccifisclies  Voliunen  e als  unveränderlich 
gegeben  vorausgesetzt  wird.  Ausserdem  wird  im  Folgenden  von 
einer  etwaigen  Veränderlichkeit  der  Temi)eratur  T ahstrahirt. 
Das  durch  v und  T bestimmte  sjiecif.  innere  Arheitsvermiigeu  U ist  dann 
auch  eine  (’onstauto,  und  es  bleibcu  von  den  Grössen  p,  r,  T,  u (§.  75) 
nur  p und  u als  Functionen  von  s zu  hestimmeu.  Dazu  dienen  ^ausser  den 
Grenzbedingungen)  die  Continuitätsgleichung  und  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft.  Erstere  (g.  7f>,  Gl.  1)  kann  hier  wegen  c = Coh*(. 
geschrieben  werden: 

Fu  = = r (1  . 

unter  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  .^nfangsquerschnitt  F,,  und  unter 
F das  jiro  Seennde  durch  jeden  Querschnitt  strömende  constante  Wasser- 
volumen verstanden.  Aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 


tf(/u 

9 


+ 


vdp 


m — dB 


(§.7.5,  Gl.  2) 


folgt  durch  Integration  vom  Querschnitt  bis  zum  Querschnitt  F re.sp. 
längs  dem  Bogen  _ * der  Mittellinie,  dessen  Endpunkte  .S’„  und  a' 
die  Schwerpunkte,  von  und  F sind,  und  wenn  statt  des  si)ecLf.  Volumens 


hier  das  specif.  Gewicht  y = — in  die  Rechnung  eiugeführt  winl, 


” 1 ^ 
5;+ / 


5 -f  — Ä 


in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (7)  in  §.73,  wenn  dieselbe  unter  der  Voraus- 
setzung y — Cond.,  also  h l),  auf  die  Bahn  als  Mittel  der  unenii- 
lich  vielen  von  F,,  bis  F sich  erstreckenden  Bahnen  yl„A  bezogen  umi 
die  mittlere  WWerstandsarbeit  pro  1 Kgr.  Wasser  mit  — B U’zcichnet  winl. 

Als  wirksame  Massenkräftc  worden  hier  stets  nur  die  Schwer- 
kraft ;mit  constantor  Grösse  und  Richtung)  und  event.  hei  eigener  Uc- 
wegung  des  Gefässes  oder  der  Röhre  die  betreffende  B^rgünzungs- 
kraft  vorausgesetzt.  Ist  also  k die  .\rbeit  der  letzteren  pro  1 Kgr.  auf 
dem  Wege  = a,  nämlich 

1 r 

k — jf  cosQ  ds (2 

^ 0 
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uach  §.  75,  Gl.  (5),  wenn  / die  Beschleunigung  eines  Punktes  der  Mittel- 
linie und  Q den  Winkel  bedeutet,  den  sie  mit  der  im  Sinne  der  Bewegung 
jrenommenen  Richtung  der  Mittellinie  bildet,  und  ist  ferner  h die  Höhe 
des  Punktes  über  dem  Punkte  S,  so  ist  die  Arbeit  der  Masseukräfte 
pro  1 Kgr. 

M h -j-  i 

und  somit  die  obige  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  die  Rohrstrecke /q/' 

' ir*"  r ^ + 7"  ^ 

Für  den  Zustand  der  relativen  Ruhe  des  Wassers  in  der  Rühre  wäre 
mit  « = 0 und  — 0 auch  B — 0,  also  nach  Gl.  (3)  der  Uebersebuss 
der  Druckhöhe  im  yuersebuitt  F über  dieselbe  im  Querschnitt 

welche  Grösse  die  hydrostatische  Ucberdruckhöhe  der  Rohrstrecke 
ffl/'  genannt  werden  kann  im  Gegensätze  zur  hydraulischen  Ueber- 

druckhöhe  derselben  = ^ im  Falle  der  Bewegung;  der  Ueberschuss 

7 

der  ersten  über  die  zweite,  also  die  Grösse 


H = h -f  k 


Pa  — P 


(0, 


womit  Gl. (3j  auch  kürzer  geschrieben  werden  kann: 

'^a 


^ n --  B 


(b), 


heisse  die  wirksame  Druckhühc  für  die  Rohrstreckc  's*- 

derjenige  Theil  ihrer  hydrostatischen  Ucberdruckhöhe,  welcher  auf  die  Er- 
haltung der  Bewegung  in  dieser  Rohrst  recke  verwendet,  nämlich  uach 
01.(5)  thcils  zur  Bewältigung  der  Widerstände  als  Widerstandshöho  B (ver- 

»«*  — M * 

loreue  Dnickhöhej  verbraucht,  theils  in  Geschwindigkeitshöhe  = - - — 

~a 

(lebendige  Druckhöhe)  unigesetzt  wird.  Ist  ^ der  Widerstandscoefticieiit  für 
die  fragliche  Strecke,  <p  der  entsprechende  Geschwiudigkcitscoefticient,  so 
folgt  auch  aus  Gl.  (5)  mit  Rücksicht  auf  §.76,  Gl.  (1)  und  (2) 


* + 2^ 
'1  + e 


(fi). 


Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (6)  oder  (6)  unter  Berücksichtigung  der 
Bedeutung  von  //  nach  Gl.  (4)  bilden  die  Grundlage  zur  Lösung  aller  Auf- 
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gaben,  welche  die  permanente  Bewegung  dos  Wassers  unter  den  hier  m ’ 
Grunde  liegenden  Voraussetzungen  hetreffeu  und  weldie  sich  theils  auf  den 
Ausfluss  aus  Gefilssen,  theils  auf  die  Bewegung  in  längeren  Röhren  beziehen.  ] 


a.  Ausfluss  des  Wassers  aus  Gcfiisseu. 

§.  79.  Ausflussgesehwindlirkelt  und  Ausflussmengr. 

Die  in  ciiieiu  Gefässe  enthaltene  Wassermenge  werde  durch  ent- 
sprechenden Zufluss  constant  erhalten,  während  durch  eine  Ocffnuiig  im 
Boden  oder  in  der  Seitenwand  des  Gefässes  beständig  Wasser  ansflicsst; 
indem  dann  dieser  Ausfluss  dauernd  unter  gleichen  Umständen  in  gleicher 
Weise  stattfindet,  ist  er  ein  Fall  permanenter  Bewegung.  Die  Ausfluss- 
Öffnung  oder  Mündung  befindet  sich  entweder  als  einfache  Wandöffnnng 
unmittelbar  in  der  Gefässwand  oder  am  Ende  eines  Mnndstfleks,  d.  h. 
einer  Ansatzröhre,  welche  hier  einstweilen  als  so  kurz  vorausgesetzt  wird, 
dass  der  allgemeine  Ueitnngswiderstand  derselben  zu  vernachlässigen  oder 
in  den  besonderen  Widerstand  (§.  7fi)  einzubegreifen  i.sf,  der  durch  eine 
plötzliche  Querschnittsänderung  des  Wasserstronis  in  der  Ansatzröhre  ver- 
ursacht werden  kann.  Indem  diese  Mündung  = A als  eine  ebene,  von 
der  inneren  Wandfläche  des  Gewisses  resp.  des  Mundstücks  rings  umgrenzte 
Flüche  verstanden  wird,  ist  sie  im  Allgemeinen  nicht  ein  Querschnitt  des 
Was,serstroms  in  dem  mit  dieser  Bezeichnung  bisher  verbundenen  Sinne, 
d.  h.  sie  wird  von  den  Bahnen  der  Wasserthcilehen  im  Allgemeinen  nicht 
unter  rechten,  sondern  unter  solchen  Winkeln  geschnitten,  welche  in  Folge 
des  seitlichen  Zuflusses  zur  Mündung  nach  deren  Rande  hin  immer  sjntzcr 
werden.  Mit  dieser  schrägen  Richtung  nimmt  auch  zugleich  die  Krümmung 
der  Bahnen  nach  dem  Rande  der  Mündung  zu,  die  I’ressnng  in  dersellwn 
somit  ab  bis  zu  derjenigen  Pressung  — p,  die  in  dem  die  Mündung  um- 
gebenden äusseren  Raume  an  dieser  Stelle  herrscht.  Die  Folge  dieser  Um- 
stände ist  im  Allgemeinen  eine  Querschnittsverkleinerung,  eine  Contrac- 
tion  dos  W asserstrahls  nach  dem  Austritt  aus  der  Mündung;  erst  in 
einer  gewissen,  mit  den  Dimensionen  der  Mündung  vergleichbaren  klciucii 
Entfernung  von  derselben  sind  die  Bahnen  mit  genügender  Annäherung  als 
parallele  gerade  Linien  zu  betrachten.  In  dem  entsprechenden  kleinsten 
Querschnitt  des  coutrahirten  Strahls  — F,  der  somit  eine  ebene 
Fläche  ist,  und  dessen  Verhältuiss  zur  Mündung 
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« 


der  Contractiouscoefficient  genannt  wird,  kann  die  mittlere  Pressung 
= dem  äusseren  Druck  p gesetzt  werden.  Die  mittlere  (iescliwindigkeit 
= M in  diesem  Querschnitt  F soll  als  die  Ausflussgeschwindigkeit 
verstanden  werden,  die  nach  den  Formeln  des  vorigen  §.  zu  berechnen  ist, 
wenn  gegeben  sind:  der  äussere  Druck  — - p^  an  der  freien  Oberfläche  im 
tiefäss  unil  = /)  an  der  Mündung,  die  unveränderliche  Lage  jener  freien 
Wasseroberfläche  gegen  das  Gefäss  und  ihre  Grosse  — F^,  wodurch  auch 


die  Oberflächengeschwindigkeit  — —u  des  Wassers  im  Verhältniss  zur 

^ 0 

Ausflussgeschwiudigkeit  bestimmt  ist,  endlich  event.  die  Art  der  eigenen 
Hewegung  des  Gefässes.  Schliesslich  ist  daun  die  Ausflussmenge,  wo- 
runter hier  immer  das  pro  Sec.  ausfliesseiule  Wasservolumen  verstanden  wird. 


r=  Fu  ~ uAu  -)■  2^7/. 

Das  Product  des  .\usfluss-  und  des  Geschwindigkeitscoefficienten  pflegt 
der  .\usflusscoefficient  genannt  zu  werden;  wird  derselbe 


= (t 

gesetzt,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung  mit 


r* 


= 2^7/, 


also 


uud 


* Wäre  A = F„,  entsprechend  dem  Greiizfallc  einer  vcrtiealen  cylindrischen 
Röhre,  in  der  das  Wasser  mit  permanenter  Bewegung  abwärts  fliesst,  so  wäre 
a = l und  //  = </,  also 

Io  diesem  Falle  wäre  nur  in  P'olge  der  Bewegungswiderstände  die  Erhaltung 
des  contiuuirlichen  Zusammenhanges  bei  vollständiger  Ausfüllung  aller  Qiier- 
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In  der  Roj^el  ist  — hinlänglich  klein,  um  einfacher 

M = und  V = (3,; 


setzen  zu  dürfen;  der  dadurch  begangene  Fehler  betrügt  weniger,  als 

des  wahren  Werthes  von  « resj).  F,  also  schon  dann  weniger,  als  Vj  Pro- 
cent (entsprechend  der  Genauigkeit,  mit  der  höchstens  etwa  die  Coeffid- 
enten  r/j  und  ft  für  die  verschiedenen  Fälle  bekannt  sind),  wenn  nur  Ä 
< 0,1F„  ist. 

Was  die  wirksame  Druckhöhe  7/ betrifft,  die  nach  GL  (4)  im  vorigen  §. 
u.  A.  von  der  eigenen  Bewegung  des  GefÜsscs  abhängt,  so  soll,  sofern  das 
Gegentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  im  Folgenden  stets  vorausge- 
setzt sein,  dass  sich  das  GefUss  in  Ruhe  oder  in  geradlinig  gleichförmiger 
Translationsbewegung  befindet,  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  im 
Gefäss  folglich  eine  horizontale  Ebene  bildet.  Ist  dann  h die  Rühe 


derselben  über  dem  Schwerpunkte  von  F,  so  ist 

11=  h ^ 

7 

Ist  das  Gefäss  ringsum  von  der  freien  atmosphärischen 
Luft  umgeben,  deren  specif.  Gewicht  am  Ort  des  Gefässcs  = 7 seL  so 


ist  — p = — hX,  also  II  = h {\  — — ^ so  wenig  A,  dass  ohne  in 
Betracht  kommenden  Fehler 

u = (fr^'Igh  und  V — pA-^igh (5; 

gesetzt  werden  kann.  Von  solchen  Fällen,  in  welchen  p^  und  p wesentlich 
verschieden  sind,  ist  namentlich  der  Ausfluss  unter  Wasser,  d.  h.  der 
Fall  bemerkeuswerth,  in  welchem  das  Wasser  aus  eiuem  in  ein  ander-s 
Gefäss  fliesst,  in  dem  die  horizontale  freie  Oberfläche  gleichfalls  eine  con- 
stantc  Höhe  h^  h über  dem  Schwerpunkte  von  F hat.  Ist  daun  der 
äussere  Druck  au  beiden  Wasseroberflächen  fast  gleich,  z.  B.  beiderseits 

n n 

der  Atmosphärendruck,  so  ist  — — = — A,,  also  7/  = A — Aj  oder 

/ 

es  gelten  dieselben  Gleichungen  (5),  falls  nur  jetzt  unter  A die  Höhendif- 
ferenz der  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefässen  verstanden  wird.  — 

schnitte  möglich,  so  dass  es  durchaus  sachgemäss  ist,  wenn  sich  mit  ? = d 
der  unmögliche  Wertli  m «=■  os  ergiebt,  durch  welchen  eine  oberflächliche  Be- 
urtheilung  sich  mehrfach  berechtigt  hielt,  die  priucipielle  Zulässigkeit  jener 
schon  von  Daniel  Beruoulli  aufgestellten  Formel  (2)  in  Zweifel  zu  ziehn. 
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Sofern  die  Lage  des  kleinsten  Querschnitts  F des  contrahirten  Strahls 
gegen  die  Mündung  A in  irgend  einem  gegebenen  Falle  nicht  genau  be- 
kannt ist,  pflegt  man  zur  Vermeidung  der  dadurch  bedingten  Unsicherheit 
l)ei  der  Benutzung  vorstehender  Gleichungen  für  h die  Hohe  der  freien 
Wasseroberfläche  über  dem  Schwerpunkte  der  Mündung  A (statt  über  dem 
Schwerpunkte  von  F)  zu  setzen;  die  Coefficienten  9;  und  //,  die  dann  dieser 
Bedeutung  von  k gemäss  bestimmt  werden  müssen,  erhalten  dadurch  auch 
eine  entsprechend  modificirtc  Bedeutung  um  so  mehr,  je  weniger  die  Mün- 
(lungsebeuc  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  und  je  weniger  klein  die  Ui- 
mensioneu  von  A im  Vergleich  mit  H sind. 

Wenn  die  Mündungsebene  nicht  horizontal  und  die  Höhe 
der  Verticalprojection  von  A nicht  viel  II  ist,  so  können  die 
Formeln  auch  deshalb  einer  Correctiou  bedürfen,  weil  dann  die  Geschwin- 
digkeiten in  verschiedenen  Ilorizontalliuien  von  A zu  sehr  verschieden  sind, 
als  dass  mit  genügender  Annäherung  die  mittlere  Geschwindigkeit  u der- 
jenigen im  Schwerpunkte  gleich  gesetzt  werden  könnte.  Wird  dann  die 
Müudung  durch  horizontale  Linien  in  unendlich  schmale  Flächeustreifen 
zerlegt,  und  ist  für  einen  solchen 

X die  Entfernung  von  der  durch  den  Schwerpunkt  von  A gehenden 
Horizüntallinie  (positiv  oder  negativ,  jenachdem  er  tiefer  oder  höher 
liegt,  als  der  Schwerpunkt), 
y die  I.Ange,  also  die  horizontal  gemessene  Breite  von 

Po  — P 

i die  wirksame  Druckhöhe,  d.  h.  die  um — vermehrte  Tiefe  unter 

7 

der  freien  Wasseroberfläche, 
so  ist  der  Inhalt  des  Streifens 

dz 

dA  — ydx  z=  y 

' ' stntp 

falls  «p  den  Winkel  bedeutet,  uuter  dem  die  Müudungsebeue  gegen  den 
Horizont  geneigt  ist.  Sind  daun  ferner  //,  7/,  und  11^  die  Werthe  von  z 
für  den  Schwerpunkt,  für  den  tiefsten  und  für  den  höchsten  Punkt  von  A, 
so  ist  für  die  Gleichungen  (3)  zu  setzen: 


Ist  z. 
giebt  sich: 

V ^ 


B.  A ein  Rechteck  mit  zwei  horizontalen  Seiten  = b,  so  or- 


2 / I 

8 »in  ip  V ^ 


u 


3 3 

}f  t II  i 

"2  .(7). 

% 


, Ji.  “ — 
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Näherungsweise  ist  allgemein  wegen  t — U xitnip 


yz  =yn\ 


1 f-  ^ »in  V)  = y //  (l  + ^ ^ «P  — ^ Kl»  -f  j 


V =r  it\/'lgU  j'dJ  (l  + ^ *»■«  V’  — 


also  wegen  ~ 0,  u'*4  wenn  das  Trägheitsmoment  von  A in  Beziehuns 

auf  die  horizontale  Schwerj)unktsa.ve 

jy-dA  =r  Ai* 

gesetzt  wird, 

V ^ iiA\'2gH  (l  — ^ 

' ^ ^ (S„ 

u (f,  \-2gH  sin  * V>  j 

Hat  die  Mündung  eine  horizontale  Symmetrieaxe.  so  ist  durch  diese 
Formeln,  also  durch  den  (lorrcctionsfactor 

1-/^1  -1 

anch  noch  das  4^*  Glied  der  Ueihenentwickelung  berücksichtigt,  weil  in 
diesem  Falle  Jx^dA  — 0 ist. 

Es  ist  z.  B.  für  eine  rechteckige  Mündnng  mit  den  Seiten  a und  4. 
von  denen  letztere  horizontal  sind, 

^ = A al.„ 

12  12’  12 

und  für  eine  elliptische  Mündung  mit  den  Hau]>taxen  a und  h,  von 
denen  letztere  horizontal  ist, 

ai»  Ji  / a\*  h a*  a* 

4 \2/  2 16’  16’ 

somit 

, 1 faKinwA  1 /asiHU'y 

^=ae,[-jr)  iis'  //-)■ 


Der  Correctionsfactor  =1  — / ist  also  in  diesen  Fällen  um  weniger  ah 
0,005  von  1 verschieden,  wenn  die  Höhe  der  Mündung 
= asinif)  <C.  0,77/  resp.  0,8  7/ 

ist.  Uebrigens  pflegt  selbst  in  den  seltenen  Fällen,  in  welchen  die  Mfin- 
dungsböhe  verhältnissmässig  grösser  ist,  die  Rechnung  nach  den  eiiifacben 
Formeln  (3)  vorgezogen  zu  werden,  so  dass  dann  der  Einfluss  des  in  Rede 
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stehenden  Correctionsfactors  in  den  für  verschiedene  Umstände  entsprechend 
/.u  bestimmenden  Coefficicutcn  (p  und  n enthalten  ist,  weil  sich  zeigt,  dass 
auch  in  den  Fonnein  (8)  diese  Coefficienten  noch  abhängig  von  den  Di- 
mensionen der  Mündung  und  von  der  Druckhöhe  bleiben  und  somit  doch 
für  verschiedene  Umstände  besonders  durch  Versuche  bestimmt  werden 
müssen. 


§.80.  Reaction  des  ausfliessenden  IVasscrs;  Maximum  der  Contractiou. 


In  einer  Verticalebenc,  welche  der  Ausflussgeschwindigkeit  u parallel 
ist,  mögen  die  Coordinatenaxen  der  x und  y in  fester  Lage  gegen  das 
.\usflussgefäss  so  angenommen  werden,  dass  die  x-.\xe  vertical  abwärts  ge- 
richtet, die  y-.Axe  horizontal  ist  und  mit  « einen  spitzen  Winkel  bildet. 
Ist  daun 

tfj  der  spitze  oder  stumpfe  Richtungswinkel  von  u gegen  die  J-Axe, 
die  vertical  abwärts  gerichtete  mittlere  Geschwindigkeit  an  der  hori- 
zontalen freien  Oberfläche, 

V das  pro  Sec.  ausfliessende  Wassenolumen, 
so  ist  der  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse,  welchen  die  iin  GefUss  momentan 
enthaltene  Wassorraasse  (dieselbe  gerechnet  bis  zum  kleinsten  (Querschnitt 
F des  Contrahirten  Strahls)  beziehungsweise  im  Sinne  der  x-\xo  und  der 
y-.Axo  im  Zeitelement  dt  erfährt, 

yV  yV 

■=  — (u  conti)  — %)dl  und  = — iininfdt. 

9 9 

Indem  dieser  Zuwachs  nach  dem  Princip  des  Antriebs  oder  des  Impulses 
beziehungsweise  = Xdt  und  = Ydt  sein  muss,  unter  X.  und  Y die  im 
Sinne  der  betreffenden  Coordinatenaxen  genommenen  Componentensummen 
der  auf  jene  Wassermasso  wirkenden  äusseren  Kräfte  verstanden,  hat  mau 


7^ 


7 V 

X = ' (ucontp  — Mg);  Y — ~ ~ unintp (1). 

Um  den  Betrag  dieser  Kräfte  wird  der  Druck  des  Wassers  auf  das  Gefäss, 
der  im  Ruhezustände  bei  geschlossener  Mündung  im  Sinne  der  x-Axe 
= seinem  Gewicht,  im  Sinne  der  y-.\xc  = Null  ist,  durch  den  .\usfluss 
vermindert;  oder  mit  ebenso  grossen  Kräften  wirkt  das  Wasser  durch 
seinen  Ausfluss  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  das  Gefäss,  d.  h.  es  sind 
X und  Y nach  Gl.  (1)  die  sogenannte  Vertical-  und  Ilorizontalre- 
action  des  ausfliessenden  Wassers  im  Sinne  der  negativen  Axen  der 
X und  der  y. 

Gra»hof,  iliCKiret.  Ha«chinentohro.  I-  28 
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Von  kann  in  dor  Hegel  ohne  in  Hetracht  kommenden  Fehler  ah- 
strahirt  werden,  und  cs  ist  dann  die  Jlesultante  von  X und  I',  und  zwar 
allgemein  auch  bei  nicht  horizontaler  Obertläche  des  Wassers  in  einem  be- 
wegten Gefass 

Ä yxs  = u (21 

!f 

d.  b.  die  Iteaction  — der  Keweguugsgrösse  des  pro  Sec.  ausflies- 
seudeu  Wassers  und  entgegengesetzt  der  A usflussgcscb windig- 
keit  gerichtet.  Mit  f'  ~ Fn  erhält  man  auch 

F=^-2yF'*“‘ (3' 

-!/ 

— dem  doppelten  Gewicht  einer  Wassersäule,  deren  Hasis  — 
dem  kleinsten  Querschnitt  des  contrahirten  Strahls  und  deren 
Höhe  = der  .\usflussgeschwindigkcitshöhe  ist;  oder  endlich  mit 
F — (cA  und  u — (f  \ "2gJf 

li  =r  2u(f  ^yAIf  ^ 2n<y  yAH (4  >. 

Das  bewegte  Wasser  wirkt  übrigens  in  zweifacher  Weise  auf  die  Ge- 
fiisswand:  theils  durch  normalen  Druck,  theils  in  tangentialem  Sinne  durch 
Ueibung;  jene  Kraft  Ä,  welche  das  ausllicssimde  Wsusser  entgegengesetzt 
dem  Sinne  von  u auf  das  Gefäss  ausübt,  ist  der  Uebcrschuss  des  in  gleichem 
Sinne  genommenen  Normaldrucks  = P über  die  im  Sinne  von  « genom- 
mene äussere  Reibung  = R’.  Um  die  Grösse  P = Ä -f-  Ä’  ist  der  im 
Sinne  der  Austlussgeschwindigkeit  « geiiommeue  oder  (sofern  die  El>euen 
A und  F einander  i>arallel  vorausgesetzt  werden  können)  der  zur  Mündungs- 
ebene senkrecht  nach  aussen  genommene  Normaldruck,  welcher  an  der 
OberHüche  des  im  Gefiiss  enthaltenen  W.assers  an  der  Stelle  der  Mündung 
und  in  ihrer  Umgebung  statttindet,  im  Zustande  der  Bewegung  (beim  Aus- 
fluss des  Wassers)  kleiner,  als  im  Zustande  der  Ruhe  (bei  geschlosseuer 
Mündung),  und  dieser  Umstand  kann  in  Verbindung  mit  Gl.  (4)  dazu  dienen, 
einen  bemerkenswerthen  Grcnzwcrih  des  Uontractionscoefficieiitpn 
festzustellen. 

Es  ist  nämlich  im  Zustande  der  Ruhe  der  Druck  auf  den  der  geschlos- 
senen Mündung  entsprechenden  Theil  A der  Obertläche  = A{yh  -f 
Im  Zustande  der  Ausflussbcwegung,  wobei  die  Wassermasse  im  Gefäs-s  bb 
zum  kleinsten  Querschnitt  F des  contrahirten  Strahls  gerechnet  wird,  tritt 
an  die  Stelle  jenes  ebenen  Theils  A der  Obertläche  die  ebene  P'läche  / 
nebst  der  krummen  Fläche,  die  den  Umfang  von  F mit  dem  Umfange  von 
A verbindet  (bei  Fig.  .‘50,  A mit  uh,  uh  im  Durchschnitt  bezeichnet);  und 
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da  in  dieser  ganzen  Fläche  abba 
der  specitische  Druck  = p ist,  so 
ist  der  Gosaniintdruck  normal  zu 
A Ap  geniä.ss  dem  Gesetz  unter 
:^)  auf  S.  303.  An  dem  der  Mün- 
dung A entsprecLcnden  Tlieil  der 
Obertlache,  ist  also  derliydraulisclie 


A (yh  + pj 


= yAIl 


kleiner,  als  der  hydrostatische.  Indem  aber  das  Wasser  zum  Theil  längs 
der  Gerässwand  hin  der  Mündung  zufliesst  mit  einer  Geschwindigkeit, 
welche  wenigstens  nahe  am  Rande  der  Mündung  eine  merkliche  Grösse 
hat,  wird  dadurch  auch  an  diesem  die  Mündung  rings  umgehenden  Theil 
der  Gefiisswand  der  hydraulische  Druck  merklich  kleiner,  als  der  hydro- 
statische; ob  und  in  welchem  Grado  hierdurch  der  im  Sinuo  von  u genom- 
mene Normaldruck  noch  weiter  verkleinert  und  somit  der  im  entgegenge- 
setzten Sinne  genommene  resultireude  Normaldruck  auf  die  Gefässwand: 

7»  = A'  -f-  A'  > yAll (5) 

wird,  hängt  von  der  Gestalt  des  die  Mündung  umgebenden  Theils  der  Go- 
fasswand  ab.  Wenn  die  Normalen  der  Oberfläche  daselbst  nur  wenig  gegen 
die  Normale  von  A geneigt  oder  gar  derselben  parallel  sind,  wie  im  Falle 
-1,  Fig.  30,  so  muss  A wesentlich  - yAlT  sein,  wogegen  im  Falle  A, 
Fig.  30,  d.  h.  im  F'alle  eines  in  das  Innere  des  Gefässes  hineinrageuden, 
cyliudrisch  auslaufendeu  Mundstücks  sich  P um  so  mehr  der  Grenze  yAll 
uähem  wird,  je  kleiner  die  Wanddicke  des  Mundstücks  ist;  wäre  diese 
Wanddicke  grösser  oder,  was  im  Erfolg  einerlei  ist,  das  innere  Mundstück 
au  der  Mündung  mit  einem  rechtwinklig  umgebogenen  Ramie  versehen 
JFig.  30,  C),  so  würden  sich  die  Verhältnisse  denen  des  Falles  A wieder 
nähern,  um  so  mehr,  je  breiter  der  Rand  ist  Immer  aber  ist  P mindestens 
= yAll,  sofern  nur  die  auswärts  gerichteten  Normalen  des  die  Mündung 
umgebenden  Theils  der  Oberfläche,  an  welchem  die  Geschwindigkeit  von 
merklicher  Grösse  ist,  unter  spitzen  oder  höchstens  rechten  Winkeln  gegen 
die  Richtung  von  u geneigt  sind. 

Was  die  Grösse  A'  betrifft,  so  kann  mau  bemerken,  dass  nach  Gl.  (4) 
mit  7 = 1,  d.  h.  ohne  den  Einfluss  der  Widerstände,  die  Reactiou  = 
iayAlI  sein  würde.  Wird  sie  mit  A„  bezeichnet,  so  ist  der  Ueberschuss 
Aj  — Ä der  gesammtc  Bewegungswiderstand  nach  der  zur  Mündungsebene 
normalen  Richtung,  und  wenn  derselbe  = A'  gesetzt  wird,  so  folgt 

28* 
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§.80. 
. (6). 


R + R'  = 2iqAl[ 

Aus  (5)  und  ' 6)  folgt 

'■  > T 

Der  Grenzwerth  « = — cntsjjricht  dem  Falle  einer  inneren  cylin- 

drischen  Ansatzrölire  von  versehwindend  kleiner  Wanddicke  und  von  solcher 
Lange,  dass  an  der  Stelle,  wo  sie  in  den  nicht  cylindrischen  Theil  der 
(Jefüsswand  übergeht,  die  Geschwindigkeit  des  der  Mündung  zufliessenden 
Wassers  noch  verschwindend  klein  ist ; andererseits  darf  übrigens  die  I.aiuge 
der  Röhre,  wenn  diese  horizontal  oder  gegen  die  Verticale  geneigt  ist,  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreiten,  damit  der  Strahl  nach  dem  .Vustritt 
aus  der  Mündung  nicht  mit  der  äusseren  GefUsswand  fder  inneren  Rohr- 
wand) in  Berührung  komme,  wie  hier  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde. 

Auch  ist  das  dem  Greuzwerth  « = entsjirechendo Maximum  derCon- 

traction  au  die  Voraussetzung  gebunden,  dass  die  auswärts  gerichteten 
Normalen  des  die  Mündung  umgehenden  Theils  der  OberHächc  nicht  stumpfe 
Winkel  mit  der  Richtung  von  u bilden,  wie  es  hoi  einer  gegen  die  Mün- 
dung hin  sich  conisch  erweiternden  inneren  .Ansatzrölire  der  Fall  wärei 
die  durch  die  Geschwindigkeit  bedingte  Verminderung  des  hydraulischen 
Normaldrucks  an  dieser  Stelle  würde  dann  auch  eine  Vermindening  des 
entgegengesetzt  dem  Sinne  von  u genommenen  Normaldrucks  auf  das  Gc- 
fass  zur  Folge  hahtui,  so  dass  au  die  Stelle  von  (h)  die  Ungleichheit 

P = R R'  < yAH 

treten  würde.  Abgesehen  davon  indessen,  dass  sich  in  solchem  Falle  die 
Bewegung  des  der  Mündung  seitlich  zufliessenden  Wassers  nur  in  sehr  un- 
bedeutendem Grade  bis  zur  Rohrwaud  erstrecken  würde,  dürfte  auch  die 
Röhre  nur  sehr  wenig  conisch  divergent  .sein,  um  es  zu  verhindern,  dass 
der  Wasserstrahl  mit  der  inneren  Rohrwand  in  Berührung  kommt  und 
event.  die  Röhre  ausfüllt,  dieselbe  so  aus  einer  inneren  divergenten  ge- 
wissermassen  in  eine  äussere  convergente  .Ansatzröhre  verwandelnd,  deren 
kleinster  Querschnitt  nunmehr  die  Mündung  A wäre.  Es  ergiebt  sich  also 
(in  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung),  dass  der  Contractionscoef- 

ficient,  wenn  ühcrhauiit,  jedenfalls  nur  sehr  wenig  <(  ^ sein 

kann,  ilass  er  aber  jedenfalls  > ~ ist,  wenn  der  Normaldruck 

des  Wassers  auf  die  Gefässwand  rings  um  die  Mündung  herum, 
überhaupt  überall  da,  wo  die  Ohcrflilchengeschwindigkeit  des 
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Wassers  von  merklicher  Grösse  ist,  spitze  Winkel  mit  der 
Ausflussgeschwiiuligkeit  bildet.  — 

Zur  vollständigen  Bestimmung  des  Reactionsdrucks  R würde  ausser 
seiner  Grösse  und  Richtung  auch  die  Lage  seiner  Richtungslinie  gegen  das 
(iefä-ss  gehören.  In  dieser  Bezieliung  ist  einleuchtend,  dass  zwar  die  Rich- 
timgslinie  desjenigen  Bestandtheils  — '/Alf  von  7*,  welcher  dem  Unter- 
schied des  hydraulischen  und  des  hydrostatischen  Brucks  auf  die  Mündung 
A selbst  entspricht,  mit  der  Normalen  im  Schwerpunkte  derselben  zusammen- 
fillt  mit  derselben  .\unilheruug,  mit  welcher  diese  auch  den  Querschnitt  F 
in  seinem  Schwerpunkte  .S  normal  schneidet  und  die  wirksame  Druckhöhe 
1f  des  Punktes  S der  mittleren  des  (^iK'rschnitts  F gleich  gesetzt  wird, 
da.ss  aber  dasselbe  vom  anderen  Bestandtheil  von  P,  sowie  von  R',  also 
auch  vom  resultirenden  Reactionsdruck  R — P — R'  im  Allgemeinen  nur 
dann  ohne  Weiteres  behauptet  werdet!  kann,  wenn  der  seitliche  ZuHuss 
des  Wassers  zur  Mündung  ringsum  in  gleicher  AVeisc  stattfindet.  Audercu- 
falls  ist  wegen  mangelnder  Kenntniss  dos  Gesetzes,  nach  welchem  die  Ge- 
schwindigkeiten und  die  davon  abhängigen  Reihungen  an  der  Gefilsswand 
vcrfheilt  sind,  eine  genauere  Bestimmung  der  Richtungslinie  von  R über- 
haupt nur  durch  den  Versuch  zu  erlangen. 

Bei  solchen  Versuchen  von  P.  Kwart*  wurde  das  Ausflussgofilss  ver- 
mittels eines  festen  Gehänges  an  einer  horizontalen,  rechtwinkelig  und 
windschief  gegen  die  gleichfalls  horizontale  AiisHussgeschwindigkeit  gerich- 
teten Axe  aufgehUngt  und  vermittels  einer  AVinkelhebelwage  der  Druck 
bestimmt,  welcher  in  der  Richtungslinic  von  « (in  einer  die  Mündung  A 
in  deren  Schwer]mnkt  rechtwinkelig  schneidenden  (ieradeu)  auf  das  Gefass. 
wirken  musste,  um  es  in  derselben  Lage  wie  bei  geschlossener  Mündung 
und  bei  gleicher  Wasserfülluug  zu  erhalten.  Wird  der  so  gemessene  Druck 
als  Reactionsdruck  R betrachtet,  so  ergeben  sich  aus  Gl.  (4)  solche  Werthe 
von  a<fA  = welche  mit  auderweitigeu  Bestimmungen  dieser  Coeftici- 
enU'ii  nahe  übereinstimmen,**  woraus  zu  schliesscn,  dass  auch  die  Richtungs- 
linie von  R mit  derjenigen  des  gemessenen  Drucks  bei  jenen  Versuchen 
nahe  zusammentiel.  AVenn  dcrgl.  Versuche  so  eingerichtet  werden,  dass 
diese  Coincidenz  a ])riori  angenommen  werden  darf,  so  können  sie  zur  Be- 
stimmung eines  der  Cocfticienten  «,  (p  dienen,  wenn  der  andere  bekannt  ist. 


* Alemoirs  of  the  Manchester  Pliilosnphical  Soeiety,  Vol.  II. 

**  Wcisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  Bd.  I 
(4t«  Aufl.),  S.  Ü70. 
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§.81. 


§.81.  Ausfluss  aus  beweg'ten  Gcfüssen. 


Weuu  das  Ausflussgofass  selbst  in  Bewegung  ist  der  Art,  dass  die 
freie  Wasscroberflilchc  nicht  eine  horizontale  Ebene  bildet,  so 
sind  die  Arbeiten  der  Kräfte,  welche  die  Bewegungen  der  von  verschie- 
denen Stellen  der  Oberfläche  aus  gegen  die  Mündung  hin  fliesseuden 
Wassertheilchen  bestimmen,  einzeln  zu  sehr  verschieden,  als  dass  bei  der 
Berechnung  der  mittleren  Ausflussgeschwiudigkeit  ohne  Weiteres  eine  ge- 
wisse mittlere  Bewegung  zu  Grunde  gelegt  werden  könnte.  Wenn  man 
dann  die  allgemeine  Gleichung  (7)  in  §.  73  auf  alle  Bahnen  auwendet, 
welche  sich  von  der  freien  Oberfläche  bis  zum  kleinsten  Querschnitt  F 
des  contrahirten  Strahls  erstrecken,  so  dass  sich  mit  = /,  also  E — 0, 
ferner  bei  Abstractiou  von  der  Oberflächcngcschwiudigkeit  «„  und  vorläufig 
auch  von  den  Beweguugswiderständen 

t,  + = ^ 


ergiebt,  wo  p und  p^^  dieselben  Bedeutungen  haben,  wie  in  §.  79,  so  kann 
cs  von  vorn  herein  fraglich  erscheinen,  ob  sich  für  die  Arbeitssumme  J/ 
der  Mas.scnkräfle  i>ro  1 Kgr.  und  somit  für  u stets  derselbe  Werth  ergiebt 
wo  immer  der  Anfangsi)unkt  einer  solchen  Bahn  in  der  Oberfläche  F^ 
liegen  mag,  wenn  auch  die  Endpunkte  aller  Bahnen  (mit  demselben  Recht 
wie  in  §.  79)  im  Schwerpunkte  S von  E angenommen  werden. 

1)  Die  Bewegung  des  Gefässcs  bestehe  in  einer  Rotation 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  oj  um  eine  verticale  Axe 
und  in  einer  Translationsbewegung  mit  constanter  vcrticaler 
Beschleunigung/ (positiv,  wenn  abwärts  gerichtet).  Nach  §.  73,  Gl.  (9) 
ist  dann 


unter  und  r die  Entfernungen  der  Punkte  v/,,  und  N von  der  Rotations- 
axe  und  unter  //  die  Höhe  von  über  .S  verstanden.  Ist  insbesondere 
der  Werth  von  A für  denjenigen  Punkt  in  welchem  die  freie  Oberfläche 
von  der  Rotationsaxe  geschnitten  wird,  allgemein  aber  A = -j-  s,  und 

setzt  mau 


7/„  _- 


Po  — P 


•/ 


SO  liefert  die  Substitution  des  Ausdrucks  von  J/  in  Gl.  (1) 
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«*  — (»■«')* 
27  “ 


it,  -f 


»•0 


Mit  dprsclbeu  Annälicrung  aber,  mit  wolcbcr  in  Ol.  (1)  von  dor  Geschwin- 
digkeit «„  an  der  freien  Oberfiächo  al)strahirt  wurde,  hat  diese  nach  §.55, 
(il.  (3)  die  Gestalt  eines  Umdrehungsparaboloids  mit  der  Glciclmng 


-r  y 


y — f . 

f/j- 


fur  die  Rotationsaxe  als  z-Axe  und  den  Sclieiteli>unkt  als  ü^rsprung.  Somit 
fallen  aus  der  Gleichung  für  u die  von  der  Rage  des  Punktes  in  der 
iilMTtläche  abhängigen  Glieder  fort,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  die  einst- 
weilen vernachlässigten  Widerstände  schliesslich  durch  einen  Geschwindig- 
keitscocfticienten  9)  berücksichtigt  werden, 

« = y y27f/;  + ö w)» (.3). 

Ist  insbesondere  = />,  so  folgt 

u ^ (f  y2(g  — /■)Ä,,  -r  iroi)*-, 

fiele  das  Gefäss  ohne  Rotation  durch  seine  eigene  Schwere  frei  herab,  so 
wäre  ot  — ü und  f — also  n — 0. 

2)  Hat  das  Gefäss  nur  Translationsbewegung,  so  kann  die 
coii.stante  Beschleunigung  derselben,  deren  Absolutwerth  jet/t  mit  f be- 
zeichnet sei,  unbeschadet  der  Permanenz  der  Bewegung  eine  beliebige 
constanto  Richtung  haben,  so  dass  (bei  Abstraction  von  «„)  die  freie  Ober- 
tiäche  nach  §.  55  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Ebene  bildet.  Wird 
daun  der  Schwerpunkt  S des  kleiusten  Querschnitts  F des  contrahirten 
Strahls  als  Ursprung  eines  rcchtwinkeligcn  Axen.systems  der  x,  y,  z ange- 
iiummen,  die  z-Axe  vertical  und  positiv  nach  oben,  die  or-Axe  so,  dass  / 
ndt  der  a^-Ebene  ]iarallel  ist  und  mit  der  x-Axe  den  Winkel  ip  (positiv  im 
Sinne  gegen  die  z-Axe  hin)  bildet,  so  ist  für  eine  Bahn,  die  sich  von  dem 
beliebigen  Punkto  {x,  y,  z)  der  freien  OberHäche  bis  zum  Punkto  S er- 
streckt, nach  §.73,  Gl.  (10) 

M z — ^ /, 

y 

unter  / die  Projection  von  A„S  auf  die  Richtung  von  f oder  unter  — » 
die  Projection  vou  auf  die  Richtung  von  / verstanden,  also 

f 

3/  — z ‘ (x  cos  if)  -j-  z sin  i/'). 

Nach  §.  55,  Gl.  (5)  ist  abor  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche,  wenn  sie 
die  s-Axe  in  der  Hohe  über  S schneidet, 
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§.82. 


Daraus  folgt 


z 


f eoxxp 

9 + /*»■» «/’ 


X h„. 


/(x  ent!  1(1  zuimfi)  = (y  -j-  — ffz, 

also 

und  nach  Gl.  (1)  mit 

(,  = ^ ) /(o  ^ 


II. 


f 

M = ( 1 -f  sin  U'  1 h,. 
9 


(1) 


bei  nachträglicher  Berücksichtigung  der  Bewegungswiderstände  durch  den 
Coefficienten  ep: 


u = f/>V2y//„ 


(5), 


also  wieder  unabhängig  vom  Ausgangsimukt  eines  Wassortheilchens  an 
der  freien  Oberfläche. 

Die  Ausflussmenge  pro  Sec.  ist  schliesslich  in  allen  Fällen; 

V = I^u  = uAu. 


§.  82.  Bestimmung  der  Erfahrungseoeffleienten. 

Die  in  den  Fonnein  der  letzten  Paragraphen  vorkominenden,  durch 
Versuche  zu  bestimmenden  Coefficienten,  der  Contractionscoefficicnt  ft,  der 
Geschwindigkeitscoefficient  y-,  der  Ausflusscoefficient  //  und  der  Wider- 
standscocfficient  ^ stehen  in  zwei  allgemeinen  Beziehungen  zu  einander; 

/I  = cup  und  y*(l  -|-  f)  = 1 (1), 

so  dass  durch  zwei  dieser  Coefficienten,  und  zwar  durch  einen  der  Cocfli- 
cienten  «,  ft  in  Verbindung  mit  einem  der  Coefficienten  y,  g,  auch  die 
beiden  anderen  bestimmt  sind.  Wenn  diese  Versuche  unter  solchen  Um- 
ständen angestellt  werden,  dass  das  fest  stehende  Ausflussgeföss  ringsum 
von  der  atmos]ihärischen  Luft  umgebeu  und  die  horizontale  freie  Wasser- 
oberfläche gross  im  Vergleich  mit  der  Mündung  A ist,  und  wenn  somit  die 
Coefficienten  rp  und  fi  den  Formeln  (§.  7‘J,  Gl.  5^ 

u = (p  'Y^gh  und  V = jiA  Y'igh (2' 

entsprechend  verstanden  werden,  unter  h im  Falle  des  Ausflusses  in  die 
freie  Luft  die  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  über  dem  Schwerpunkte 
von  Ä,  im  Falle  des  .\usflusscs  unter  Wasser  den  Höhenunterschied 
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des  Über-  und  Unterwassorspiegels  (der  freien  Oberflächen  des  Wassers 
im  Ausfluss-  und  Kinflussgeföss)  verstanden,  so  ist  zwar  der  in  diesen  Co- 
cfticientcn  (jr  und  /<  enthaltene  Einfluss  der  Anfangsgeschwindigkeit  Ug  und 
der  Verschiedenheit  des  Luftdrucks  in  verschiedenen  Höhen  ganz  unwe- 
sentlich; dagegen  können  sie  nach  §.  79  im  Falle  des  Ausflusses  in  die 
freie  Luft  u.  U.  merklich  beeinflusst  werden  durch  den  Umstand,  dass  der 
Schwerpunkt  von  A nicht  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Schwerpunkt  *S  des 
kleinsten  Querschnitts  F des  Contrahirten  Strahls  liegt  und  dass  auch  die 
mittlere  Geschwindigkeit  in  F,  als  welche  u principiell  verstanden  wird, 
mit  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  <S'  nicht  identisch  ist.  Beim  Ausfluss 
unter  Wasser  fallen  diese  Einflüsse  fort,  weil  der  Unterschied  der  Höhen 
des  Ober-  und  Unterwasserspiegels  über  jedem  Punkt  von  A oder  F gleich 
gross  = h ist. 

Her  Ausflusscoefficieiit  fi  ist  am  einfachsten  und  zuverlässigsten 
zu  bestimmen  durch  Messung  der  Ausflussmenge  V (vermittels  cubicirter 
Gefässe,  die  das  ausfliesseude  Wasser  aufnehmen)  und  Vergleichung  der- 
selben mit  der  betrefi'enden  Formel  (2). 

Her  Contractionscoefficient  n wird  durch  Strahlenmessungen 
gefunden,  wie  solche  u.  A.  namentlich  von  Bossut,  Borda,  Hachette, 
Poncclct  und  liOsbros,  und  von  Weisbach  ausgefUhrt  wurden  (ver- 
mittels zugespitzter  Schrauben,  die  an  verschiedenen  Stellen  ringsum  gegen 
die  Oberfläche  des  Strahls  allmählig  bis  zur  Berührung  vorgeschraubt 
werden).  Solche  Messungen  werden,  wenn  die  Mündung  nicht  kreisförmig 
ist,  durch  den  Umstand  erschwert,  dass  die  Querschnittsänderung  des  Strahls 
wesentlich  auch  in  einer  Gestaltsänderung  besteht,  die  oft  sehr  eigenthüm- 
licher  und  coniplicirter  Art  ist,  deren  Hauptcharakter  in  einer  i)eriodisch 
wiederholten,  wenigstens  theilweisen  Umkehrung  der  Lage  besteht  der  Art, 
dass  an  die  Stelle  der  stärksten  Krümmung  des  Umfangs  die  der  schwächsten 
Krümmung  zu  liegen  kommt  und  umgekehrt.  Ein  länglicher  Querschnitt 
geht  in  einiger  Entfernung  in  einen  anderen  länglichen  Querschnitt  über, 
dessen  lüngenrichtung  senkrecht  zur  früheren  gerichtet  ist;  die  Ecken 
eines  polygonalen  Querschnitts  werden  durch  bogenförmige  Seiten  abge- 
stumpft, welche  allmählig  so  anwachsen,  dass  ein  neuer  polygonaler  Quer- 
schnitt entsteht,  dessen  Ecken  den  Mitten  der  Seiten  des  früheren  Quer- 
schnitts entsprechen  u.  s.  w.  Hiesen  periodischen  Gestaltsänderungen  des 
Querschnitts  entsprechend  besteht  auch  die  Grössenänderung  desselben 
nicht  nur  in  einer  einmaligen  Contraction;  in  geringerem  und  abnehmendem 
Grade  folgen  derselben  Anschwellungen  und  abermalige  Contractionen  bis 
der  Strahl  mehr  und  mehr  zerrissen  wird  und  sich  in  einzelne  Tropfen 
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auflöst;  nach  Sa  wart  dauert  auch  in  iliueii  die  periodische  Detoruiation 
nocli  fort,  indem  sie  abwechseluiifrsweise  verlängerte  und  abgeplattete 
Sphäroide  darstellen.  Die  gemeinschaftliche  strömeude  Bewegung  der 
Wasscrtheilchen  wird  also  offenbar  von  transversalen  Schwingungen  be- 
gleitet, welche  ausser  von  dem  seitlichen  Zufluss  zur  Mündung  und  von  der 
dadurch  bedingten  Ungleichförmigkeit  der  Pressung  in  den  Querschnitten 
ohne  Zweifel  auch  wesentlich  von  den  Molekularkräften,  nämlich  vom  Co- 
häsionsdruck  an  der  Oberfläche  mit  abhängeii,  der  nach  §.  59,  Gl.  (4)  mit 
deren  Krümmung  sich  ändert  und  dort  als  einwärts  gerichtete  Kraft  den 
grössten  Werth  hat,  wo  die  Oberfläche  am  stärksten  nach  aussen  convex 
gekrümmt  ist 

Der  Geschwindigkcitscoefficient  kann  durch  Vergleichung 
des  beobachteten  Werthes  von  « mit  der  betreffenden  Formel  (2)  gefunden 
werden.  Zur  mittelbaren  Bestimmung  von  m in  einem  gegebenen  Falle 
dient  dabei  die  Messung  der  Coordinaten  eines  Punktes  der  parabolischen 
Mittellinie  des  frei  ausfliessenden  Strahls,  wenn  der  Richtungswinkel  ip 
von  u gegen  den  Horizont  (positiv,  wenn  u schräg  abwärts  gerichtet)  be- 
kannt ist,  oder  besser  zweier  Punkte,  um  den  anderweitig  kaum  genan 
messbaren  Richtungswinkel  ip  auf  solche  Weise  mit  zu  bestimmen.  Wenn 
nämlich  vom  Schweq)iinkt  dos  kleinsten  Querschnitts,  also  von  dem  Punkt 
aus,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  = u ist,  die  Coordiiiatenaxen  der  x 
und  y so  gezogen  werden,  dass  die  a;-Axo  die  Richtung  der  Ilorizontalcuni- 
l)ünente  = ucostp  der  Austtussgeschwindigkeit  hat  und  die  y-A.\c  vertical 
abwärts  gerichtet  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Mittellinie  des  Stralils  ab- 
gesehen von  dem  auf  mässige  Entfernung  unmerklichen  Einfluss  des  Luft- 
widerstandes) 


y - xl(j  ip  + 


X 

indem  t — die  Zeit  ist,  in  welcher  eine  Bahnstrecke  mit  der  Ilori- 

M COg  l/> 

zontalprojection  x durchlaufen  wird,  und  y aus  zwei  Thcilen  be.steht,  welche, 
bezielmugswciso  — uginip.t  und  = der  anfiluglichen  Verticalge- 

schwindigkeit  und  der  Schwcrewirknng  entsprechen.  Aus  Gl.  (ft)  folgt 


H — X 


1 J (ff^tp 

y — Xtgtf) 


in 


Sind  nun  r, , y,  und  x^,  y^  die  gemessenen  Coordinaten  zweier  Punkte  der 
Mittellinie  des  Strahls,  so  ist  nach  Gl.  (ft) 
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y-i ^2  ^y  »/  ’ 


also 


tun'  ^ 


J-o'V,  — -ri'yM 
Ä",  — X]) 


hitTuiit  timk't  man  m uacli  Gl.  (4),  woim  darin  ausserdem  r,  und  y^  oder 
/j  und  für  x und  y gesetzt  werden.  Mit  »/)  — 0 ist 


doch  wird  es  besser  sein,  den  von  Null  vielleicht  etwas  abweichenden 
Werth  von  \p  nach  Gl.  (5)  zu  bestimmen  auch  wenn  die  Mündung  sich  in 
der  verticalen  Seitenwand  eines  Gefilsses  befindet.  l)ergl.  Messungen  lassen 
übrigens  nur  bei  kreisförmigen  Strahhiuerschnitten  eine  grössere  Genauig- 
keit zu  und  sind  unter  solchen  Umständen  u.  A.  besonders  von  Rossut, 
Venturi,  Michclotti,  Castel,  Boileau  und  Weisbach  zur  Bestim- 
mung von  u,  also  von  gp.  benutzt  worden. 

Inwiefern  endlich  auch  Messungen  des  Reactionsdrucks  zur  Bestim- 
mung der  in  Rede  stehenden  Coefficienten  dienen  können,  ist  schon  in 
§.  t«)  erwähnt  worden.  — 

In  den  folgenden  Paragraphen  sind  die  für  kreisförmige  und  Recht- 
eckige Mündungen  im  engeren  Sinn  (Wandöffnungen)  und  für  kurze 
Ansatzröhren  (Mundstücke)  von  kreisförmigem  Querschnitt  gefundenen 
Werthe  der  Coefficienten,  insbesondere  des  am  häufigsten  bestimmten 
.\usflnsscoefficienten  //  angegeben.  Sie  gelten  für  den  P'all,  dass  der  Aus- 
fluss in  die  freie  Luft  stattfindet,  wenn  er  nicht  ausdrücklich  als  Aus- 
fluss unter  Wasser  bezeichnet  ist,  oder  auch  im  I’all  einer  rechteckigen 
Mündung  als  Ausfluss  in  ein  Ansatzgerinuc;  darunter  wird  ein  Gerinne 
verstanden,  welches,  indem  sein  Boden  und  seine  verticalen  Seitenwilndo 
sich  an  den  unteren  Rand  und  an  die  Seitenränder  der  Mündung  an- 
schliessen,  das  freie  Niederfallen  des  ausfliessenden  Strahls  verhindert. 
.\nch  ist  bei  denjenigen  Coefficienten,  welche  für  den  Ausfluss  aus  Mün- 
düngen  im  engeren  Sinne  gelten,  sofern  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich 
bemerkt  wird,  immer  eine  sogenannte  Mündung  in  der  dünnen  Wand 
vorausgesetzt,  wie  solche  bei  den  Versuchen  durch  Abschrägung  der  Ränder 
nach  aussen  (P'ig.  31)  hergestellt  zu  werden  pflegt,  um  das  Anlegen  des 

Fig.  31.  Strahls  an  die  Umfassungsflächo  der  Wandöffnung  zu 
hindern  und  somit  die  Resultate  von  nebensächlichen 


Einflüssen  möglichst  frei  zu  erhalten. 

Der  Ausflusscoefficient  //  = «y  ist  beim  Ausfluss 
aus  Mündungen  vorwiegend  vom  Factor  a abhängig; 
beim  Ausfluss  aus  Ansatzröhren  kann  er  zwar  vorwiegend 
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von  <f  abliängcu  oder  gar  « — 1,  also  //  — (p  sein,  allein  der  Coefticient 
f/i  pflegt  dann  hauptsächlich  durch  die  innere  Contraction  bedingt  zu 
sein,  welche  der  Strahl  nach  dem  Einfluss  in  die  Röhre  vorübergehend  er- 
fährt bevor  er  sich  his  zum  vollen  Querschnitt  derselben  wieder  ausbreitet. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Umstände,  unter  welchen  die  (äussere  oder  innerej 
Contraction  stattflndet,  jtflegen  deshalb  verschi(‘dene  Fälle  nntcrschieden 
zu  werden.  Offenbar  ist  die  Contraction  um  so  bedeutender  (der  ('ontrac- 
tionscoeflicieut  um  so  kleiner),  je  grösser  der  Winkel  p ist,  um  welcher 
die  am  Rande  der  Mündung  zufliessenden  Wassertheilchen  von  ihrer  Rewe- 
gungsrichtung  abgeleukt  werden  müssen,  bevor  sie  den  kleinsten  Querschnitt 
des  coiitrahirten  Strahls  normal  durchströmen.  Sofern  dieser  Winkel 
zwischen  den  Grenzen  ü und  IHU®  liegen  kann,  soll  der  mittlere  Fall,  dass 
ringsum  q = 90“  ist  (wie  bei  einer  Mündung  au  einer  mittleren  Stelle  in 
einer  verhältnissmässig  grossen  ebenen  Wandi,  als  normale  Contraction 
bezeichnet  werden;  die  Contraction  heisse  geschwächt  oder  verstärkt, 
jenachdem  p C 90“  oder  p )>  90®  ist.  Schwächung  der  Contraction  kann 
insbesondere  auch  bei  Mündungen  in  ebenen  Wänden  (resp.  Schwächung 
der  inneren  Contraction  bei  Mundstücken,  die  sich  an  Oeffniingen  in 
ebenen  Wänden  anschliesscu)  dadurch  verursacht  werden,  dass,  wenn  die 
Wand  nicht  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Oeffnuug  ist,  rings  um  letz- 
tere herum  ein  gewisser  Theil  des  Wassers  an  der  strömenden  Bewegung 
nicht  Theil  nimmt,  wie  bei  in  Fig.  32,  so  dass  dann  ixu  der  Grenzfläche 
zwischen  d(?m  strömenden  und  dem  nicht  strömendeu 
(ruhenden  oder  nur  wirbelfirmig  schwach  bewegten) 
Wa.sser  das  erstero  ähnlich  wie  durch  eine  feste 
Wand  mehr  oder  weniger  schräg  gegen  die  Mündung 
hin  geleitet  wird,  ln  einem  solchen  Falle  pflegt  die 
geschwächte  Contraction  auch  unvollkommen  genannt  zu  werden  m 
Gegen.satz  zur  vollkommenen  oder  normalen  Contraction,  bei  der  die 
ebene  Wand  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Oelfnung  ist. 

Bei  diesen  Begritfsbestimmungen  ist  ein  ringsum  gleicher  oder  wenig- 
stens nur  wenig  verschiedener  Werth  des  Winkels  p vorausgesetzt,  so  dass 
es  sein  Mittelwerth  für  den  ganzen  Umfang  der  Mündung  resp.  des  Anfangs- 
querschnitts des  Mundstückes  ist,  welcher,  jenachdem  er  <(  90“ oder  = 90“ 
oder  )>  90“  ist,  den  Charakter  der  Contraction  bestimmt.  Indessen  kann 
auch  p für  verschiedene  Theile  des  Umfangs  so  wesentlich  verschieden 
sein,  dass  dadurch  ein  verschiedener  Charakter  der  Contraction  bedingt 
wird,  dass  sie  z.  B.  theilweisc  normal,  theilweise  geschwächt  oder  verstärkt 
ist,  wie  bei  einer  Mündung  in  der  Nähe  des  Hundes  einer  ebenen  Wand, 


Fig.  a*. 

A ■ J| 
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yder  wenn  die  Gefässwaud  an  verschiedenen  Theilen  des  Umfangs  unter 
wesentlich  verschiedenen  Winkeln  gegen  die  MUndungsebcue  geneigt  ist. 
Wenn  insbesondere  der  Winkel  p für  einen  Theil  des  Umfangs  = Null 
ist  und  somit  hier  keine  Contraction  statttiudet  (wie  z.  B.  am  unteren,  iin 
horizontalen  Gefii.sshodcn  liegenden  Hände  einer  rechteckigen  Oeffuung  in 
der  verticalen  cbciieii  Seitenwand  eines  Gefitsses),  so  heisst  die  auf  die 
ganze  Mündung  bezogene  Contraction  partiell  oder  unvollstümlig.  — 

.\ls  fast  allgemein  gültiges  Gesotz  hat  sich  ergehen,  dass  in  solchen 
Fällen,  in  denen  der  Ausflusscoefficieirt  vorwiegend  durch  die 
^äussere  oder  innere)  Contraction  bedingt  wird,  derselbe  um  so 
grösser  ist,  je  kleiner  die  Mündung  A und  je  kleiner  die  wirk- 
same Druckhöhe  ll  ist.  Bei  Mündungim  im  engeren  Sinn  ist  er,  falls 
sie  eine  längliche  Form  haben,  grösser,  als  unter  sonst  gleichen  Umstanden 
für  gleiche  Werthe  von  A und  JI)  bei  solchen  Mündungen,  die  sich  einer 
regnlären  Form,  insbesondere  der  Kreisform  nähern;  und  für  den  .\ustiuss 
unter  Wasser  wurde  er  von  Weisbach  um  etwas  über  1 Procent  kleiner 
gefunden,  als  für  den  AusHuss  in  die  freie  Luft.  Speciellerc  .Vbhängigkeits- 
gesetze  der  betreffenden  Coefticienten  für  besondere  I-'ülle  enthalten  die 
folgenden  Paragraphen. 


§.  Kreisnirmlge  Miliidungen. 

Der  Ausfluss  des  Wiissers  aus  kreisförmigen  Mündungen  in  der  dünnen 
Wand  lässt  von  vorn  herein  die  einfachste  und  deutlichste  Gesetzmässig- 
keit der  Erscheinungen  erwarten,  weshalb  es  auch  abgesehen  von  dem  un- 
mittelbaren tecbnischen  Interesse  dieses  Falles  gerechtfertigt  ist,  dass  die 
Versuche  sich  mit  Vorliebe  auf  ihn  bezogen  haben,  insbesondere  auf 

1)  den  Fall  der  normalen  ('ontraction,  d.  h.  einer  Mündung,  ilio 
sich  an  einer  mittleren  Stelle  in  einer  grosseren  ebenen  Wand  befindet. 
Wiederholt  und  übereinstimmend  ist  dabei  constatirt  worden,  dass  der 
-Vusflusscoefficient  //  um  so  grösser  ist,  je  kleiner  der  Durchmesser  d der 
Mündung  und  die  wirksame  Druckhohe  7/.  So  fand  Weisbach 

für  d — 0,01  0,02  0,03  0,01  Mtr. 

und  JI  = 0,25  Mtr.  //  .=  0,t)37  0,022  0,022  0,014 

n = 0,0  „ //  = 0,028  0,021  0,014  0,007. 

Bei  anderen  Versuchen  von  Weisbach  ergab  sich  für  d — 0,01  Mtr.  und 
II  — 0,020  0,101  0,202  13,57  103,58  Mtr. 

=r  0,711  0,005  0,041  0,032  O,0OO. 
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0,7  li 


Diese  Wcrthc  von  //,  welche  freilich  nach  den  letzteren  Versuchen 
merklich  grösser  sind,  als  nach  den  erstercn  für  gleiche  Werthe  von  d und 
Jl,  entsprechen  im  Mittel  ungefähr  der  empirischen  Formel 

H — 0,G  + ’ , — 0,74  (1> 

0,5  + yjf 

Mehrfachen  Messungen  zufolge  erlangt  der  contrahirte  Strahl  seinen 
kleinsten  Querschnitt  in  der  ungefähren  Entfernung  = 0,.5rf  von  der 
Mündungsebene,  und  ist  der  Durchmesser  dieses  kleinsten  Querschnitts  iin 
Mittel  — 0,84,  also  der  routractionscoefticient  « — 0,(')4. 

Der  Geschwindigkcitscoefticient  wurde  für  mittlere  Münduugsweiten 
uud  Druckhühen 

(f  --  0,97  bis  0,98 

gefunden,  entsprechend  ^ ^ — 1 = 0,003  „ 0,041 

und  mit  a = 0,04  : ,«  --  0,621  „ 0,027. 

Das  Abhilngigkeitsgesetz  von  « ist  natürlich  mit  demjenigen  von  fi  im 
Wesentlichen  identisch;  indem  aber  (f>  mit  der  Druckhöhe  etwas  zuzu- 
nehmen scheint,  muss  daun  « mit  wachsender  Druckhöhe  noch  etwas  mehr 
abnehmen,  als  //.  — 

2)  Geschwächte  und  verstärkte  Contraction.  Die  Abhängig- 
keit des  Contractionsgrades  vom  Ablenkungswinkel  (>  (§.  82)  der  am  Rande 
der  Mündung  zufliessenden  Wassertheilchen  hat  namentlich  Weisbach 
näher  fcstgestellt  durch  die  Bestimmung  des  Coefficienten  //  für  Kreisniün- 
dungen  in  mehr  oder  weniger  conisch  gegen  dieselben  nach  aussen  oder 
innen  zulaufenden  Gefasswändeu  (Fig.  33);  die  Uebcrgangsstellen  der 
Fi«.  »3.  ebenen  Geläs.swand  in  diese  conischen  Au- 

Sätze  wurden  abgerundet,  um  etwaige  Wider- 
f j stände  durch  plötzliche  Richtungsänderuugen 

I ^ des  zufliessenden  Wassers,  bei  kleinen  Wer- 

^ 'on  P namentlich  auch  eine  etwaige 

i innere  Contraction  zu  vermeiden.  Die  NVeito 

y 

der  Mündung  betrug  0,02  Mtr.,  die  Druck- 
höhe 0,3  bis  3 Mtr.  Folgende  Tabelle,  in  der  R einen  rechten  Winkel 
und  den  Werth  von  /z  für  (>  = Ä — 90"  bedeutet,  cntliält  die  durch- 
schuittlicheu  Versuchsresultate;  der  Werth  von  ist  in  guter  Ueberein- 
stimmung  mit  Gl.  4),  nach  welcher  //  = 0,032  wäre  für  4 = 0,02  Mtr. 
und  7/  0,9  Mtr. 
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( 

/' 

/•u 

ii 

'1 

Q 

/i 

,«0 



0 

0 

U,900 

1,52« 

'!  J{ 

IK)" 

0,032 

1,000 

5»// 

0,9411 

1,501 

1|  "UJt 

112’// 

o,(')(h; 

0,959 

'Ult 

11'// 

0,924 

1,402 

:!  "Ult 

135“ 

0,577 

0,913 

’ . Jt 

22'// 

0.8H2 

1,395 

V,R 

1.57'// 

O.iVlO 

0,804 

'UJt 

45“ 

0,75.1 

1,191 

■m 

. I.SO“ 

0..541 

0,850 

\ Jt 

07'// 

0,084 

1.082 

l 

Ira  Falle  q = 0 ist  « = 1,  also  //  = = (f  ; unter  der 

Yoraussct/ung,  dass  dieser  Geschwiiidigkeitseoefticient  in  den  versebicdeneii 
Fällen  gleich  ist,  wäre  der  Contractionscoefticient 

(t  = ^ , insbesondere  für  o — 180“:  a = 0,5G 

0,yöG  ^ 

in  der  Tbat  nur  wenig  grösser,  als  der  Minimalwertb  u = 0,5,  welcher 
nach  der  Untersuchung  in  §.  80  dem  Grenzfall  einer  inneren  cylindrischen 
Ansatzröhre  von  verschwindend  kleiner  Wandilickc  entsiiricht.  Für  den- 
selben Fall  fand  Borda:  //  = 0,515,  Bidonc:  //  = 0,555;  mit  Rück- 
sicht auf  das  bei  uormahT  Contraction  constatirte  Aendernngsgesetz  von  [i 
lässt  sich  erwarten,  dass  die  Grenze  0,5  um  so  mehr  erreicht  wird,  je 
gnlsser  d und  Jf  sind. 

Iler  Geschwindigkeitscoefticient  wird  durch  die  etwas  grössere  Rei- 
bung des  Wassers  an  der  Wand  des  Ansatzes  im  Vergleich  mit  einer  ganz 
ebenen  Geliisswaud  vermuthlich  nur  wenig  verkleinert,  so  dass  die  Werthe 
von  //  = (f<  für  — 0,  d.  h.  im  Falle  einer  cylindrischen  und  mit  all- 
mähliger  Abrundung  in  die  ebene  Gi  fllsswand  übergehenden  äusseren  An- 
satzröhre nngefilhr  auch  den  Geschwindigkeitscoefticienten  für  kreisförmige 
Mündungen  in  der  ebenen  Wand  gleich  gesetzt  werden  können;  Weis- 
hach  fand  diese  Grösse  wachsend  mit  Jf: 

fl  — ff)  — 0,‘JG  bis  0,98 
für  II  — 0,3  „ 3 Mtr. 

und  = 0,99  für  sehr  grossd  Werthe  von  Jf. 

Die  in  der  obigen  Tabelle  hinzugefUgten  Werthe  des  Verhältnisses  ' - , 
welche  Zcuner  in  der  Formel 

=r  1 + 0,33214  -f  0,1CG72cmV  (2) 

r 0 

zusammengefasst  hat,  können  zur  Bestimmung  von  fi  für  solche  Fälle 
dienen,  in  denen  //^  einen  von  obigem  verschiedenen  Werth  hat.  — 
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3)  Unvollkommene  Contraction.  Die  Mftndnng  = A befinde 
sich  in  der  Mitte  einer  gleichfalls  kreisförmigen  ebenen  Wand  = F,  an 
die  sich  ringsum  rechtwinklig  eine  cylindrische  Wand  anschliesst,  so  dass 
also  auch  F der  Querschnitt  ist,  mit  welchem  das  Wasser  im  Gefäss  (res[i. 
in  einer  Köhre^  der  ebenen  Wand  zufliesst  (Fig.  32).  In  diesem  Falle  kann 
nach  Versuchen  von  Wcisbach  gesetzt  werden: 

//  — (/Jl  .}^  0,043(14(14,821''  — 1)]  mit  ” = y • • • ^3), 

unter  //„  den  AusHusscoefticienten  verstanden,  welcher  unter  übrigens 
gleichen  Umständen  bei  vollkommener  Contraction  («  = 0)  gelten  würde. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  von  , welche  verschiedenen  Wer- 

then  von  n entsprechen. 


n 

//  1 

/^ü  ' 

1 

1 " 1 

Po 

1 

n 1 

J‘  ! 
Po 

n 1 

Ji 

Pd 

1 

0 

1,(XHI 

0.25 

1,015 

0,5  ‘ 

1,134 

0,75 

1,303 

0,03 

1,007 

0,3 

1,059 

0„55 

1,1Ö1 

0,8 

1,351 

0,1 

1,014 

0,33 

1,075 

O.G 

1,189 

0,85 

1,408 

0,15 

1,023  1 

0,4 

1,092 

0,G5 

1,223  i 

0,9 

1,471 

0.2 

1,034  : 

0,45 

1,112  1 

0,7  ^ 

1,260  1 

0,95  I 

1,546 

Wenn  die  Mündung  A sich  nicht  in  der  Mitte  der  ebenen  Wand  F 
befindet,  oder  wenn  letztere  nicht  kreisförmig  ist,  so  lässt  sich  kaum  eine 

u A 

wesentlich  andere  Beziehung  zwischen  - und  n = erwarten;  wenn 

/^u  ^ 

aber  die  ebene  Wand  F einen  nach  aussen  convergenten  Gefössausatz  al>- 
schliesst,  so  dass  die  Bahnen  der  im  Goßlss  ihr  zuströmenden  Wasser- 
theilchen  schon  in  grösserer  Entfernung  von  der  ebenen  Wand  convergiren, 
so  kann  dadurch  (i  ohne  Zweifel  merklich  verkleinert  werden.  — 

4)  Partielle  Contraction  ist  bei  kreisförmigen  Mündungen  kaum 
von  technischem  Interesse.  Es  liegen  darüber  Versuche  vor  von  Bidone, 
nach  welchen  gesetz  werden  kann: 

//  = //„(l  + 0,128p)  (4), 

wenn  p das  Verhältniss  desjenigen  Theils  des  Umfangs,  an  dem  die  Con- 
traction aufgehoben  ((>  = 0)  ist,  zum  ganzen  Umfange,  und  //„  den  .lus- 
flusscoefficienteu  bei  vollständiger  Contraction  (p  = 0)  bedeutet;  auch  ist 
vorausgesetzt,  dass  an  dem  Theil  des  Umfangs,  an  welchem  die  Contraction 
nicht  aufgehoben,  dieselbe  normal  ((>  — 90“)  ist.  Uebrigens  wird  die 
Formel  um  so  weniger  zuverlässig,  je  mehr  sich  p der  Einheit  nähert. 
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^.84.  Rechteckige  MUndungren. 

Die  umfassendsten  Versuche  über  den  für  die  Praxis  besonders  wich- 
tigen Fall  des  Ausflusses  aus  rechteckigen  Seitenöffnungon  mit  zwei  verti- 
calen  Seiten  = a und  zwei  horizontalen  Seiten  = h wurden  auf  Veran- 
lassung des  französischen  Kriegsministeriunis  in  Metz  unter  Benutzung  der 
Festungsgräben  und  des  Moselwassers  daselbst  18:28  und  182‘J  von  l’on- 
celet  und  Leshros  angestellt  und  später  1829  bis  1834  von  Lesbros 
allein  fortgesetzt.  Jene  gemeinschaftlichen  Versuche*  bezogen  sieh  haupt- 
sächlich auf  den  Fundamentalfall  der  vollständigen  und  normalen  Contrac- 
tion  beim  freien  Ausfluss  in  die  Luft  durch  Mündungen  in  der  dünnen 
Wand  von  h = 0,2  Mtr.  Breite  und  verschiedenen  Höhen  bis  a = 0,2  Mtr. 
l)ci  verschiedenen  Höhen  des  Oborwasscrspiegels  über  dem  oberen  Rami 
der  Mündung  bis  = 1,8  Mtr.  Die  zahlreichen  (Uber  2000)  späteren 
Lesbros’schen  Versuche**  umfassten  auch  viele  andere  Fälle,  von  denen 
im  Folgenden  die  Rede  sein  wird. 

1)  Die  Contraction  kann  als  normal  vorausgesetzt  werden,  wenn  die 
Kntfernung  der  Seitenränder  der  Mündung  von  den  betreffenden  Seiten-  / 
rändern  der  ebenen  Wand,  in  der  sie  sich  befindet,  wenigstens  = 2,7A, 
und  wenn  die  Entfernung  des  unteren  Randes  der  Mündung  vom  Boden 
lies  .Vusflussgefilsscs  wenigstens  2,7«  ist;  eine  weitere  Vergrös-serung 
dieser  Entfernungen  hat  dann  nach  Lesbros  keinen  merklichen  Einfluss 
mehr  auf  den  Ausflusscocfficiontcn.  Die  Werthe  dos  letzteren,  durch  Inter- 
polation aus  den  nnmittelharen  Resultaten  der  Fuudamentalversuche  von 
Poncclet  und  Lesbros  und  aus  späteren  Versuchen  mit  0,0  Mtr.  breiten 
Mündungen  abgeleitet  und  bis  zu  = .3  Mtr.  ergänzt,  sind  in  der  fol- 
genden Tabelle  enthalten.  Es  beziehen  sich  diese  Werthe  von  auf 
die  einfache  Formel  (3),  §.  79,  in  welcher  wegen  'p^^  — -p  hier  1!  — h 
a 

— + TT  Hohe  des  Oherwasserspiegels  über  dem  Mittelimnkt 

der  Mündung.  Dabei  ist  die  Höhe  an  einer  solchen  Stelle  in  einiger 
Entfernung  von  der  Ausflusswand  gemessen,  wo  die  Wa.sseroherfläche  noch 
nicht  merklich  abwärts  gegen  die  Wand  gekrümmt  ist  und  das  Wasser  als 
ruhend  = 0)  vorausgesetzt  werden  kann.  Unniittidhar  an  der  Wand 
gemessen  ist  K kleiner,  und  würde  hei  Benutzung  dieses  kleineren  Werthes 

* Poncclet  et  Lesbros,  Experienres  hydrauliiines  etc.  Paris  1832.  . 

**  Expericnces  hydrauliipics  snr  les  lois  de  recouleraent  de  Feau  etc.,  par 
M.  Lesbros,  colonel  du  gdmie.  Paris  1851. 

Orasbof,  Lbeuret.  MadobiunnltOire.  1,  29 
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der  Coofticicuf  //  ciitsprcclicnd  grösser;  erst  ungcfillir  mit  Aj  > 0,2  Mtr. 
hört  dieser  Umstund  auf,  die  .3^®  Decimalstelle  des  Werthes  von  ft  beein- 
flussen zu  können. 


I 


,1 

II 


Mündungsliöhen  in  Metern. 


ht 

Mtr. 

h = 0.2  Mtr. 

h = 0,0  Mtr  j 

0,01 

0,02 

0,03 

0,05 

0,1 

0,2 

0,02 

0,2  1 

0,01 

0,701 

0,000 

0,030 

0,007 

»» 

0,044 

’’  1. 

0.01,0 

0,007 

0,0(!0 

0,032 

0,012 

0,593 

T» 

0,044 

!' 

0,02 

0,004 

0,0.59 

0,034 

0,015 

0,590 

0,572 

0.(’)43 

!l 

0,(W 

0,0«H 

0,059 

0.03« 

0,620 

0,000 

0,578 

0,042 

0.593  j| 

0,04 

0,083 

0,058 

0,040 

0,023 

0,003 

0,582 

0,042 

0.595  f 

0,05 

0,070 

0,0.58 

0,640 

0,025 

0,005 

0..585 

0,041 

0„597 

0,00 

0,070 

0,057 

0,040 

0,027 

0,007 

0..587 

0,041 

0.599  ,, 

0.07 

0.073 

0,056 

0,039 

0,028 

0,(X)9 

0,.5«8 

0.040 

O.tkK)  , 

0,08 

0.070 

0,0.50 

0,038 

0.029 

0.010 

0..589 

0,(M0 

0.001 

(1.00 

0.60« 

0,055 

0,G37 

0,029 

0,010 

0.591 

0.039 

0,001 

0,10 

0.0(W 

0.0.54 

0,037 

0,030 

0,011 

0,592 

0,039 

0,0t  || 

0,12 

0.003 

0,053 

0,G36 

0,(>30 

0,012 

0,593 

0,03« 

0,(kl3  1 

0,14 

0,000 

0.(i51 

0,ü35 

0,030 

0,613 

0,595 

0.037 

0,C)03 

0,10 

0,058 

0,050 

0,034 

0,631 

0,014 

0,590 

0.037 

o,(kV4 

0,1« 

(*,6r>7 

0,049 

0,034 

0,030 

0,015 

0,597 

0,(V40 

0.005 

0.2 

0.0.55 

0,048 

0,033 

0,030 

0,015 

0.598 

0,035 

0,005 

0.25 

0,053 

0,046 

0,032 

0,630 

0,010 

0,599 

o,tm 

O.OtNi  p 

0,3 

0.0.50 

0,044 

0,032 

0,029 

0,010 

0,000 

0,033 

0,607  [ 

0.1 

0,047 

0,042 

0,031 

0,028 

0,017 

0,(k>2 

o,o;{i 

O,oo7  ' 

0,,5 

0,044 

0.040 

0,030 

0,028 

0,617 

0,003 

' o,o;4o 

0,607  1 

0.0 

0,042 

0,638 

0.030 

0,027 

0,617 

0,(k)4 

0,029 

o.ta)7  ^ 

0,7 

0,040 

0.037 

0,029 

0,627 

0,010 

0,004 

0,028 

0,CA)7 

0,8 

0,037 

0,030 

0,029 

0,027 

0.010 

0,005 

0,028 

0,600 

0,0 

0.(K15 

0,034 

0,028 

0,02t) 

0,015 

0,605 

0.027 

O.OOO  i 

1,0 

0,032 

0.033 

0,028 

0,020 

0,015 

0,(»5 

0,020 

o.tkß 

1.1 

0,020 

0.031 

0,027 

0,025 

0,014 

0,004 

0,020 

O.004 

1.2 

0,(i20 

0,628 

0,020 

0,024 

0.014 

0,(k»4 

0,025 

o.otd 

1,3 

0,022 

0.025 

0,024 

0,022 

0.013 

0,003 

0.024 

0.003  ' 

1,4 

0,018 

0,022 

0,022 

0,021 

0,012 

0,003 

: 0,024 

o,oo:i 

1,5 

0,015 

0,019 

0,020 

0,020 

0,011 

0.002 

1 0,023 

0.t‘)02 

1,0 

0,()13 

0,017 

0,018 

0,018 

0.011 

0,002 

1 0.023 

o.otri  i 

1.7 

0.012 

0,015 

0,010 

0,017 

0,010 

0,(M)2 

0,022 

0.(Ur2 

1,H 

0,012 

0,014 

0,015 

0,015 

0,(Xt9 

0.001 

0,021 

O.Ot»2  F 

1.0 

0,011 

0,012 

0,013 

0.014 

0,008 

0,001 

0,021 

0002  1 

2,0 

0.01 1 

0,012 

0,012 

0,013 

0,(‘p07 

0,001 

0,620 

o.oitt  r 

3,0 

0,(KI0 

0,010 

0,008 

0,006 

0,003 

0,601 

0,615 

0,001  X 
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Im  Ganzen  findet  sich  durch  diese  Tabelle  das  Gesetz  bestätigt,  dass 
[I  um  so  grösser  ist,  je  kleiner  fi  resp.  K und  A resj).  die  kleinere  Dimen- 
sion fl  ist,  welche  in  dieser  Hinsicht  (wie  überhanpt  die  kleinere  Dimension 
bei  länglichen  Mündungen)  als  massgebend  zu  betrachten  ist.  Wenn  sich 
namentlich  für  die  grösseren  Wertho  von  o eine  Abweichung  von  jenem 
Gesetz  insofeni  hcrausstellt,  als  fi  mit  wachsenden  Wertheu  von  A,  zunächst 
bis  zu  einem  Maximum  (in  der  Tabelle  durch  fetteren  Satz  hervorgehoben) 
wächst,  so  findet  dies  seine  b]rklärung  zum  Theil  darin,  dass  der  nach  §.  7‘J, 
Gl.(rt)  in  diesem  fi  enthaltene  Factor 


1 -/  = 


1 


1 


i 


um  so  mehr  <(  1 ist,  je  grösser  « und  je  kleiner  ist.  Z.  B.  im  Falle 
i = U,2  und  0 = 0,2  Mtr.  ist 


für  A»  = 0,02 : 
„ = 0,9  : 


und  = 0..589  schon  merklich  weniger  <r  O.GO.'j,  als  0,572.  Dazu 

0,971  p.  , 

kommt  u.  A.  der  Umstand,  dass,  je  kleiner  A,,  ist,  desto  mehr  das  Wasser 

vorwiegend  von  unten  der  Mündung  znfliesst  und  eine  .\bwcichnng  der 

mittleren  Ausflussrichtung  von  der  horizontalen  nach  oben  zur  Folge  haben 

kann;  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Schwerpunkt  des  kleinsten 

Ouersebnitts  des  contrabirten  Strahls  ist  dann  thatsächlich  etwas  A^  + i 

und  muss  sielt  fi  etwas  zu  klein  ergeben,  wenn  für  jene  Höhe  dieser  zu 
grosse  Werth  gesetzt  wird. 

Nach  Lesbros  wird  der  Ansflusscoefficient  vorwiegend  durch  die 
kleinere  Dimension  der  Mündung  (einerlei,  ob  Breite  oder  Höhe)  bestimmt 
der  Art,  dxss  sich  fi  nicht  wesentlich  ändert,  wenn  bei  gleichen  Werthen 
von  A das  Verhältniss  der  grösseren  zur  constant  bleibenden  kleineren  Di- 
mension zwischen  den  Grenzen  1 und  20  variirt.  Bei  ilen  Anwendungen 
pflegt  a <C  b zu  sein,  und  können  danach  die  Tabellenwerthe  auch  zur 
angeiiäherten  Bestimmung  von  //  für  andere  Werthe  von  b dieiuMi.  Die 
Vergleichung  der  Tabellenwerthe  für  b — 0,2  und  b = 0,G  Mtr.  bei 
n = 0,2  Mtr.  lässt  den  Grad  der  dabei  zu  erwartenden  Auuäbcruug  er- 

29* 
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kennon;  bei  « = 0,02  Mtr.  sind  die  Differenzen  grösser,  während  auch 

mit  = 80  der  oben  erwähnte  Grenzwerth  20  schon  überschritten  ist. 

0,02 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  ist  nicht  wesentlich  von  demjenigen 
verschieden,  welcher  unter  übrigens  gleichen  Umständen  für  den  .\usfluss 
aus  kreisförmigen  Mündungen  gefunden  wurde.  So  fand  z.  R.  Ucsbros 
im  Kalle  ft  = 0,0  Mtr.,  4 = 0,02  Mtr.  bei  4 = 1,55  Mtr.  den  Austtuss- 
coefticienl  [i  — 0,025  und  durch  Strahlenmessung  den  kleinsten  Querschnitt 
des  Contrahirten  Strahls  in  0,3  Mtr.  Entfernung  von  der  Mündung  ent- 
sprechend « = 0,038;  daraus  crgiebt  sich 


0,625 

w = - = 0,980. 

^ 0,038  ’ 


Die  bis  zum  Schwerpunkt  des  kleinsten  Querschnitts  gerechnete  Druckhühe 
war  = 1,570,  und  würde  sich  damit  ergeben: 


2)  Bei  den  technischen  Ausführungen,  insbesondere  bei  dem  Aus- 
fluss des  Wassers  aus  Schutzöffnungen,  pflcgon  die  Verhältnisse 
nicht  von  so  einfacher  Art  zu  sein  wie  bei  den  Versuchen,  welche  der 
obigen  Tabelle  zu  Grunde  liegen.  Die  Umschliessungsflächen  der  Wand- 
üffnuug  pflegen  nicht  nach  aussen  zu  divergiren  und  so  eine  scharfe  Kaute 
am  inneren  Rande,  eine  sogenannte  Mündung  in  dünner  Wand  (wie  Fig.  31) 
zu  bilden,  sondern  rechtwinklig  die  mehr  oder  weniger  dicke  Wand  zu 
schneiden,  so  dass  der  ausfliessendo  Strahl  mit  ihnen  in  Berührung  koiniueu 
kann  um  so  mehr,  als  seine  obere  Begrenzung  nicht  durch  die  Wand  selbst, 
somleni  durch  ein  von  oben  her  an  der  inneren  Wandfläche  mehr  oder 
weniger  vorgeschobenes  Schutzbrett  von  gewisser  Dicke  gehildet  wird.  So- 
fern dann  ausserdem  dieses  Schutzbrett  zwischen  Leisten  geführt  zu  sein 
pflegt,  die  längs  den  Seitenrändern  der  Mündung  in  gewissen  EntfernuuRiMi 
(=  dem  halben  Ueberschuss  der  Breite  des  Schutzbretts  über  die  Müii- 
diingsbreite  4;  hinlaufen,  auch  der  untere  Rand  der  Mündung  durch  eine 
solche  Leiste  eingefasst  sein  kann  als  Unterstützung  dos  ganz  niederge- 
lassenen Schutzbretts,  winl  dadurch  auch  eine  Schwächung  der  Contraction 
und  enfsi)rechonde  Vergrüsserung  des  Coefticienten  ft  verursacht,  Folgeiule 
Tabelle  eutbält  die  Werthe  für  solche  Fälle  mach  Versuchen  von  Lesbros. 
Dabei  betrug  die  Breite  der  Schutzöffnung  0,0  Mtr.,  die  Dicke  der  Wand, 
des  Schutzbrett,s,  der  Leisten  und  die  Entfernung  jeder  Leiste  vom  betref- 
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fciiilfn  Rande  der  Mündung  jo  0,05  Mtr.;  im  Falle  A waren  nur  die 
Seitcuräuder  durch  Leisten  eingefasst,  im  Falle  B auch  der  untere  Rand. 
Uebrigens  befand  sieb  die  Oeffnung  an  einer  mittleren  Stelle  einer  grös- 
seren verticalcn  Wand. 


1, 

A.i 

'!  (1  = 0,t)3  Mtr.  1 

I u = 0,05  Mtr.  j|  rt=*0,2Mtr.  i 

i rt  = 0,l.Mtr.  1 

1 Mtr. 

il  A 

li 

1 A 

'■  B [ A 

1 li  \ 
1 

A 

1 n 1 

li 

; 0,710 

0,694  1 

j 0,691 

0,664  II  0,6.31 

' 0,665  l|  0,598  * 

' 0,641  . 

0,696 

0,704 

1 0,685 

0,687  ' 0.640 

0,672  , 

0,»k>9 

0,653 

l!  0,24  ! 

: 0,694 

0,70«J  . 

0,684 

0,6!M1  ( 0,611 

0,674  ' 

0,612 

0,655  1 

l|  0,3  1 

; 0,692 

i 0,709 

! 0,683  1 

0,693  , 0,611 

0,675 

0,616 

0,050  1 

i 0,6  j 

' 0,6»8 

0,710  ' 

0,678 

0,695  " 0,640 

1 0,(>7G  1 

; 0,618  1 

0,649  ■ 

1 0,6«0 

0,704  ' 

0,673  , 

0,694  0,6.38 

0,674  1 

0,608  1 

0,632 

1 1,3 

' 0,678 

0,701 

1 0,672 

0,693  II  0,fW7 

0,673  . 

' 0,602  ; 

0,624  ' 

1,5  i 

' 0,676 

0,699  ' 

' 0,672 

0,692  ■ 0,637 

0,673 

1 0,598 

0,620 

'1  U 1 

1 0,676  1 

0,698  , 

j 0,672 

0,692  !|  0,tKl7 

0,672  i 

1 0..596  ! 

0,618 

li  ! 

, 0,675  ' 

Ü,6;i6  i 

1 0.671 

0,691  I 0,636 

0,671  . 

1 0,595  j 

0,615 

i 3,0 

! 0,672  1 

0,693  1 

1 0,669 

0,689  li  0,631 

0,669  I 

1 0,592 

0,611  1 

Für  einen  dritten  Fall,  bei  welchem  die  horizontale  untere  Leiste  des 
zweiten  Falles  dicht  am  unteren  Rande  der  Mündung  binlief,  cnt.sprocbcnd 
einer  Verdojipeluug  der  Wanddickc  daselbst,  ergaben  sich  fast  dieselben 
(höchstens  um  0,004  grösseren)  Wertbc  von  /z  wie  im  Falle  B.  — 

, 3)  Bei  unvollkommener  Contraction  unter  Umstünden  analog 

den  iin  vorigen  §.  unter  3;  für  kreisförmige  Mündungen  erwähnten  ist  mit 
Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungen  nach  Versuchen  von  Woishach 
zu  setzen: 

H = ^„[1  -f  0,076(9"  — 1)]  mit  n — (*)■ 

I>ie  W'erthe  von  - für  verschiedene  Wertho  von  n können  der  folgenden 
Ho 

Tabelle,  event.  durch  Interpolation,  entnommen  werden. 


n 

Mo 

n 

fl 

f‘o 

n 

fl 

fln 

n 

_ 

fl 

f>o 

0 

1,000 

0,25 

1,056 

0,5 

1,1  r>2 

0,75 

1,319 

0,05 

1,009 

0,3 

1,071 

1,178 

0,8 

1,365 

0,1 

1,019 

0,35 

1,088 

0,6 

1,20H 

0,85 

1,116 

0,15 

1,030 

0,4 

1,107 

0,(kj 

1,211 

0,9 

1,473 

0,2 

1,042 

0,45 

1,128 

0,7 

1,278 

! 0,95 

1,537 
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4)  lioi  partieller  Coutraction  kami  im  Mittel  nach  Versucheu 
von  liiduuo  mit  ((uadratisclicü  uud  von  Woisbach  mit  rechteckigen  MQu- 
dungeu  von  0,2  Mtr.  Breite  und  0,1  Mtr.  Hohe  gesetzt  werden  Bezeich- 
nungen wie  in  §.  8:5,  Gl.  4): 

//  = ,«ü(l  + 0,15n^i) (2). 


Dieselbe  kommt  hauptsächlich  in  der  Weise  vor,  dass  die  Contractiou  am 
unteren  Rande  ip  = ,-t-— oder  zugleich  an  den  Seitenränderii 

\ «rt  '2)0/ 


der  Mündung  aufgehoben  ist,  indem  diese  bis  zuiu 


/ 2«  -f-  Ä \ 

( D = , ,1  der  Mündung  aufgehoben  ist,  indem  diese  bis  zuiu 

\ 2«  4-  26/ 

Boden  des  Ausflussreservoirs  reicht  und  event.  zngleich  die  ganze  Brciti 
desselben  eiuuimmt. 


Bei  Versuchen  von  Lesbros  über  derartige  Fälle  wurden  zugleich 
verschiedene  Modificatioiien  der  Anordnung  mit  Rücksicht  auf  iiraktiselie 
Verhältnisse  und  Nebeuumstände  in  Betracht  gezogen.  In  den  folgende» 
zwei  Tabellen  sind  einige  der  für  Mündungen  von  0,2  Mtr.  Breite  gefun- 
denen AusHusscoefticieuten  enthalten.  Dabei  bedeutet 


A eine  Mündung  ohne  Kinfassuug  uud  in  solcher  Entfernung  vom  Kandi 
der  ebenen  MUuduugswand,  dass  die  Contractiou  als  normal  zu  be- 
trachten ist, 

B eine  Mündung,  welche  an  einem  Seitenraude  nur  0,02  Mtr.  von  einer 
rechtwinklig  gegen  die  MUuduugswand  stossendeu  Scitenwand  des 
Reservoirs  entfernt  ist,  so  dass  hier  die  Coutraction,  wenn  auch  nicht 
ganz  aufgehoben,  so  doch  in  hohem  Grade  geschwächt  ist, 

C eine  Mündung,  die  sich  au  beiden  Seiten  ebenso  verhält  wie  B an 
einer  Seite, 

1)  eine  Mündung  wie  G mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Seitenwändc 
des  Gefässes  nicht  rechtwinklig,  sondern  unter  Winkeln  von  15" 
gegen  die  MUuduugswand  stossen  und  gegen  einander  unter  90"  con- 
vergiren,  somit  eine  geringere  Schwächung  der  Seitencontractioii  u’r- 
iirsacheu,  als  im  Falle  t'; 

A\  B\  C',  J}'  sind  dieselben  Mündungen  wie  beziehungsweise  A.  B. 
C,  I)  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Coutraction  am  unteren  Rmde 
ganz  aufgehoben  ist,  indem  derselbe  im  Boden  des  Reservoirs  liegt. 
Die  Höhe  der  freien  WasseroberHäcIic  über  dem  oberen  Rand  der 
5Iündung  ist  wie  bei  der  Fund.imentaltabelle  unter  1)  in  einiger  Entfernuug 
von  der  Müudungswand  gemessen,  so  dass  auch  die  folgenden  Werthe  von  « 
für  den  Fall  A mit  den  entsprechenden  jener  früheren  Tabelle  überein- 


stimmen. 
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«1 

i; 

K 

i 

(j  = 0,05  Mir. 

I 

a = 

0,2  Mtr. 

1 

'1 

Mtr. 

! 

B 

C 1 1) 

i ^ 

1 B 

i ^ 

't 

U,02 

1 0,615 

0,627 

0,647 

0,631 

1 0,572 

0,587 

1 „ 

0..580  : 

0,05 

i 0,625 

0,6.30 

0,646 

o,o;)2 

0,585 

0..503 

0,1kJ1 

0,505  1 

i 

0,1 

0,630 

0,633 

0,645 

0,fi33 

1 0,502 

0,6tK) 

0,631 

0,601 

0,2 

0,630 

0,635 

0,642 

0,633 

i 0,508 

0,606 

0,632 

0,607 

0.5 

0,628 

0,634 

0,637 

0,632 

1 0,603 

0,610 

0,631 

0,611 

1,0 

0,626 

0,628 

0,635 

tt,627 

1 0,605 

0,611 

1 0,628 

0,612  i 

II 

1,5 

' 0,620 

0,622 

0,6;44 

0,621 

0,(k>2 

0.611 

0,627 

0,611  1 

1, 

2,0 

0,613 

0,616 

o,ta4 

0,615 

0,(k»l 

0,610 

0,626 

0,611 

1, 

3,0 

0,606 

1 

0,(K)0 

0,632 

(),6t)8 

0,(kil 

0.600 

' 0,624 

0.610  |i 

K 

a = 0.05  Mtr. 

rt  = 

1,2  Mtr. 

1 

Mtr 

1 

A- 

B- 

c>- 

V j A- 

li 

i 

. 1 

0,1  m 

0,664 

0,663 

„ 

0,(i78 

0,500 

Tt 

; .. 

»»  ' 

ii 

0,05 

0,OG7 

0,660 

0,600 

0,677 

0,tMI8 

0,622 

j 

0,6:36 

ii 

0.1 

0.6(i0 

0,674 

0,(W8 

0,677 

0,615 

0,628 

1 

0,630  1 

ii 

'' 

0.2 

0,670 

0,676 

0,<W7 

0,675  i 

0,621 

0,633 

0,708 

0,613  '! 

0,5  1 

0,(U»( 

0,676 

0,682 

0,671  i 

0,623 

0,6.36 

0,(W0 

0,614  !! 

ii 

1,0 

0,666 

0,672 

0,680 

0,670  , 

0,624 

0,637 

0,676 

0,612 

i 

Uo 

0,(>0o 

0,670 

0,678 

0,670  ' 

0,624 

0,637 

0,672 

0,641  !; 

2,0 

0,661 

0,670 

0,674 

0.660  1 

0,610 

Odj.36 

0,668 

0,610  [ 

i 

3,0 

0,662 

0,660 

0,673 

0,668  ' 

0,614 

0.634 

0,005 

0,638  l| 

Setzt  mau  für  die  Fülle  B,  C,  A',  If\  C' 

= /<o(l  + + ypt), 

unter  und  ph  die  Theilo  von  p vei-standeii,  wekhe  sich  auf  die  Seiten 

und  auf  den  unteren  Hand  der  Mündune  beziehen  u,,  — — r ^ *r  'i'“! 

® \'  2 (a  4-  h) 

a b \ 

I ,,  pi,  — — — r~T; /)  während  den  Werth  von  //  hoi  normaler 
a 0 '2  {a  bjJ 

('ontraetion.  d.  h.  für  den  Fall  A bedeutet,  so  timtet  man  die  Coefticienten 
X und  y zwar  merklich  abhängig  von  und  zwar  (abgesehen  von  einigen 
1'iiregelinäs.sigkciten)  der  Art,  dass  sie  mit  wachsenden  Werthen  von 
zunächst  abnehmeu  (bis  etwa  0,5  Mtr.)  und  dann  wieder  zunehmen; 

im  Durchschnitt  aber  kann  gesetzt  werden: 

-j-  ü,12/<„  -f“  ('4) 

in  befriedigender  Uebcrcinstimmung  mit  ül.  (2)  mit  Uücksicht  darauf,  dass 
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ilio  Seitcncoiitraction  bei  den  Lesb  ros 'sehen  Mündungen  nicht  gänzliili 
aufgehoben  wurde.  Den  Fällen  B und  T(  entsprechen  nahe  dieadben 
Werthe  von  //  wie  den  Fällen  B und  B' . — 

5)  Ausfluss  am  Ende  eines  Gerinnes.  — Wenn  sich  die  Müu- 
dung  in  einer  vcrticalen  ebenen  Wand  am  Ende  eines  Gerinnes  befindet, 
in  welchem  das  Wasser  mit  dem  Querschnitt  jener  Wand  zufliesst.  so 
kann,  wenn  nicht  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Mündung  A und  so- 

V 

mit  die  mittlere  ZuHussgeschwiudigkeit  — - im  Gerinne  nicht  ahr 

klein  im  Vergleich  mit  der  mittleren  Ausflussgeschwiiidigkeit  « ist,  die 
.\ustlussmenge  V nach  Gl.  (ly  in  §.79  berechnet  werden,  also  (mit  //=* 
für  den  gewöhnlichen  Fall  p„  — p)  nach  der  Formel; 


unter  //  den  Coefficienteu  verstanden,  welcher  uach  Gl.  (1)  dem  die  Un- 

A 

Vollkommenheit  der  Contraction  bedingenden  Verhältniss  n — ent- 

•^0 

8])ricbt,  und  unter  h die  Tiefe  des  Schwerpunktes  von  A unter  der  freien 
Wa.sserobertläche  im  Gerinne  an  einer  solchen  Stelle  verstanden,  wektie 
in  einiger  Entfernung,  von  der  Wand  liegt,  so  dass  das  Wasser  in  dem  bo- 

r , 

treffenden  Querschnitt  daselbst  die  mittlere  Geschwindigkeit  «„  = - w-- 

sitzt;  dass  die.se  Geschwindigkeit  hier  horizontal  ist,  wilhrend  «„  in  §.  7'J 
die  verticale  ObcrHächengeschwindigkcit  bedeutete,  kann  einen  principiellen 
Unterschied  offenbar  nicht  bedingen. 

Uebrigens  hat  Wcisbach,  um  die  Rechnung  zu  vereinfachen  und  den 
besonderen  Umstünden  dieses  Falles  noch  zuverlässiger  auf  Gruud  der  Er- 
fiihrung  zu  cntsi)rechen,  durch  besondere  Versuche  den  Coefticienteu  p 
ilcr  Formel 

r=  i/AV'Jffh 

erinittell  und  denselben,  dessen  rationelle  Bedeutung  nach  Gl.  (4) 



Vi -(//«)== 

ist,  unter  //  den  Werth  nach  Gl. (ly  verstanden,  der  folgenden  empirischen 
Formel  ents])rechend  gefunden: 

It  = 1«»(1  + 0,641»*} 
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falls  » 0,.5  ist;  dabei  bedeutet  //„  den  Coeflicionteii  für  normale  Con- 

fraction  unter  übrigens  gleichen  Umständen,  und  wurde  A in  1 Mtr. 
F.ntfcrnung  von  der  Wand  gemessen.  Es  ist  wesentlich,  dass  dieser 
letztere  Umstand  auch  bei  der  Anwendung  von  Gl.  (6)  berücksichtigt  werde; 
der  Widerstandshöhe  für  die  1 Mtr.  lange  Strecke  des  Gerinnes,  weiche 
iii  dem  so  verstandenen  h enthalten  ist,  muss  es  haui)tsächlich  zugeschrieben 
werden,  wenn  sich  der  Coefticient  ft'  nach  Gl.  (G)  kleiner  ergiebt,  als  nach 
Gl.  (5),  meistens  selbst  kleiner,  als  //  nach  Gl.(l).  — 

Beispiel.  Zur  Messung  der  Wassermeuge  V,  welche  pro  Sec.  durch 

ein  0.8  Mtr.  breites  Gerinne  tliessL,  werde  am  Ende  dessellien,  so  dass  der 

ei(f.  34.  Strahl  frei  ausfliessen  kann,  eine  verticale  ebene 

i Wand  eingesetzt  mit  einer  rechteckigen  üeffnung 

■* — — ■*  ^ von  0.5  Mtr.  Breite  und  0.3  Mtr.  Höhe,  deren  un- 

1 r-  ’ ’ ’ 

tere  Seite  um  0,1  Mtr.  über  dem  Gerinnebodeu 

**^1  .!■  I*'"  liegt.  Nach  Eintritt  des  Beharrungszustandes  ergebe 

’ ^ J*'  sich,  in  1 Mtr.  Eutfcniung  vor  der  Wand  gemessen, 

die  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  über  dem 

»beren  Rande  der  Mündung  ^ 0,2  Mtr.  fb'ig.  31). 

Nach  der  Fundanientaltahelle  von  Poncelet  und  Lesbros  ist  für 
— 0,2  Mtr.,  b 0,2  Mtr.  und  a = 0,2  Mtr.:  = 0,508.  Mit 

wachsender  Müudungshöhe  a nimmt  ft  ab;  mit  Rücksicht  auf  die  Tabelle 
fiir  b = 0,G  Mtr.  lässt  sich  indessen  annclinien,  dass  dem  vorliegenden 
Falle:  Aj  — 0,2  Mtr.,  b — 0,5  Mtr.,  a = 0,3  Mtr.  ein  nur  wenig  klei- 
nerer Werth,  als  0,598  entspricht,  etwa 

//y  = 0,595. 

0 5 ()  3 5 

Oamit  und  mit  n = -1.—  ist  nach  Gl.  (6) 

0,8. 0,G  IG 

fl’  = 0.G32 

V = 0,G32.0,15  V2.”9'8T!7v15  = 0,2181  Cubikm. 

Hierbei  war  vorausgesetzt  (euts])rechcud  der  Bedeutung  von  Gl.  G), 
lass  die  unvollkommene  Contraction  gleichwohl  vollständig  ist,  d.  h.  rings- 
um am  ganzen  Umfange  der  Mündung  statttindet.  Wäre  sie  aber  zu- 
gleich partiell,  so  wäre  der  Ausflusscoefticient,  der  in  diesem  Falle  mit 
fl"  bezeichnet  sei,  > fi,  etwa 

fl'  = (1  -f  y)//, 

l'T  ,\rt  jedoch,  dass  im  Allgemeinen  1 -j-  y <C  1 + ist,  wenn  1 4^  r 
das  Verhältniss  der  Ausflusscoefficienten  für  partielle  und  vollständige  bei 


Iiamit  und  mit  n 


ist  nach  Gl.  (G) 
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übrigeufi  vollkoraraener  Contraction  uuter  sonst  gleichen  Umständen  be- 
deutet. Den  beiden  Uedingungen,  dass  y =j:  x sein  muss  für  ji  = 
dagegen  y = 0 für  y'  = 1,  sofern  auch  y"  höchstens  = 1 sein  kann, 
wird  am  einfachsten  dadurch  cnteprochoa,  dass 


gesetzt  wird,  eine  Formel,  welcher  man  sich  (mit  entsprechend  veränderten 
lledeutuugen  von  y und  r)  in  Ermangelung  specieller  Erfahrungen  über- 
haujjt  in  solchen  Fällen  bedienen  kann,  in  denen  vei-schiedene  Umstände 
Zusammenwirken,  um  den  AusHusscoefticicntcii  //„  zu  machen. 

Wenn  etwa  bei  dem  obigen  Deis])iel  (Fig.  34)  dieselbe  Mündung  von 
0,5  Mtr.  Breite  und  0,3  Mtr.  Höhe  mit  ihrem  unteren  Rande  im  Gerinne- 
bodeu  läge,  hier  also  die  Contraction  ganz  aufgehoben  würde,  übrigens  im 

Rcharruugszustande  dieselbe  Wassertiefe  im  Gerinne  stattfände,  somit  auch 

r, 

n = wäre  wie  zuvor,  so  hätte  dio  veränderte  Höhe  A,  = 0.3  statt 

0,2  Mtr.  gemäss  der  Fundameutaltabellc  kaum  einen  merklich  auderea 
Werth  von  y^,  zur  Folge,  so  dass  wieder 

/Zy  = 0,595  und  y = 0,632 
gesetzt  werden  konnte.  Nach  Gl.  (3)  wäre  aber 


0.5 

X = 0,16  - , = 0.05 

’ 2 (0,5  + 0.3) 

und  somit  nach  Gl.  (7) 

(0  46H  \ 

1 + 0,05  j.  0,632  = 1,04.54.0,632  = 0.661 

0,661 .0,15  1/2. 9,8  i7o,45  = 0,2946  Cubikin. 


§.  85.  Rechteckige  Mtlnduugeu  mit  Ansatzgerinnen. 

Während  die  im  vorigen  §.  besprochenen  .Vnstiusscocfficienten  sich 
auf  den  Fall  des  Ausflusses  in  die  freie  Luft  bezogen,  werde  jetzt  voraus- 
gesetzt, dass  an  die  rechteckige  Mündung  — A = ab  sich  aussen  ein  Ge- 
rinne von  der  Breite  b anschliesst  der  Art,  dass  der  untere  Rand  der 
Mündung  im  Boden,  ihre  8eitcuränder  in  den  verticalen  Sciteuwänden  dc> 
Gerinnes  liegen.  Indem  dabei  der  ausfliessendo  Wasserstrahl  mit  dem 
Boden  und  den  beitenwäuden  des  Gerinnes  in  Berührung  kommt,  nachdem 
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sein  Querschnitt  sich  contrahirt  und  wieder  erweitert  hat.  winl  dem  Aus- 
tiiissc  des  Wassers  ein  Widerstand  dargeboten  theils  durch  die  Keibung 
am  Gerinne,  theils  dadurch,  dass  letzteres  das  freie  Nicderfalleii  des  Wassers 
als  parabolischer  Strahl  hindert;  der  Cocfticieut  « der  Formel 


V — n A~^'2gh  = 


(1). 


unter  h die  Hohe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Mitteli)unkte  der  Mün- 
dung A verstanden  (.bei  Voraussetzung  gleichen  üussereu  Drucks  am  Ober- 
wasserspiegcl  und  an  der  freien  OberHüche  des  im  Geriune  abtliessenden 
Wassers),  ist  deshalb  kleiner,  als  beim  Ausfluss  in  die  freie  Luft. 

Der  hemmende  Einfluss  des  Gerinnes  bedingt  hauptsiiclilich  eine  Ver- 
grösserung  der_I‘ressung  }>  im  kleinsten  Querschnitt  F des  contrahirten 
Strahls.  Wenn,  wie  zunächst  vorausgesetzt  worden  soll,  das  Gerinne  hori- 
zontal oder  nach  aussen  abwärts  geneigt  ist  und  kein  besomlen^r  Wider- 
'tand  fz.  H.  ein  .Vufstau  durch  eine  darin  befindliche  Querwand)  in  ihm 
vorkommt,  so  dass  die  freie  Wasseroberfläche  im  Gerinne  durch 
den  oberen  Rand  der  Mündung  geht,  so  ist  nur  in  den  höchsten 
l’unktcn  von  F die  Pressung  p — dem  äusseren  Druck,  während  sie  nach 
unten  hin  zunimmt.  Wenn  der  Querschnitt  F von  den  Wasserthcilchcn  in 
parallelen  geraden  ISahmm  durchströmt  würde,  so  fände  diese  Pressungs- 
zuuahme  nach  hydrostatischem  Gesetze  statt  und  könnte  dann  dadurch 


näherungsweise  berücksichtigt  werden,  dass  h — statt  h in  Gl.  ' l)  ge- 
setzt wird.  Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  wäre  also  jt  in  der  unver- 


änderten Gl.  1)  im  Verhältnisse  |/  1 — — kleiner,  als  bei  freiem  Aus- 


fluss; in  der  That  lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  Verkleinerung  von  ft  durch 
das  Ansatzgeriunc  mit  wachsender  Druckhöhe  /i  abuimmt.  Die  Reibung  im 
Gerinne  hat  aber  zur  Folge,  dass,  jo  weniger  dasselbe  abwärts  geneigt  und 
je  länger  es  ist,  desto  mehr  die  Tiefe  des  im  Gerinne  abHiesscndeu  Wassers 
gegen  die  Mündung  hin  wachsen  muss,  um  den  lieharruugszustand  dieses 
Abflusses  zu  ermöglichen;  dadurch  kann  es  verursacht  wcrdiw,  dass  die 
Oberfläche  des  Wassers,  nachdem  cs  den  kleinsten  Querschnitt  F durch- 
«trömt  hat,  sich  wieder  erhebt,  dass  also  die  Rahnen  der  Wassertheilcheu 
an  der  Stelle  von  F vorwiegend  nach  unten  convex  gekrümmt  sind  und 
'omit  die  Pressung  daselbst  in  noch  höherem  Grade  nach  unten  wächst,  als 
nach  hydrostatischem  Gesetze.  Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  wird 
der  (’oefficient  //  durch  das  Ausatzgerinno  um  so  mehr  verkleinert,  je 
länger  dasselbe  und  je  weniger  es  abwärts  geneigt  ist.  Indem  es  aber  auch 
einen  Einfluss  in  entgegengesetztem  Sinne  dadurch  ausüben  kann,  dass 
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durch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Gerinne  die  Contraction  vermindert, 
der  Contractionscoefticient  « vergrössert  wird,  ist  es  bcgreiflicli.  dass  da> 
Gesetz,  nach  welchem  der  Cocfticicnt  /i  von  den  augedenteten  und  von 
etwaigen  anderen  Umständen  in  verschiedenen  Fällen  abhängt,  ziemlich 
comjdicirt  i.st  und  sich  nur  durch  Versuche  einigermassen  zuverlässig  be- 
stimmen lässt. 

Wenn  dureb  ein  besonderes  Hinderniss  im  Gerinne  oder  durch  eine 
nach  aussen  aufwärts  gerichtete  Neigung  desselben  der  Abfluss  des  \V;issers 
in  dem  Grade  erschwert  ist,  dass  die  Mündung  ganz  unter  seiner 
freien  Oberfläche  im  Gerinne  liegt  und  somit  der  Fall  eines  .Aus- 
flusses unter  Wasser  stattfindet,  so  ist  es  am  angemessensten,  die  Formel 

V=  fiAy-2g(^h  — h')  = nahy2g{h  — h')  (2, 

zu  Grunde  zu  legen,  in  welcher  h dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Gl.  ,1), 
während  h'  die  Höhe  des  Unterwa.ssersi)iegels  über  der  Mitte  von  A be- 
deutet und  zwar  au  einer  solchen  Stelle  gemessen,  wo  diese  Wasserober- 
tläclie  ihre  grösste  Erbebung  zeigt  und  ihre  unregelmässige  Bewegung  im 
Wesentlichen  verloren  hat.  Wäre  h'  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der 
halben  Mündungshöbc,  so  ginge  dieser  Fall  über  in  den  des  .Ausflusses 
unter  Wasser  aus  einem  in  ein  anderes  Gefäss  von  solcher  Grösse,  dass 
darin  das  Wasser  als  ruhend  zu  betrachten  wäre;  h — h’  wäre  der  llöheii- 
iinterschied  der  horizontalen  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefassen  und 
der  Coefficient  //  in  Gl.  2;  gemäss  der  allgemeinen  Bemerkung  mii  Ende 
von  §.  82  nur  wenig  kleiner,  als  unter  übrigens  gleichen  Umständen  bei 
freiem  .Ausfluss  (vermuthlich  in  Folge  der  Ueibung  des  ausflicsseuden  Strahls 
an  dem  umgebenden  Wasser  statt  an  Luft).  Wenn  aber  h'  nicht  sehr  gross 
a 

im  Vergleich  mit  — ist,  so  ist  das  Abhängigkeitsgosetz  von  fi  wieder  nur 

durch  Versuche  einigermassen  zuverlässig  zu  bestimmen.  Durch  die  Coni- 
bination  eines  Ansatzgeriunes  von  verschiedener  Länge  und  Neigung,  event. 

bei  verschiedenen  Wasserständen  h'  — für  den  Fall  des  Ausflusses  unter 

• 2 

Wasser,  mit  den  im  vorigen  §.  besi)rücheneu  Fällen  in  Betreff  der  beson- 
ders ilie  Contraction  bedingenden  Anordnung  der  Mündung  häufen  skli 
freilich  die  den  Coefficienten  //  bestimmenden  Elemente  in  einem  solchen 
Grade,  dass  zu  einer  für  alle  Fälle  genügend  sicheren  Bestimmung  des- 
selben die  bisher  bekannt  gewordenen  Versuche  bei  Weitem  nicht  aus- 
reichen. 

1)  Für  den  Fall  einer  rechteckigen  Mündung  in  einer  vcrticaleii 
ebenen  Wand  mit  einem  horizontalen  oder  abwärts  geneigten 
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§.  85. 

Ausatzgcrinne,  in  welchem  ein  sonstiger  Widerstand  ausser 
der  Reibung  nicht  vorkommt,  liegen  Versuche  vor  von  Lesbros  bei 
verschiedenen  .Anordnungen  der  Mündung,  wie  solche  im  vorigen  §.  nnter  4) 
mit  A,  B,  C,  1),  A\  B',  C',  J)'  bezeichnet  und  erklärt  wurden.  Folgende 
Tabelle  enthält  auszugsweise  die  betreffenden,  obiger  Gl.  (1)  entsprechenden 
Werthe  von  //  für  einige  der  praktisch  wichtigsten  h'älle;  ist  wie  früher 
die  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  oberen  Hand  der  Mündung, 
a- 

i'lieuso  wie  A = A^  -j-  ^ in  einiger  Entfernung  von  der  Mündungswami 

gemessen,  falls  A^  0,2  Mtr.  ist.  In  den  Fällen 
A ' normale  Contraction), 

A’  (Contraction  am  unteren  Rande  aufgehoben), 

C'  (Contraction  am  unteren  Rande  aufgehoben,  an  den  Seiten  sehr  un- 
vollkommen) 

war  das  Ausatzgerinne  3 Mtr.  laug  und  horizontal;  in  den  Fällen  A!'  und  C", 
welche  übrigens  in  Retreff  der  Contraction  mit  den  Fällen  A'  und  C'  über- 
einsthnmen,  war  das  Gerinne  2,5  Mtr.  lang  und  um  */io  seiner  Länge 
ceneigt 


K 

(1  = 

0,05  Mtr. 

a a 

= 0,2  Mtr. 

i 

1 

Mtr.^i 

A 

A' 

A" 

C- 

C" 

’A 

A' 

A" 

r 

a"  ! 

i_  ■ 

0.02| 

0.48.H 

0.4H7 

0,58.5 

0,512 

•» 

0,480 

0,480 

0,527 

’•  ll 

0.05j 

0,577 

0,571 

0,014 

0,.'’)82 

0,025 

10,511 

0,510 

0,553 

0,528 

»♦  (. 

0,1 

0,024 

0,005 

0,032 

0,021 

0.039 

0..542 

0..538 

0,574 

0,5t«) 

0,593  1 

t»,2 

0,027 

0,017 

0,045 

o,o;i7 

0,049 

1 0,574 

0„500 

0„592 

0„589 

0,017  |! 

0.5  1 

0,025 

0,020 

0.052 

0,047 

0,0.50 

0„599 

0,.5ft2 

0,007 

0,018 

0,032  !' 

1.0  i 

0,024 

0,028 

0,051 

0,049 

0,050 

1 0,001 

0,(gK) 

0,010 

o,e;«) 

0,038  l| 

IJi 

0,010 

0,027 

0,050 

0,047 

0,0.50 

0,001 

0,002 

0,010 

0,033 

0.041  ! 

2.0  1 

0,013 

0,023 

0,0.50 

0,044 

0,050 

1 0,001 

0,002 

0,009 

0,032 

0,042  . 

3,0  1 

OXAH 

0,039 

0,050 

0,001 

0,001 

0,008 

0,030 

0,041  j 

Die  Zahlen  dieser  Tabelle  sind  durchweg  kleiner,  fils  die  entsi)rechenden 
der  unter  4)  im  vorigen  §.  angeführten  Tabellen,  und  zwar  um  so  mehr 
kleiner,  je  kleiner  A^  ist;  ini  Falle  A werden  für  die  grösseren  Werthe 
von  A^  die  Differenzen  unmorklich.  l)a.ss  überhaupt  iler  den  Austlusscoef- 
ticienten  vermindernde  Einfluss  des  Ansatzgerinnes  in  diesem  Falle  der 
vollständigen  Contraction  weniger  bedeutend  ist,  als  hei  partieller  Coiitrae- 
tion,  muss  ohne  Zweifel  dem  Umstande  zugeschrielien  werden,  dass  dabei 
die  Vergrös.serung  von  « in  höherem  Grade  von  Einfluss  ist. 

Unter  anderen  Umständen,  als  dciyeuigen,  unter  welchen  die  in  diesem 


4()2  SrmiTZÖPFNUNOEN  IN  rtERINNEN.  §. '<*1 

und  im  vorigen  §.  angeführten  Lesbros’schen  Tahellen  für  den  Ausflei 
mit  oder  ohne  Ansatzgerinne  crlialtcn  wurden,  können  die  Zahlen  derstihi 
wenigstens  näherungsweise  als  Vcrhältnisszahlen  benutzt  werden.  Woa 
etwa  hei  dem  Beisj>iel  zu  Ende  des  vorigen  §.  die  rechteckige  Mündun 
von  a — 0,3  Mtr.  Höhe  und  h = 0,r>  Mtr.  Breite,  für  welche,  wenn  ili 
unterer  Rand  im  Boden,  jeder  Seitenrand  um  0,15  Mtr.  von  den  Scitevl 
wänden  des  Zuflussgerinnes  entfernt  und  ihr  oberer  Rand  um  = 0.3  Mtr. 
unter  dem  Wassersiiiegel  liegt,  für  den  .\usHuss  in  die  freie  Luft  dort 
II  — 0,001  bestimmt  wurde,  mit  einem  horizontalen  .Ansatzgerinne  ver- 
sc-hen  wäre,  so  würde  dieser  Fall  zwischen  den  Fällen  Ä und  V'  der 
Lesbros’schen  Tahellen  liegen.  Denselben  entspricht  bei  A,  = 0,3  Mtr. 
und  a ■=  0,2  Mtr.  im  Falte  des  Ausflusses  in  die  freie  Luft:  //  — 0.C21 
und  O,01H»,  in  das  Ansatzgerinno:  \i  = 0,575  und  0,59!t,  so  dass  im  vor- 
liegenden Falle  eine  Verkleinerung  des  Coefficienten  //  ungefähr  im  Ver- 
hältnisse 


575  4-  599 
0'2r+~0!T9 


= 0,90 


.angenommen  und  somit  gesetzt  werden  könnte: 


//  — 0,9.0,001  = 0,595. 

2)  Von  technischer  Wichtigkeit  ist  auch  der  Fall,  dass  die  recht- 
eckige Mündung  sich  unter  einer  ebenen  Wand  befindet,  welche 
in  ein  mit  gleicher  Breite  fortlaufendes  Gerinne  an  einer  ge- 
wissen Stelle  nicht  vertical,  sondern  unter  einem  gewissen 
Winkel  d gegen  die  Verticale  geneigt  so  eingesetzt  ist,  dassdi»- 
Mündung  (<leren  Höhe  u auch  hier  vertical  und  nicht  in  der  Wandebeii' 
gome.ssen  wird)  mit  ihrem  unteren  Rande  an  den  Boden  und  mit 
ihren  Scitenrändern  (wenigstens  beinahe)  an  die  verticalen  Seiten- 
wände des  Gerinnes  grenzt,  und  somit  die  f’ontraction  im  Wesent- 
lichen nnr  am  oberen  Rande  und  auch  hier  iles  schrägen  Zuflusses  wegen 
nur  geschwächt  stattiindet  (Fig.  35).  lieber  diesen  Fall,  welcher  b»'i  der 
Zuführung  des  Wassers  zu  Wasscrrätlcrn,  inslnisonderi' 
zum  l’oncclot’schcn  Rade  durch  eine  sogen.  Si>ann- 
schütze  vorkommt,  deren  geneigte  Lage  dalmi  den  Zweck 
hat,  die  Schutzöfl'nung  dem  Rade  möglichst  nahe  za 
bringen,  sind  besondere  Versuche  von  Poncelet*  seilst 
angestellt  worden,  als  deren  mittleres  Resultat  sich  er- 


Pier.  35. 


• Mem.  sur  les  roues  hydrauliques  ä aubes  courbes  etc.  Metz  1827. 
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fl  = 0,7  0,74  0,8 
für  tgd  = 0 0,5  1. 

Dor  Fall  tgi  = 0 (vcrticale  Wand)  würdo  am  meisten  dem  Falle  C" 
der  so  eben  unter  1)  besprochenen  Versuche  entsprechen-,  dass  aber  di(> 
Werthe  von  fi  der  obigen  Tabelle  für  diesen  Fall  C"  merklich  0.7  sind, 
kann  theilweisc  dadurch  begründet  sein,  dass  bei  den  breiteren  Poncelet’- 
schen  Schützen  die  Seitencontractiou  noch  mehr  aufgehoben  oder  wegen 
der  grösseren  Breite  b von  geringerem  Einfluss  war,  tbeils  dadurch,  dass 
es  sich  bei  den  Lesbros 'sehen  Versuchen  nicht  eigentlich  um  Mündungen 
in  einem  fortlaufenden  (hinter  und  vor  der  Mündung  gleichen)  Gerinne 
handelte,  in  dem  das  Wasser  schon  mit  betrüchtlicher  Geschwindigkeit  wie 
b<‘i  den  Poncelet’schen  Gerinnen  der  Mündung  zuströmte,  sondern  viel- 
mehr die  verschiedenen  Einfassungeu  der  Lesbrps’schcu  Mündungen  be- 
hufs partieller  Aufhebung  der  t'ontraction  durch  Wände  hergestellt  waren, 
die  von  der  Mündungswand  aus  nur  um  einen  gewissen  Betrag  sich  in  das 
«rosse  Ausflussreservoir  hinein  erstreckten.  Auch  diese  Poncelet’scheu 
Versnehswerthe  fi  beziehen  sich  nämlich  auf  die  obige  Gl.  (1),  so  dass  sie 
den  Einfluss  der  Zuflussgeschwindigkeit  in  sich  begreifen.  Ihre  absoluten 
Werthe  sind  allerdings  von  den  Dimensionen  und  von  der  speciellen  An- 
onlnung  der  Versuchsschützen  abhängig;  doch  können  sic  als  Vcrhältniss- 
Mhlen  für  Mündungen  mit  partieller  Contraction  nur  am  oberen  Rande 
allgemein  Verwendung  finden  in  der  Weise,  dass  für  tffd  = 0,5  resp.  1 


7,4  8 

der  Ausflusscocfficicnt  beziehungsweise  — und  — mal  so  gross  gesetzt 

wird,  als  er  unter  übrigens  gleichen  Umständen  für  tgd  — 0 sein  würde. 
Fär  andere  Werthe  von  tgö,  welche  <(  1 oder  wenigstens  nicht  viel  C:-  1 
siud,  können  diese  Vergrösserungscoefficienten 


= 1 + 


ütgö  -|-  Atg*6 


(•■») 


«esetzt  werden.  Mit  wachsenden  Werthen  von  tgd  bis  zu  vollständiger 
■tufliebung  der  f'outractiou  auch  am  oberen  Rande  der  MUuduiig  kann  // 
höchstens  bis  zu  einem  Geschwindigkeitscoefficieuteu  wachsen,  den  Pon- 
celet  für  seine  Sebützeu  zu 

(f  = 0,{).S 

ungefähr  bestimmte.  — 

.1)  Ueber  den  Ausfluss  unter  Wasser  durch  Schutzöffnungen 


* Poiicelet,  Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik  auf  Maschinen. 
Denlsch  von  Dr.  Bchuuse.  Bd.  II,  S.  52. 
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in  Gerinnen  sind  in  den  Jahren  1866  und  1867  von  Bornemann* 
Versuche  angestellt  worden,  und  zwar  für  den  Fall,  dass  die  Scliutzüffnuiis 
unten  ganz  bis  zum  Boden,  beiderseits  aber  wenigstens  ualic  bis  zu  deu 
, Seitenwänden  dos  Gerinnes  reichte,  indem  dessen  Breite  — 1,13.’)  Mtr. 
durch  zwei  Säulen  (zur  Führung  der  von  oben  her  mehr  oder  weniger  vor- 
zuschiebenden verticalen  Schütze  von  0,04.3  Mtr.  Dicke)  bis  zur  Mündungs- 
breite b = 1,006  Mtr.  eingeschränkt  war.  Der  Coefficient  //,  der  obigen 
Gl.  (2)  entsprechend,  ergab  sich  wesenllich  abhängig  von  a und  A',  uinl 
zwar  wurde  unter  verschiedenen  versuchten  Formeln  zur  Darstellung  des 
betreffenden  Abbängigkeitsgosetzes  die  folgende: 

H = 0,63775  -(-  0, 29995  " (4) 

h 

.am  zutreffendsten  gefunden.  Sie  giebt  die  aus  15  Versuchen,  bei  denen 

a 0,034  bis  0,174  Mtr.  und  = 0,17  bis  0,85 
' h 

war,  abgeleiteten  Wertho  von  //  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  = 
0,0109  wieder.  Die  Höhe  h'  wurde  an  der  Stelle  gemessen,  wo  der  Uiiter- 
waaserspiegel  seine  grösste  Erhebung  zeigte  und  sich  möglichst  beruhigt 
hatte;  die  Höhe  h.,  des  Oberwasserspiegels  über  der  überk.ante  der  MOii- 

(l 

düng  (gemessen  wie  h = K + i'i  geringer  Entfernung  von  der  Schutze 
lag  zwischen  den  Grenzen  0,09  und  0,42  Mtr. 


§.  86.  Cyllndrische  AnsatzrOhren. 

Wenn  sich  an  ilie  Oeffiiung  in  der  Wand  eines  GefUsses  eine  cyliu- 
drische  Röhre  anschliesst,  dieselbe  zunächst  in  dem  weiteren  Sinue  ver- 
standen, da.ss  ihr  Querschnitt,  der  Wandöffnung  entsprechend,  von  Indie- 
biger  Form  sein  kann,  so  fliesst  das  W.asser,  wenn  es  die  Uohrmündung 
vollständig  ausfiillt,  als  ent,si)rechend  cylindrischer  Strahl  ohne  weitere 
Contraction  aus;  es  ist  u — 1,  also  ti  = (f . Ist  die  Röhre  so  kurz,  ihtss 
ihr  l.eitnngswiderstand  verschwindend  klein  ist,  und  geht  ihre  inuere 
Waniltläche  von  der  cylindrischen  Form  an  der  Mündung  aus  mit  stetiger 
Krümmung  in  die  GerässwamlHäche  über,  so  ist  erfahrtiugsmässig,  wie  :iucli 
a jiriori  der  Natur  der  Sache  gemäss  nicht  anders  zu  erwarten  ist,  u = </ 
nicht  merklich  von  dem  Geschwindigkeitscoefticienten  für  die  Müuduiig  in 

* „Civilingenieur",  Bd.  XVII,  Heft  1. 
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der  dilunen  W'aud  unter  sonst  gleichen  Unistiliiden  verschieden,  namentlich 
wenn  die  Gestalt  des  Mundstücks  von  diT  Gefasswand  bis  /.u  seinem  cylin- 
drischen  Theil  nahe  der  Form  des  aus  der  Mündung  in  der  düiiuen  Wand 
aiistliessenden  contrahirten  Strahls  Ins  zu  seinem  kleinsten  (Querschnitt  an- 
gepasst  ist;  insbi'sondere  hei  kreisförmigem  (Querschnitt  der  Röhre  kann 
dann  nach  §.  SU  unter  2)  gesetzt  werden: 

u 0,i)0 

wachsend  mit  der  Druckhöhe. 

Dieser  Fall  wird  hier  ausgeschlossen,  vielmehr  ein  scharfkantiger 
Ansatz  der  Röhre  an  die  (iefässwand  vorausgesetzt.  Der  Wa.sser- 
stroni  erfuhrt  dann  eine  innere  Fontraction  umuittelhar  nach  dem  Ein- 
tritt in  die  Rohre  bevor  er  sich  bis  zur  vollen  .Vusf'ülluug  ihres  (Querschnitts 
wieder  erweitert  (§.  7(i,  Fig.  21)  mit  = ««,  aa  ^ > mi),  und  ist  damit 
ein  Verlust  au  lebendiger  Kraft  verbunden  ents])rechend  einer  nach  §.  7(5, 
Gl.  '1)  zu  berechnenden  Widerstandshohe;  der  .\ustiusscoefticient  //,  der 
aber  nach  wie  vor  deu  Charakter  eines  Geschwindigkeitscoefticienten  hat, 
muss  dadurch  merklich  kleiner  werden.  Ist  «,  die  Geschwindigkeit  im 
kleinsten  (Querschnitt,  u die  kleinere  AusHussgeschwindigkeit  in  der  Mün- 
dung, also  im  vollen  (Querschnitt  der  Röhre,  und  wird  zu  grösserer  Alfge- 
mcinheit  die  letztere  zunächst  von  solcher  Länge  vorausgesetzt,  dass  der 
Coefticient  C ihres  Leitungswidei-standes  nicht  vernachlässigt  werden  darf, 
so  ist  die  Widerstand.shöhe  für  die  Bewegung  vom  kleinsten  (Querschnitt 
bis  zur  Mündung: 


wenn  a = - den  Coefticienten  der  inneren  Contraction  bedeutet.  Von 

«i 

dem  Statttindeu  der  letzteren  kann  man  sich  indirect  überzeugen  durch 
einen  schon  von  Venturi  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  angcstellten 
und  seitdem  mehrfach  wiederholten  Versuch,  betreffend  das  Steigen  des 
Wassers  in  einem  engen  Röhrchen  /(,  welches  einerseits  von  der  cylin- 
drischen  Ausatzröhre  A (nahe  bei  der  Gefilsswand  ungefähr  da,  wo  der 
kleinste  (Querschnitt  des  contrahirten  Wasserstroms  zu  vermuthen  ist)  ali- 
gezweigt  und  amiererseits  abwärts  reichend  in  eiti  Wassergefäss  G cinge- 
taucht  wird,  während  an  der  freien  Oberfläche  des  Wassers  in  G und  an 
der  Mündung  der  Ansatzröhre  A dieselbe,  z.  B.  atmosphärische  Pressung  p 
sfattfindet.  Die  Erhebung  des  AVivssers  in  Ä beweist,  dass  die  Pressung 
am  Anfang  der  Ansatzröhre  <'  p,  somit  «,  « und  der  entsprechende 

Graihuf,  tkeoret.  Ua^clnuoulelire.  I.  30 
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§.  8»I 

Querschnitt  des  Wasserstroms  kleiner,  als  der  Rohrquerschnitt  ist,  und 

zwar  ist  die  Erhebungshöhe  A in  Ä = der  Druckhöhendifferenz  ' . 

7 

vorausgesetzt  dass  die  durch  Ä ausfliessendo  und  dio  in  R angesaugte 
FKlssigkeit  von  einerlei  Art  sind,  wenigstens  dasselbe  specif.  Gewicht 
haben. 

Ist  dio  Ansafzröhre  horizontal,  so  folgt  aus  §.  78,  Gl.  (3  mit 
Rücksicht  auf  den  obigen  Ausdruck  i'l)  von  B 


oder  mit  «,  = - und  « = uV'lah,  unter  h die  Höhe  der  freien  Wassor- 
u 

Oberfläche  im  Ausflussgefäss  ^an  welcher  der  äussere  Druck  auch  = f 
vorausgesetzt  wird)  über  der  A,\e  von  A verstanden. 


^ -''i  = /.'  = 


7 


c, 


(2!. 


Wäre  dieses  h'  grösser,  als  die  Höhe  h"  der  Axe  von  A über  der 
Wasseroberfläche  in  G,  so  würde  das  Wasser  aus  diesem  Gefiiss  bis  zur 
Röhre  A empor  gesaugt  werden  und  mit  dem  übrigen  Wa.sser  gemischt 
ausfliessen;  damit  würde  ein  Fall  vorliegen,  der  nach  Analogie  von  §.  77 
zu  beltandeln  wäre. 

Ist  die  Ansatzröhre  so  kurz,  dass  C vernachlässigt  werden  darf,  so 
kann  die  Messung  von  h'  h”  zur  Bestimmung  von  n dienen,  indem 
dann  aus  Gl. '2)  folgt: 

+ ^3). 

« ^ 2//“A 


Damit  übrigens  ein  wirklich  voller  Ausfluss,  d.  h.  ein  Ausfluss  h«'i 
vollständig  von  strömendem  Wa,sser  erfüllter  Mündung  der  Ansatzröhn' 
statttinden  könne,  ist  erforderlich,  dass  bei  Voraussetzung  eines  solchen 


f 

sich  /»i  )>  0 ergiebt;  die  Bedingung  dafür  ist  nach  Gl.  (2),  wenn  b = 


die  dem  äusseren  Druck  entsprechende  Druckhöho  bedeutet  (insbesohderr 
z.  B.  die  Wasscr-Barometerhöhe  = lOVj  Mtr.  im  Mittel  beim  Ausflui' 
von  Wasser  in  die  Atmosplwre), 
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Pl 

7 


h 


(t)- 


Diese  RedingiinK  ist,  wie  die  Erfahrun;;  bestätigt,  uni  so  eher  erfüllt,  je 
Krosser  h und  ^ je  grösser  also  der  äussere  Druck  und  jo  länger  die  Ilöhre 
ist.  Aus  einer  kurzen  Ansatzröhre  (J  = 0),  welche  nur  etwa  2 — 11  mal 
so  lang,  als  weit  ist,  kann  nur  dann  ein  voller  Ausfluss  statttinden,  wenn 


(5) 


ist,  wie  insbesondere  Woisbach  durch  den  Versuch  bestätigt  fand. 

Der  Coefficient  « der  inneren  Contraction  kann,  statt  nach 
Gl.  (3)  vermittels  der  gemessenen  Saughöhe  A’,  auch  unabhängig  davon 
durch  [t  und  durch  den  Geschwiudigkeitscoefficienten  r;  ausgedrückt  werden, 
der  sich  auf  die  Bewegung  bis  zum  kleinsten  Querschnitt  des  in  der  An- 
satzröhre Contrahirten  Flüssigkeitsstralils  bezieht  und  welcher  dem  der 
Einheit  nahe  kommenden  Geschwindigkeitscoefficieutcn  für  den  Ausfluss 
aus  einer  Mündung  in  dünner  Wand  unter  übrigens  gleichen  Umständen 
gleich  gesetzt  werden  kann.  Bezieht  man  nämlich  Gl.  (3)  in  §.  78  auf  die 
Bewegung  von  der  freien  Wasseroberfläche  im  Ausflussgefäss  bis  zur  Mün- 
dung der  .\nsatzröhre,  die  hier  nicht  horizontal  zu  sein  braucht,  und  setzt 
für  erstere  ^ 0 und  = p,  während  h ihre  Höhe  über  dem  Sebwer- 
punkt  der  Mündung  ist,  so  enthält  das  Glied  H der  Gleichung 


ausser  der  nach  obiger  Gl.  (1)  zu  bcrechncndeu  Widerstandshühe  noch  die- 
jenige 


welche  dem  Geschwindigkcitscoefticicnteu  ff  für  die  Bewegung  bis  zum 
kleinsten  Querschnitt  entspricht,  und  es  ist  also 


2 

« 


1 b 


30* 


-V 


H'^IC 
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oder  mit  u — (i^ "igh : 

2«/.  1 / 1 ä 2 

1-  2 + t 

U-  fl-  \(t(f'/  u 

l)iesc  GleicliuiiK  kann  auch  geschrieben  werden: 


(’  ) - 2^. 

\ £f  er 


a<f 


U(f 


f 2 + ? ^ O 


und  folgt  daraus 


I-  2 


(■• 


Für  eine  kurze  Ausatzröhre  --  0)  tindet  sicli  durch  diese  Gleichan? 
h als  Functiou  von  fi  und  (f  ausgedrlickt;  mp  bedeutet  den  Austtusscoeft- 
cienten,  welcher  ohne  Ansatzröhre  für  die  entsprechende  Mündung  in  der 
dünnen  Wand  gelten  würde,  wenn  dabei  eine  gleiche  äussere  C'ontractioii 
stattfändc  wie  beim  Ausfluss  durch  die  Röhre  im  Inneren  derselben.  Der 
AusHiisscoefHcient  //  im  letzten  Falle  ist  hei  kurzer  Ansatzröhre  Q ~ Dl 
nothwendig  grösser,  als  dieser  (’oefticient  ar/-,  nämlich  nach  Gl.  (ü! 


Die  Versuche  über  den  Ausfluss  des  Wassers  aus  kurzen 
cy lindrischen  Ausatzröhren  hczieheu  sich  fast  ausschliesslich  auf  den 
Fall  eines  kreisförmigen  Querschnitts  derselheu;  ein  solcher  ist  im 
Folgenden  vorausgesetzt,  wenn  das  Gegcntheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt 
wird.  Auch  gelten  die  Versuchswerthe  zunächst  für  den  Fall  eines  gleichen 
äusseren  Drucks  = p an  der  freien  Wa.sserohertläche  im  Gefilss  um! 
an  der  Mündung,  deren  Schwerpunkt  um  h Mtr.  tiefer  liegt,  als  jene: 
wären  indessen  und  p verschieden,  so  brauchte  nur  die  wirks;une  Druck- 
hühe  H ihrer  allgemeineren  Bedeutung  nach,  nämlich 


11^1, 

7 

an  die  Stelle  von  h gesetzt  zu  werden.  Indem  der  .\ustIusscoefticieiit  u 
hauptsächlich  von  der  inneren  f'ontraction  ahhängt,  können  je  nach  tien 
die  Art  und  den  Grad  derselben  bedingenden  Umständen  aueii  hier,  ähiiluli 
wie  bei  Mündungen  im  engeren  Sinne,  verschiedene  Fülle  unterschiedm 
werden. 

l;  Bei  normaler  innerer  Contraction,  d.  h.  wenn  die  .kze  der 
Röhre  eine  verhältnissmässig  grosse  ebene  Gefässwand  an  einer  iniltlcna 
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Stelle  normal  schneidet,  fand  Weisbach  bei  h :_=  0,:JH  bis  0,6  Ältr.  und 
einer  Rohrlänpe  — - ungefiihr  '\d 

für  d z=  0,01  0,02  0,0‘{  0.01  Mtr.  Diirchni. 

H = 0,84.‘?  0,H;12  0,821  0,810 

= 0,854  — l,lrf (0) 

im  Ganzen  in  befriedigender  Ueboreinstinimung  mit  den  Resultaten  anderer 
Versuche,  insbesoudero  von  Michelotti,  Ridoiie,  Piytelwein  undd’Au- 
buisson.  Diese  Werthe  von  //  liefern  nach  Gl.(7j  mit  C— 0 und  <f  =:0,97 
Olr  dieselben  Werthe  von  d 

Uff  = 0,641  0,62!)  0,617  0,605 

ft  ^ 0,661  0,648  0,C)36  0,624 

= 0,672  — l,2rf aO). 

Oie  innen'  Contraction  ist  also  wenig  von  der  äusseren  835  unter  übri- 
geiLS  gleichen  Umständen  verschieden.  Setzt  man  im  Mittel  u = 0,64  und 
den  resultirendeu  Widerstandscoefficienten  der  kurzen  Ansatz- 
röhre 

I ''  1 

C ^ 0,5  entsi)rechend  //  = I — . — 0,8165, 

' 1 + b 

so  ergiebt  sich  nach  Gl.  (2)  die  Saughöhe 
«ud  die  Bedingung  (5)  für  den  vollen  Ausduss: 

Ä < Ja, 

z.  U.  für  den  AusHuss  von  Wasser  in  die  atTiiosphärische  laift  mit  i — 
10,2  Mtr.  Wassersäule  als  Maass  des  Luftdrucks 

/(  13,6  Mtr. 

Bie  Prüfung  dieses  Grenzwerthes  durch  den  Versuch  wird  dadurch  er- 
schwert, dass,  wenn  sich  A demselben  nähert,  der  volle  Ausfluss  von  zufäl- 
ligen Umsfäiulcn  abhängig  zu  werden  anfängt;  eine  Störung  desselben  kann 
«fl  durch  vorübergehendes  Zuhalten  der  Rohre  beseitigt  werden,  wodurch 
dem  Wnsscr  Gelegenheit  gegeben  wird,  mit  der  Rohrwand  ringsum  in  Be- 
rührung zu  kommen,  die  dann  durch  Netzung  bei  günstiger  OberHächeube- 
schaffenheit  dauenid  erhalten  bleibt,  sofern  überhaupt  der  Grenzworth  von 
A noch  nicht  überschritten  ist,  dem  die  Pressung  0 im  kleiusten 

'Querschnitt  entspricht.  — 
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Für  prismatische  kurze  Ansatzrolircu  von  rcchteckigeiii 
Quersclinitt  wurde  der  Ausflusscoefficient  //  nahe  ebenso  gross  gefunilori 
wie  für  cylindrisdie  Rohren  im  engeren  Sinn,  von  Weisbach  = 0.82  (tir 
eine  Rohre  von  iiugelahr  0,02  und  0,0 1 Mtr.  8eitenl:inge  des  rechteekiga 
Querschnitts  und  0,12  Mtr.  Länge  hei  h — (»,(>  Mtr.,  von  Michclotti 
= 0,80  für  eine  0,22  Mtr.  lange  Rohre  von  iiuadratischem  Quersdimi* 
und  0,08  Mtr.  Seiteulünge  hei  h _ ;$,8  bis  0,8  Mtr.  — 

2)  Wenn  die  cylindrische  Ansatzrdlire  sich  in  das  Innere  des  Ge- 
fässes  hinein  erstreckt,  so  ist  a kleiner  (§.  83,  2'),  für  den  vollen  Ans- 
Huss  somit  auch  //  kleiner,  als  im  vorigen  Fall,  im  Mittel  nach  Bidone 
und  Weishach  bei  sehr  kleiner  Wanddicke  der  Rohre; 

//  :=  0,71. 

Damit  und  mit  f/  = 0,07  und  C = 0 ergiebt  sich  nach  ül.  (7) 
aif!  — 0,518  und  a = 0,534, 

der  Contractiouscoefticient  also  wieder  nicht  wesentlich  verschie<len  vod 
dem  Coefficienten  der  äusseren  Contraction  des  Strahls,  wenn  er  die  innen- 
Wand  der  inneren  .Vnsatzröhre  nicht  berührt  (§.  83  unter  2).  Ein  voller 
Ausfluss  ist  schwieriger  zu  erreichen,  als  im  vorigen  Falle;  ent-sprechond 
//  — 0,7 1 und  ((  0,53 1 ist  dazu  nach  (5)  erforderlich,  dass  A 1.14A  sei. 

Uebrigens  ist  «,  folglich  //  wesentlich  abhängig  von  der  WanddicK« 
der  inneren  .\nsatzrohre.  Wenn  dieselbe  grosser  oder  die  Röhre  am  Ende 
mit  einem  rechtwinkelig  umgebogeneu  Rande  versehen  ist,  so  ist  auch  u 
grösser  und  schon  dann  nicht  mehr  merklich  kleiner,  als  für  eine  äussere 
.Ansatzröhre  'normale  innere  Contraction)  unter  übrigens  gleiclioii  Um- 
ständen, wenn  die  Wamldicke  resp.  Randbreite  V5  Rohrweite  beträgt. 

3j  Bei  unvollkommener  innerer  Contraction,  d.  h.  wenn  die 
kurze  cylindrische  Röhre  nonnal  an  eine  kreisförmige  Oeffnung  = A in 
der  Mitte  einer  gleichfalls  kreisförmigen  ebenen  Wand  = angesetzt  ist 
welcher  da.s  Wasser  in  normaler  Richtung  zugeleitet  wird,  währeud  aber 

das  Verhältniss  = » nicht  sehr  klein  ist,  fand  Wcisbach  den  .Vustiuss- 
coefficicuteu  //  nahe  entsprechend  der  empirischen  Formel 

fl  — 0,102«  0,007«-  OjOlOwL  ....  (IL 

worin  //„  den  Werth  von  /i  für  7i  — 0,  d.  h.  bei  normaler  Contraefiu« 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  bedeutet.  .Als  noch  etwas  besser  seinen 
Versuchen  entsprechend  empfahl  Weisbach  folgende  Tabelle  der  AV'erthe 
,« 

von  — . 

/<o 
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« 

1 l‘o 

1 

i n 

1 

ft 

/'u 

„ i 

n 

f<u 

0 I l,(KMt 

! 0,25 

1,035 

0,5  j 1,080  i 

0,75 

i i,i;i8 

0,05  ‘ i,(hk; 

! 0,3 

1,043 

0,,55  • 1,0‘H) 

0,8 

1 1,152 

0.1  1 1,013 

1 0,.35 

1,052 

0,6  1,102  ; 

0,85 

1 1,166 

0,15  ! 1,020 

0,4 

1,060 

0,65  1 1,114  1 

0,9 

j 1.181 

0,2  , 1,027 

0,45 

1.070 

0,7  1,127  1 

0,!f5 

, 1,198 

In  Betreff  einer  etwaigen  Abweichung  der  Verhältuis.se  von  denen 
iler  Versuche  gilt  dieselbe  Bemerkung,  welche  der  entsprechenden  Tabelle 
iu  §.  H:$  unter  IVi  hinzugefltgt  wurde.  Insbesondere  sind  nach  Weisbach 

auch  bei  rechteckiger  Form  von  A und  F die  V'erhiUtnisse  nicht  erheb- 

,»u 

lieh  von  den  obigen  verschieden.  — 

4)  Während  der  Fall  einer  partiellen  inneren  Contractiou  ohne  näher 
liegendes  Interesse  ist,  besonders  bei  krcisfonnigein  Kohnpierschuitt  kaum 
vorkommt,  ist  dagegen  eine  andere  Abweichung  von  dem  normalen  Fall 
hier  von  technischem  Interesse,  nämlich  eine  an  eine  ebene  Gefässwand 
schief  angesetzte  cylindrische  Röhre.  Nach  Versuchen  von  Weis- 

hach  ist  dafür  u kleiner,  also  der  Widerstaudscoeftident  C = • s — 1 

grösser,  als  für  normal  angesetzte  Röhren,  und  zwar  in  solchem  Grade,  dass 

g ^ Co  0,.‘5ü.'5  «I«  d U,22t>«/«®d (12) 

gesetzt  werden  kann,  wenn  mit  d der  Richtungswinkel  der  Rohra.ve  gegen 
die  Normale  der  Getasswand  und  mit  Cq  0^*r  Werth  von  g für  d = U be- 
zeichnet wird.  Hiernach  ist 

z.  B.  für  d = 10"  20"  30"  10"  50"  OO" 

C - Co  = 0,060  0,130  0.208  0,28'.t  0,365  0,432. 

Uebrigens  musste  bei  der  Weite  rf  die  Rohrlänge  > 3rf  gemacht 
werden,  um  hei  grösseren  Winkeln  d einen  vollen  .Ausfluss  zu  erzielen;  die 
Versuche  wurden  dann  t hatsächlich  mit  längeren  Rühren  angcstellt  und 
von  den  gefundenen  resultirenden  Widerstandscoefficienten  die  anderweitig 
eniiittelten  Bestaudthcilc  abgezogen,  die  dem  Leituugswiderstande  dieser 
Röhren  entsprachen. 

Ueberhaupt  ist  es  auch  bei  den  technischen  Anwendungen  gewöhnlich 
eine  längere  cylindrische  Röhre,  durch  welche  dius  Wa.ssor  aus  einem  Ge- 
fässe  abfliesst;  die  in  diesem  §.  für  verschiedene  4’ällc  besprochenen  Werthe 

von  « können  dann  dazu  dienen,  den  Widerstandscoefficienten  C = — 1 
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zu  iH'stiminen,  der  sicli  auf  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  JJöliro  ri'sp. 
auf  die  Beweptuii}!:  desselben  bis  zu  einem  Quersclmittc  be/.ielit,  der  um  nn- 
gefdhr  den  dreifachen  Durdinicsser  von  der  Eintrittsstelle  entfernt  ist. 


§.  87.  Conlsclie  Ansatzrlthren. 

Gemiiss  der  b’ormel  V = ii unter  A immer  den  Inhalt  der 
Mündung,  also  hier  des  Roliniuerschnitts  am  äusseren  Ende  verstandeu. 
entspricht  der  nadh  aussen  divergenten  kurzen  Röhre  stets  ein  kleinerer, 
der  nach  aussen  couvcrgeiiten  diigegen  bis  zu  eiuer  gewissen  Grenze  des 
Convcrgeuzwinkels  ß (gebildet  von  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Seiten 
der  Kegelflächc)  ein  grösserer  AusHusscoefficient  ii,  als  einer  cylindrischen 
.\nsatzröhrc  von  gleicher  Länge  und  vom  (Querschnitt  ^4  unter  sonst  gleiclii'H 
Umstünden,  wenn  in  allen  Eällcn  die  Röhre  scharfkantig  au  eine 
kreisförmige  Oeffnuug  in  einer,  ebenen  Gefässwand  normal  au- 
gesetzt ist.  Dieselbe  Röhre  giebt  freilich  als  divergente  Röhre  verwendet 
eine  grössere  Ausflussmenge,  als  wenn  sie  umgekehrt  als  convergente  Röhre 
benutzt  wird,  doch  bei  Weitem  nicht  im  Verhältniss  der  beiden  Endquer- 
schnitte. Im  ersten  Falle,  in  welchem  auch  nur  bei  müssiger  Divergenz 
und  müssiger  Druckhöhe  ein  voller  Ausfluss  erzielt  werden  kann,  ist  der 
austrotende  Strahl  mehr  oder  weniger  stark  divergent,  zerrissen  und  pul- 
sirend,  im  zweiten  Falle  mehr  oder  weniger  äusserlich  contrahirt.  compact 
und  glatt.  Die  divergenten  Röhren  sind  ohne  praktisches  Interesse. 

Die  umfangreichsten  Versuche  über  den  Ausfluss  durch  conisch 
convergente  Ansatzröhren  sind  von  d’.Aubuisson  und  Castel  ange- 
stellt worden.*  Ausser  den  Coeffleienten  ii  wurden  auch  die  Geschwindig- 
keitscocfficienten  <p,  entsprechend  der  Formel  « — r/  \ 2gJf,  auf  die  in 
§.  82  angegebene  Weise  ermittelt.  Folgende  Tabelle  der  Werthe  ;t  und  g 

(und  des  daraus  sich  ergebenden  Coeffleienten  « = der  äusseren  Con- 

traction)  ist  durch  Iuteri)oIation  für  nach  ganzen  Graden  wachsende  Werthe 
des  Convcrgeuzwinkels  ß aus  der  ausgedehntesten  jener  Versuchsreihen  ab- 
geleitet, entsprechend  (J,Ü15.'>  ^|tr.  Mündungsweite  bei  0,04  Mtr.  Rohr- 
läiige  und  U — h — 3 Mtr.  Druckhöhe.  Wenn  thatsächlich  bis  zu  ß — f’" 
der  Coeffleient  tp  bald  etwas  > //,  bald  etwas  <C  /'  gefunden  wurde.  » 

* .Xmiales  des  Mines,  18:J8,  p.  187,  und  d'.-Vubuisson,  Traite  d'hydrau- 
lique,  §.  lü. 
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>^7. 

(lies  haaptsächlich  ileu  Felileni  »1er  Gcschwindigkeitsmcssung  zuzu- 
clireibcn,  weshalb  in  der  Tabelle  bis  zu  dieser  Grenze  y — //  gesetzt 
vnrde. 


" ß 

(irail 

,1  ‘ < 
/*«  ! 

</ 

1 

T 

Po 

1 

« 1 

1 ' 

1 lirad. 

/'  ! 

/I 

f‘o 

1 

1 

g-  • 

'fn 

li 

« ! 

9 : 

o.82Sr  t 

0.829 

1 i 

1 

13 

0,945 

1,110 

'0,WJ1 

1,1.59 

0,983 1 

1 i 

0.852  1,028 

0,852 

• 1.028 

1 

14 

0,943 

1,1.38 

'o,9G5 

11.1G4 

0,977 

2 : 

0.873  1,053 

! 0,873 

' 1,0.53 

1 

IG 

0,938 

1,131 

0,9G9 

1.1G9 

0.9G8 

3 ' 

0.892  1,071', 

0,892 

i 1,07() 

1 

: 18  . 

0,931 

1,123 

0,970 1 

i 1.170 

0,!8’>oi 

•1 

0,9W>  1,0!»7 

0,909 

a,097 

1 20 

0.922 

1,112 

0,971 

U71 

0,9.50|: 

5 

0.920  1,110 

0,920 

' 1,110 

1 

25 

0,'H)8. 

1,095 

0,974 

1,175 

0,932 1 

(i 

,0,925  1,1  KJ 

: 0,925 

l.llfi 

'1 

' 30 

0,89g' 

1.081 

0,975 

1.17G 

0,919' 

8 

:o,93r  1,123 

! 0,93.3 

1,129 

0.998 

35 

0,883 

1,0G5 

0,977 

1,179 

0.‘K»4  : 

1 10 

; 0,937  l,i;iO 

0,949 

1,145 

0.987 

40 

0,871 

1,051 

0,980 

! 1,182 

0,889  i 

12 

0,942  1.130! 

1 0,9.55 

1,152 

0.98G 

15 

! 0,857 

1,031 

0,983 

U8G 

0,872'| 

Mit  wachsendem  Convergenzwinkel  ^ nimmt  die  innere  Contraction 
ab  und  in  Folge  dessen  der  Gcschwindigkeitscoefficient  <p  zu,  während  die 

äussere  Contraction  zunimmt,  also  « = abnimmt.  Anfangs  nimmt  tf. 

9 

schneller  zu,  später  a schneller  ab;  die  Folge  ist,  dass  //  = ufp  zuerst 
wächst  bis  zu  einem  Maximum  = 0,94f>  bei  ß = 13"  und  dann  wieder 
äbuimmt.  Liesse  man  ß wachsen  bis  IstO",  so  würden  sich  die  Coefticienteu 
den  Werthen  nähern,  welche  für  eine  Oeffnung  in  der  dünnen  Wand  gelten. 

II  fp 

Die  in  der  obigen  Tabelle  hinzugefügten  Werthe  von  - und 

/'o  Vo 

entsprechend  = 0,829,  können  als  Verhältnisszahlen  für  solche 

Fälle  dienen,  in  welchen  der  kurzen  cylindrischen  Ansatzröhrc  ein  anderer 
-lusflusscoefticiont  ~ rpf,  entspricht,  als  0,829.  Wäre  er  z.  11.  — 0,81, 
so  wäre  für  eine  kurze  couischc  Ansatzröhrc  von  ß — 10"  Convergeiiz- 
winkel  bei  gleicher  Münduugsweite  und  überhaupt  unter  sonst  gleichen 
l'mständeu  zu  setzen: 

II  — 1,130.0,81  = 0,915;  rp  1,115.0,81  --  0,927. 


§.  88.  Zasaniniengcsctzte  .Vnsatzrithren. 

Der  .'Vbfluss  des  Wassers  aus  einem  Gefäss  erfolge  durch  eiu  System 
'011  n unmittelbar  aut  einander  folgenden  kurzen  cylindrischen 
Höh  re  11  mit  den  Querschnitten  I\,  die  somit  im  Ganzen 


Digiti?-  jj5y  Google 


474 


ZIISAMMKNOESKTZTK  ANSATZRÖHHKN. 


als  eine  zusammengesetzte  Rohre  mit  absatzweise  weeliselmlem  Querschnitt 
betrachtet  werden  könneu.  An  den  Ucbergaiigsstellen  von  irgend  eimr 
Kolirstreeke  zur  folgenden,  sowie  am  Anfänge  der  ersten  und  am  Eude  d« 
letzten  befinde  sich  im  Allgemeinen  noch  eine  Wand  mit  einer  OeffnuBi 
die  höchstens  — dem  kleineren  der  Querschnitte  der  angrenzenden  Kehr- 
strecken  ist,  und  zwar  seicu  A, , .L,  . . A„  diese  Oeffnungen  zu  Anfang  d«r 

Rohrstreckeu,  deren  Querschnitte  beziehuugsweise  = sin-l 

A die  Oeffnuug  am  Endo  der  «**"  Rohrstrecke  oiler  die  Mündung  diT 
zusammengesetzten  Röhre.  Rei  dem  Durchfluss  des  Wassers  durch  di- 
tlcffnungen  A,,  Aj, .. . findet  im  Allgemeinen  noch  eine  weitere  (’oiitractiii. 
statt,  und  cs  seien  «j,...  die  betreffenden  iiiiiereu  Contraclionscoefti' i- 
euten,  « der  iiussere  (.’outractiouscoefficieut  für  die  Mündung  J.  Dnrdi 
die  plötzliche  Querschnittsvergrösseruug  von  bis  J-\,  von  bb 

r 

resp.  durch  die  i)löfzliche  Geschwindigkcitsabuabmc  von  — be 
V V V 

, von  bis  ,,  (unter  V das  pro  Sec.  ausflies.scnde  Wassem>- 

/•j  (tjA., 

lumon  verstanden)  wird  ein  Widerstand  verursacht,  der  nach  §.  70,  Gl.  « 
gemessen  wird  durch  die  Widerstandshöhe: 


li  = 


2.'  ( 

I -f^mAtt 


Wenn  mau  dagegen  die  übrigen  Widerstünde  vernachlässigt,  die  durch  die 
inuere  und  äussere  Reibung  verursacht  werden,  so  ist  also  der  rwultiremi' 
Widerstaudscoefficient  der  zusammengesetzten  Ansatzröhre,  d.  i.  das  Tcr- 
hältuiss  der  Widerstandshöhe  zur  Ausflussgeschwindigkeitshöhe  :§.  76,  Gl.  1 


Daraus  ergeben  sich  die  den  Gleichungen 

H ^ und  V — iiA^'Ji/JI 

entsprechenden  Coefficicntcn  (f  und  //: 


'f  = 


und 


i(  = 


Wenn  insbesondere 


\ 


A, 


iLÄ 


FJ 


1 ...O'- 
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ist,  und  auch  alle  Coiitractionscoefticieutcn  einander  gleich  gesetzt  werden 
k<inneu,  so  ist 


"(1-  y) 


(2). 


Hei  einem  Versuche  von  Ej  fei  wein  war  z.  B.  eine  cylindrische  Ansatz- 
röhre von  0,04  Mtr.  liingc  und  0,020  Mtr.  Durchm.  in  0 Abtheilnngcn 
getheilt  durch  Wände  am  Anfang,  am  Ende  und  an  zwei  mittleren  Stellen 
mit  kreisförmigen  Oeffnungen  von  0,0005  Mtr.  Dnrchm.  Es  war  also 

n = 3 und  v;  = (— I = - . Setzt  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hei 
F \4/  10 

diesem  Qnerschuittsverhältniss  und  bei  den  mittleren  Eagen  der  Oeffnungen 
in  den  4 Wänden  die  Contraction  als  nahezu  normal  zu  betrachten  ist, 
« = 0,04  (§.83,  Ij,  so  folgt: 

; ^ 3 fl  — 2,704H;  (f  = 0,51.55;  //  = 0,3.30. 

Der  Versuch  ergab  ft  = 0,331.  Wenn  die  Länge  der  Rohre,  also  die 
Entfernung  der  auf  einander  folgenden  Wände  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  vermindert  wurde,  so  nahm  /z  zu,  offenbar  weil  sich  dann  der 
Wasserstroni  nach  dem  Durchgänge  durch  eine  Oeffnung  nicht  mehr  bis 
zum  vollen  Querschnitt  der  Röhre  ausbreiten  konnte,  bevor  er  durch  die 
folgende  Oeffnutig  zur  abermaligen  Zusammenziehung  gonöthigt  wurde.  — 
Von  dieser  Vergrösserung  des  Widerstandes  durch  mehrfache  Quer- 
schnittsänderung lässt  sich  u.  A.  bei  Kolbeuliederungen  eine  nützliche  An- 
wendung machen,  wenn  eine  möglichst  reibungslose  Bewegung  deä  Kolbens 
in  einem  Cylinder  beabsichtigt  wird,  der  Art  jedoch,  dass  von  der  auf  der 
einen  Seite  desselben  betiudlicheii  Flüssigkeit  nur  sehr  wenig  durch  den 
Spielraum  zwischen  Kolben  und  Cy linderwand  nach  der  anderen  Seite  soll 
entweichen  können.  Dieser  doppelte  Zweck  kann  bis  zu  gewissem  Grade 
fi)t.  3<i.  durch  ringförmige  Nuthen  erreicht  werden,  die  an  der  Umflächo 
des  der  Anzahl  = n dieser  Nuthen  entsprechend  dick  zu 
U machenden  Kolbens  sich  befinden  (Fig.  30),  und  wodurch  die 
Oj  I übrigens  sehr  kleine  Weite  des  als  ringförmige  Ansatzröhrc  zu 
L t betrachtenden  Zwischenraums  zwischen  Kolben  und  Cylinder- 
r wand  stellenweise  plötzlich  vergrössert  wird.  Die  zusamniengc- 
■ setzte  Ansatzröhre  be.stcht  sich  in  solchem  Falle  aus  (n  -]-  1)  Ab- 
theilungcn  mit  sehr  kleinen  gleichen  Querschnitten 

F j 1 3 — - J'h  . . . — = 1'  in  1, 
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zwischen  denen  « Ahtheilungen  mit  erheblich  grösseren  Querschnitten 

F,  = --  F„. 

sich  lietinden,  wäiirend  hier 

• • • — -'^2m  — -'^stt  4“  1 — -4  7' I 

ist.  Die  C'ontriictionscoei'licienten  für  den  Eintritt  der  Flüssigkeit  in  die 
engeren  .\htheilungcn  sind  einander  gleicli  zu  setzen: 


«1 

die  übrigen:  «,  = «4 

5 ^ C« 


ßg  f(r,  . . . ß2,l  4"  1 1 

= «0  •••  = = ß = 1-  Somit  ist  nach  Gl. (1 

, 2 


+ (ß,  “0  + ” (1  “ fJ 


(••<)- 


Die  innere  Contraction  heim  Eintritt  in  die  engeren  .Vhtheilungcn 
lindet  in  dem  durch  P’ig.  Sti  angeileuteten  Falle  nur  partiell  '"am  inneren 
Rande)  statt,  so  dass  mit  Rücksicht  auf  §.  81,  Gl.  (2j  hier  etwa 

ß,  = 0,04(1  + 0,15.5  . 0,5)  = 0,0806 


gesetzt  werden  kann,  womit  sich 

/ 1 


1 0.2025 


oder  in  runder  Zahl  — - 0,2  ergieht,  somii 


0,2  + ( 1 — f n + 0,2 
J 


.le  kleiner  ist,  desto  mehr  nähert  sich  g der  Grenze 


Ist  dann  z.  R. 
so  wird 


S 1,2«  h 0,2 

n 2 4 

S = 2,0  5 


0 8 

7,1  0,H 


(d 


(5:. 


//  =-  f/ 


1 + c 


0,527  0,408  0,.‘M5  0,00 1 


und  es  ist  J'  ~ /iF,  ^~gJI  um  so  kleiner,  als  auch  im  vürliegendon 
Falle  sehr  klein  ist. 
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li.  UcwojfimK  lies  Wassers  in  Hiiliren. 


§.  80.  Leituiin^sniderKtaiid  greradcr  (‘.ylindrischer  Rdhrcn. 


I)er  Ausfluss  des  Wassers  aus  einem  GefUsse  in  ein  anderes,  tiefer 
itelegeues,  oder  in  die  freie  laift  erfolge  unter  gleicli  bleibenden  Umständen 
'ini  Heliarrnngsznstande)  dnreli  eine  gerade  (oder  nur  schwach  gekrümmte) 
cylindrisclie  Köhre  von  solcher  Länge  /,  dass  ihr  Leitungswiderstand  einen 
merklichen  KiiiHuss  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit  u des  Wassers  in  der 
Köhre  und  auf  das  Wasservolnmen  V — Fn  ausnbt,  welches  pro  Sec. 
durch  jeden  Querschnitt  F der  Röhre  hindnrclifliesst.  Dieser  Leitnngs- 
widerstand,  von  der  inneren  und  äusseren  Reibung  herrnhrend,  ist  erfali- 
rungsinässig  von  der  l’ressung  nualihängig,  wie  u.  A.  Darcy  dadurch  über- 
2eugend  nachwies,  dass  er  die  Beweguug  ganz  unverändert  fand,  als  der 
äussere  Druck  — p„  am  Oberwasserspiegel  und  — p an  der  Mündung 
resp.  am  Uuterwasserspiegel  beide  um  gleich  viel,  und  zwar  um  mehr  als 
eine  .Vfmosidiäre  vergrö.ssert  wurden.  Der  Zustand  des  Wassers  in  ver- 
schiedenen Querschnitten  der  Rölire  unterscheidet  sich  aber  uur  durcli  die 
versebiedene  l’ressung  in  denselben,  und  ist  folglich  der  Leitungswider- 
stand projiortional  der  Rohrlüngc  /,  oder  die  entsprechende  Wider- 
■standshöhe  = ///,,  wenn  mit  Ä,  die  an  jeder  Stelle  gleiche  Widerstands- 

höhe  j)ro  1 Mtr.  Rohrlängo  bezeichnet  wird.  Ist  also  nocli  ^ --  die 

Widerstandshühe,  welche  etwaigen  besonderen  Widerständen  ausser  dem 
allgemeinen  Leitungswiderstande  (z.  11.  nach  §.  86  dem  durcli  innere  (’on- 
traction  verursachten  Widerstande  beim  Einfluss  des  W'assers  in  die  Röhre) 
entspricht,  so  ist  die  gesammte  Widerstaudshöhe 

n ^ 'f  - i-  in. 


und  damit  nach  der  Gleichung  (§.78,  Gl.  5) 

"■^9  ■/ 

unter  h die  constante  Höhe  des  Oberwasserspicgels  über  dem  Schwerpunkt 
der  Mündung  resp.  über  dem  Unterwassersiiiegel  verstanden,  wenn  diese 
Gleichung  mit  «„  = 0 auf  die  ganze  Bewegung  vom  Oberwasserspiegel  bis 
zur  Mündung  bezogen  wird. 


(1). 
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Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  m = kann  bei  gegebenen  Werthen 

von  /,  F,  II  zur  Bestimmung  von  dienen,  wenn  V durch  Messung  dos 
in  einer  gewissen  Zeit  ausfliessenden  Wassenjuantums  und  ^ durch  ander- 
weitige“ Versuche  bekannt  ist. 

Um  diese  Bestimmung  von  der  Messung  des  Ausflusseiuantums,  nameut- 
licb  aber  von  den  nur  melir  oder  weniger  unsicher  bekannten  Coefficienten 
be.sonderer  Widerstünde  unabhängig  zu  machen,  können  auch,  wie  cs  u.  X.  ! 
namentlich  von  Darcy  geschehen  ist,  die  Versuche  in  der  Weise  angestollt  j 
werden,  dass  zwei  vcrtical  nebeneinander  stehende,  oben  offene  Glasröhren  i 
(Piezometer;  an  iliren  unteren  Enden  durch  entsprechende  Verbindungs- 
röhren  (biegsame  dünne  Bleiröhren)  mit  der  zu  prüfenden  Leitnngsröhre 
an  solchen  zwei  Stellen  und  A in  Commuuication  gesetzt  werden, 
zwischen  denen  die  Röhre  gerade  und  frei  von  besonderen  Widerständen, 
also  B = IBy  ist,  wenn  / die  Länge  der  Rohrstrecke  A^^A  bedeutet.  Ist 
dann  h die  Höhe  von  A^  über  y1,  die  Pressung  bei  A^^,  p dieselbe  bei  .1 
und  p'  der  äussere  Druck  (.\tmosphäreudruck;  an  der  Stelle  der  Piezo- 
meter, so  ist  im  Beharruugszustaiide  die  Höhe  des  Wassersitiegels  im  ersten 

f * 

— P P — V 

Piezometer  über  A„  = - , dieselbe  im  zweiten  über  A — 

7 7 

also  die  Niveaudifferenz  in  beiden  = A = der  wirksamen 

7 

Druckhöhe  H für  die  Rohrstrecke  A^A,  welche  (wegen  Gleichheit  der 
Geschwindigkeiten  Ug  und  « in  den  Querschnitten  bei  A„  und  A)  hier 
der  Widerstandshöhe  B gleich  ist.  5Iit  der  leicht  zu  messenden  Niveau- 
differenz II  ergiebt  sich  also  sofort  B^  = um  so  sicherer,  je  grös.ser 
II  und  l sind.  — 

Versuche  zur  Bestimmung  der  Leitungswiderstandshöhe  Ä,  pro  1 Mtr. 
Rohrlänge  sind  ausschliesslich  mit  Röhren  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte (Durchmesser  = rf)  und  zwar  hauptsächlich  mit  gusseisernen 
Röhren  angestellt  worden,  wie  solche  zu  Wasserleitungen  verwendet  zu 
werden  pflegen.  Indessen  liegen  auch  manche  Versuche  vor  mit  gezogenen 
schmiedeisernen,  ferner  mit  Messing-,  Zink-,  Blei-,  Asjjhalt-  und  Gla,sröhren, 
welche  erkennen  lassen,  dass  rbei  gleich  regelmässiger  Gestalt  und  bei 
ähnlichem  Rauhigkeitsgrade  der  inneren  Oberfläche)  das  Material  der 
Röhre  nicht  einen  wesentlichen  Einfluss  auf  den  Leitnngs- 
widerstand  ausübt.  Durch  beträchtliche  Rauhigkeit  der  Wände  kann 
freilich  B^  wesentlich  grösser  werden,  z.  B.  bei  ordinären  llolzröhrcn  nach 
Wcisbach  mal  so  gross  wie  bei  reinen  Metallröhren;  bei  gusseisernen 
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Röhren,  die  durch  den  Gebrauch  mit  Rost  und  Niederschlägen  verunreinigt 
sind,  nach  Darcy  mehr  als  doppelt  so  gross  wie  bei  neuen  oder  gereinigten 
Röhren.  Zur  Bestimmung  einer  empirischen  Formel  als  Ausdruck  des 
.\bhängigkeitsgesetzes  der  Grö.sse  müssen  natürlich  solche  undefinirbaren 
and  somit  alle  Gesetzmässigkeit  störenden  Fälle  von  aussergewöhnlicher 
Rauhigkeit  oder  sonstiger  Abweichung  von  der  genau  cylindrischen  Form 
der  Röhre  möglichst  ausgeschlossen  werden  (vorbehaltlich  einer  je  nach 
Umständen  verschiedenen  schätzungsweisen  Vergrösserung  der  so  berech- 
neten Werthe  von  bei  den  technischen  Anwendungen  t;  die  Zweifel, 
welche  noch  heute  über  das  Abhängigkeitsgesetz  jener  Widerstandshöhe  5, 
bestehen,  sind  vorzugsweise  dadurch  verursacht,  dass  bei  den  betreffenden 
Versuchen  nicht  die  wünschenswerthe  Sorgfalt  in  der  fraglichen  Hinsicht 
ängewendet  zu  werden  pflegte. 

Gewöhnlich  ist  man  von  der  Vorstellung  ausgegangeu,  dass  das  Wasser 
sich  wie  ein  cyliudrischer  Körper  ohne  relative  Bewegung  im  Inneren 
durch  die  Röhre  bewegt,  und  somit  der  Lcitungswiderstand  in  der  äusseren 
Reibung  zwischen  Rohrwand  und  Wasser  besteht.  Ist  diese  = R'  pro 
1 Quadratm.,  und  U der  Umfang  des  Rohniuerschnitts  so  ist  danach  der 
Leitungswiderstand  pro  1 Mtr.  Rolirläuge  ~ R’ U,  seine  Arbeit  pro  Sec. 
=r  R^Uu,  und  folglich  seine  Arbeit  pro  1 Kgr.  hindurch  flicssenden 
Wassers,  d.  h.  die  Widerstandshöho  (§.  7G) 


mit  d = 


H’Uu  _ li’  U _ R’  4 
yFu  7 T-'  yd 


(2) 


AF 

U 


= dem  Durchmesser  bei  kreisförmigem  resp.  = dem  sogen. 


mittleren  Durebmesser  bei  beliebig  gestaltetem  Querschnitt. 


Indem  man  somit  die  Widerstandshöhe  als  umgekehrt  proportional 
der  Rohrweite  d (resp.  der  mittleren  Rohrweite  bei  beliebiger  Querschnitts- 
form) voraussetzte,  suchte  mau  nur  noch  R.'  resp.  — als  Function  der 

mittleren  Geschwindigkeit  n aus  den  Versuchen  abzuleiten,  und  zwar  sind  es 
vorzugsweise  51  Beobachtungen  von  Couplet  (7  Beobachtungen),  Bossut 
(26  Beob.)  und  Dubuat  (18  Beob.),  welche  hierbei  wiederholt  zu  Grunde 
gelegt  wurden.  Bei  denselben  war  d = 0,027  bis  0,49  Mtr.,  « höchstens 
= 2 Mtr.  pro  Sec. 

Nach  dem  Vorgänge  von  Woltman  (1790)  wurde 


R' 

7 


— au" 


(3) 
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gesetzt  und  darin  von  ihm  scll)st  n = sjiitter  (179(5)  von  Eytelweiii 

35 

niiherniigsweise  n = 2,  genauer  n = , endlich  von  St.  Venant* 

1 K 

12 

w — — hestimmt;  des  Letzteren  Formel,  welche  die  allg(*meine  horin  (3. 

am  besten  mit  den  fraglichen  51  Versuchen  in  Uehereinstimmnng  zu  hriiigeii 
scheint,  ist 

/{' 

— (1.1)00295(5«  ‘ (4;. 

/ 

l'rony  (I8ü2)  legte  die  Form 

n' 

=r  (IM*  -f-  bu (h 

zu  Grunde  und  folgerte  ans  den  genannten  51  Versuchen  ^on  Couplet, 
llossut  und  Dubuat 

^ = 0,000348«*  -r  0,0000173« (C). 

Auch  Ej'telwoin  schloss  sich  dieser  Form  spitter  (1814)  an,  fand  alter 

^ 0,000280«*  4 0,0000224« (7. 

7 

w'iihrend  d’Aubuisson  ilie  ursprüngliche  Prony’sche  I-'ormel  nur  etwas 
im  Sinne  dieser  Eytelwein’schen  Restimmung  iindorto,  indem  er  annahm: 
ä' 

^ — 0,000343  m*  -f  0,0Ü001H8« (8\ 

Weisbach  setzte  die  specif.  Leitungswiderstandshöhe 

»,-C,  

2g  . (I  2g  . 


in  welchem  Ausdruck  C,  den  specitischen,  d.  h.  auf  die  lAingeiieinheit  b(>- 
zogenen  Lcitungswiderstandscoefficientcn  bedeutet.  Gemäss  der 
allgemeinen  Formel  (5)  und  mit  KUcksicht  auf  Gl.  \2)  wäre  dann 

X = — = ß — mit  a = 8w,  ß = 8«J  ....  (10). 

u-  Y u 

Indem  aber  Weisbacli  ausser  den  mohrgenannten  51  Ueobachtnngen  von 
Coujilct,  Rossut  und  Dubuat  noch  12  weitere  Versuche  benutzte 
ril  von  ihm  selbst,  einen  von  Gucymard  in  Grenoble  angestellt',  bei 
denen  d =r  0,033  bis  0,275  Mtr.  war  und  « bis  4,G  Mtr.  pro  Sec.  betrug, 
fand  er  einen  besseren  Anschluss  an  die  Gesammtheit  der  63  Versuche 
auf  Grund  der  Formel 


* l'ormules  et  tables  nouvellcs  etc.  Paris  1851,  p.  71. 
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<Iercn  Coiistaute  u uud  ß durcli  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
stimmt wurden: 


^ ..  , 0,009471 

/ = 0,01439  4-  -1— ^ - 

y« 


(11) 


immer  bei  VoraussetzuiiK  des  Meters  als  Liingenoinbeit. 

Versuche,  welche  Weisbach  später  mit  Glas-,  Messing-  und  Zink- 
riihren  anstellto,  umfassen  noch  grössere  Geschwindigkeiten  bis  « = 21,5  Mtr. 
pro  Sec.  Obschon  auch  sic  noch  eine  ziemlich  befriedigende  Ueberein- 
stimmnng  mit  der  Gl.  tll)  ergaben,  Hessen  sie  doch  erkennen,  dass  X 
nicht  nur  mit  wachsender  Geschwindigkeit,  sondern  auch  (in 
geringerem  Grade)  mit  wachsender  Höhreuweito  abnimmt. 

Sehr  zuverlässige  Beobachtungen  sind  von  dem  französischen  Ingenieur 
Darcy*  an  der  Wasserleitung  Chaillot  in  Paris  mit  22  verschiedenen 
Ibjhrenleitungeu  angestellt  worden,  uud  zwar  mit  gusseisernen,  gezogenen 
eisernen,  Blei-,  Glas-  uud  Asphaltröhren.  Die  Köhren  waren  neu  oder 
wenigstens  gereinigt  mit  Ausnalimo  von  3 gusseisernen  Köhrensträngen, 
die  längere  Zeit  im  Gebrauch  gewesen  und  dailurch  mit  Niederschlägen 
aus  dem  Wasser  verunreinigt  waren.  Die  Asphaltrühren  waren  von  der 
-\rt,  wie  sie  in  Frankreich  wegen  ihrer  Wohlfeilheit  und  Haltbarkeit  viel- 
fach angewendet  werden,  aus  Eisenblech  cylindrisch  gebogen,  an  den 
Rändern  vernietet,  mit  Zink  überzogen  uud  schliesslich  innen  uud  aussen 
mit  einer  Lage  Bitumen  überdeckt;**  die  einzelnen  Köhrenstückc  werden 
in  einander  eingeschranbt.  Die  ei.scracu  gezogenen  uud  die  Glasröhren 
waren  durch  übergezogeue  Mutfen,  die  Bleiröhren  durch  Löthuug  in  den 
Stössen  verbunden.  Die  Köhrenstränge,  an  denen  die  Messungen  ausge- 
führt wurden,  waren  meist  etwas  über  100  Mtr.,  die  aus  den  Glas-  uud 
ßlcirohren  gebildeten  ungelähr  halb  so  laug;  die  Durchmesser  im  Lichten 
betrugen  d = 0,012  bis  0,5  Mtr.,  die  mittleren  Geschwindigkeiten  m — 0,16 
bis  5 Mtr.  pro  Sec. 

Darcy  folgert  aus  seinen  Versuchen,  dass  der  Lcitungswiderstand  in 
bühcrem  Grade,  als  bisher  angeuommeii  zu  werden  pflegte,  vom  Material 
Cüd  vom  oberflächlichen  Zustande  der  Köhren  abhängig  sei,  und  da.ss  der 


* Recherches  experimentales  relatives  au  mouvement  du  l’cau  dans  les 
tuvaiix.  Paris  1857. 

**  Les  fontaincs  pnbligiies  de  la  ville  de  Dijon  i>ar  Henry  Darcy. 
l’»ris  185<i,  p.  032. 

OrAibQf,  thooret.  HAiK'UinenloUro.  I.  31 
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Einfluss  des  Materials  nur  in  dem  Grade  mehr  und  mehr  verschwinde,  als 
die  Rühren  bei  längerem  Gebrauch  durch  Niederschläge  aus  dem  Wasser 
verunreinigt  werden;  dadurch  soll  die  Widerstandshöhe  auf  etwa  das  Dop- 
pelte des  Werthes  für  neue  oder  gereinigte  Röhren  wachsen,  eine  Angabe. 
, die  bei  der  Unmöglichkeit,  den  Grad  der  Verunreinigung  bestimmt  zu  de- 
finiren,  ohne  allen  wissenschaftlichen  und  selbst  nur  von  zweifelhaftem 
praktischem  Werth  ist.  Ueberhaupt  kam  es  Darcy  nicht  sowohl  darauf  an, 
das  Gesetz  des  Leitungswiderstandes  vermittels  seiner  schätzbaren  Versuclie 
näher  aufzuklären,  als  er  vielmehr  nur  empirische  Regeln  suchte,  nach 
denen  die  Leistungsfähigkeit  der  Röhrenleitungen  in  ihrer  gewöhnlichen 
Unvollkommenheit  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  Verunreinigung  nach  län- 
gerem Gebrauch  beurtheilt  werden  kann;  in  diesem  Sinne  empfiehlt  er  für 
den  technischen  Gebrauch  zu  setzen,  falls  « ]>  0,2  Mtr.  ist,  * 


I( 

7 


0,000507  -f 


0,00001 294\ 


(12i, 


womit  die  Widerstandshöhe 


R’  4 

T ungefähr  doppelt  so  gross  gesetzt 

7 « 


wird,  als  sie  für  neue  oder  gereinigte  gusseiserne  Röhren  gefunden  wurde. 
Der  Coefficieut  - des  Ausdrucks  (9)  für  die  Widerstaudshöhe  .5,. 

M*  Y 

welcher  nach  den  früheren  Annahmen  nur  mit  wachsendem  u,  nach  den 
späteren  Weisbach’schen  Versuchen  (in  übrigens  nicht  näher  festgestellter 
Weise)  mit  wachsenden  Werthen  von  u und  d abuahm,  würde  nach  der 
Darcy’schen  Formel  nur  mit  wachsendem  Durchmesser  d abnehmen. 

Eine  mehr  vollständige  Verwerthung  der  Darcy’schen  Versuche  ist 
von  Gauchler  versucht  worden,*  welcher  daraus  für  die  Widerstandshöhe 
die  Formel 


(13; 


abgeleitet  hat,  worin 

für  die  Asphalt-  und  Rleiröhren a = 7,0 

„ „ Glasröhren  « = 0,7 

„ „ gereinigten  oder  neuen  gusseisernen  Röhren  a = 6,0 

„ „ gezogenen  eisernen  Röhren rx  = 6,4 

„ „ unreinen  gusseisernen  Röhren « = 5,5 


gesetzt  werden  soll,  so  dass  danach  insbesondere  das  Vergrösserungsver- 


* Coniptes  rendus  v.  22.  April  1807. 
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hältniss  dos  Leitungswiderstandos  gusseiserner  Röhren  durch  ihre  Verun- 
reinigung nach  lüngerem  Gebrauch 


gesetzt  ist  Aus  Gl.  (13)  und  (!))  folgt 


. . . (14X 


wonach  zwar  ji  in  Uebercinstimmung  mit  sonstigen  Erfalirungen  mit  wach- 
sendem u beständig  abnohmen,  bezüglich  der  .Vbhängigkeit  von  rf  aber  das 
eigenthümliclie  Verhalten  statttinden  würde,  dass  es  für  verschiedene  mitt- 
lere Geschwindigkeiten  verschiedene  bestimmte  Rohrweiten  gäbe,  für  welche 
Ä ein  Minimum  ist,  nämlich  entsitrechend 


-- 

12 


1 

I* 


1 


11 

= min. 


u 4 

4«  * 


•1  H ^ 

/ 

12 


=-  0; 


4 

11 


(15), 


z.  li.  (/  — 0,306  0,361  0,432  0,514  Mtr. 

für  M = 0,5  1 2 -1  „ 

Die  Gauchler’sche  Formel  hat  einen  rein  empirischen  Charakter  und 
lässt  sich  mit  einfachen  theoretischen  Vorstellungen  über  die  Wirkungs- 
weise der  inneren  und  äusseren  Reibung  kaum  in  Zusammenhang  bringen. 
-4ach  enthalten  die  für  verschiedene  Fälle  ermittelten  Werthe  des  Coefti- 
cienten  a nicht  nur  den  Einfluss  des  Materials  und  der  Oberflächenbe- 
schaffenheit der  Röhren,  sondern  auch  den  Einfluss  der  von  ihrer  Fabrica- 
tionsmethode  abhängigen  und  deshalb  mehr  oder  weniger  zufälligen  ,\b- 
weichung  von  der  genau  cylindrischen  Form.  Insbesondere  sind  (wie 
Hagen  in  seiner  im  folgenden  §.  zu  besprechenden  Abhandlung  hervorhobt.) 
ausser  den  verunreinigten  gusseisernen  auch  die  Glasröhren,  die  Asphalt- 
rohren  und  die  engeren  gezogenen  Röhren  in  dieser  letzteren  Hinsicht 
kaum  zur  Ableitung  des  wahren  Widerstaudsgesetzes  brauchbar,  die  Glas- 
röhren wegen  ihrer  meist  conischen  Form,  die  bei  dem  von  Darcy  be- 
nutzten Röhrenstrange  eine  Schwankung  des  lichten  Durchmessers  zwischen 
0,044  und  0,053  Mtr.  zur  Folge  hatte,  die  Asphaltröhren  wegen  ungleicher 

31* 
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Dicke  der  nur  goschinolzcn  aufgebrachten  und  nicht  weiter  ausgeglichenen 
inneren  Asphaltschicht,  die  gezogenen  Köhren  endlich  mit  Rücksicht  auf 
die  Schweissnaht,  die  wenigstens  bei  den  engeren  dieser  Ridircn  (von 
0,0122  und  0,026G  Mtr.  Drchm.)  von  merklich  störendem  Einflüsse  sein 
konnte.  — 

Im  Vorstehenden  wurde  nur  die  .Abhängigkeit  des  Leitungswider- 
stanilcs  von  der  Weite  und  Beschaffenheit  der  Köhren  und  von  der  mitt- 
leren Geschwindigkeit  in  Betracht  gezogen.  Dass  auch  verschiedenartige 
Flüssigkeiten  verschiedene  Widerstände,  wenigstens  verschiedene  Cocflici- 
enten  der  betreffenden  Formeln  für  5,  bedingen  werden,  ist  selbstver- 
ständlich. Wenn  aber  auch  in  dieser  Hinsicht,  ebenso  wie  bei  den  vorher 
angeführten  Formeln,  speciell  Wasser  als  solches  (nicht  in  dem  weiteren 
Siiino  als  Repräsentant  irgend  einer  tropfbaren  Flüssigkeit)  vorausgesetzt 
wird,  so  bleibt  noch  eine  Abhängigkeit  des  Leitungswiderstandes  vom 
Wärmezustande,  also  von  der  Pressung  und  Temperatur  des  Wassers 
denkbar.  Dass  erstoro  keinen  merklichen  Einfluss  hat,  ist  schon  früher  an- 
geführt worden;  ein  hiiufluss  der  Temperatur  ist  dagegen  schon  von 
Gerstner  (1800)  wenigstens  bei  engen  Röhren  als  sehr  merklich  nachgo- 
wiesen  worden  der  Art,  dass  die  Ausflussmenge  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  sich  verdoppeln  kann,  wenn  die  Temperatur  um  30®  C.  wächst.* 

Eingehender  ist  dieser  merkwürdige  Einfluss  später  von  Hagen** 
untersucht  worden,  freilich  auch  nur  mit  Röhren  von  geringeren  Weiten, 
als  sic  bei  technischen  Ausführungen  meistens  Vorkommen,  und  bei  massigen 
Geschwindigkeiten.  Hagen  benutzte  3 sehr  sorgfältig  cylindrisch  herge- 
stellte, aus  zusammengelüthetem  Messingblech  über  Stahldrähten  gezogene 
Rühren  von  ungefähr  2,8  Millim.,  1 und  6 Millim.  Weite,  die  erste  etwa.s 
unter  0,5  Mtr.,  die  beiden  letzteren  etwas  über  1 Mtr.  lang.  Die  Ge- 
schwindigkeiten waren:  « = 0,07  bis  0,88  Mtr.  pro  Sec.,  die  Tempera- 
turen bis  T = 67 ®R.  Er  fand,  dass  die  Ausflussmenge  Fbci  successiver 
Erwärmung  des  Wassers  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  allmähUg 
wächst,  ein  Maximum  erreicht,  darauf  fast  ebenso  schnell  wieder  fallt  wie 
sie  vorher  gestiegen  war,  ein  Minimum  erreicht  (bei  einer  um  10®  bis  20® 
höheren,  als  der  dem  Maximum  entsprechenden  Temperatur),  endlich  wieder 
steigt,  jedoch  langsamer,  als  sie  früher  zu-  und  daun  wieder  abgenommen 

* Gilbert’s  Annalen,  Bd.  V,  S.  160  und  Gerstuer’s  Handbuch  der  Me- 
chanik, Bd.II,  S.  191. 

*«  Ueber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Bewegung  des  Wassers 
in  Röhren.  Eine  in  der  Kgl.  Akad.  der  Wissensch.  gelesene  Abhandlung 
Berlin  1854. 


Digitized  by  Google 


I.KITrSGXWiniäRSTANI)  GKRADKU  CYLISGRISCHKR  RÖHRKN. 


4K5 


s.  «9. 


hatte.  Die  beiden  Temperaturen,  welche  dem  Maximum  und  Minimum 
von  F,  also  dem  Minimum  und  Maximum  dos  Widerstandes  entsprechen, 
sind  ahhüngiK  von  der  (Jesehwindit'koit  und  von  der  llohreuweite;  sie  sind 
um  so  niederer,  je  grösser  « und  <l  sind,  und  können  unter  dem  Gefrier- 
punkt verschwinden,  so  dass  dann  uur  der  von  Hagen  so  genannte  zweite 
Schenkel  der  Gosch windigkeits.scale  (der  Curvc,  deren  Abscissen  = t und 
deren  Ordinaten  — u oder  — F sind)  in  die  Erscheinung  tritt,  also  nur 
eine  stetige  langsame  Zunahme  von  F zugleich  mit  r beobachtet  wird.  Hei 
den  in  der  Praxis  vorkommenden  Verhältnissen  ist  dies  gewöhnlich  der 
Fall,  nämlich  nach  Hagen  immer  dann,  wenn 

Uli  > tt, 00575  '16) 

für  den  .Meter  als  Längeneinheit  ist.  Für  diesen  Fall  oder  überhaupt  für 
den  zweiten  Schenkel  der  Geschwiudigkeitsscale  ergab  sich  aus  den  Ver- 
suchen (bei  denen  thatsächlich  ud  0,00575  war)  mit  IKicksicht  auf  Gl.  (D) 

, 0,000106(22,6  — yV) 

/.  — 

4 

y Uli 

wenn  die  Temperatur  t in  Keaumur’schen  Graden  ausgedrückt  wird.  Ins- 
besondere 

0,01 

yüii 

würde  hiernach  z.  H.  t — nahe  6"H.  oiler  7,5*(.'.  entsprechen,  und  es 
Hürde  der  Cocfficicnt  / mit  wachsenden  Werthen  von  u und  rf 
in  gleichem  Grade  abnehmen. 

■ Für  den  ersten  Schenkel  iler  Geschwiudigkeitsscale,  also  für  solche 
Temperaturen,  die  kleiner  sind,  als  die  dem  Vlaximum  von  F oder  « bei 
den  betreffendeu  Werthen  von  il  entsprechenden  Temperaturen,  ergab  sich 
ein  anderes  Gesetz  des  Widerstandes.  Der  Hanptbostaudtheil  von  //, 
konnte  dann  näherungsweise  in  der  Form 

y/,  _=  i entsprechend  ^ U^) 

rf*  Uli 

dargestellt  werden,  Tiuter  fl  einen  Coeffieieuten  vci’standcn,  der  ungefähr 
nach  dem  Gesetze 

3 3 

,1  ,-l.,nsO  --  l'r  ) ^10) 

mit  wachsender  Temperatur  = r^H.  abnimmt. 
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§.  90.  Gesetz  des  Leituugsn  iderstundes  nach  llag'cu  mit  Kilcksicht  »ui 
die  Versuche  von  Darcy. 


Hagen*  hat  cs  in  neuester  Zeit  unternommen,  die  Darcy’schcn  Ver- 
suche nicht  nur  im  Sinne  einer  empirischen  Praxis,  sondern  zugleich  in 
wissenschaftlicher  Weise  zu  verwerthen  zur  näheren  Aufklärung  dc-s  Ge- 
setzes dos  von  zufiUligeu  Nebenumständen  mögliclist  befreiten  Lcituncs- 
widerstandes  in  Röliren  von  soichen  Durchmessern  und  für  solche  Ge- 
schwindigkeiten, wie  sic  bei  den  technischen  .Ausführungen  vorzukoramen 
pflegen.  Indem  zu  dem  Ende  Hagen  ausser  den  Versuchen  mit  den  er- 
heblich verunreinigten  gusseisernen  Köhren  auch  noch  die  mit  den  Glas-, 
Asjdialt-  und  den  engeren  gezogenen  Rohren  ausschied  (aus  den  im  vorigen 
näher  angeführten  Gründen),  blieben  ihm  im  Ganzen  H7  Messungen  for 
mittlere  Geschwindigkeiten  u 0,10  bis  h Mtr.  an  12  verschiedenen 
Röhren  (8  neuen  oder  gebrauchten,  aber  gereinigten  gus.seiserneii,  .*1  Blei- 
Röhren  und  einer  gezogenen  eisernen  Röhre)  von  d 0,014  bis  0..5  Mtr. 
Durchm.  zur  Verfügung.  Von  verschiedenen  versuchten  Fonneln  zur  Dar- 
stellung des  Abhängigkoitsgesefzes  der  Widerstandshöhe  Ä,  pro  1 Mtr. 
Rohrlängc  zeigte  sich  daun  die  Formel 


— tt  + Ä 


1 


d ' d- 

am  meisten  zutreB'end,  deren  Goefficienten  a und  b sich  als  nicht  merklich 
abhängig  vom  Material  der  Röhre  ergaben  (wenigstens  nicht  so  sehr,  dass 
nach  Hagen’s  Meinung  die  Differenzen  nicht  durch  die  ^längel  der  cylin- 
drischen  Form  und  der  Messungen  des  Durchmessers  d erklärt  werden 
könnten),  und  deren  wahrscheinlichste  Werthe  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  zu 

a ^ 0,001  li;)3;  b ==  0,00000.').1.^6 (2 

bestimmt  wurden.  Um  dabei  den  mit  den  engsten  Röhren  angcbtelltCD 
Beobachtungen  nicht  einen  allzu  grossen  Einfluss  einzuräumen,  wunlcu 
diese  Coefficienteu  a und  b so  berechnet,  dass  die  Summe  der  Fehlcrqna- 
drate  nicht  von  selbst,  sondern  von 

n,d  b 

---  au 

M d 


* Ueber  die  Bewegung  des  Wassers  in  cylindrisehcn,  nahe  horlzontalcii 
Leitungen.  Mit  einem  Anhänge:  über  die  Bewegung  des  Wassers  in  vcrtical 
abwärts  gerichteten  Röhren.  Von  G.  Hagen.  .Aus  den  Ahhaudlungeu  der 
Kgl.  Akad.  der  Wissenscli.  zu  Berlin  1809.  Berlin  1870. 
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ein  Minimum  wurde.  Uebrigens  unterwirft  sie  Hagen  einer  uacbträglichen 
(‘urrection,  um  sie  mit  seinen  eigenen,  im  vorigen  §.  erwähnten  Beobach- 
tungen au  sehr  engen  Röhren  in  Ucbereinstimiuung  zu  bringen,  durch 
welche  wenigstens  der  Coefficient  h des  bei  sehr  kleinen  Rohrweiten  d 
überwiegend  grossen  zweiten  Gliedes  im  .\usdruckc  (1)  von  By  zuverläs- 
siger bestimmt  werden  konnte,  um  so  mehr  als  bei  jenen  Versuchen  von 
Hagen  eine  grössere  Sorgfalt  auf  die  Darstellung  einer  möglichst  genau 
cylindrischen  Form  und  auf  die  genaue  Messung  der  Durchmesser  ver- 
wendet worden  war.  Auf  Grund  derselben  setzt  Hagen  diesen  mit  der 
Temperatur  wesentlich  veränderlichen  Coefticienten  neuerdings  hei  Voraus- 
setzung des  metrischen  Maasses,  unter  t aber  die  Temperatur  in  Rcaumur’- 
schen  Graden  verstanden, 

b = 0,000005871  — 0,000000267t  + 0,00000000735t*  . . (3). 
Hiernach  würde  der  aus  den  Darcy’schen  Beobachtungen  abgeleitete  Werth 
'2)  von  h der  Temperatur  t — 2,11  Grad  R.  entsprechen.  Weil  aber  die 
auf  die  engeren  Röhren  sich  beziehenden  und  den  Coefficieilten  b somit 
vorzugsweise  bestimmenden  dieser  Beobachtungen  im  October  und  im  Mai 
angestellt  wurden,  wobei  die  (von  Darcy  nicht  angegebene)  Wassertem- 
peratur .wenigstens  10*R.  betragen  mochte,  so  setzt  Hagen  nach-Gl. (3) 

b 0,000003936  für  t 10"R (1), 


und  findet  damit  schliesslich  den  wahrecheiulichsteu  Werth  des  anderen 
Coefficieilten: 

a = 0,0012017  (5). 

Der  Werth  ( l)  von  b ist  zwar  nicht  unlietruclitlicli  kleiner,  als  der  ur- 
sprünglich gefundene  Werth  (2)  desselben,  doch  ist  der  Unterschied 
= 0,0000014  nicht  viel  grösser,  als  der  wahrscheinliche  Fehler  von  b hei 
jener  anfänglichen  Bestimmung,  der  --  0,0000010  ermittelt  wurde. 

Wenn  der  Ausdruck  (§.  89,  Gl.  9) 


zu  Grunde  gelegt  w ird,  so  ist  nach  Gl.  ^1) 

X — 2g  (rt  -f  \ (') 

\ K d j u d 

und  darin  mit  g — 9,81  und  wenn  t jetzt  die  Temperatur  in  Celsius’- 
schen  Graden  bedeutet,  nach  (3;  und  (5) 
u = 0,023577 

= 0,00011519  — 0,000001 19 iT  -j  ' 0,00000009 229t*, 
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z.  B.  10*  = 96r)i  8251  7:t09  6829 

für  T = 5"  10"  15"  20"C. 

l'olgciidc  Tabollo  ciithiilt  die  Wortlic  von  X,  welche  hiernach  verschiedenon 

Werthen  von  \ iusbesondere  für  r = 10"C.  eiitsj)recheii,  und  welcbc 
ud 

bei  den  Anweudungeu  mit  IlUcksicht  auf  die  Unvollkommeidicileii  der  cv- 
liudrischen  Form  um  etwa  20  Procent,  mit  Ilücksicht  zugleich  auf  die 
Verunreinigung  und  Verengung  der  Köhren  durch  Niederschläge  aus  den: 
\Va.sser  um  50  und  mehr  l’rocent  grösser  in  Rechnung  gebracht  werden 
mögen,  sofern  nicht  etwa  dieser  letztere  Umstand  dadurch  berücksichtigt 
wird,  dass  man  die  abzuführendo  Wassermenge  cutsprcchcud  grösser  seUt. 
als  dem  Ilcdürfniss  zur  Zeit  der  ersten  Anlage  eutsi)richt. 


1 

u ll 

1 

2 

;i 

1 

5 

(> 

7 

8 
!t 

10 


0,02366 
0,02374 
0,02;182 
0,02.3!U 
0,02399 
0,02407 
0,02415 
0,02424 
0,02432 
0,02440  |j 


1 

ud 

11 

12 

13 

14 

15 

16 
17 
IH 
19 


0,02448 
0,02457 
0,02465 
0,02473 
0,02481 
0,02490 
0,02498 
0,02.506 
0,02514 
20  ; 0,0252.3 


1 

vd 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 
29 

;io 


'■  j 

0,02531  j|  .31 
0,02539  jj  32 
0,02.547  j :i.3 
0,02556  ;i  34 
0,02564 
0,02572 
0,(  12.5.8t» 
0,025.89 
0,02597 
0,ü2tK)5 


:i5 

36 

37 
;18 

39 

40 


0.02613  |i 
I 0,02622  j, 
0,t)26;io  ' 
0.tr>6.3.8 
0.0264»! 

I 0,(r>f).')5 
j 0.02«’>3  l' 
I 0,02671  , 
j 0.tr2679  j| 
0,tr2»>88  i 


Der  Ausdruck  A)  für  die  spccif.  Widerstaudshöhe,  welcher  dem  .Ins- 
druck (7)  des  Uoellicicnten  zu  Grunde  liegt,  empfiehlt  sich  besonders 
auch  dadurch,  dass  er  mit  einfachen  Vorstellungen  von  der  Natur  des 
Leitungswiderstandes  zi('mlich  zwanglos  in  Zusammenhang  gebracht  werden 
kann.  Die  Ursachen  dieses  Widerstandes  sind  die  äussere  und  die  innen’ 
Reibung,  denen  entsprechend  die  Widerstaudshöhe  By  als  aus  zwei  Theilcn 
bestehend  zu  betrachten  ist: 

By  = Ey-{-  ly (8.. 

Die  äussere  Reibung  wird,  insoweit  sic  von  der  inneren  verschieden 
ist,  durch  die  immer  bis  zu  gewissem  Grade  vorhandene  Rauhigkeit,  d.  li- 
durch  die  Erhabenheiten  und  Vertiefungen  an  der  inneren  Oberfläcln'  der 
Kohrwand  verursacht.  Die  Geschwindigkeiten  der  an  dieser  Obertlüche  hin 
flicssonden  Wa.sserthcilchen  erleiden  dadurch  sehr  oft  wiederholte  plötzliche 
Aenderungen  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtung.  Indem  aber  die  Alischungi- 
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bcwc},'mipen,  die  durch  solche  Richtuiigsaiidcruiipeii  gegen  das  Innere  der 
Uöhrc  liin  verursaclit  werden,  bezüglicli  auf  ihre  Interferenz  mit  der  regel- 
milssig  strömenden  Uewegung  im  luuereu  der  Külire  und  auf  die  ent- 
siirccheudc  Vermehrung  der  inneren  Reibung  daselbst  unmöglich  rationell 
zu  verfolgen  sind,  mag  die  gesonderte  Reriicksichtigung  der  äu.sseren  Rei- 
bung durch  die  Vorstellung  ermöglicht  werden,  dass  ihr  EinBuss  sich  un- 
mittidliar  nur  auf  eine  röhrenförinige  Wasserschicht  von  sehr  kleiner  mitt- 
lerer Dicke  d an  der  Oberflücho  erstreckt,  und  zwar  insofern,  als  durch 
den  wiederholten  iilötzlichen  Wf'chsel  dieser  Scliichtdicko  zwischen  einem 
Minimum  — d,  und  einem  Maximum  — d,  eine  entsprechend  plötzliche 
(jcschwiudigkeitsändcniug  zwischen  einem  Maximum  ~ ta,  und  einem 
Minimum  ^ iCg  bedingt  wird.  Jedem  solchen  plötzlichen  IJcbergang  der 
Geschwindigkeit  von  te,  in  entspricht  nach  §.76,  Gl.  (7;  eine  Wider- 
standshöhe 

_ (»fl »«a)'* 

oder,  wenn  w'  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  fraglichen  Oberflitchen- 
schicht  im  Sinne  der  Rohraxe  bedeutet,  eine  Widerstaudshöhe 


Wenn  also  irgend  einer  der  Wasserfaden,  in  welche  die  fragliche  Ober- 
tlachenschicht  des  Wassers  durch  ein  in  der  Rohraxo  sich  schneidendes 
Kbenenbüschel  zerlegt  werden  kann,  jiro  Längeneinheit  im  Durchschnitt  « 
solcher  plötzlichen  Querschnitts-  und  Geschwindigkoitsänderungen  erfährt, 
so  ist  die  entsprechende  specitischc  (auf  die  Längeneinheit  bezogene)  Wider- 
standshöhe oder  W'iderstandsarbcit  ]iro  1 Kgr.  des  in  der  Obcrflächenschicht 

Hicssenden  Wassers  ^ »C  - , unil  endlich  iiro  1 Kgr.  iles  in  der  ganzen 

Köbre  vom  Durchmesser  if  — ‘Jr  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  ic 
tiiessendeu  Wassers: 

^ w-  «de’ 

* xr'^.u  ' 'ig  g ' ru 

I • '^1  »‘’* 

oder  mit  r — und  ~ ^ f 
2 u ' 


(!>). 


Das  ist  das  erste  Glied  des  Ausdrucks  (1)  vou  7^,,  und  hat  darin  der  Co- 
cflicient  a die  Hedeutung: 
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2 . 2 . /d 

9 ' ü NOi 


:10 


Die  einzelnen  Factoren  dieses  Ausdrucks,  von  denen  n sehr  gross  und  i 
sehr  klein  ist,  können  nicht  näher  bestimmt  werden,  lassen  es  aber  gemas- 
ihrer  Bedeutung  erklärlich  erscheinen,  dass  der  Coefficient  a von  der 
Oberf lächcnbeschaffcnheit  der  Bohre  abhängig  gefunden  wiri 
Eine  noch  einfachere  Deutung  gestattet  das  von  der  inneren  Rei- 
hung abhängige  zweite  Glied  des  Ausdrucks  (1).  Wenn  nämlich  behafe 
,4u8schlic8sung  aller  Nebenumstände  eine  horizontale  Röhre  vorausgesctit. 
in  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  in  §.73  folglich  X,  — 0 gesetzt  »irtl 

du 

so  folgt  daraus,  da  hier  auch  = 0 ist, 

OS  , 


X = 


»V 

d.i 


oder,  wenn  auch  die  Rohrweite  sehr  klein  im  Vergleich  mit  der  Dmck- 
höhe,  somit  p in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  als  gleich, 
nur  von  einem  zum  anderen  Querschnitt  verschieden,  d.  h.  als  blosse  Func- 
tion von  s zu  betrachten  ist. 


jl  __  iv  _ _ _ j 


indem  der  Summand  /j  in  Gl.  (8)  nichts  anderes,  als  die  Abnahme  der 
Druckhöhe  j pro  iJingeneinheit  der  Röhre,  insoweit  sic  von  der  inncron 
Reibung  ( Ä,  ) abhängt,  bedeutet.  Nach  §.72,  Gl.  (8)  ist  aber  auch 


Ä 


S 


R d / dw\ 
y dy  y dy)' 


unter  R wie  dort  die  Constante  der  inneren  Reihung  verstanden,  währcini 
(zum  Unterschied  von  der  mittleren  Geschwindigkeit  «)  hier  w die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Pjutferuung  y von  der  Rohraxe  bezeichne,  .ius  der 
Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  folgt 


d 

dy 


Ih 

R 


y 


und  daraus  durch  Integration  mit  Rücksicht  darauf,  dass  tc  ein  Maxiraom 

( dw  \ , 

= üj  für  y = 0 und  w ---  w für  y = r ist. 


dw 

dy 


■//, 

'2R 


y\  = 


^ 4/<: 


- y’) 


(11. 
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oder  auch,  wenn  da,s  Maxiinuni  von  w für  y =r  U bedeutet. 


te„  -■  w 


Ml 


woraus  ersichtlich,  das»,  wenn  von  allen  Punkten  eines  Querschnitts 
aus  begrenzte  gerade  Linien  parallel  der  Rohraxe  und  proi>or- 
tional  den  betreffenden  Geschwimligkeiten  gezogen  werden,  die 
Endpunkte  derselben  in  einem  Urnd rehnngsparaboloid  liegen. 

Mit  Rücksicht  auf  01.(11;  ist  nun  die  initiiere  Geschwindigkeit 


r 


also, 


wenn  wieder  r — * 


d 


und 


^ £ gesetzt  wird, 

H 


8//  w — w'  ,^2/l’(l  h)  H U 

I — - - 1-  — " I-  ■ ■ ■ ■ 

Y Y d-  d“ 

der  Form  nach  übereinstimmend  mit  dem  zweiten  Theil  des  Ausdrucks  (1), 
während  die  Redeutungen  der  Rnchstaben  y Coefficienten 

b - ^ ~ (13) 

■/ 

von  der  Art  und  vom  Wärmcznstando  der  Flüssigkeit  abhängig 
erscheinen  lassen.*  - 

Oie  der  obigen  Betrachtung  zu  Grunde  liegende  Auffassung  der  äus- 
seren Reibung  als  desjenigen  Widerstandes,  welcher,  durch  nicht  w'citcr 
aiialysirbare  seitliche  und  wirbclförmige  Bewegungen  sich  mittelbar  auf  die 
ganze  Wassermasse  erstreckend,  unmittelbar  von  der  Rauhigkeit  der  festen 
Kotirwaud  und  von  den  dadurch  bedingten  unzähligen  plötzlichen  Quer- 


* Hagen  erklärt  a.  a.  0.  die  Bedeutung  des  zweiten  Gliedes  des  .\us- 
drurks  (1)  im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Weise,  mit  dem  Unterschiede  jedoch, 
(htss  er  w’  --  0 setzt,  nämlich  die  äusserste  Wasserschicht  als  dauernd  au  der 
Uohrwand  haftend  amiimmt.  Fäii  Einlluss  der  ohcrilärhlichcn  Beschaffenheit 
dieser  Wand  auf  den  resultirendcn  Leitungswiderstand  wird  damit  bestritten, 
wodurch  dann  aber  auch  die  Form  des  ersten,  hei  weiten  Böhren  überwiegend 
grossen  Gliedes  des  Ausdrucks  (1)  sich  irgend  einer  eiuigcrmassen  ratiuucllcu 
Beutung  entzieht. 
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Schnitts-  und  GcschwiiidigkeitsändiTuiigeu  der  längs  ihr  hin  Hiesseudt* 
äusserstcn  Wasscrschiclit  hcrrührt,  ist  wesentlich  verschieden  von  der 
frülieren  Auflassung,  nacli  welcher  diese  äussere  Reihung,  in  §.  72,  GL 'ä 
]iro  Flächeneinheit  mit  li  bezeichnet,  mit  der  inneren  Reihung  im  Gleich- 
gewicht ist.  Wenn  man  in  jener  Gleichung  gemäss  den  Bedeutungen  d« 
in  ihr  vorkommenden  Buchstaben  für  den  vorliegenden  Fall  einer  krei?- 

dz  dtj 

förmig  cylindrischen  Röhre  ^ ^ 1 und  = 0 setzt,  ergiebt  sich. 

rf»  du 

wie  übrigens  auch  ohne  Weiteres  einleuchtet, 

Tt'  h« 

Ä hy 

oder,  weil  hier  die  Geschwindigkeit  u an  der  Oberfläche  mit  w'  bezeichnet 
und  eine  blosse  Function  von  y ist,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11) 


also 


Jt'  _ dw  '//, 

R ~ ~ liy  ~ 2R  ’ ' 

j — E ~ E ^ 

' y r d' 


ln  der  That  ist  die  äussere  Reibung  als  Summe  der  beiden  .•Vufl'assungt-n 
entsprechenden  Widerstände  zu  betrachten,  und  wenn  R’  in  diesem  Sinne 
verstanden,  somit  auch  der  durch  die  Unregelmässigkeiten  der  Rohrwaud 
resp.  durch  die  ents])rechenden  unregelmässigen  Mischuugsbewegnnpen 
verursachte  Widerstand  dadurch  in  Rechnung  gebracht  wird,  dass  die  innere 
Reibung  der  regelrecht  strömenden  geraden  Wasserfäden  resp.  conccn- 
trischen  cylindrischen  Wasserschichten  entsprechend  grösser  gesetzt  wird, 
so  kann  auch 


/y,  ^ Ä, 


A 


R'  1 

7 


gesetzt  werden,  wie  in  §.  HO,  Gl.  (2).  Dass  dort  derselbe  Ausdruck  gan? 
abgesehen  von  der  inneren  Reibung,  nämlich  auf  Grund  der  Annahme  einer 
in  der  ganzen  Masse  gleichförmigen  Geschwindigkeit  gefunden  werden 
konnte,  liegt  darin,  dass  die  inneren  Reibungen,  womit  zwei  benachbarte 
der  concentrischen  cylindrischen  Wasserschichten  gegenseitig  auf  einander 
wirken,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Das  Abhängigkeitsgesetz  der  Grösse  B 
konnte  aber  dabei  nur  rein  empirisch  ennittclf  werden. 

Im  Folgenden  soll  die  spccif.  Leitungswiderstandshohe  in  der  Fortri 
von  Gl.  (0)  in  die  Rechnung  eingeführt  werden,  womit  die  f’uudamental- 
gleichung  (1)  in  §.89  die  Form  erhält: 
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Darin  ist  A die  Höhe  des  Oberwasserspiegcls,  woselbst  der  äussere  Druck 
=r  ist,  über  dem  Schwerpunkt  der  Mündung  resp.  dem  Unterwasser- 
spiegel, woselbst  der  äussere  Druck  = p ist,  während  l die  Länge,  d die 
Weite  der  Abflussrohre,  « die  mittlere  Geschwindigkeit  in  derselben  und  y 
die  Summe  der  Coeflicienteu  besonderer  Widerstände  bedeutet,  die  au  ge-* 
■wissen  Stellen  der  Röhre  verkommen  können. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Wasser  mit  dem  vollen  Rohrquer- 
jtd^ 

schnitt  F = — — , somit  ohne  äussere  Contraction  und  ohne  besonderen 
4 

Widerstand  an  der  Mündung  ausfliesst.  Wenn  aber  die  Röhre  mit  einem 
Mundstück  endigt,  dessen  Mündung  A<^F  und  für  welches  der  nach  dem 
Früheren  zu  beurtheilende  äussere  Contractionscoefticient  = «,  Geschwin- 

digkeitscocfficicnt  = (p,  also  der  Widerstaudscoefficient  — ^ 1 

der  Ausflusscoefficient  = a<p  — fi  ist,  so  wird  die  wirksame  Druckhöhe  11 

(ausser  zur  Bewältigung  der  Widerstandshöhen  ^ ~ und  k -y  7-)  zur 

2g  d 2g/ 

Erzeugung  nicht  nur  der  Geschwindigkeit  « in  der  Röhre  selbst,  sondern 

F 

der  grösseren  Ausflussgeschwindigkeit  = — - m im  kleinsten  Querschnitt 


des  coutrahirten  Strahls  und  zur  Bewältigung  des  durch  das  Mundstück 


verursachten  Widerstandes  verbraucht,  so  dass  an  Stelle  des  Summanden 
auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (14)  zu  setzen  ist: 


'lg 


und  somit  die  Gleichung  übergeht  in: 


Innerhalb  der  Grenzen,  zwischen  denen  die  Werthe  von  u und  d bei 
den  technischen  Anwendungen  zu  liegen  pflegen,  nämlich  etwa  u = 0,5 

Ms  2 Mtr.  pro  Sec.  und  d = 0,05  bis  0,5  Mtr.,  entsprechend  ud  = — 

40 

bis  1,  ist  X der  obigen  Tabelle  zufolge  nur  etwa  zwischen  den  Grenzen 
0,027  und  0,024  verschieden,  so  dass  dafür  meistens  in  solchen  Fällen  zu- 
gleich mit  Rücksicht  auf  die  Unvollkommenheiten  der  cylindrischen  Form 
und  auf  geringe  Verunreinigungen  der  Rühre  ein  um  etwa  20%  grösserer 
constauter  Mittel werth,  in  runder  Zahl  etwa  X = 0,03  gesetzt  werden 
kiuu,  wobei  es  ausserdem  Vorbehalten  bleibt,  zu  noch  grösserer  Sicherheit 
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§‘•'1 


behufs  weiterer  Rerücksichtigung  stollenweiser  Querschuittsvercngangi’!. 
durch  allmählig  zunehmende  Niederschläge  das  pro  Sec.  abzuführenii* 
Wasscrvolunien  = V Cubikra.  je  nach  Uniständeu  mehr  oder  weniger 
grösser  zu  setzen,  als  dem  Bedilrfuiss  zur  Zeit  der  Anlage  entspricht. 

Wenn  der  Querschnitt  einer  Röhre  nicht  kreisförmig  ist,  so  kann  is 
Ermangelung  besonderer  Versuche  der  Leitungswiderstand  demjenigen  eintr 
kreisförmig-cylindrischen  Röhre  gleich  gesetzt  werden,  deren  Weite  rf  nad 

4/' 

§.89,  GL (2)  = dem  sogenannten  mittleren  Rurchnicsser  --  = dem 

€✓ 

vierfachen  Inhalt  dividirt  durch  den  Umfang  des  gegebenen  Rohrquersclmitt; 
ist  In  der  That  mag  freilich  der  fragliche  Widerstand,  obschon  er  ohne 
Zweifel  um  so  grösser  sein  muss,  je  grösser  U bei  gegebenem  Werth  von  F 
ist,  nach  einem  etwas  anderen  Gesetz  von  F und  U abhungen,  auch  fär 
verschiedene  Querschnittsfomen  bei  gleichen  Werthen  von  F und  U ver-  I 
schieden  sein;  doch  fehlt  es  einstweilen  an  genügenden  Anhaltspunkten  zur 
Berücksichtigung  dieser  Umstände. 

Bevor  übrigens  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  zur  Lösuug  besonderer 
Probleme  benutzt  werden,  sind  zunächst  die  in  Leitungsröhren  vorznirs- 
weise  vorkommenden  besonderen  Widerstände  näher  zu  besprechen,  denen 
der  resultirende  Widcrstandscoeflicient  g jener  Gleichungou  entspricht  Sie  ^ 
werden  theils  durch  Richtiiugs-,  theils  durch  Qucrschnittsänderuugen  de* 
in  der  Röhre  strömenden  Wassers  verursacht 


§.91.  Widerstand  von  Knie-  und  Kropfrilhren. 

Wenn  schon  der  allgemeine  Leitungswiderstand  gerader  cylindrischer 
Röhren  nur  durch  besondere  Versuche  zuverlässig  bestimmt  werden  kann, 
so  ist  dies  um  so  mehr  der  Fall  in  Betreff  des  zusätzlichen  Widerstande*, 
der  durch  plötzliche  oder  allmähligc  Riebtungsänderungen,  durch  soge- 
nannte Knie-  oder  Kropfröhren  verursacht  wird,  wobei  in  erhöhtem  Grade 
jene  complicirten  Mischungsbewegungen  statttinden,  au  denen  die  theore- 
tische Untersuchung  scheitert. 

1)  Aus  Versuchen  mit  Knieröhren  von  0,03  Mtr.  Weite  für  ver- 
schiedene Werthe  des  Winkels  «,  um  welchen  dabei  die  Richtung  dos 
Was.serstroms  plötzlich  geändert  wird,  hat  Weisbach  für  den  betreffenden 
Widerstaudscoefticieuten  die  empirische  Formel* 

* Ingenieur-  und  Masehinen-Mechanik,  I,  vierte  AnÜ.,  S.  861. 
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g = 0,9457*/«’--  4-  2,04  7 */n* 


(1) 


t 

1 

/ 

abgeleitet,  wonach  sich  z.  B.  für 

« = 20“  40“  GO“  80“  90“  . 

J 0,046  0,139  0,3G4  0,740  0,984 

ergiebt.  Mit  welclier  Annäherung  dieselben  Werthe  auch  bei  weiteren 
Röhren  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  ist  zweifelhaft;  für  engere  Knie- 
röhren fand  Wcisbach  den  Widcrstandscoefficienten  wesentlich  grösser, 
für  solche  von  0,01  Mtr.  Weite  wenigstens  1,5  mal  so  gross. 

Für  den  Fall  eines  doppelten  Kuiees  mit  kurzem  Zwischen- 
stück (Fig.  37),  d.  h.  für  den  Fall  einer  in  kurzem  Abstande  wiederholten  , 
lig.  37.  plötzlichen  Richtungsünderung  um  densel- 

ben Winkel,  ist  nach  Weisbach  der  rcsul- 
tirende  Widerstandscocfficicnt  nur  = dem- 
jenigen des  einzelnen  Knices,  wenn  beide 
Ablenkungen  in  derselben  Ebene  in  gleichem 
Sinne  (Fig.  37,  A),  dagegen  doppelt  so 
gross,  wenn  sie  in  entgegengesetztem  Sinne 
(Fig.  37,  B)  statttinden,  und  endlich  unge- 
fähr 1 ‘/j  mal  so  gross,  wenn  die  Mittclebenen  beider  Kniec  (die  Ebenen 
der  Mittellinien  ihrer  Schenkel)  sich  rechtwinklig  schneiden.  Gemäss  der 
schon  früher  erwähnten  Erklärung  dos  in  Rede  stehenden  Widerstandes 
durch  seine  Zurückführung  auf  eine  Zusammenziehung  und  plötzliche 
Wiederausbreitung  des  von  der  Rohrwand  örtlich  abgolösten  Wasserstroms 
(Fig.  28  in  §.  7 6)  ist  also  anzunehmen,  dass  diese  innere  Contraction  durch 
das  zweite  Knie  im  ersten  der  genannten  drei  Fälle  nicht  merklich,  im 
zweiten  beträchtlich,  im  dritten  weniger  verstärkt  wird,  wie  es  für  die 
beiden  ersten  Fälle  die  punktirten  Linien  in  Fig.  37,  A und  B andeuten. 

Sind  die  Widerstandscoefficienten  Cj  und  der  beiden  Kniee  ungleich, 
etwa  C,  O C^,  so  wird  der  rcsnltircnde  Widerstandscoefficient 

\ 

im  ersten  F’alle:  ^ ^ g, 

„ zweiten  „ : g g,  g^ 

2 


I 


dritten 


S — bl  + 


bi 


ZU  setzen  sein.  Uebrigens  bleibt  die  Länge  näher  festzustcllen,  welche 
behufs  einer  sicheren  Anwendung  dieser  Regeln  das  mittlere  Rohrstück 
höchstens  haben  darf;  wenn  diese  Länge  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
wächst,  so  wird  natürlich  in  allen  Fällen  g = g,  -j-  g^. 
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Fig.  38, 


2)  Eiu  kleinerer  Widerstand  ist  mit  der  Richtungsänderuiig  eiutr 
Leitungsrühre  verbunden,  wenn  dieselbe  nicht  plötzlich,  sondern  dlniähhc 
stattfiudet;  dazu  dienen  die  vorzugsweise  üblichen  Krop  froh  re  n (Krümmer, 
d.  h.  kurze  Röhren  mit  kreisbogenförmiger  Mittellinie,  welche  durch  ent- 
sprechende Flanschen  mit  zwei  geraden  Rohrstrecken  von  verschiedenen 
Richtungen  verbunden  werden  (Fig.  38).  Für  den  gewöhn- 
lichen Fall,  dass  die  Mittellinie  des  Krümmers  ein 
Viertelkreis  ist,  durch  denselben  folglich  eine  Rich- 
tungsänderung von  90®  vermittelt  wird,  hat  Weishach 
aus  eigenen  und  aus  Versuchen  von  Dubuat  für  den 
Widerstandscoefticienten  die  folgende  Formel  abgeleitet: 

7 

i 

, r2- 

• * 


0,131  -f  1,8-17 


(i) 


darin  bedeutet  p den  Halbmesser  der  Mittellinie,  r den  Halbmesser  dos 
kreisförmigen  Rohrquerschnitts.  Ist  der  letztere  rechteckig  mit  den  Seiten 
= 2r  parallel  der  Jlbenc  der  Mittellinie,  so  fand  Wcisbach: 


0,124  + 3,104 


(3). 


Danach  ist  z.  B.  für 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

bei  kreisförm.  Querschn. 

g = 0,138 

0,158 

0,206 

0,294 

0,44U 

„ rechteckig.  „ 

J = 0,13.5 

0,180 

0,250 

0,398 

0,643 

Eine  grosse  Zuverlässigkeit  ist  übrigens  diesen  Zahlen  nicht  znzn- 
schreibeu,  weil  (ebenso  auch  bei  den  Knieröhren;  die  Uebereinstimmung 
der  unter  fast  gleichen  Umständen  erhaltenen  Versuchsresultate,  wie  Weis- 
hach  selbst  anführt,  viel  zu  wünschen  lässt. 

Ist  die  Mittellinie  der  Kropfröhre  ein  Kreisbogen  von  kleinerem 
Mittelpunktswinkel,  als  90",  so  ist  C ohne  Zweifel  kleiner;  in  welchem 
Maassc,  ist  durch  Weisbach’s  Versuche  nicht  näher  festgestellt  worden. 
Ist  sic  aber  ein  Kreisbogen  von  grösserem  Mittclpunktswinkel  bis  180®,  so 
wird  ihm  zufolge  g nicht  merklich  grösser,  wogegen,  wenn  an  einen  Krünmicr 
von  90"  ein  gleicher,  aber  entgegengesetzt  gekrümmter  sich  unmittelbar 
anschliesst,  der  Widerstandscoefticient  eines  solchen  S-förmigen  HopiK*!- 
krümmers  nahe  doj>pplt  so  gross  wie  der  eines  einfachen  gefunden  wnnle. 
Dieses  Verhalten  ist  ganz  analog  dem  oben  unter  1)  erwähnten  dopiwlter 
Knieröhren  mit  kurzem  Zwischenstück  (Fig.  37,  A und  B\  und  ist  darau- 
zu schliessen,  dass  überhaujjt  der  Widerstand  von  Kropfröhren  (weuigstens 
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der  stärker  gekrümmten,  worauf  sich  die  Weisbacli’schen  Vereuche  vor- 
zugsweise beziehen)  im  Wesentlieheii  auf  dieselbe  Ursache  zurückzuführen 
ist  wie  der  Widerstand  von  Knieröhren. 

Für  die  teclinischen  Ausführungen  ist  ira  Allgemeinen  eine  solche 
Krümmung  der  Kropfrühren  empfehlenswerth  und  gebräuchlich,  bei  welcher 
die  .\xen  der  dadurch  verbundenen  geraden  llohrstrecken,  wie  Fig.  .38  an- 
deutet, sich  iii  der  WandHächc  des  Krümmers  treflFcn;  in  diesem  Falle  ist 

- 1);  — 0,4142 

und  nach  Gl.  (2):  g — 0,21;'). 

r 

Nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  würde,  wenn  — bis  Null  abnimmt, 

C nur  bis  0,131  resp.  0,124  abnehmen,  während  thatsächlich  offenhar  g 
r 

zugleich  mit  ^ in  die  Grenze  Null  übergehen  muss.  .Auch  ist  bei  kleiiwren 
r 

Werthen  von  — oder  bei  Röhren,  die  auf  eine  grössere  Länge  gekrümmt 
0 

sind,  der  Krümmungswiderstand  von  anderer  .Art  wie  hei  kurzen  Kropf- 
röhren von  starker  Krümmung  oder  bei  Knieröhren;  er  ist  daun  nicht  an 
einer  bestimmten  Stelle  conceutrirt  und  im  Wesentlichen  auf  eine  örtliche 
Contraction  des  Wa.sserstroms  reducirbar,  sondern  er  äussert  sich  stetig 
auf  der  ganzen  Länge  der  gekrümmten  Röhre,  so  dass  auch  ^ mit  dieser 
lAiige  oder  bei  gegebenem  Krümmungshalbmesser  ()  mit  dem  gesammteu 
Ablenkungswinkel  n (—  der  absoluten  Summe  aller  elementaren  Ablenkungs- 
winkel, einerlei  ob  in  gleichem  Sinne  statttiudend  oder  nicht)  stetig  zu- 
nehrnen  muss,  .^i  solchen  Fällen  ist  deshalb  den  AVeisbach’scheu  Formeln 
eine  andere,  wenigstens  ihrer  allgemeiueu  Form  nach,  vorzuziehen,  welche 
Dubtiat  seinen  iMessungeu  gemäss  für  beliebig  gekrümmte  Röhren 
vou  kreisförmigem  (Querschnitt  aufgestellt  hat.  Denkt  man  sich  näm- 
lich an  der  Stelle,  wo  eine  gerade  Rohrstrecke  in  eine  gekrümmte  über- 
geht, die  A.ve  der  ersteren  verlängert  bis  sie  die  Wandlläche  der  letzteren 
trift't,  von  dem  Schnittpunkte  aus  eine  Tangente  an  die  krumme  Mittellinie 
gezogen  bis  zu  einem  zweiten  Schuittj)unkte  mit  der  Wandtläche  u.  s.  f. 
bis  die  so  erhaltene  gebrochene  Linie  wieder  gtmau  oder  möglichst  ange- 
iiähert  in  die  .Axc  der  am  anderen  Ende  der  Krüminung  sich  anschlies- 
senden geraden  Rohrstrecko  übergeht  (wie  es  die  ])unktirten  Linien  in 
F'ig.  38  für  den  einfachsten  Fall  audeuten),  und  bezeichnet  mit  <f:  die  (im 
Allgemeinen  verschiedenen)  einzelnen  Ablenkungswinkel  der  Seiten  an  den 
Eckpunkten  des  erhaltenen  Polygons  in  Fig.  38  ist  nur  ein  solcher 

Orashuf»  iheoret.  Hatfcbiumilebre.  I.  32 
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Winkel  f/>  vorhanden,  somit  <f  ~ a),  so  setxt  Dubuat*  die  Krümmungs- 
widerstandshölic 

V • oT 

sin ■ — 


für  den  pariser  Zoll  iils  Lilngeneinhcit.  Daraus  folgt  für  den  Meter  al« 
I>äugencinlieit  von  B und  a 

B L,  — — 0,0123M*.i'*»n*  — 

2.(7  2 

5 =r  2.9,81 .0,0123  .2' *1«*^  = 0,2413  

2 2 

Ist  der  Krümmungshalbmesser  coustant  = p,  so  ist  offenbar 

. ijt»»*--  = — sm^--  und  cos — = — \ 

2 (ij  2 2 p 4-  r 


2 (fj  2 2 r 

llieniach  ergiebt  sich  z.  B.,  wenn  a in  Graden  ausgedrückt  wird, 

r .... 


für 

100 

a 

— = 0,05 
Q 

0,1 

0,15 

0,2 

g = 0,0032 

0,0850 

0,0994 

0,1099 

90": 

g = 0,057 

0,076 

0,089 

0,099 

Man  wird  sicher  gehen,  wenn  man  für  stürkcro  Krümmungen,  etwa 
r - 

für  — ^ 0,2  die  Weisbach’sche  b'ormel  (2)  anwendet,  für  schwächen' 

Krümmungen  aber  die  Formel  (4J  mit  einem  so  vergrösserten  Coefficieuten. 

dass  sic  sich  an  jene  stetig  anschliesst,  nämlich  für  — = 0,2  nnd  a = 90* 

Q 

f — 

denselben  Werth  von  C liefert.  Setzt  man  zu  dom  Endo  für  — 0,2 


g 0,337  = 0,337  - sin^f 

* 2 ' <p  2 


T ^ _Q (6; 

2 P 


so  ergiebt  sich  für  — = 0,05  0,1  0,15  0,2 

C --  0,0882  0,1188  0,1389  0,1534 

« ' 

und  für  a = 90“:  g = 0,079  0,107  0,125  0,138. 

* Trincipes  (Hiydraulique,  Nr.  105  und  Nr.  357. 
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r 

Ist  - ~ X sehr  klein  (etwa  O.Oö),  so  kann  auch  gesetzt  werden: 
(' 

cn*  (1  -j-  j;)  ~ ' 

— 1 _ (I  ~ 1 (1  __  2x  -h  — ...)  = 


V' 


nahe  = (1  — x) 
und  somit  nach  Gl.  (0),  wenn  wieder  « in  Graden  ausgedrückt  wird, 

C „(1  _ j.)  y " = 0,004 IG«  fl  — l'  ^ 

Y2  1«0  V (»/  ' Q 


.{7). 


§.  92.  Widerstand  infolge  plStzIlcher  Aendernng  des  Rohrqnersclinltts. 

Plötzliche  Querschnittsünderungcii  einer  Leitungsröhre,  die  mit  einer 
örtlichen  Trennung  des  FlUssigkeitsstroms  von  der  Rohrwand  und  somit 
einem  nach  §.76  zu  beurtheilcndcn  Widerstande  verbunden  sind,  sollen 
rwar  ans  letzterem  Grunde  im  Allgemeinen  möglichst  vermieden  werden; 
oft  aber  sind  sic  unvermeidlich  oder  absichtlich  herbeigeführt,  insbesondere 
zur  Kegulirung  oder  zeitweise  gänzlichen  Unterbrechung  des  Wasserstroms 
durch  Schieber,  Hähne,  Drosselklappen  oder  Ventile.  Wenn  auf  solche 
Weise  der  Rohrquerschnitt  an  einer  gewissen  Stelle  mehr  oder  weniger 

62* 
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verengt  ist,  so  erßihrt  der  Wasserstrom  nach  dom  Durchgänge  durcli  diesen 
kleinsten  Querschnitt  = A der  Leitung  im  Allgemeinen  zunächst  noch  eine 
weitere  Contraction  etwa  bis  ciA  Gunter  a <C  1 den  betreflfenden  inneren 
Contractionscoefficieuten  verstanden)  bevor  er  sich  bis  zuin  vollen  Kohr- 
(inerschnitt  = F wieder  ansbndtet.  Wäre  diese  iilot/.liche  Querschnitts- 
vergrösserung  von  etA  bis  F die  einzige  Ursache  des  in  Rede  stehenden 
Widerstandes,  so  wäre  nach  §.  76,  Gl.  (8)  der  entsprechende  Widerstauds- 
coet'ticiont 


(U. 


Wenn  nun  auch  tliatsüchlich  gewisse  Widerstände  schon  durch  die  gezwun- 
gene Zusamnienziehung  des  Wasseniuerschnitts  bis  aA,  ferner  oft  nicht 
unbeträchtliche  durch  gleichzeitige  Richtungsänderungen  und  Stromzertliei- 
lungen  verursacht  werden,  dip  namentlich  mit  dem  Durchfluss  des  Wassers 
durch  die  von  den  oben  genannten  Regulirungsvorrichtnngen  dargebotenen 
Oeffnuugen  verbunden  sein  können,  so  pflegen  doch  dieselben  im  Vergleich 
mit  dem  durch  Gl.  (1)  ausgedriiekten  Ilanptwiderstandc  nur  von  unterge- 
ordneter Grösse  zu  sein;  diese  Gleichung  kann  dann  auch  zur  Darstellung 
des  resultirenden  Widerstandscoefticienten  dienen,  falls  nur  dem  Coefli- 
cienten  « eim^  entsprechend  zusammengesetzte  Bedeutung  beigelegt  und 
sein  Werth  für  verschiedene  Fälle  durch  besondere  Versuche  bestimmt 
wird.  Die  betreffenden  Angaben  dieses  §.  beruhen  auf  Versuchen  von 
Wcisbach.* 

Derjenige  Einfluss,  welcher  durch  Richtungsänderungen  und  Zerreis- 
sungen  des  Wasserstroms,  ferner  durch  -Veuderungmi  der  Gestalt  neben 
solchen  der  Grösse  seines  Querschnitts  und  durch  eine  etwaige  Unvollstän- 
digkeit der  inneren  Contraction  (bei  seitlicher  Lage  der  verengten  Dnrch- 
llussöft'nung)  auf  den  (’oefficienten  g und  somit  auf  u ausgeübt  winl,  kann 
jo  nach  der  besonderen  Art  uml  Disposition  der  hier  in  Rede  stehenden 
Regulirungsvorrichtungen  sehr  verschieden  sein;  um  so  mehr  ist  es  nützlich, 
die  Werthe  von  f und  a vor  Allem  zunächst 

1)  für  ilen  einfachsten  Fall  zu  kennen,  nämlich  für  den  Fall  einer 
kreisförmigen 'cent  ralen  Oeffnung  - A in  einer  ebenen  Wand, 
die  senkrecht  zur  Axe  in  eine  Röhre  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt — F eingesetzt  ist.  In  diesem  Fnndamentalfalle,  in  welchem 
die  so  eben  genannten  besonderen  Umstände  sämmtlich  eliminirt  sind  und 
der  Uoefticient  n von  Gl.  ll)  nur  mit  Rücksicht  auf  den  geringfügigen 


* Ingenieur-  iiml  Maschinen-Mechanik,  I,  vierte  Aiifl.,  §.4."W  und  §,44;! — 44;>- 


Digitized  by  Gothic 


g.  02.  WinKRSTANI)  nURf’H  PI.ÖTZI.K'HK  QUKBSrHNlTTSÄM>KmlNOKN.  f)01 


Widerstand  bei  der  /iisaimnenzieliuiiK  des  Wasserstronis  bis  ziiiii  kleinsten 
tjiicrschnitto  etwas  kleiner,  als  der  innere  Coiitractionscoeftieient  ist,  kann 
iiacli  Weisbaeb  gesetzt  werden: 


für  « = 

1 

1 b.O 

, 0,8 

i 0.7 

! o,t: 

i 0,5 

0,4 

1 0,3 

i 

0,1 

a = 

1 

' 0,892 

' 0,813 

' 0,75.5 

' 0,712 

; 0.681 

0,6.50 

0,643 

: 0.6.32  ! 

0,621 

t — 

ü 

ü,ü(! 

1 0,20 

i 0,80 

1,80 

! 

7,80 

17,5 

i 47,8  1 

226 

.Je  kleiner  « = , desto  voUkomincucr  ist  die  innere  Contraction,  desto 

r 

kleiner  folglicb  a. 

Wenn  die  centrale  Durcblassöffnung  A sich  an  einer  solchen  Stelle 
bolindet,  wo  zwei  Ilöbrcn  von  verschiedenen  Weiten  mit  gemeinschal't lieber 
.\xe  zusainmenstossen  (wie  in  Fig.  20,  §.  7d),  so  ist  zu  beachten,  dass  F in 
(il.(l)  den  Rolirquerschnitt  hinter  der  Durehlassöffnnng  bedeutet,  während 
der  Unvollkommenheitsgrad  der  inneren  Contraction  von  dem  Verhältniss 
der  Oeffnnng  A zum  vorhergehenden  Querschnitt  = F'  dc^r  Röhre  ab- 
lüngt.  Man  findet  also  ^ nach  ül.  (1),  wenn  « der  obigen  Tabelle  (evenf. 
* A. 

durch  Intcrj)olaliou)  gemäss  n entnommen  wird. 

Jr 

Ist  dabei  insbesondere  F'  F und  A F,  so  ist 

n und  5 (2), 


(0) 


2)  Für  den  Durchfluss  des  Wassers  durch  mehr  oder  weniger  ver- 
engte Schieberöffnungen  liegen  Vei'snche  vor  mit  einem  Schieber  in 
einer  cyliudrischen  Röhre  von  0,()1  Mtr.  Weite  und  in  einer  parallcleiii- 
IM'dischen  Röhre  von  (),or>  und  t),02.')  Mtr.  Seitenlänge  des  rechteckigen 
Querschnitts  (Fig.  flO,  A und  II).  Der  Coefticient  n des  Ausdrucks  (1) 
...  wird  in  diesen  Füllen  durch  die  seitliche  Lago 

der  Durchflus.sötl'uung  A insofern  verkleinert. 


als  damit  eine  gesteigerte  Richlungsämicrung 
des  Wasserstroms  und  zugleich  eine  Gestalts- 
änderung  seines  Querschnitts  verbunden  ikt, 
dagegen  vergrössert  mit  Rücksicht  auf  die  Un- 
vollständigkeit der  inneren  Contraction  beson- 

A 

ders  für  die  kleineren  Merthc  von  bei 

F 
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denen  die  Contraction  überhaupt  in  höherem  Grade  stattfindet.  Die  Folg' 

A 

dieser  Umstände  ist,  dass  sich  J für  die  grosseren  Wertho  von  et»»; 


grösser,  für  die  kleineren  etwas  kleiner  ergiobt,  als  im  Fundamcntalfall 
unter  1),  wie  die  folgende  Zusammenstellung  der  Vcrsuchsrcsultate  er- 
kennen lässt. 


Cylindrischc  Röhre. 


X 

= V» 

ar 

. ♦ ’ 

1 ' 

1 

7t 

/e 

/H  ' 

' 

1 

Ä 

F 

= 0,948 

0,850 

0,740 

0,009  1 

1 

1 

i 0,466 

I 

o,;U5 

? 

= 0.07  1 

1 0,26 

0,81  1 

2,00 

5,52 

17,0 

ParallelepipcdiBcbc  Röhre. 


' 0,8 

’ 0,7 

; 1 

0,6 

1 

1 0,5  ' 

'o,4  1 

0,3  i 0,2  * 

0,1 

0,39 

1 0,95 

1 2,08 

4,02 

1 8,12  1 

17,8  , 44,5  , 

193 

Den  Gebrauch  dieser  Zahlen  mag  das  folgende  Beispiel  erläutern.  Eine 
mit  Itcgulirungsschicber  versehene  cylindrische  Röhre  von  rf  = 0,1  Mtr.  Weili.’ 
liefere  bei  7/ = 1,15  Mtr.  wirksamer  Druckliöho  pro  Sec.  V=  0,015  fubikni. 
Wasser,  wenn  der  Schieber  ganz  geöffnet  ist  und  ausser  dem  allgemeinen 
Lcitungswidorstande  nur  ein  Eintrittswiderstand  mit  dem  Coefticienfeu 
g = 0,5  (§.  8ft)  in  der  Röhre  vorkommt.  Wie  weit  muss  der  Schieber  in 
die  Röhre  vorgeschoben  werden,  damit  sie  unter  übrig<ms  gleichen  Um- 
ständen nur  y"  — 0,5  V Cnbikm.  Wasser  liefere?  Hier  ist 


V2y77  =r  V2  . y,81  . l,i'5  = 4,75  ; F 
folglich  bei  ganz  geöffnetem  Schieber 


“ = /r  = i/Ji 


'/  >''2^/7 ; --  = 


Xd- 
''  ~ 

4,75 

1,01 


= 0,007854; 


2,487; 


der  gesammte  Widcrstandscoofficient: 


i - 1 = 5,185 

r'* 

und  der  Leitungswiderstandscocfficient: 

U = 5,185  — 0,5  = 4,685. 
d 

Soll  nun  F'  — 0,5  V,  also  die  mittlere  Geschwindigkeit  u = <f'  y 
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= 0,5  m werden,  so  muss  (p  = 0,5  9),  also  der  gesammto  Widerstands- 
coeflicieut 

— 1 ^ — 1 -r  4 . 6,185  — 1 = 2.3,74 

<P  ' y * 

sein,  durch  den  Schieber  folglich  ein  Widerstand  mit  dem  Coefticioiiten 

' / X' 

5 2.3,74  — 0,5  — X = 2.3,24  — ^ . 4,685 


verursacht  worden,  und  weil  mit 
T.abclle  iu  §.  90 


1 

1t  d 


X 0,0244 


X 0,0240 


5,2  und  = 10,4  nach  der 
u d 

~ 6Ö 


ist,  so  folgt  schliesslich  ^ = 18,48.  Nach  obiger  Tabelle  der  Wcrtlie 

X * 

von  C für  verschiedene  Werthe  von  — muss  also  der  Schieber  um  etwas 
' d 


mehr  als 


3 


75  Millim.  in  die  Röhre  vorgeschoben  werden. 


3)  Der  Widerstand  beim  Durchgang  des  Wassers  durch  Hahnöff- 
nungen ist  von  Weisbach  auch  für  die  beiden  J'iille  geprüft  worden, 
dass  sich  der  Hahn  in  einer  cylindrischen  oder  in  einer  parallelepipedischen 
Röhre  befindet;  die  Querschnitte  der  Röhren  hatten  die  unter  2)  angege- 
benen Dimensionen.  Bezeichnet  d den  Winkel,  um  den  der  Hahn  aus  der- 
jenigen Stellung,  iu  welcher  die  Axe  seiner  Bohrung  mit  der  Axe  des  Rohrs 
zasammenihllt,  gedreht  wurde  (Fig.  40),  so  ergaben  sich  bei  verschiedenen 
Werthen  von  6 die  folgenden  Wii^erstaudscoeffici- 
enten:  5 für  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr, 
^ für  den  Hahn  im  paralleleiiipcdischcn  Rohr. 
Der  Abspcrrungswinkel  d^,  d.  h.  der  Werth  von  d, 
bei  welchem  der  Durchfluss  des  Wassers  eben  ganz 
gehemmt  = oc)  war,  betrug  im  ersten  Falle 
82®,  im  zweiten  C, ’ = 67®. 


Fig.  40. 


r- 

? 

f ,i 

J... 

? 

^ il 

I 5« 

0,02 

0,05 

0,05 

1 40« 

8,72 

17,3 

20,7 

10» 

0,15 

0,29 

0,31 

4.5“ 

15,4 

31,2 

41,0 

15* 

0.39 

0,75 

0,88 

' .50“ 

27,9 

52,6 

95,3 

20» 

0,85 

1,56 

1,84 

' 55“ 

53,9 

106 

275 

! 25* 

1,62 

3,10 

3,45 

1 60" 

11.3 

2tK> 

— 

30* 

2,89 

5,47 

6,15 

: 65“ 

276 

486 

— 

85« 

5,05 

9,68 

11,2 

i 

[ 
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Bei  dem  Durchfluss  durch  die  schrilg  gestellte  llahiihohrung  erleidet 
das  Wasser  ausser  der  plötzlichen  Querschnittsänderung  eine  zweimalige 
plötzliche  Richtuugsänderuug  ähnlich  wie  bei  dem  dojipelteu  Knie  mit 
kurzem  Zwischenstück  (§.  tU,  Fig.  37,  B).  Danach  ist  es  erklärlich,  dass 
die  Werthe  von  g und  ^ durchweg  grös.ser  sind,  als  diejenigen  ^Yider- 

A 

standscoefficientcu,  welche  nach  Gl.(l)  demselben  Querschnittsverhältnisse 

/ 

im  Fundamentalfalle  unter  1)  entsprechen  würden.  Diese  letzteren  =- 
sind  für  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr  in  obiger  Tabelle  beigefügt 
worden,  berechnet  nach  Gl.(l)  mit  den  von  Weisbacli  angeführten  (^ncr- 

Schnittsverhältnissen  — = n und  den  outsiircchenden  Werthen  von  « ge- 

T 

niäss  der  Tabelle  unter  1). 

Der  .\bsperrungswinkel  d,  eines  Hahns  hängt  vom  Verhältnisse  der 
Rohrweite  d zum  Durchmesser  rf,  des  Hahnköriiers  ab,  und  zwar,  wie  leicht 
ersichtlich,  gemäss  der  Gleichung 


Die  in  der  obigen  Tabelle  für  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr  beigefügteu 
Werthe  von  Cj  können  nun  dazu  dienen,  den  einem  gewissen  Stcllwinkel  d 
entsprechenden  Widcrstaudscoefticicnten  g auch  für  einen  solchen  Hahn 
näherungsweise  zu  tiuden,  dessen  Absj)errungswiukel  d,  von  dem  des 
Versuchshahus  — 82"  verschieden  ist,  wenn  mau  berücksichtigt,  dass  der 

Bestandtheil  C,  von  C nur  vom  Querschnittsverhältnissc  also  von  dem 
d 

Verhältnisse  . , der  andere  Bestandtheil  — C — Cq  dagegen  hauptsäch- 

''i 

lieh  nur  von  d abliängt.  Soll  z.  B.  J geschützt  wenlen  für  d — 50"  bei 

bO 

d,  = 7.5",  so  hat  man  für  d = 82  — 51  “Z,  nach  der  Tabelle  Cu  — 52, 

i 5 

für  d = 50"  dagegen  C — bu  — 52,6  - 27,0  nahe  ~ 25;  es  ist  also 

anzunehmen: 

C 52  25  rrr  77. 

F)  Für  eine  DreliT  oder  Drosselklappe  wurden  l>ei 
verschiedenen  Wertlien  des  Winkels  d (Fig.  11)  die  nacli- 
' stehenden  Widerst.andscoefticicnten  = C im  cvlindri- 

sehen,  C iin  parallelepipedischen  Rohr  (von  den 
unter  2)  angeführten  Abmessungen)  gefunden. 
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; 1 

0.-24 

0,28 

1 30" 

3.01 

3.51 

55"  1 

58,8 

42.7 

10*'  , 

0,52 

0.45 

35" 

(5,22 

5,7 

(! 

(50"  ! 

118 

77,4 

ij  1.5»  1 

O.fN) 

0,77 

i 40" 

10,8 

0,27 

(55" 

25(5 

1 58  1 

I i 

1.54 

1.34 

45" 

18,7 

1.5,1 

70" 

751 

3(58  || 

2,51 

2,1(5 

.50“ 

32,(5 

24,0 

11 

‘M(“  ; 

X 

X 1 

Für  ilie  kleineren  Winkel  6 sind  diese  Widerstandscoei'ticiunten 
grosser,  als  diejenigen,  welche  denselben  Quersclinittsverliiiltnisseu  — im 


Fundamentalfalle  unter  1)  entsprechen,  weil  die  Klapj>e  schon  an  sich, 
selbst  wenn  sic  längs  der  Uohraxe  gerichtet  (d  = 0)  ist,  einen  gewissen 
Widerstand  verursacht;  bei  den  grösseren  Winkeln  d,  somit  den  kleineren 
A 

\ erhültnissen  macht  sich  aber  der  FinHiiss  der  nur  partiellen  inneren 

T 


t’ontraction  geltend,  welcher  zur  Folge  hat,  dass  die  Werthe  von  ^ denen 
des  Fundamentalfalles  nahe  gleich,  die  Werthe  von  ^ aber  wesentlich 
kleiner  werden. 

5)  Wenn  das  in  einer  Ufdire  oder  von  einer  in  eine  andere  Röhre 
,z.  H.  vom  Saugerohr  einer  l’iimpc  in  den  I’umpencyliuder)  strömende 
Wasser  ein  Teller-  oder  Kegelventil  zu  passiren  hat,  so  sind  dreierlei 
verengte  (Querschnitte  des  Wasserstroms  zu  unterscheiden  'Fig.  12): 


Kig.  it.  die  kreisförmige  DurchHussötliiung  (««)  im  Ventilsitz 

— A,,  die  ringförmige  Durchllussötiiiung  (6c,  6c)  um  das 
Ventil  herum  — A^,  und  die  cylindrische  IturchHussöff- 
nung  (a6,ft6)  zwischen  Ventil  und  Ventilsitz  ~ A-,. 

I Al  und  A.j  sind  für  ein  bestimmtes  Ventil  constant, 
während  A-,  von  seiner  F.rhelmngshöhe  n6  h abhängt; 
iler  Widerstandscoefticient  ^ ist  von  den  Verhältinssen 
der  (Querschnitte  A^,  A.^  und  A^,  zu  ilem  (Querschnitte  /•'  des  Abtlussrohrs 
des  Wasserstroms  nach  dem  Pa.ssinm  des  Ventils,  und  in  untergeordnetem 
Grade  event.  auch  von  dem  (Querschnitte  i’’’  des  Zultussrohrs  (des  dem 
Ventile  zutlics.sendeu  Wasserstrom.s)  abhängig. 


Ist  /i  sehr  klein,  so  hat  überwiegenden  EinHuss  auf  g.  Wird  6, 
somit  A-i  vergrössert,  so  nimmt  ^ ab,  die  weitere  Abnahme  w ird  aber  nach 
Wcisbach  ganz  unbedeutend,  sobald  6 dem  Halbmesser  r der  Oetf- 
nung  Al  im  Ventilsitz  geworden  ist.  Sofern  sich  annehmen  lä,sst,  dass  der 
den  Widerstand  vergrösserndc  Einfluss  von  A.,  im  Wesentlichen  aufliört. 
sobald  der  (Querschnitt  des  Wasserstroms  heim  Durchgang  durch  A.,  nicht 
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mchr  ist,  für  h = r aber  = '2jrrh  = 2jrr-  = 2A,  ist,  so 

lässt  sich  schliessen,  dass  die  Bahnen  der  Wassertheilchcn  in  diesem  FalJe 
unter  einem  mittleren  Winkel  von  30"  die  cylindrisebe  Fläche  ^3  schneiden 
Unter  der  Voraussetzung  A ^ r ist  also  £ hauptsächlich  nur  von 

den  Verhältnissen  - ‘ und  abhängig,  und  zwar  kann  gemäss  Gl.  (1) 


b — 


gesetzt  werden,  unter  A den  kleineren  der  Querschnitte  A^  und  A^,  unter 
« aber  einen  Coefficienten  verstanden,  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  eigen- 
thUiuliche  Zertheilung  und  mehrfache  Richtungsäuderuug  des  Wasserstrom? 
durch  besouderc  Versuche  bestimmt  werden  muss  und  der  ausser  davon. 

ob  Af  ^ A^  ist,  auch  von  der  Conicität  der  Sitzfläche  des  Ventils  nnd 

A, 

von  dem  Grade  der  inneren  Contraction,  bedingt  durch  das  Verhältniss  ^ 

oder  durch  die  Gestaltung  des  Ventilsitzes  gegen  das  Zuflussrohr  hin 
(§.  83,  2 und  3)  sich  merklich  abhängig  erweisen  kann.  Der  letztere  Um- 
stand wird  hier  freilich  von  geringerem  Einflüsse  sein,  weil  die  Contraction 
des  Wasserstroms  nach  dem  Durchgänge  durch  wegen  der  sofort  sich 
geltend  machenden  ablenkenden  Wirkung  des  gehobenen  Ventils  sich  unter 
allen  Umständen  hier  nur  sehr  unvollkommen,  weniger  als  nach  dem  Durch- 
fluss durch  A.J  ausbildeu  kann;  aus  demselben  Grunde  wird  es  voraussicht- 
lich vortheilhaft  sein,  etwas  ]>■  A^  zu  machen,  so  dass  erst  etwa  der 
coutrahirte  ringförmige  Querschnitt  hinter  A^  = .4,  wird. 

.\uf  die  experimentelle  Prüfung  des  Einflusses  dieser  verschiedenen 
Umstände  haben  sich  die  Versuche  einstweilen  nicht  erstreckt.  Wcisbach 
hat  nur  im  Falle 

F'  = F’;  ^ 0,35G;  — 0,40G 


und  während  A r war,  den  Widerstandscoefticienten  eines  Kegelventib 
11  gefunden.  Danach  wäre  gemäss  Gl.  (1)  mit  ^ — 0,35G 

T 


0,3r.G(l  -4-  yil)  1,537-,  cc  = 0.G51 
n 

fast  genau  übereinstimmeud  mit  demjenigen  Werth  von  «,  welcher  nach 
der  Tabelle  unter  1)  dem  Querschnittsverhältnisse  n = 0,356  iin  Fnnda- 
meutalfallc  cntsprecheu  würde,  so  dass  der  den  Widerstand  vergrössemdc 
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p]iuHuss  der  RicbtuiigKänderungcii  und  der  Zertlieiluug  des  Wasserstroms 
durch  dou  vermindernden  Einfluss  der  geringeren  Contraction  nahe  com- 
pcusirt  wurde. 

Bis  auf  Weiteres  kann  für  Teller-  und  Kegelveutile  somit 

c = (‘.53’-^-')* “> 

gesetzt  werden.*  Für  die  zusammengesetzteren  Vontilformen  (einfache  und 
doppelte  King^entilc,  Pyramidenvontile,  Glockenventile)  liegen  besondere 
Beobachtungen  nicht  vor.  Indessen  hat  Weisbach  noch 

6)  Versuche  mit  einem  Klajcpenvontil  angestellt  und 
für  verschiedene  Oeffnnngswinkel  6 (Fig.  13)  die  folgenden 
Werthe  des  Widerstandscoefficienten  g gefunden,  während 
der  Querschnitt  = F'  des  Zuflussrohrs  dem  des  Abfluss- 
rohrs = F gleich  und  die  Oeffuung  im  Ventilsitz  A — 
0,535/’  war. 
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ii 
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!. 
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2.93 

11 

i. 

55" 
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i 

•20" 

Ü2 

, 4,75 

i 

40" 

14 
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12 
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1 

C5"  1 

1 2,3 

1 1.35  i 

ii 

M 
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30 

1 3,47 

'1 

50"  1 

(j,G 

1,91 

i; 

70" 

! 

l,-23 

Setzt  man  hier 

(5), 

50  hat  der  Coeflicient  x,  dessen  Werthe 

==  0,. 535(1  -I  V?) 

1 

in  obiger  Tabelle  boigefügt  sind,  eine  etwas  andere  Bedeutung,  als  in 

den  früheren  Fällen;  er  ändert  sich  mit  d nicht  nur  insofern  als  von 
diesem  Winkel  der  Ablcnkungswiderstand  und  die  innere  Contraction  ab- 
hängt,  sondern  auch  besonders  deshalb,  weil  d die  kleinste  Ourchflussöff- 
nung  wesentlich  bedingt,  so  lange  dieselbe  <C  A ist.  Betrachtet  mau  dou 


Fig.  4S. 


* Weisbach  setzt  ? 


mit  A — 


+ A.j 
2 


mul  findet  dann 


aus  seiner  auch  oben  benutzten  Beobachtung  den  etwas  grösseren  Werth 

— = l,t)45;  diese  Einführung  des  arithmetischen  Mittels  von  A,  und  er- 
er 

scheint  indessen  ohne  specielle  Versuche  nicht  motivirt. 
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( 'üffficiciiten  x als  Functiou  nur  von  d,  so  können  seine  angefilhrlft 
Werthe  dazu  dienen,  gemäss  Gl.  (5)  die  Widerstandscoeflicient^'u  von 

Klaiipcnveutilen  auch  für  andere  Quersclinittsverhältnisse  bei  gegebeiion 


Wertheu  von  d zu  hestiinmeii. 

d ^ 50® 

\ 




Wäre  z.  15.  -4  = 0,61/’,  so  hätte  man  Ui 


lo,64 


§.  03.  Einfache  Wasserleitung. 


Aus  einem  llehUlter,  in  welchem  der  Wasscrstaiul  durch  eutsprocheiulcn 
ZuHuss  auf  constanter  Höhe  erhalten  wird,  werde  das  Wasser  unter  gleich 
bleiheuden  Umständen  ahgeleitet  durch  eine  Itühre  von  der  läingc  / und 
von  kreisfönnigem  Querschnitte  mit  der  gleichförmigen  Weite  rf,  ohne  dass 
dieselbe  (durch  Seitenröhren  oder  Oefl'nungen)  einen  anderen  Wa-sscT-Zn- 
oder  Abfluss  hat,  als  am  Anfang  resj).  am  Ende.  Durch  jeden  Querschnitt 
der  Röhre  fliesst  dann  pro  Sec.  da.sselhe  Wasservolumen  U mit  dcrselb*>n 
mittleren  Geschwindigkeit  « entsiirechend  der  Gleichung 


Wenn,  wie  gewöhnlich,  das  Wasser  entweder  als  freier  Strahl  in  die 
Atmosi)häre  oder  unter  Wasser  in  einen  zweiten  Behälter  ausfliesst,  in  dem 
durch  entsprechenilen  Abfluss  tlie  freie  Wasseroberfläche  auf  constanter 
Höhe  erhalten  wird,  während  sie  eben.so  wie  dieselbe  im  ersten  Behälter 
mit  der  freien  atmosphärischen  Luft  in  Jterilhrung  ist,  so  kann  die  wirk- 
same Druckhöhe  — der  Höhe  dieser  Wasseroberfläche  im  ersten  Behälter 
über  dem  Sclnverpunkte  der  Rohrmüiidung  resji.  über  ilem  Wassers]iiegt^l 
im'  zweiten  Behälter  gesetzt  werden  hei  Ahstraction  von  der  dieser  Höhe 
entsprechenden  verhälluissmässig  kleinen  Dilfereuz  des  atmosphäriscbri! 
Luftdruckes.  Wird  aber  allgemein  die  wirksame  Druckhöhe  mit  //  uisl 
der  resultirende  Widorstandscocfticient  etwaiger  besonderer  Widerstände 
in  der  Röhre  mit  ^ bezeichnet,  so  ist  nach  §.  OO,  Gl.  (14  ) ferner 


( 1 -i-  b + 


II 


Itio  Elimination  von  « zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  i2)  liefert 
eine  Beziehung  zwischen  /,  4,  //,  V,  vermittels  welcher  eine  dieser  Gmss*'ii 
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gefunden  werden  kann,  wenn  die  übrigen  gegeben  sind.  Wenn  es  sieb 
daliei  nur  um  die  Ableitung  des  Wassers  an  sich  und  nicht  zugleich  um 
die  Verwerthung  der  lebendigen  Kraft  des  abtliessenden  Wassers  handelt, 
so  kommt  die  Geschwindigkeit  u nur  insofern  in  lietracht,  als  von  ihr  und 
von  rf  der  Factor  Z des  Leitungswiderstands-Coefticienten  abhiingt,  nämlich 
nach  §.  yo 

unter  m einen  etwa  = 1,2  zu  setzenden  Sicherheitscoefficienten  verstanden. 
Durch  diesen  Umstand  kann  die,  Lösung  der  betreft'eiiden  -\ufgaben  er- 
schwert und  eine  successive  Nüherungsrechnung  nöthig  gemacht  werden, 
jedoch  ist  innerhalb  der  gewöhnlichen  Grenzwerthe  von  « und  d die  Ver- 
änderlichkeit von  / nur  eine  so  mässige,  dass  es  meistens  genügt,  entweder 
mit  einem  constanten  Mittelwerthc  von  Z,  etwa  Z — 0,0d,  endgültig  zu 
rechnen,  oder  die  damit  gefundenen  Resultate  einer  höchstens  einmaligen 
Correction  zu  unterwerfen. 

Die  Länge  / pflegt  durch  die  L'mstände  gegeben  zu  sein,  und  bleiben 
sonach  .')  .Vufgaben  zu  erwähnen: 

li  Gesucht  die  wirksame  Druckböhe  //,  bei  welcher  eine  gege- 
bem‘  Röhre  ein  gegebenes  Wasservolumen  V liefert. 

Man  tindet  h aus  Gl.  (1).  dazu  nnil  zu  der  gegebenen  Rohrweite  d den 
t'oefficienlen  >1,  endlich  //  aus  Gl.  (2). 

2)  Gesucht  das  Wasservolumen  V,  welches  eine  gegebene  Röhre 
bei  gegebener  wirksamer  Druckhöhe  liefert. 

Mit  / = 0,03  findet  man  näherungsweise  « aus  Gl.  (2),  damit  und 
mit  d einen  enrrigirten  Werth  von  Z,  mit  diesem  einen  corrigirten  Werth 
von  K ans  Gl.  (2),  endlich  1'  aus  (il.  (1). 

3;  Gesucht  die  Weite  d einer  Röhre,  welche  bei  gegebener  Länge 
und  wirksamer  Druckhöbe  ein  gegebenes  Wa.sservolnmen  V liefert. 

Aus  Gl.(I)  und  ’'2)  folgt  durch  F,liinination  von  « 


(m  ? + 


— 2f/If 


- 

Mit  Z = 0,03  und  d — 0 tauf  der  rechten  Seite)  findet  man  einen 

4 K 

Xäfierungswcrfh  von  d und  von  ud  — — , dazu  einen  corrigirten  Werth 

Jtd 
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vou  X.  endlicli  mit  diesem  und  mit  jenem  Näherungswerth  der  Rohrweite 
einen  corrigirten  'Wertli  derselben  nach  Gl.  (3). 

Sollte  z.  R.  die  Weite  einer  Röhre  von  50  Mtr.  Länge  bestimrat 
werden,  weldie  bei  H = 1,5  Mtr.  wirksamer  Druckhöhe  und  f = 0,5 
feinem  Widerstand  durch  innere  t'ontraction  am  Anfang  der  Röhre  ent- 
si)rechend;  pro  Sec.  V = 0,03  Gubikm.  Wasser  abfilhrt,  so  fände  man 
näherangsweise 


il 


\ 


/ 0,03. .50  /0,12\*  „ 

„.J! - — = 0,14t»  Mtr. 

2.!», HI.  1,5  \ .T  / ’ 

0,149jt 


1 

iid 


0,12 


= 3,9 


X = 1,2.0,0239  = 0,0287  nach  der  Tabelle  in  §.90, 


und  damit  hinlänglich  genau 

A 


d 


.0,149  t 0,0287.. 50 

279781. 1^5 


0,152  Mtr. 


Die  Kcnntniss  der  Pressung  in  verschiedenen  Querschnitten 
der  Rühre  ist  namentlich  insoferu  von  Interesse,  als  ihr  grösster  Werth 
zu.sammen  mit  der  Weite  d die  nöthige  Wanddicke  der  Rühre  bedingt,  ihr 
kleinster  Werth  aber  der  Grenze  Null  nicht  sehr  nahe  kommeu  darf,  wenn 
eine  stetige  Strümuug  mit  voller  Ausfüllung  der  ganzen  Rühre  gesichert 
bleiben  soll.  Selbst  wenn  auch  nur  die  Pressung  stellenweise  kleiner  als 
der  .Umosphärcndruck  ^Lst,  kann  durch  Ausscheidung  von  Luft  aus  dem 
Wasser  oder  durch  das  Eindringen  äusserer  Luft  durch  Undichtigkeiten 
der  Rühre  eine  Storung  verursacht  werden,  besonders  wenn  an  solchen 
nach  oben  convex  gekrümmten  Rohrstellen  die  Luft  in  l>edeutendem  Maa.s>o 
sich  ansammeln  kauu  ohne  durch  das  strümeude  Wasser  mit  fortgeführt  zo 
werden;  durch  senkrecht  aufgesetzte  Rühren  fLuftstäuder,  Wiudstöckc'' 
muss  diese  Luft  vou  Zeit  zu  Zeit  durch  Oeffnung  eines  Hahns  oder  auch 
durch  ein  selbstthätig  wirkendes,  mit  Schwimmer  versehenes  Ventil  ent- 
fernt werden.  Ist  nun 

Pq  der  äussere  Druck  am  Oberwasserspicgel  (an  der  freien  Wasserober- 
tiächc  im  .Vusfiussgefäss), 

p derselbe  an  dem  um  h Mtr.  tiefer  liegenden  Uiiterwasserspiegel,  der 
im  F.allo  eines  freien  .Ausflusses  durch  den  Schwerpunkt  des  End- 
querschnittes  der  Röhre  gehend  zu  denken  ist, 
p,  die  Pressung  in  der  Entfernung  * vom  .Anfänge  der  Rühre,  läng« 
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deren  Mittellinie  gemessen,  und  in  der  (möglicher  Weise  negativen) 
Tiefe  * unter  dem  Obern  asserspiegel, 

Z die  wirksame  DruckhöLo,  5«  <lcr  resultireude  focfticient  besonderer 
Widerstilude  für  die  Kohrstreckc  » bis  zu  der  Stelle,  wo  die 
Pressung  ^ p,  ist,  so  folgt  aus 


V»  — Vt 


mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2),  worin  auch  »,  Q,,  Z beziehungsweise  für  /,  ^ 11 
gesetzt  werden  können,  die  Druckhöhe 

1 + 5.  ^4) 


r r 

mler  auch  wegen 


d / '2  ff 


/ \ 


Po  — P 
7 


. I /'ü  — P\  /■r,') 


Wenn  am  Ober-  und  Unterwasserspiegel  der  Atmosphiirendruck  statt- 
findet, und  die  entsprechende  an  beiden  Stellen  gleich  zu  setzende  Druck- 
höhe die  Wasserbarometerhöho  von  ungefähr  10  Mtr.) 


7 7 

gesetzt  wird,  so  ist 

_ 4 _L  - _ h k 

7 (1  + S)d  + ;./ 


(6). 


Sofern  diese  Druckhöho  stets  positiv  bleiben  muss,  ist  eine  etwaige  Er- 
hebung der  Röhre  in  , ihrem  Verlaufe  Uber  den  Oberwasscr- 
spiegel  au  die  Bedingung  geknüpft: 


— z <(  Ä — 


(1  + b*  V_t  , 

(1  -f-  i,d  4 ‘ 


(7) 


oder  näherungsweise,  wenn  die  Röhre  verhältnissmüssig  lang  und  von  cr- 
lieblichcn  besonderen  Widerständen  frei  ist. 


- z < J - A (8). 

liicrans  ist  ersichtlich,  unter  welchen  Umstünden  das  Wasser  durch 
eine  heberartige  Röhre  über  eine  mässige  Anhöhe  hinüber  geleitet  werden 
kann,  deren  höchste  Erhebung  über  den  Obersjdegel  jedcnlälls  <C  A sein 


Digitized  by  Goc^lc 


512 


rOXTINUITÄTS-BEDlNOUNO  FÜR  WASSRHLEITCKOSRÖHREX. 


§.93. 


muss,  vorausKosetzt  dass  auch  durch  einen  Windstock  an  der  höchsten 
Stelle  die  daseihst  sich  ansammolndc  Luft  von  Zeit  zu  Zeit  entfernt  winl. 
Kino  solche  Anhöhe  kann  um  so  höher  sein,  jo  näher  ihr  Gipfel  dem  An- 

fange  der  Röhre  liegt,  je  kleiner  also  da.selhst  -- , sowie  ferner  je  kleini  r 
/i  ist;  eine  Lrhehung  über  den  Ohcrwasserspiegel  in  der  EnIfernunK  • 
vom  Anfänge  der  Röhre  ist  überhaupt  Tiicht  mehr  zulässig,  wenn  h i 

I 

ist.  — 


Uebrigefts  kann,  seihst  abgesehen  von  dem  Eindringen  äusserer  Luft 
durch  undichte  Stellen  der  Röhre,  die  Pressung  in  derselben  nie  klein>-r 
werden,  als  die  Pressung  ;/  gesättigten  Wasserdampfs  (überhaujit  gesit- 
tigten  Dampfs  der  betreflfenden  Art;  für  die  betreffende  Temperatur,  Iiic 
Forderung,  da.ss  der  Rohn|uerschnitt  in  der  Entfernung  * vom  .Anfänge  der 
Röhre  und  in  der  Tiefe  z unter  dem  Oberwassersiiiegel  vollständig  vom 
Wa.sserstrom  erfüllt  sein  soll,  ist  deshalb  au  die  Redinguug  geknüpft,  dass 
die  betreffende  durch  Gl,  (,'i)  bestimmte  Pressung  p,  nicht  nur  > 0,  son- 
dern //  sei;  für  warmes  Wa.sser  ist  also  die  Erfüllung  jener  Eonlernng 
weniger  leicht,  als  für  kaltes.  Auch  \vird  sie  erschwert  durch  eine  örtlich»' 
Verengung  der  Röhre;  wenn  iladiirch  etwa  das  Wass(;r  genöthigt  wird. 

durch  (dneii  (Querschnitt  hindurch  zu  fliessen.  der  nur  — des  vollen  Rohr- 

« 

querschuitts  beträgt,  so  ist  die  wirksame  Druckhöhe  bis  zu  dieser  Stelle. 


Z 


u - 

ii 


entsprtH-hend  der  mittleren  Geschwindigkeit  mt  da.selbst,  und  es  ist  also 
in  (il.  ';>)  ( n-  -j  C« ) für  ( 1 C,  i zu  setzen.  Damit  die  Pressung  p,  m 
dieser  Stelle  ;>  p sei,  muss  somit 

< (m  s 1 A V)  - ^ w - 

7 


sein,  was  um  so  eher  der  Fall  ist,  je  grösser  s,  je  kleiner  * und  je  kleiner 
p'  (je  kälter  das  Wasser)  ist.  Durch  die  Nichterfüllung  dieser  Bedingun: 
wird,  wenn  auch  die  Venmgung  und  Wiedererweiteruug  der  Röhre  puü 
allrnählig  slattfindet,  ihre  volle  Ausfüllung  mit  strömendem  Wasser  niflii 
nur  an  der  betreffenden  Stelle,  sondern  von  da  bis  zur  Mündung  in  Fraite 
gestellt,  so  dass  vielmehr  der  verengte  (Querschnitt  selbst  als  Mündung  n 
betrachten  ist. 
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§ t>4.  LeitungrsrOhre,  welche  der  Forderung:  grSsstmS^Hcher  lebeudtgrer 
Kraft  des  auslllessenden  Wassers  entspricht. 


Wenn  der  Zweck  einer  Lcitungsriihrc  niclit  nur  in  der  Ahfülirung 
einer  gewissen  Wassermenge  j)ro  Sec.  au  und  für  sich,  sondern  zugleich 
darin  besteht,  dieses  Wasser  mit  grösstmöglicher  lebendiger  Kraft  aus- 
Hicssen  zu  lassen  behufs  deren  Verwerthung  zu  irgend  einer  Arbeitsver- 
riihtung,  so  kann  es  angmnessen  sein,  die  Röhre  von  übrigens  constantem 


Querschnitte  F — 


jrrf- 


mit  einer  Mündung  = A endigen  zu  la.ssen,  welche 


von  F verschieden,  insbesondere  F ist.  An  die  Stelle  der  Gl.  (2)  des 
vorigen  §.  tritt  dann  die  allgemeinere  Gleichung  (15)  in  §.  HO  oder,  wenn 
wie  gewöhnlich  der  durch  die  Mündung  verursachte  Wideretand  sehr  klein 
im  Vergleich  mit  den  übrigen  Widerstünden  ist  und  somit  ihr  Austluss- 
coefticient  /y  dem  Contractionscoeflicienten  u gleich  gesetzt  werden  kann, 
ilie  Gleichung 


// 


Ist  V das  pro  Sec.  austliessendc  Wasservolumen,  y die  mittlere  .\us- 
llussgeschwindigkeit  (im  kleinsten  Querschnitte  des  contrahirten  Strahls), 
also 


L 


(•-') 


ilie  lebendige  Kraft  des  pro  Sec.  ausfliessenden  Wassers,  so  soll  zunächst 
Ä bei  gegebenen  Werthon  von  /,  rf,  Jf,  ^ so  bestimmt  werden, 
dass  L ein  Maximum  ist. 

Setzt  man  zu  dem  Knde 


uA  F 

X = , also  y — — , « 

F nA 


so  ist  nach  Gl.  (1)  mit  — C 


l 

d 


u 


+ 

II 

y*  1 

2y  X-  ‘2  ff  1 1 

11 

- ^X- 

• ■ (3), 

V = Fn  ^ F xy 

Oraitbof,  tfanorfi.  MuHchioeiilf'hre.  I. 

- 1 - 
f 1 ^’x- 

• ■ 
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lli^r  bt  zwar  ^ ab  Fanrtioa  von  i streng  Eenommcn  auch  von  « ~ 

von  dii'ser  nur  unfcrcc- 


I 2f// 

X I — . »ko  von  X ahhängip;  wird  aber 

^ “P  r ^ 

ordneten  Ahhäagigkeit  absesehcn.  iL  h.  ^ ab  Cuustantc  Indiandelt,  so  L 
ein  Maxiniunu  wenn 

* :l  A 

1 - ^x*  * — X . - vl  4-  ■ 2^'x  — 0 

1 — "x*  — a^x*  = 1 — -.'»x*  = 0 


iUsu 


A 

F 


1 

a 


ist.  I)ainit  ist  nach  Gl.  3' 
, s ■> 


y 

-9 


' = . /r.  folglich  max.  L = . yVIl 

Ort  3 3 


worin  nach  Gl. (l  und  ß)  zu  setzen  ist: 


r = F 


‘2g  11 

;ir 


Der  entsprechende  Werth  von  ^ = C -f  ^ kann  dahei  so  lH‘stinin;i 

fl 

werden,  das.s  zunäciist  mit  einem  ungeniliren  Werth  von  k,  etwa  mit 


, , V 

k = 0,03  ein  Xäherunfjswerlli  von  i,  und  von  m — — 

r 


■Igll 


be- 


rechnet wird;  mit  dem  Coefticienten  k,  welclier  dieser  Geschwindigkeit  » 
itnd  der  gegebenen  llohrweite  rl  entspricht,  titidet  man  dann  einen  com- 
girten  Werth  von  C. 


Nacli  Gl.  (fl)  ist  A <;  F,  wenn  ^ 

A - F keine  Contractioti  stattlindet,  wctin  C’ 


— . oder  vielmelir,  da  ßr 
'2a- 

^ ist;  nhrigens  kömif* 


es  nur  bei  einer  kitrzeti  Udlire  und  bei  stetigem  Uebergange  ihrer  inDcn« 
Wandiläche  in  iliejenige  des  Gebisses  (zur  Vermeidung  d(>r  itineren  t'iw- 

traction  des  eintretendeti  Wassers)  «ier  Fall  sein,  da.ss  ~ ^ 

somit  der  Aitfgabc  eine  Erweiterung  der  Hölire  an  ihrer  Milndiiug  cai* 
Sprüche. 
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Per  vorstehenden  Entwickelung  zufolge  entspricht  die  grösst- 
niögliche  lebendige  Kraft  dos  ausfliessenden  Wassers  einer  ge- 
gebenen Leitungsröhro  dann,  wenn  ihre  Mündung  A so  regiilirf 
wird,  dass  von  der  wirksamen  Pruckhühe  als  Widerstands- 
höhe verbraucht  und  als  Ausflussgesch windigkeitshöhe  ge- 
wonnen werden.  Purch  Verkleinerung  von  A wird  dann  zwar  y*  'er- 
grös.sert,  aber  Tin  höherem  Grade  verkleinert,  während  durch  Vergrösseriing 
von  A zwar  auch  V vergrössert,  aber  y*  in  höherem  Grade  verkleinert 
wird.  — 

Wenn  nun  aber  (mit  Rücksicht  auf  den  disponiblen  Wasserzufluss  zum 
Ausflus.sgofässo)  V gegeben  und  dafür  die  Weite  d der  Röhre  zusammen 
mit  ihrer  Mündungsgrösse  A erst  zu  bestimmen  wäre,  so  würde  das  absolute 
.Maximum  von  L dem  Maximum  der  Ansflussgeschwindigkeitsliöhc,  also  ilem 
Miniiniim  der  Widerstamlshidie  oder  einer  möglichst  weiten  Röhre  eut- 
spreclien,  und  wenn  es  gefordert  würde,  ein  unter  den  gegebenen  Um- 
ständen, d.  h.  bei  gegebenen  Werthen  von  /,  I'  7/,  C grösstmögliches  L 
auf  die  vortheilliafteste  Weise,  d.  h.  mit  kleinstmöglichem  Kostenaufwainb' 
zu  erzielen,  so  würde  diese  Aufgabe  streng  geuommen  die  Kenntniss  und 
Herücksichtigung  der  mit  ihrer  Weite  wachsenden  llerstollungsko.sten  der 
Röhre  sowie  des  Geldwerthes  der  durch  eine  gewisse  lebendige  Kraft  des 
ausfliessenden  Wassers  zu  gewinnenden  Arbeit  erfordern.  Rehufs  einer  in 
gewissem  Sinne  relativ  vortheilhaftesten  Lösung  kann  indessen  die  For- 
derung gestellt  werden,  die  Rohrweite  d so  zu  bestimmen,  dass, 
wenn  sie  nebst  den  Grossen  /,  //,  C gegeben  wäre  und  ^ der 
Redingung  1.  = max.  entsprechend  gewählt  wird,  dann  das 
Ausflussquantum  pro  Sec.  dom  gegebenen  V gleich  ist.  Pemge- 
mä.s8  hat  man  nach  Gl.  (7)  mit  Rücksicht  auf  die  Redeiitung  von  ^ 


.ird^  1 / '2  qH  Jt  I 


3 Cd 


11 


d'* 


d = 


\ 


^8'.. 


+}!)  /4Us^ 

2y7/  \jr) 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  vorläutig  d = [)  ninl 
1 — 0,03,  so  findet  man  einen  Näherungswerth  von  rf,  mit  diesem  und 

mit  dem  corrigirten  Wert  he  von  1,  welcher  ud  — entspricht.,  alsdann 

jrrf 

einen  corrigirten  Werth  von  d.  Purch  denselben  ist  C’  = -|  1 ^ be- 

d 


33« 
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stiinint,  nacli  Gl.  (r>)  mit  folglich  aiicli  A-  den  so  hestimmtcn 

Werllien  von  d und  A eiitspriclit  nach  Gl.  (tJ)  die  lehendiKC  Kraft 


L = 


2 

3 


yVII 


lies  pro  Sec.  ausfliesseuden  Wassers  als  relatives  Maximum. 

Diese  Ih'stimmnnf'  der  Kolirweite  rf  kann  namentlich  auch  dann  von 
Vortheil  sein,  wenn  das  durch  die  Röhre  pro  Sec.  nhzuleitemlo 
Wasservolumen  zwischen  gewissen  Grenzen  J\  und  verän- 
derlich ist  und  dennoch  die  lebendige  Kraft  des  ausfl icsscudoii 
Wassers  möglichst  constant  bleiben -soll.  Man  kann  dann  rf  nach 
Gl.  (8)  für  eine  gewisse  mittlere  Ausflussmenge  V herechnen,  so  dass  bei 
gleichzeitiger  Wahl  der  Mündungsgrösse  A gemäss  Gl.  (5)  die  lebendige 
Kraft  L nach  Gl.  G)  möglichst  gross  ist,  und  zwar  jenen  Mittelwertli  J'so 
wählen,  dass,  wenn  hei  entsprechend  veränderten  Müudungsgrössen  --  A, 
und  A^  die  Wsisservolumina  und  jiro  Sec.  ausfliessen,  ihre  leben- 
digen Kräfte  — Z,  und  Z^  einander  gleich  und  somit  möglichst  wenig 
Z werden.  Setzt  man 


^1 


«I  - 


während  x 


aA 

F 


ist  (die  Contractionscoefficienten  können  hei  verschiedi'neu  Mündiiiigs- 
grössen  etwas  verschieden  sein),  so  ist  bei  Vernachlässigung  des  geringen 

y 

Einflusses,  den  die  Veränderlichkeit  von  « zwischen  den  Grenzen  uiul 

r 

I 

: auf  den  Coefficienten  ^ und  somit  auf  C”  — C -h  ■ ausöht,  mit 
r ' ' d 

Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (7),  von  denen  erstere  allgemein. 

somit  auch  für  x — Xi  oder  x^,  V — oder  gilt, 

r,*(i  4 ^'x,-)  = . 2ffi/  ~ nc'räj-,* 


Hiernach  ist,  wenn  y,  die  mittlere  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  der  die 
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Wassvriiiciige  ausfliesst,  nach  der  allgemein  gültigen  Gleichung  (3): 


-y 


U 

J + b V 


11 

K- 

1 + ' 


=r  // 


r*  — l\  ■ 


3T 


II 

= yF,// 

1.  3 \ J-J  J 

1 1 /F, \-l 

ebenso 

= r 1 2 ff 

I'-  (;)J 

— 7/g  ergiebt  somit: 

. . . (10). 


r, 


1 r,3  1 F* 

l_  — F _ - * . r r 

:i  yi  ~ 3 F*  ’ * ^ 


1 I'  3 f 3 

* ' i_  ' ^ 

3 ' 


V = 


(11). 


+ ly 

3 

Wenn  nun  dieser  mittleren  Wassermenge  V entsprechend  die  Rohr- 
weite d nach  Gl.  (H)  bestimmt  wird,  ferner  j-,  und  nach  Gl.  (9)  mit 

X , und  somit 


A F,  A,  ^ - * /■,  A,  - 

t(  (t,  IC. 


■ 

i 


(12) 


.Trf» 


mit  F = , so  ist  die  leheiidige  Krall  des  pro  Sec.  ausflicssenden 

Wa.sser8  für  die  mittlere  Wassermenge  V am  grössten: 

L==~^yVIl 

nhrigens  aber  in  geringerem  Grade  veränderlich,  als  die  Wassermciige 
selbst.  Setzt  man  nämlich,  wenn  F,  ^ F^  ist, 


F,  F 

= 1 — m und  nach  Gl.  (11): 


\ 


1 — ;/* 


///  1 

^ ^ i-r  ,r 


so  ist  mich  Gl.  (10^  und  (13) 

Aj-  y ^ : i f; 

L'  2 F 


(1  + n)  |3  --  (1  -f  n r) 


3 -)-  n 


also  nur  um  eine  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  1,  wenn  m und 
somit  » eine  kleine  Grosse  der  ersten  Ordnung  ist. 
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Jjs  sei  i.  YS.  l — 150  Mir.,  7/  = 15  Mtr.,  ^ — t),5  uud 
1\  0,15  Cubikni.,  — - 0,1  Cubikin.  Nadi  Gl.  (11)  ist  daun 

V = 0,1258  Cubikm. 

und  nach  Gl.  (8)  mit  vorläufig  d — 0 und  X — 0,03 

1 ^rrf 

d — 0,2595,  also  — = — 1,0-- 

ua  4 F 


Hierzu  ist  nacb  §.90  bei  Vergrosserung  um  20'‘/„ 

X -=  1,2  . 0,0-':i71  — 0,0285, 

womit  uud  mit  d = 0,2595  naeb  Gl.  (8)  die  corrigirte  Rohrweite 

jtd^ 

d = 0,258  Mir.,  7 — - — 0,05228  Quadratm. 

4 

gefuuden  wird.  Dem  eutsjtreelicnd  ist  nun 

150  1^1 

— 0 5 0,0285  = 17,07  und  x — V'  — 0,171 

s 0 258  r or  ’ 


A ^ 


X _ 0,00894 
((  a 


Quadratm., 


während  naeb  Gl.  (9) 

V 

mit 

' 1 

0,839 

, V 

und  --  =-  1,2 

X,  — 0,229 

und  A^ 

= fl 

0,01197 

«1 

fi 

„ 0,00f)54 

X.J  _ 0,125 

uud  -l._; 

F = ’ 

ffj 

•h 

58  sich  ergiebt: 

Quadratm., 

Quadratm. 


I)i(!  NVertbe  von  rr,  ft,  mul  «j,  sind  von  der  besonderen  .\rt  mul  Weise 
abhängig,  wie  den  l.hnstäiulen  gemäss  die  Mündungen  angeorduet  werden. 
Rei  der  mittleren  Wassermenge  V ist  nach  Gl.  (13)  die  lebendige  Kraft 

2 

L — . 1000  . 0,1258  . 15  = 1258  Kgmtr., 

bei  der  grössten  und  kleinsten  Wassermengc  wird  sie  nach  Gl.  (10)  uud  (13'‘ 
nur  im  Verhältnisse 


kleiner. 


z 


A- 


1 

2 


= 0,941 
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05.  LeitunfcürShre,  deren  Weite  und  hindurch  fliesKcnde  W'aHsormenfre 
vom  einen  zuin  anderen  Ende  stetig  verUnderiich  ist. 

Wenn  die  Weite  einer  Wasscrleitungsrolire  nicht  constant  ist,  iiml 
somit  die  (von  den  ISahncn  der  Wasscrtheilclien  rcchtwiiikelig  geselinit- 
tenen)  Querschnitte  des  Wasserstroms  nicht  eben,  sondern  krumme  Flächen 
sind,  so  ist  auch  die  Pressung  seihst  ahgesehen  vom  Fauiiuss  der  Schwere 
oder  der  sonstigen  äusseren  Massenkräfte  von  Punkt  zu  Punkt  eines 
solchen  Querschnitts  vcrändcrlicli.  Das  Gesetz  dieser  Veränderlichkeit, 
welches  theils  durch  die  Couvergenz  oder  Divergenz  der  Bahnen,  tiieils 
durch  ihre  Krümmung  bedingt  wird,  soll  für  den  Fall  näher  untersucht 
werden,  dass  die  innere  WaiulHächc  der  Bohre  eine  llmdrehuiigsfläche  ist, 
deren  Meridiancurven  überall  nur  wenig  gegen  die  Axe  geneigt  sind. 

Es  sei  (Fig.  t t)  CW  die  Meridiancurve  der  Waudtläche,  ihr  Krüm- 
mungshalbmesser im  Punkte  C — p,  jiositiv  oder  negativ,  jenachdem  die 
Curve  ihre  convexe  oder  concave  Seite  der  -\xo  liO  zu- 
kehrt. Die  Querschnitte  können  als  KugelHächen  ange- 
nommen werden,  deren  Radien  = den  bis  zur  A.xo  ge- 
rechneten Tangenten  der  Curve  CJV  sind-,  für  zwei  im 
Sinne  der  strömenden  Bewegung  unendlich  nahe  auf- 
einander folgende  Querschnitte  seien  BC  und  B^^\  die 
Meridiancurven,  0 und  0,  die  Mittelpunkte.  Der  Radius 
BO  --  CO  sei  — X,  und  zwar  positiv  oder  negativ,  jo- 
nachdem  die  Richtungen  BO  uud  CO  mit  den  Richtungen 
BB^  und  C'C,  der  Bewegung  identisch  oder  ihnen  ent- 
gegengesetzt .sind.  Ist  A ein  beliebiger  Punkt  von  liC, 
y der  Bogen  AB  oder  das  Peri)endikel  von  A auf  die  Axe  (was  mit 
Uocksicht  auf  die  vorausgesetzte  Kleinheit  des  Winkels  AOB  einerlei 
ist  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  2‘"’’  Ordnung  gegen  1),  ist 
feruer  A^  der  Schnittpunkt  von  J^^  (\  und  der  Geraden  AO,  so  sind 
00  und  AjO,  unendlich  nahe  Tangenten  einer  beliebigen  Bahn,  unil  es 
ist  0A^  Oj  ihr  Contingcnzwinkel.  Der  letztere  hat  mit  Rücksicht  auf  das 

Lireicck  OA^O.  zum  Sinus  des  Winkels  AOB,  also  zu  das  Verhältniss 

X 

00,  : A^O^,  welches  ebenso  wie  x für  alle  Punkte  A des  Bogens  JtC 
ttloich  ist.  Dieser  Contingeuzwinkel  der  Balm  im  Punkte  A ist  folglich 
proportional  y,  so  dass  ihr  Krümmungshalbmesser  umgekehrt  proportional  y, 

f 

d.  h.  = — p gesetzt  werden  kann,  wenn  r den  Bogen  CB  oder  das  Per- 
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l)emlikcl  von  C auf  die  .\xe  bedeutet.  Die  Meridianeurveu  und  Parallel- 
kreise  der  kuKelfdnniRen  (^iierscliiiitte  sind  hier  di(>jenigon  sich  rechtwin- 
kelig sclnieidenden  Cnrven,  welclie  in  §.72  beziehungsweise  als  Krüininuugs- 
nnd  Xorinalciirveu  der  Querschnitte  bezeiclinet  wurden;  y liat  also  hier 
dieselbe  Deileutiing  wie  dort,  wahrend  die  dort  mit  (>,  (/  und  (/'  bezeich- 

neten  Krümmungshalbmesser  hier  = ^ x und  x sind. 

y 

Das  Acuderungsgesetz  der  Pressung  im  Querschnitte  ist  nun 
bedingt  durch  die  2'*  und  .’{**  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73.  Danach  ist, 
wenn  hier  wie  in  §.  30  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  A 
mit  IV  bezeichnet  wird  (zur  Unterscheidung  von  der  mittleren  Geschwin- 
digki'it  K des  Querschnitts),  mit  — A',  = 0,  d.  h.  abgesehen  von  dem 
Kintlusse  ilusserer  Massenkrafte 


„ r * 

Oy  r(> 


5» 

5^  = ^' 


7 


worin  //  = - die  constante  specif.  Masse  der  Flüssigkeit  bedeutet.  Nach 

den  allgemeinen  .Vusdrücken  von  und  A’j  in  §.  72,  Gl.  (1)  ist  aber  hier 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  a priori  die  Geschwindigkeit  in  allen  Pnnkten 

eines  I’arallelkreises  gleich,  somit  — 0 gesetzt  werden  kann,  auch 

A’j  = O und  somit  p in  demselben  Querschnitte  nur  mit  y veränderlich 
Für  A,  ergiebt  sich  mit  den  (dien  bezeichneteu  Substitutionen 


. L.  *>  ^ 

TQ  (5* 


3 (5  tv  \ 
X hy) 


oder,  weil  nach  §.72,  Gl.  ( l,a) 


5 w IV 

2 

X 


also 


(5n5(/ 


2 5 IV 
X 5i/ 


ist. 


A„ 


A 


1 5«?  , yiv  \ 

\ "fl  — ) 

X Oy  r(ix.' 


und  somit  nach  Gl.(l) 

ö«  A 5«i  yiv  f R\ 

— , — [uw  — -1  ) 

Oy  X Oy  rQ  \ x/ 


(3). 


Hieraus  ergeben  sich,  sofern  . stets  negativ  ist,  und  mit  Rücksicht 

^y 

auf  die  Unisländo,  unter  denen  x und  (i  positiv  oder  negativ  sind,  die  fol- 
genden Schlüsse: 


Digitized  by  Coogle 


‘m 


. 95.  ÄNDERUNOSGESETZ  DER  PRESSUNG  IN  DEN  yUEIiSCHMTTEN.  521 

lU'i  einer  Cüiiiselieii  Itiilire  ((i  = •x.)  iiiiiimt  die  Pressuiif.'  mit  waeh- 
M'mler  KiiU'eriiuiij'  von  der  .\xe  ali  oder  zu,  jennelidem  das  Wasser  vom 
engeren  zum  weiteren  Kiide  oder  umgekehrt  tliesst.  Wenn  die  lialinen  im 
Sinuc  der  llewegung  divergiren,  so  hat  ihre  KrUminung  au  sich,  jeiiachdem 
sie  nach  aussen  concav  oder  convex  sind,  die  Divergenz  der  Dahnen  folg- 
lich iin  Sinne  der  Bewegung  zu-  oder  ahnimmt,  eine  Alinahmc  oder  Zu- 
nahme der  l’ressung  mit  waclisender  Knifernnng  von  der  Axe  zur  Folge, 
also  eine  Aenderung  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne  wie  die- 
jenige, welche  durch  die  Divergenz  der  Bahnen  an  sich  ahgesehen  von 
ihrer  Kriimmmig  hedingt  wird.  Sind  aber  die  Bahnen  im  Sinne  der  Be- 
wegung convergent,  so  hedingt  ihre  Krümmung  nur  im  Allgemeinen  eine 
Pressungsiinderung  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne,  wie  die 
Coiivergenz  au  sich,  jenachdem  letztere  im  Sinne  der  Bewegung  zu-  oder 
ahuiinint;  es  kann  nämlich  dieser  EiiiHuss  iler  Bahukrümmung  verschwinden, 

oder  in  das  Gegentheil  sich  nmkehren.  wenn  die  Geschwindigkeit  . - 

' 

ist.  Die  hedeutendste  Aenderung  der  l’ressung,  und  zwar  eine  Abnahme 
dereelben  mit  wachsender  Entfernung  von  der  .Axe,  tindet  folglich  dann 
statt,  wenn  das  Wasser  vom  engeren  zum  weiteren  Ende  einer  Röhre 
strömt,  deren  Weite  in  zunehmendem  Grade  znnimmt.  Es  kann  dann  der 

Fall  sein,  dass  die  Pressung  an  der  Ridirwand  bis  Null  ahnimmt  und  somit 

* 

(las  Wa.sser  von  derselben  sich  trennt,  während  die  mittlere  l’ressung  noch 
erliehlic.h  O ist. 

Die  Integration  von  tll.  (d)  zur  Bestimmung  von  i>  als  P’unction  von  y 
erfordert  die  Keuntniss  des  Gesetzes,  nach  welchem  w mit  y sich  ändert; 
zur  Bestimmung  des  letzteren  müsste  noch  die  erste  der  Gleichungen  (1) 
hl  i 7.‘1  nebst  dem  Ausdrucke  von  Ä,  nach  §.  72,  Gl.  (1)  herangezogen 
Werden.  Eegt  man  aber  nähernngsweisc  für  iv  das.selbe  Aenderungsgesetz 
nn  Querschnitte  zu  Grunde,  welches  nach  §.90,  Gl.  ,1 1 für  die  cylindrische 
Itolire  gilt,  setzt  man  also  z.  B.  für  eine  conische  Rohre  ((>  — otS) 


7h 

•2Jt 


y. 


so 


ist  nach  Gl.  ':V;,  unter  die  Pressung  in  der  Mitte  verstanden. 


(5;> 

^y 


7 h 


y;  p - /'(. 

i.X 


ix 


"<ler  nach  §.  90,  Gl.  (12)  mit  — b 


4 r* 


Digitized  b^Coogle 


Ö22 


COXOIUISCUK  LtlTlNdsBUHRK. 


P — Pi) 


uiiii  insbesondere  die  Pressung  am  Rande: 


Pi  ^ Po 


16  ' X 


9:., 


(*'■ 


Unter  solcben  Umstünden,  wie  sic  bei  den  Anwendungen  vorzukoiunn  'i 
pHegen,  ist  übrigens  dieser  durch  die  Couvergenz  oder  Divergenz  der 
li.ihnen  bedingte  Unterscliied  der  Pressuugcu  am  Rande  uud  in  der  Mille 
eines  Querschnitts  immer  nur  sehr  unbedeutend.  Ist  z.  B.  u 20  Mir. 
pro  See.,  x=4~ÜiD5  Mtr„  so  ergiebt  sich  mit 

7 1000  uud  6 = 0,000001  (§.yO,  OL  4 

p'  — Po  + 0,1 


d.  h.  der  fragliche  Unterschied  nur  0,1  Kgr.  pro  Quadratm.  oder  uugeCilir 
O.lXKlOl  Atm. 

Um  die  Grosse  des  hanflus.ses  der  BaliukrUmmungen  zu  prüfen,  kann 
Gl.  (3)  mit  Weglassung  des  Gliedes,  welches  sich  so  eben  als  uinvesentliil: 
herausgestellt  hat,  also  die  Gleichung 


bp 


1 /'  Ä 

I //K7*y  — 4 - wy 
re  X X 


integrirt  wenlen,  indem  dabei  wieder  niiherungswei.se 


rA 

2It 


y — Afy  mit  f — 


7A 

HÄ 


gesetzt  wird.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 


Jwt/dy  = ^ Jtodiy^  — ^ wy^  - j >ßdy 
Jw^ydy  .=  i Jw'^diy-,  — w^y^  — j ^y  ~ 
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t Jwi/’^di/  = l'wd(ij*)  = wtj*  — j ij*dy  — wtj*  -f  4/  fy^dtj  = 


— “'y*  + .j./'y'* 


ist,  ergiobt  sieb 

p — p«  ~ \p  (.*,  '*’*y“  i-  /■«'y'  4 ‘ /"y®]  — - j + fv'i 

nnd  iiisbi'suiidere  mit  y = r,  w — - w die  Pressung  am  Uamic 


' I //('»'-  + 'Ifw'r^  -f-  * /-r*]  - 4 {w  fr 

-(>  L \ iS  / X 

rh 


oder  mit  to  — n — ---'  r*  = u --  fr'^  (§.  90) 
8Ä 


2(. 


P = Pa 

Oller  enillicb,  wenn  nach  §.90,  01.(12) 

/ 


y/,  u — tv 
KR  ~ ' r* 


, u,.,l  II  J 


r* 


sowie  die  spccifisclic  Masse  u = ~ gesetzt  wird. 

y 


P = Po 


? r ifi  + (L-.1) V‘! _ 1 _L.  “I  ..(5). 

2 P [V  3 Ja  8 1 k x\ 


Das  Verliiiltuiss  k — - der  Gcseliwindigkeit  au  der  WandHiiclio  zur 

n 

mittlereu  Gesebwindigkeit  ist  bei  der  Analyse  in  §.  90  unbestimmt  ge- 
blieben nnd  auch  diircb  Ileobaelifiing  niebt  niilier  bekannt.  Setzt  man  aber 
etwa  f i-  0,9  nach  Analogie  der  in  dieser  Ilinsicbt  besser  bekannten  Be- 
wegung des  Wassers  in  Canälen,  so  erkennt  man,  dass  das  Glied 

y r 1 b u r 1 , H 

- - • = 10  - • — yA 

2p  81  — t X Q \0  ' X 

von  einerlei  Grössenordnung  ist  mit  der  Pressungsiliffereuz,  die  sieb  naeh 
Gl.  (4j  als  stets  sehr  unbedeutend  ergeben  batte.  Bei  Vernacblässiguiig 

dieses  Gliedes  und  des  kleinen  Bruebes  — — - — ist  somit 

.300 


p = Po  — r 


Q ‘^0 


(6), 


Digitized  by  Google 


524  LKITUNOSRÖHKE  MIT  VERÄNnKRL.  WEITE  UNI)  WASSEHMENOE.  §.  9f). 


woraus  mau  crküiiiif.  dass  die  KrüuiiniinK  der  Bahnen  allerdings  sehr  be- 


deutende Driiekditrerenzen  in  den  vei’seliiedenen  l’unkten  eines  Querschnitts 


hediußeu  kann;  z. 
u — 20  Mtr.  pro 


u ' 

B.  mit 
Sec.)  und  y 


20  Mtr.  (ent.sprechend  auch  ungefähr 
10t  )U  wäre 


, r 

p = ;)„  — 20000  Kgr.  pro  Qiiadratni.  — 

(' 

Hin  mathematischer  .\usdruck  für  die  Leitungswiderstandshoho 
nicht  cyliudrisctier  Kohren  ist  nur  hei  grösserer  lüuge  derselhen  von 
Interesse,  wobei  die  (’üiivergeu/,  oder  liivergeuz  und  die  Krümmung  der 
Bahnen  stets  nur  gering  ist-,  der  Widerstand  kurzer  Uuhren  ist  nöthigeii- 
talls  durch  besondere  Versuche  im  Gaiizen  zu  bestimmen.  Ist  daun 
die  Leitungswiderstandshöhe  für  das  Lüugeuelement  du  einer  solchen  län- 
geren Köhre,  so  wird  der  Ausdruck  der  Grösse  welche  hier  eine 
Function  von  n ist,  nur  wenig  von  demjenigen  verschieden  sein,  welcher  in 
§.  !tO  für  cylindrische  Köhren  be.stinunt  wurde;  es  werden  also,  wenn, 
unter  y den  Iturchniesser  und  unter  u die.  mittlere  Geschwindigkeit  des 
betreuenden  Querschnitts  verstanden,  auch  hier 

.iw-  . , fi 

It.  — a -j-  J ^ ^ mit  ^ ^ rt  -|-  - 

y y y '^<j  »y 

gesetzt  wird,  die  (^lefficienteii  a,  b resp.  «,  nur  wenig  andere  Werthe 
haben  wie  für  cylindrische  Köhren  nach  §.  !(0.  Die  moditicirten  Ausdrücke 
ilieser  ('oeflicienten  lies.sen  sich  zwar  nach  Analogie  der  in  §.  1)0  ange- 
stellten  Untersuchung  näherungsweise  bestimmen  mit  Rücksicht  auf  die 
erste  cler  Gleichungen  (1)  in  §.  715,  den  allgemeinen  Ausdruck  von  A’,  in 
§.  72  und  ilas  oben  untersuchte  Aenderungsgesetz  der  Pressung  iiii  Quer- 
schnitte, doch  hätte  diese  B<-stinuimng  wenig  Werth  besonders  wegen  des 

w 

in  (len  Ausdrücken  von  a und  h vorkoinmcndon  Verhältnisses  f = — , 

u 

welches  hier  wie  dort  unbestimmt  bliebe,  so  dass  es  auch  ungewiss  wäre, 
oh  ihm  hier  derselbe  Werth  beizulegeii  ist  wie  dort.  Es  koiiiite  z.  B.  i bei 
ilivcrgenten  Bahnen  kleiner,  bei  convergeiitcn  grösser  sciu,  als  bei  den 
parallelen  Bahnen  in  der  cyliudrischcii  Köhre,  wodurch  a (proportional  f*) 
im  ersten  Falle  kleiner,  im  zweiten  grösser,  b (proportional  1 — f)  im 
ersten  Falle  grö.sser,  im  zweiten  kleiner  würde.  In  Ermangelung  beson- 
derer Versuche,  welche  allein  mit  Sicherheit  hierüber  entscheiden  könnten, 
mögen  deshalb  den  fraglichen  Coefticienten  hier  dieselben  Werthe  zuge- 
schrieben  werden,  wie  sie  früher  für  cylindrische  Köhren  bestimmt  wunlen. 
Wird  daun  ausserdem,  was  zumeist  zulässig  ist,  dem  Uocfticieutcn  P.  ein 
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i'onstanter  Mittclwcrth  tipiffoloRt,  cnf.si)rcchcnd  einem  Mittelwerthe  des 
Products  uy  für  die  betrachtete  Hobrstreeke  von  der  iJlnge  /,  .so  ist  die 
lA‘itungswiderstandsbölie  für  diese  ganze  Uolirstrecke,  falls  * vom  .\nfange 
derselben  an  gerechnet  wird. 

i 


B = fB^ds  = ^ (— 


ds 


(7). 


Darin  ist,  wenn  F den  betreffenden  Querschnitt  des  \Va.sserstroms 
und  V das  pro  Sec.  hindurcbtliessende  Wasservolnmen  bedeutet, 

« = V.,  insbesondere  u = 

F'  jry* 

wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  werden  soll,  die  ebenen  Querschnitte  tler 
Röhre  kreisförmig  sind  und  den  calottenförmigen  Wasser(|uer.sehnilteii  F 
gleich  gesetzt  werden,  was  mit  Vernachlässigung  verlulltnissmässig  kleiner 
Grössen  Ordnung  geschehen  kann,  falls  die  Wandfläche  überall  unter 
kleinen  Winkeln  gegen  die  Mittellinie  der  Röhre  geneigt  ist. 

Ebenso  wie  y kann  auch  V im  Allgemeinen  eine  Function  von  » sein 
entsprechend  dem  Falle  eines  längs  der  ganzen  Rohrlängo  stetig  vertheilten 
(oder  wenigstens  behufs  einer  leichteren  Rechnnng  als  stetig  vertheilt 
vorausgesetzten)  seitlichen  Wivsserabflusses  aus  derselben.  Von  grösserem 
Interesse  sind  dabei  nur  die  einfachsten  Specialtälle,  dass  cntweiler  J'  con- 
staut  und  y gleichförmig  variabel,  oder  y constant  und  V gleichförmig 
variabel  ist. 

1;  Ist  J'  constant,  so  ist  die  Widerstandshöhe 

I 

l(ln 


n = A (ifT  /^; 

2y\jr/  j y’ 


(8). 


Insbesondere  für  eine  conisebo  Röhre,  deren  Durchmesser  am  engeren 
und  weiteren  Ende  beziehungsweise  = tl  und  B seien,  ist  wi'gen 


y — (l 
/)  — ,/ 


also  fix  — d» 

I)  — il  •’ 


X 

1 

piy  _ 

^ 1 

n r\-  / 1 M 1 \ 

'■if! 

j)  — <i  \ 

f y-' 

I 

1 

- " ( 


' H' 

.Tfl-) 


/ (J) 
1 


r/.  ur- 

J)^~ 


</*) 
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c fivy 

und  wenn  //  = ' I gesetzt  wird,  so  dass  C den  Leitiingswider- 

'2ff 

standscoeff'icienten  der  conisclien  lliihre  bezogen  auf  ihren 


0> 


kleineren  Endi]uerschnitt  bedeutet,  so  folgt: 

1 -J,  V + 7,)  V + T)^} 

HV 

Darin  ist  X nach  §.  !H)  entsprechend  «</  = ,,  , zu  nehmen. 

.7  {J>  d) 

2)  Ist  y constant  = rf,  so  ist 

X / d \ * 1 ! 

B = _^  { ] T~‘d» (10. 

2g  \jr/  d-‘J 


und  wenn  insbesondere  V gleichförmig  veriinderlicb  ist  (wie  z.  R.  bei  einer 
stildtiscben  Wasserleitungsröhre  längs  einer  Strasse  mit  Rücksicht  auf  die 
succes.sive  abgezweigti'ii  einzelnen  Ilausleitungen  im  Durchschnitt  voraus- 
gesetzt werden  kann)  etwa  von  für  * = 0 bis  für  * = /,  also 


n - y.  i 


in  welcher  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Redeutung  von  « auch 
statt  r„  und  — statt  « gesetzt  werden  kann.  Setzt  man  also 


B = 


unter  und  «,  beziehungsweise  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Anfangs- 
nnd  Endciuerschnitte  verstanden,  so  ist 


X 


ü 


V / r ^ *1 

- - 4-  f “) 


Der  Goetticieut  / ist  dabei  nach  §.  90  entsprechend  ud  — 
zu  nehmen. 


2 (Io  tf.; 

J(d 
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9(>.  ZuKumniensresetzte  Wasserleitung. 

Eine  zusanimciigesotzte  Wasserleitung  bestehe  iin  Allgemeinen  aus 
einem  beliebig  verzweigten  Röhrennetz,  wodurch  beliebig  viele  Wiisser- 
bebiilter  so  unter  sich  verbunden  sind,  dass  jeder  mit  jedem  anderen  com- 
iiiunicirt  und  somit  das  Wasser  aus  einem  Theil  derselben  bestiindig  aus- 
und  in  die  übrigen  eiriHiesst;  au  den  coustaut  erhaltenen  freien  Wasser- 
oberflächen aller  Rehälter  herrsche  derselbe  (atmosphärische;  Druck.  Wenn 
das  Uühreuuetz  au  einigen  Stellen  frei  ausmündet,  so  kann  man  den  hier 
sfatftindendon  freien  Ausfluss  als  den  Abfluss  in  einen  Rehälter  betrachten, 
dessen  Wasseroberfläche  durch  den  Schwerpunkt  der  Mündung  geht. 
Eebrigens  kann  es  der  Fall  sein,  dass  die  aus  dem  einen  Theil  der  Re- 
hälter ausfliessende  Wa.ssermenge  grösser,  als  die  in  die  übrigen  gleich- 
zeitig einflies-sende  ist,  indem  der  Ueberschuss  schon  unterwegs  durch 
Seitenöftnungen  der  Rohrleitung  oder  durch  untergiK)rduete  Scifenröhren 
ausfliesst,  die  nicht  als  Restaudtheile  des  hier  in  Rede  stehenden  Röhren- 
iietzes  betrachtet  werden;  möglicher  Weise  kann  sogar  das  Wa.sser  von 
allen  Rehältern  her  in  die  R(dirleitung  einfliessen  sollen,  um  nur  längs 
derselben  successive  auszufliessen.  Von  irgend  einer  Verzweigungsstelle 
des  Netzes  können  3 oder  mehr  Rohrstrecken  ausgehen;  im  Ganzen  seii-n 
m solcher  Verzweigungsstellen  (Knotenpunkte  des  von  tlen  Mittellinien  der 
Röhren  gebildeten  Netzes)  vorbaTulim,  die  durch  « Rohrstrecken  unter  sich 
o<ler  mit  den  Rehältern  verbunden  sind.  Von  den  mannigfach  verschie- 
denen Aufgaben,  zu  denen  dieser  allgemeine  Fall  Veranlassung  geben  kann, 
ist  die  folgende  besonders  bemerkenswerth. 

Gegeben  seien:  die  relativen  Höhen  der  m Verzweigungsstellen  und 
der  Wasseroberflächen  in  allen  Rehältern,  ferner  die  Längen  aller  n Rohr- 
strecken, die  Strömungsrichtungen  des  Wassers  in  denselben  (jedenfalls  so, 
dass  das  Wasser  aus  dem  Rehälter  mit  höchstgolcgencr  Wiusseroberfläche 
ausfliesst)  und  für  jede  derselben  die  Wasservolumina  = V und  u I', 
welche  pro  Sec.  durch  ihren  Anfangs-  und  Endquerschnitt  hindurchfliessen 
sollen  bei  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Abnahme  durch  stetig  auf 
der  ganzen  Länge  verf heilte  Wasserentziehung.  Unter  der  weiteren 
Voraussetzung,  dass  eine  Aenderung  der  Rohrweite  nur  an  den  Verzwei- 
guugsstellen  statttindet  {widrigenfalls  übrigens  auch  eine  solche  Stelle,  wo 
die  Rohrweite  sich  ändert,  als  eine  Verzweigungsstelle  betrachtet  werden 
könnte,  von  der  nur  zwei  verschiedene  Rohrstn-cken  auslaufen),  sollen 
dann  die  « Rfdirweiten  so  berechnet  werden,  dass  ilie  Aulagekoston  des 
Röbrennetzes  mögliclist  klein  sind. 
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Was  diese  letzte  Forderung  betrifft,  so  sind  die  Kosten  des  Röhroii- 
nctzes  au  und  für  sich  nahezu  seinem  Gewiclit  proportional  zu  setzen,  also 
hoi  gegebener  Art  von  Ilöhren  der  Summe  ^Vyd,  wenn  l die  Länge,  y die 
Weite,  d die  Wanddicke  irgend  einer  der  n Rohrstrecken  bedeutet.  Die 
Dicke  6 pflegt  nach  der  Formel 

d = rt  -j-  iy 

bestimmt  zu  werden,  unter  a eine  vom  Material  abhängige  Consfante  uml 
unter  h einen  roefheienten  verstanden,  der  zugleich  von  dem  grössten  in- 
neren Ueberdruck  (=  i Atmosphären;  abhäugt,  der  im  Inneren  der  Röhro 
unter  normalen  Umständen  stalttindet,  abgesehen  nämlich  von  etwaigen 
Stössen  des  in  seiner  Rewegung  jilützlich  gehemmten  Was.sers.  Weil  aber 
gleichwohl  die  Coefticienten  u und  h auch  solchen  hydraulischen  Stössen 
uml  anderen  kaum  berechenbaren  Umständen,  den  Anstrengungen  beim 
Transport,  beim  Legen  und  Verbinden  der  einzelnen  Ruhrstücke,  dem 
Einfluss  des  Erddrucks,  den  Resonderheiten  des  Materials  und  der  Fabri- 
cationsmethüde  etc.  Rechnung  tragen  müssen,  haben  sie  einen  vorwiegend 
empirischen  Charakter;  insbesondere  für  gusseiserne  Köhrenleitungen  kann 
im  Allgemeinen 

d = 0,008  -{-  0,002.')  fy  Mtr (U 

gesetzt  werden,  wenn  auch  y in  Metern  ausgcdrückf  ist.  Die  gesainnifeii 
Anlagekosteu  = R des  Röhrennetzes  begreifen  indessen  auch  tlie  Ver- 
legungsküsten  in  sich,  welche  eher  proi>ortional  2.7 y,  als  proportional  27yd 
sind,  so  dass,  wenn 

7?  = C27y(l  4-  ^y) (2) 

gesetzt  wird,  unter  ('  eine  Constante  verstanden,  der  Coefticient  ji  wesent- 

h „ 
lieh  • .4  - - ist. 
a 

Wenn  an  den  Verzweigungsstellen  plötzliche  Richtungs-  und  Quer- 
schnittsäiiderungen  (innere  Contractionen)  durch  abgerundete  Anschlüsse 
und  sanfte  Krümmungen  möglichst  vermieden  werden,  so  sind  die  Wider- 
standshöhen  daselbst  von  ähnlicher  Art  und  Grösse,  wie  sie  nach  §.  77,  Gl.  (ö) 
durch  die  Vereinigung  von  Flüssigkeitsströmen  bedingt  werden,  d.  h.  sic 
sind  - solchen  Geschwindigkeitshöhen,  welche  den  Differenzen  der  mitt- 
leren Geschwindigkeiten  in  den  angrenzenden  Rohrstreckeu  entsprochen. 
Wenn  aber,  wie  es  gewöhnlicb  der  Fall  ist  und  auch  hier  vorausgesetzt 


• Nacli  Kresse,  Cours  de  mecaniipie  applbjucc,  Kd.  II.,  1800,  stellen 
sich  die  Kosten  einer  Wasscrleilimg  in  Paris  auf  nabe  KKly  francs  pro  lau- 
fenden Meter,  alle  Verlegungskosleu  eingerechnet. 
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werden  soll,  die  einzelnen  n Rohrstrecken  sehr  lang  im  Vergleich  mit 
ihren  Durchmessern  sind,  so  kann  die  im  Folgenden  mit  z bezeichnete 
Ueberdruckhühe  (Ueberschuss  der  Druckhöhe  über  die  atmosphärische 
Druckhöhe  von  nahe  10  Mtr.)  an  irgend  einer  Verzweignngsstclle  für  die 
zunächst  gelegenen  Querschnitte  aller  daselbst  zusammen-  oder  auseinander 
laufenden  Rohrstreckeu  als  gleich  betrachtet,  und  es  kann  ferner  in  der 
Fundamentalgleichung 

^ II-  D (§.  78,  Gl.  r.;. 


bezogen  auf  die  ganze  Länge  1 irgend  einer  der  n Rohrstrcckcn,  die  linke 
Seite  im  Vergleich  mit  der  Widerstandshühe  B dieser  Strecke  vernach- 
lässigt, B also  = der  betreffenden  wirksamen  Druckhöhe  II  gesetzt  werden, 
die  durch  eine  gegebene  Höhendifferenz  (das  Gefälle  der  Rohrstrecke)  und 
durch  eine  oder  zwei  der  Unbekannten  z als  algebraische  Summe  dcrselheu 
bestimmt  ist,  jenachdem  die  betreffende  Rohrstrecke  eine  Verzwoigungs- 
stelle  mit  einem  Rchälter  oder  mit  einer  anderen  Verzweigungsstelle  ver- 
bindet. Sofern  aber  die  lierechnung  des  Röhrennetzes  unter  der  Voraus- 
setzung seiner  grössten  Leistung  (des  grössten  vorkommeuden  Zuflusses  zu 
den  oberen  Rchältern  und  der  grössten  \Va.s.serentziehung  längs  den  ein- 
zelnen Rohrstrecken  und  durch  die  unteren  Rchälter;  angestcllt  wird,  wobei 
die  etwa  vorhandenen  Schieber  oder  sonstigen  Rcguliruugsvorrichtuugeu 
als  ganz  geöffnet  vorausgesetzt  werden,  so  können  etwaige  Krümuiungs- 
oder  andere  be.sondcre  Widerstände  dadurch  in  der  Regel  genügend  be- 
rücksichtigt werden,  dass  in  dem  ,\usdruck  (§.95,  Gl.  11)  für  die  Leitiings- 
widerstaiidshölui 


B 


;.  /ir,^  1 f (t  -I-  H-  / 

2//  ^ .7  / y-' 


der  Coefficieut  X nöthigcnfälis  (dwas  grösser  gesetzt  wird,  als  für  eine  ganz 
gerade  cylimtrische  Röhre  nöthig  wäre.  Durch  die  n Gleichungen  B — U 
«ind  nun  die  n Unbekannten  y durch  die  »i  U(djerdruckhöhen  z bestimmt, 
und  wird  somit  auch  B nach  Gl.  (2 ) eine  Function  dieser  m unabhängig 
Variablen  s,  welche  dann  ihrerseits  gemäss  der  Forderung  B --  min.  durch 
i\B 

die  M Gleichungen  .--  = ()  bestimmt  sind.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

OS 

die  Ueberdnickhöhe  z an  einer  hesfiinmten  A'^erzweigungsstellc  A nur  in 
den  .Vnsdrückeii  für  die  Durchmesser  y der  in  A zusammenstossenden 

<)B 

Rohrstrecken  vorkommt,  wird  durch  die  Gleichungen  . ^0  ilie  Forde- 

os 

niiig  des  Minimums  der  gesammten  Anlage.kosten  in  die  Forderungen  zer- 

Granliof,  tfaiHiret.  Mjuchineulelire.  1.  34 
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legt,  dass  die  Kosten  des  um  jede  Verzwcigungsstelle  hcrumlicgenden  Rohr- 
systoms,  insoweit  sic  von  der  Ueberdnickhobe  an  dieser  Stelle  abhängen. 
je  ein  partielles  Minimum  sein  müssen. 

Die  Schwierigkeiten  dieses  Reclinungsverfahrcns  können  dadurch  ver- 
mindert worden,  dass  man  zunächst  mit  einem  für  das  ganze  Rohrsystem 
gleich  gesetzten  Mittelworth  X'  des  Coefficienten  X (etwa  X'  = 0,03)  an- 
genäherte Wertlie  y’  von  y berechnet,  indem  dabei  auch  Ji  vorläuhg  pro- 
portional i7y'  gesetzt  wird.  Mit  corrigirten  Werthon  von  X,  eutsprechemi 
den  Mittelwerthen  von 

= 

findet  man  dann  corrigirte  Werthe  von  y gemäss  der  Forderung 
^ly{l  + ^y)  = min. 


Wenn  übrigens  die  Zahl  der  Verzweigungsstellen  einigermassen  gross 

ist,  so  macht  die  Auflösung  der  »»  Gleichungen  = 0 nach  den  Unbe- 

oz 

kannten  * sehr  umständliche  Rechnungen  nöthig,  selbst  wenn  man  sich 
darauf  beschränkt,  R proportional  iVy  zu  setzen  und  für  X einen  Mittel- 
werth a priori  anzunehmen.  Es  sei  nämlich  A irgend  eine  Verzweigungs- 
stelle, bei  welcher  die  Ucberdruckhöhe  im  Rohrsystem  — s ist  A'A  sei 
irgend  eine  der  Robrstrecken,  in  denen  das  Wasser  gegen  A hin, 
irgend  eine  derjenigen,  in  welchen  das  Wasser  von  A weg  fliesst;  *'  und  s" 
seien  die  üeberdruckhöben  des  Wasserstroras  bei  A'  und  A",  ferner  K 
h’  und  h"  die  Höben  einer  gewissen  Ilorizontalebene  E über  A.  A’  und  A . 
Mit  den  Rezeiebnungen 

X — h — z,  x'  ~ h'  — z\  x"  = }”  — z” 
sind  dann  die  wirksamen  Hruckliöhen 

der  Strecken  A'A  — {h  — //)  -f-  z — z — x — x' 
und  der  Strecken  AA"  — (A"  — h)  z — z”  — x”  — x. 

Dabei  wäre,  wenn  eine  der  Röhren  A A resp.  AA"  die  Verzweiguugs- 
stelle  A mit  einem  der  Wasserbehälter  verbände,  für  diese  Röhre  z'  resp. 
z"  = Null  und  X — ii  resp.  x"  — 1"  — der  Höhe  der  Ebene  E über 
der  freien  Was.seroberfläclie  in  dein  betrefVenden  Behälter  zu  setzen. 

Setzt  mau  ferner  die  Widerstandshöhe  B irgend  einer  Rohrstrecke 
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fdr  die  Röhren  A'A  : 


ri 


X 


für  die  Rohren  AA"-. 


1 


/ PI  \ ^ 


Wenn  nun  mit  ^ eine  die  Röhren  A'A  und  mit  S"  eine  die  Röhren  AA" 
umfassende  Partialsumme  bezeichnet  wird,  so  ist  derjenige  Theil  der  Total- 
summc  in  dessen  Gliedern  die  bei  A stattfindeiidc  Ueberdruckhöhe  * 
resp.  die  dafür  hier  ciugeführto  Unbekannte  x vorkommt,  nachdem  alle. 
Durchmesser  y durch  die  verschiedenen  Grössen  x nach  Analogie  der 
Gleichungen  (5)  ausgedrückt  wurden, 


1 1 


Wenn  also  R proportional  ^Jy  gesetzt  und  die  Abhängigkeit  der 
in  den  Grössen  P vorkommeuilen  I’actoren  X von  den  Durchmessern, 
also  auch  von  x ausser  Acht  gelassen  wird,  so  ist  die  Gleichung 


Die  Auflösung  eines  Systems  von  m solcher  Gleichungen,  in  deren  jeder 
mehrere  der  m Unbekannten  x verkommen,  erfordert  aber,  wenn  m eine 
grössere  Zahl  ist,  ein  so  zeitraubendes  Probiren,  dass  man  in  der  Regel 
mit  einer  nur  unvollkommenen  Krfüllung  der  Forderung  Ä = min.  sich 
wird  begnügen  müssen,  wie  es  im  folgenden  §.  au  einem  speciellereu  Falle 
gezeigt  werden  soll.  — 

Uebrigens  ist  schliesslich  zu  bemerken,  dass  die  hier  als  gegeben 
vorausgesetzten  Höhenlagen  der  tn  Verzweigungsstellen  A für  die  vor- 
liegende Aufgabe  nicht  wesentlich  sind.  Wird  bei  der  in  Function  be- 
griffenen Wasserleitung  unter  übrigens  gleich  bleibenden  Umständen  eine 
solche  Stelle  A gehoben  oder  gesenkt,  also  ihre  Entfernung  h von  der 
oben  angenommenen  festen  llorizontalebcne  E geändert,  so  ändert  sich 
auch  die  Ueberdruckhöhe  z bei  A um  gleich  viel  iu  gleichem  Sinne,  so 
dass  X = h — 2 unverändert  bleibt,  falls  nur  die  Seitenöffnungen  der 
um  A hcrumliegenden  Rohrstri'cken  entsprechend  vergrössert  oder  ver- 

34* 


Digitlzed  by  Google 


532 


ZDSAMMKSOKSKTZTE  WASSEKI.EITI  NO. 


§.96. 


kiciuert  (AusHussbähue  ciitsprecheud  mehr  oder  weniger  geöffnet  resp. 
bei  interniittirender  Wasserentziehnng  mebr  oder  weniger  lange  geöffnet 
erhalten)  werden,  um  trotz  des  örtlich  veränderten  üeberdruck.s  in  der 
Röhre  dieselbe  Wassermenge  daselbst  abfliessen  zu  lassen.  Die  n Dnrch- 
messer  y können  deshalb  auch  ohne  Vermittelung  der  m Hillfsgrtissen  : 
oder  X gemäss  der  Forderung  It  ~ min.  bestimmt  werden,  und  zwar  anf 
folgende  Weise. 

Wenn  man  von  einem  der  Wasserbehälter  W\  aus  denen  das  Wat»er 
zuHiesst,  längs  dem  Uohrsystem  beständig  im  Sinne  der  strömenden  B<'- 
wegung  fortgeht  bis  zu  einem  der  Wasserbehälter  W'\  in  welche  sich 
Wasser  crgiosst,  so  ist  das  gegcbeno  Gefalle  von  W bis  W\  d.  h.  die 
Höhendifferenz  der  freien  Wasseroberflächen  in  beiden  Behältern  = der 
Summe  der  Widerstandshöhen  B für  alle  durchlaufenen  Rohrstreckeo,  al» 
nach  Gl.  (3)  ~ einer  Function  ihrer  Durchmesser  y.  Wenn  mau  aber  von 
einem  der  Behälter  W'  aus  im  Sinne  der  strömenden  Bewegung  törtgeheisl 
zu  einer  Stelle  gelangt,  wo  die  hindurch  strömende  Wassermenge  = Null 
gegeben  ist,  indem  ihr  auch  von  einem  anderen  der  Behälter  ff’’  Wasser 
zuflicsst,  so  ist  das  gegebene  Gefälle  zwisclnm  beiden  Behältern  B"  = der 
Differenz  der  Summen  von  Widerstandshöhen  auf  beiden  Wegen.  Solcher 
Bedingungsgleichnngen  für  die  n Durchmesser  y giebt  es  so  viele  als  man 
auf  verschiedenen  Wegen  im  Sinne  der  stfönienden  Bewegung  von  einem 
der  Behälter  11”  zu  einem  der  Behälter  W'\  oder  von  irgend  zwei  der 
ersteren  zu  einer  bewegungslosen  Stelle  im  Rohrsystem  gelangen  kann; 
mit  Berücksichtigung  dieser  Bedingungen  können  dann  die  Iturchinesser  y 
so  bestimmt  werden,  dass  die  als  Function  derselben  ausgedrückten  Anlagc- 
kosteu  R des  Röhrennctzes  ein  Minimum  werden. 

Ob  diese  Methode  leichter  zum  Ziele  führt,  als  die  früher  erklärte 
bei  Benutzung  der  Ilülfsgrössen  z oder  x,  lässt  sich  im  .Vllgemeinen  kaum 
übersehen;  offenbar  macht  aber  auch  sie  bei  einigermaassen  viel  verzweigteu 
Röhrenlcitungen  so  zeitraubende  Rechnungen  nöthig,  dass  die  Bc'schranknnc 
auf  eine  nur  unvollkommene  Erfüllung  tler  Bedingung  R ~ min.  dadurch 
gerechtfertigt  winl. 


§.  fi7.  StUdtlschc  Wasserleitung. 

Der  im  vorigen  §.  besprochene  allgemeinere  Fall  werde  durch  die  bei 
städtischen  Wasserleitungen  gewöhnlich  zutreffende  Voraussetzung  be- 
schränkt, dass  nur  ein  einziger  Zuflussbehälter  vorhanden  ist,  ans 
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welchem  das  Wasser  nach  beliebift  vielen  Abflussbehältern  hiufiicsst 
durch  ein  Röhrensjstein,  längs  dessen  einzelnen  Strecken  je  eine  als  gleich- 
förmig verfheilt  vorausgesetzte  Wasserentziehung  (durch  die  einzelnen 
llausloitungen)  statttimlet;  wenn  nämlich  zwar  in  Wirklichkeit  irgend  ein 
Zweig  des  Köhrensystems  am  hlnde  geschlossen  ist  oder  mit  einer  Mündung 
endigt,  durch  welche  das  Wasser  (z.  K.  als  si)ringender  Strahl)  frei  aus- 
tliesst,  so  kann  mau  sich  iloch  zum  Zweck  einer  allgemein  gültigen  Aus- 
drucksweise bei  der  Darstcllnng  des  Kechnungsganges  auch  ,in  solchen 
Fällen  den  betreffenden  Kührenzweig  am  Ende  mit  einem  Wasserbehälter 
in  V'erbinduug  denken,  iii  welchem  die  freie  WasseroberHäche  über  jenem 
Kedirenendc  eine  Höhe  = der  daselbst  thatsächlich  statttindenden  Ueber- 
druckhöhe  hat.  Das  Köhrensystem  beginne  vom  ZuHussbehälter  aus  mit 
einem  einzigen  Ilauptrohr,  welches  sich  demnächst  mehr  und  mehr  ver- 
zweigt der  Art,  dass  jeder  Verzweigungsstelle  nur  durch  eine  Kohrstrecke 
das  Wasser  ziigeleitet  wird,  während  die  Zahl  der  ableitenden  Kobrstrecken 
beliebig  gross  sein  kann,  wenn  sie  auch  gewöhnlich  nur  = 2 oder  .3  ist. 

Dabei  iitlegen  die  Verhältnisse  der  .\rt  zu  seiu,  dass  eine  gcwis.se,  am 
ZuHussbehälter  bei  beginnende  und  an  einem  AbHussbehälter  b(>i  .1 
endigende  Folge  von  Kohrstrecken  als  der 

llauptröhreiistrang  zu  betrachten  ist,  insofern  er  mit  Kücksicht  auf 
seine  Gesammtlänge  und  Was.sermenge  voraussichtlich  grössere  Aiilagc'- 
kosten  bedingen  wird,  als  irgend  ein  anderer,  das  Wa.sser  vom  ZuHuss- 
bcdiältcr  bis  zu  einem  .VbHiissbeliälter  leitemler  Köhrenstrang.  In  gleicher 
Weise  können  gewisse  der  bei  A^...A„  abgezweigten  und  bis  zu  an- 
dereu  .MiHussbehältern  reichenden  Kolirstränge  von  grösster  Länge  und 
Wassemienge  als  die  haui)tsächlichsten  oder  Seitensträngo  D”''  Ord- 
nung bezeichnet  wenlen,  von  denen  dann  wieder  Seitensträngc 
Ordnung  abgezweigt  sein  können  u.  s.  f.  ln  solchem  Falle  wird  nun  eine 
zw.ir  unvollkommene,  aber  zumeist  genügende  Lösung  der  im  vorigen  §. 
besprochenen  .\ufgabe  erhalten,  wenn  unter  den  übrigens  wie  dort  gege- 
benen Umständen  zunächst  die  Durchmesser  y diT  einzelnen  Strecken  des 
llauptstranges  so  bestimmt  wenlen,  dass  sie  die  Ilerstidlungskosten  des 
letzteren  zu  einem  jiartiellen  Minimum  machen,  darauf  bei  nun  vollständig 
bestimmtem  llauptstrange  die  Durchmesser  der  verschiedenen  Strecken  der 
SeiO'iistränge  U®'  Ordnung  so,  dass  <lie  Herstellungskosten  jedes  solchen 
.Seitenstranges  für  sich  ein  partielles  Minimum  werden  u.  s.  f.  Das  Ver- 
falircn  ist  dabei  immer  dasselbe  und  braucht  nur  für  den  Hauptstrang 
erklärt  zu  werden. 

7/  sei  die  gesammte  wirksame  Druckhöhi“  dess(dben,  d.  h.  die  Höhe 
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der  freien  Wasseroberfläche  1F„  im  Zuflussbehälter  über  der  freien  Wasser- 
oberfläche W im  Abflussbehälter  am  Ende  des  Ilauptstraiiges;  für  sein«, 
durch  die  Vcrzweigungsstclleu  begrenzten 


Strecken 

A,A, 

-•/j 

A^A^  . 

..A,A 

seien  die  Längen  = 

h 

h 

l,  . 

.. 

die  Durchmesser  — 

yo 

yi 

Vi  ■■ 

. y« 

die  Widerstaudshöhen  =: 

ih 

Ih  .. 

- ßn 

die  Wassermengen  = 

V, 

V,  .. 

. 

und  — 

'«ü 

«1 

(Cji  T 2 . ■ 

pro  Sec.  beziehungsweise  in  den  Anfangs-  und  Endquerschnitten.  ist 
also  das  Wasservolumen,  welches  pro  Sec.  in  die  ganze  Kohrenleitung  oin- 
flicsst,  (1  — «0)^01  (1  — «i)^i  sind  die  längs  den  Strecken  JjAj. 

successivo  entzogenen,  l\  — — iq  Fj  . . . die  durch 

die  Seiteusträngc  beziehungsweise  bei  A^,  A^ ...  abgezweigteii  Wasser- 
volumina, und  cc„  V„  ist  das  Wasservolumcn,  welches  am  Ende  des  Haupt- 
Stranges,  wenn  auch  zunächst  nicht  wirklich  ausfliessen,  so  doch  soll  aus- 
flies-seu  können  mit  Kücksicht  auf  eine  sjiätere  Ergänzung  der  Anlage  bei 
weiterer  Ausdehnung  der  Stadt.  Dieselbe  Kücksicht  kann  für  die  Endi'n 
der  Scitenstränge  maassgebeud  sein,  und  ist  dann  auch  entsprechcuii 
grösser,  als  dem  augenblicklichen  Hedürfniss  ents])rechen  würde,  in  Ret'h- 
nuug  zu  bringen.  Es  seien  ferner  die  Höhen  des  Oberwa-sserspiegels 


über  den  Stellen  A, 

^ A, 

und  daselbst  2, 

die  Ueberdruckhöhen,  also  A,  — z, 

= X, 


A 

h 


h — U 


u 

n 


die  wirksamen  Druckhöhen  von  bis  zu  diesen  Stellen  A^,  A^ 1,. 

A resj).  JF;  für  die  einzelnen  Strecken  — /,  . . . /„  sind  dann  die  wirk- 
samen Druckhidien  = J"),  — Xj  ...//  — x„. 

Ausser  II  sind  gegeben:  alle  Längen  /,  Höhen  A,  Wassermengen  V 
und  uV\  und  wenn  nach  Gl. (3)  im  vorigen  §.  irgend  eine  der  Widorstaud"- 
höheu 


in 
n - 

y 


mit  r = 


o 

I'J  ^ 1 


a 

'3 


(I 


gesetzt  wird,  so  sind  die  Durchmesser  y so  zu  bestimmen,  dass  mit  Kflck- 
sicht  auf  die  Hedingung 


H 


:lii 


in 

y'' 


t-' 
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die  Anlagckostcu  It  des  Ilauptstrauges  ein  Minimum  sind.  Wenn  also  diese 
zunächst  proportional  iVy  gesetzt  und  die  verschiedenen  Grossen  X,  folg- 
icli  auch  i'  als  unabhängig  von  den  Durchmessern  betrachtet  werden,  so 
sind  in  der  Differentialgleichung 

— /rfy  = 0, 

welche  der  Forderung  Jt  — min.  entspricht,  die  (n  j 1)  Differentiale  dy 
nach  Gl. (2)  au  die  Bcdingungsgleichuug 


V dy  ^ 0 


gebunden,  und  mau  könnte  zwischen  heiden  Gleichungen  eins  der  Differen- 
tiale dy  eliiniuiren,  wonach  daun  die  = Null  gesetzten  Goefticicuten  der 
ührigen  n Differentiale  zu.sammcn  mit  Gl.  (2;  die  nöthigeu  Gleichungen  zur 
Bestimmung  aller  Durchmesser  liefern  würden.  Am  geschicktesten  wird 
indessen  diese  Kntwickeluug  ansgeführt,  indem  die  zweite  der  ohigen 
Gleichungen  nach  der  Multiplication  mit  einem  vorläufig  unbestimmten 
(’oefticienten  (er  sei  hier  mit  - bezeichnet)  zur  ersten  addirt  und 
dann  der  fragliche  C'oefticieut  so  bestimmt  wird,  dass  in  der  resultircnden 
Gleichung 


die  (’ocfticienten  aller  (w  1)  Differentiale  dy  einzeln  = Null  werden. 
Ks  ist  dann 


und  folglich  nach  Gl.  (2) 

^ r» 


y = 


(:i) 


(4). 


Zu  demselben  Resultat  fiilirf  Gl.  1 1>)  im  vorigen  §.,  in  welcher  hier 
die  Summen  ^ und  .i,'"  sich  auf  je  ein  Glied  reduciren,  so  dass,  wenn  die 
Grössen  l und  P für  die  Strecke  A’ A mit  /'  und  7'',  für  die  Strecke  yLA” 
mit  l"  und  bezeichnet  werden,  unter  A’A  und  AA”  irgend  zwei  auf 
einander  folgende  Rolirstrcckeu  des  llauj)tstranges  verstanden,  jene  Gleichung 
hier  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

r \/p'  _ r 

X X x"  X 
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Mit  Rücksidit  auf  Gl.  (5)  üii  vorigcu  §.  folgt  daraus 


c I 


X — x'  t 

1 / 1*  P'I' 

(v"Y 

1 y 

(P\ 

x"  X t' 

ulso  ,t  — 

y 

\p") 

oder  allgemein  y = fi  , uuter  [i  einen  für  alle  Rolirstrecken  gleicher. 
Factor  verstanden,  der  dann  schliesslich  aus  der  Gleichung 

PI 

= :£{x  - X)  = n 

I 

wie  oben  gefunden  wird. 

Mit  einem  constauten  Mittelwerth  )!  von  /,  etwa  /'  — 0,03,  kann 
mau  nun  i>„,  nach  Gl.  (1),  dann  nach  Gl.  (4)  und  y,. 

y^...y„  nach  Gl. (3)  berechnen. 

Wird  jetzt  irgend  einer  der  so  gefundenen  Nilhcrungswerthe  von  y 
mit  y und  der  entsprechende,  mit  Ä = /’  berechuete  Näheruugswertli 
von  P mit  P'  bezeichnet,  so  findet  man  corrigirte  Werthe  von  / gemäv 
den  betreffenden  Mittclwerthen  von 


uy  — 


2(1  + u]V 
.. 


und  damit  corrigirte  Wertho  von  P — y P ■ Um  dann  die  Rohrweiten  y 
richtiger  gemilss  der  Forderung 

R — 6'Ji,7y(l  -f-  (fy)  = mm.,  also  '2,iy)ily  =r  O 


zu  berechnen,  hätte  man  analog  dem  obigen  Verfahren  Jetzt  //  so  zu  wählen, 
dass  in  der  Gleichung 


2'/ 


die  Coefticieiiteii  aller  («  -j-  1)  Differentiale  dy  einzeln  — Jvull  werden. 
Wenn  man  aber  zur  Vermeidung  der  dazu  nothigen  .\uflösung  höherer 
Gleichungen  behufs  einer  immerhin  weiteren  und  meistens  endgültig  aus- 
reichenden  Näherung  , 


y 


it 


p Y 
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setzt,  so  ist  nach  Gl.  (2) 


7V(1  + 

6 

,5  2>u 


// 


7/ 


(«). 


Durch  die  somit  festgcstclltcn  liolirwcitcn  y dos  Ilaiiptstranges,  donon 
bei  der  Ausführung  gewisse  abgeruudete  Wortlio  nach  üblichen  Abstufungen 
substituirt  zu  werden  pHegen,  sind  nun  auch  die  Widerstandshohen  B nach 
Gl.  (1,,  sowie  die  wirksamen  Druckhöhon  x bis  zu  den  verschiedenen  Ver- 
zweigungsstelleu  und  die  Ueberdruckhöhen  z bei  denselben  bestimmt  ge- 
mäss den  Gleichungen 

Xi  //(,  -{-  77,  -|-  77^  -f-  . . . 7/,  _ 1 ; z,  = h,  — j:,  . . (7). 

Sollte  sich  eine  dieser  Ueberdruckhöhen  z kleiner  herausstelleu,  als  die 
wenigstens  verlangte  Steighöhe  des  Wassers  in  den  Gebäuden  an  der  be- 
tretfenden  Stelle,  wie  es  bei  hügeligem  Terrain  der  Fall  sein  könnte,  wenn 
auch  77  so  gewühlt  ist,  dass  selbst  am  F.nde  bei  A die  verbleibende  Ueber- 
druckhöhe  7i  — 77  noch  wenigstens  der  daselbst  verlangten  Steighöhe 
gleich  ist,  so  müsste  bei  gegebener  Lago  des  Oberwasserspiegels  mit 
einem  entsprechend  kleiner  angenommenen  Werth  von  77  die  Rechnung 
wiederholt  werden;  die  Rerüeksichtigung  der  obwaltenden  Umstände  bei 
der  ersten  .\nnahmc  von  II  wird  aber  solche  Wiederholung  meistens  ver- 
meidlich machen. 

Was  die  Berechnung  der  Seitenstränge,  z.  B.  des  an  der  Stelle  Ai  des 
lluuiitstranges  abgezweigteii  Seitenstranges  1**''  Ordnung  betrifft,  so  sei 
77,  die  Höhe  des  Oherwassersiiiegels  /U^  über  dem  Was.sers])iegel  des 
Ahtinssbehälters,  mit  welchem  dieser  Seitenstrang  än  seinem  FAide  in  Ver- 
bindung ist  oder  gedacht  wird;  es  ist  dann  77,-  — X(  die  wirksanu!  Druck- 
liöhe  des  ganzen  Seitenstranges,  welche  zur  Berechnung  der  Weiten  y 
seiner  einzelnen  Strecken  in  den  obigen  Formeln  an  die  Stelle  von  7/  ge- 
setzt werden  muss. 

Wenn  der  Theil  .7,  des  Ilaiiptstranges  sich  bei  in 

einer  solchen  Weise  verzweigte,  dass  es  zweifelhaft  wäre,  welcher  der  hier 
sich  anschliessenden  verschiedenen  Röhrenstrünge,  als  die  Fortsetzung  des 
llauptstrangi's  betrachtet  werden  soll,  so  kann  man  die  Durchmesser  der 
''trecken  A,A^  ...  A,  _ j J[,  unter  jeder  dieser  Voraussetzungen  nach 

obigem  Verfaliren  berechnen  und  schliesslich  die  arithmetischen  Mittel  der 
(.'i'fundencn  Werthe  dafür  annehmen.  Indem  daun  auch  die  AViderstaiids- 
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höhen  dieser  Strecken  nacli  Gl.  (1)  bekannt  sind  und  somit  x,  nach  GL  7 
gefunden  wird,  sind  die  bei  A,  sich  anschliessenden  Röhrensträuge  alle  so 
zu  berechnen,  als  ob  sic  Seitenstriinge  wären,  indem  zu  dem  Ende  II — jr,  at 
die  Stolle  von  Jl  in  den  obigen  Formeln  gesetzt  wird,  wenn  jetzt  II  di( 
Höhe  des  Oberwasscrsjjiegels  über  dem  Wasscrsi)iegel  irgend  eines  der 
Abflussbehälter  bedeutet,  mit  denen  die  fraglichen  Kohrenstränge  an  ihrei: 
Enden  in  Verbindung  sind  oder  gedacht  werden.  — 

Schliesslich  ist  nun  aber  zu  bemerken,  da.ss  die  den  obigen  Rech- 
nungen zu  Grunde  liegende  Voraussetzung,  es  sei  ausser  den  Ilöhenlap  t 
der  freien  Was.seroberflächen  W der  Abflussbebältcr  auch  die  Höhe'  der 
Oberfläche  des  Wassers  im  Zuflussbehältcr  gegeben,  häufig  insofern 
nicht  erfüllt  ist,  als  das  Wasser  durch  eine  Kraftmaschine  erst  in 
den  Zuflussbehältcr  gehoben  werden  muss.  Dann  ent,stcbt  die 
Frage  nach  der  vorthoilhaftesten  Hubhöhe  des  Wassers,  somit  der 
vortheilhaftesten  Höhe  der  Ilorizontalebene  über  den  HorizontaJ- 

ebenen  7F,  als  welche  diejenige  zu  bezeichnen  ist,  bei  welcher  die 
Summe  aus  dem  jährlichen  Aufwand  für  die  Erhebung  des 
Wassers  und  den  jährlicben  Kosten  für  Verzinsung  und  Amor- 
tisation des  Anlagecapitals  It  der  Röhrouleitung  unter  den  ge- 
gebenen Umständen  ein  Minimum  ist 

Zur  IJeantwortuug  dieser  Frage  muss  It  wenigstens  angenähert  als 
Function  der  Höhe  von  ausgodrückt  werden.  Wenn  man  aber  Ä als 
proportional  .iVy  betrachtet  und  erwägt,  dass  dann  für  irgend  einca 
Köhrenstrang,  der  sich  vom  Zuflussbehälter  bis  zu  einem  Abflussbehälter 

erstreckt,  jedes  y nach  Gl.  (Hj  proportioual  //,  und  //  uach  Gl.  (1)  propor- 
_ 1 

tional  K * ist,  so  lässt  sich  begreifen,  dass  näherungsweise  iuncrhalb 

_ 1 

massiger  Grenzen  von  II  auch  R proportioual  II  ^ wird  gesetzt  werden 
können,  wenn  jetzt  unter  II  die  Höbe  von  über  einer  Horizontal- 
ebene  W verstanden  wird,  deren  Ilöheulage  ein  abgeschätztes  Mittel  der 
Höhenlagen  aller  Ebenen  W ist.  Wenn  man  dann  zur  Correctur  der 
Fehler  dieser  Schätzung  und  der  zu  Grunde  liegenden  Annahmen  über- 
haupt noch  etwas  besser 

1^ 

R ^ all  's  + i (8, 

setzt,  so  können  die  Constanten  a uud  h genau  genug  für  den  vorliegenden 
Zweck  gefunden  worden,  indem  mau  nach  den  obigen  Regeln  die.  Werthe 
aller  Durchmesser  uud  somit  die  Werthe  von  R = für 

zwei  verschiedene  Werthe  von  II  berechnet,  die  am  besten  so  angeuummen 
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werden,  dass  sic  den  gesuchten  vortheilhaftestcu  Werth  von  11  voraus- 
sichtlich zwischen  sich  enthalten. 

Ist  nun  //fl  die  Ilülie,  auf  welche  das  Wasser  bis  zur  Ebene  iV  gc- 
bohon  werden  muss,  also  11^  -j-  H die  ganze  Ilubhöhc  desselben,  so  ist 
der  erforderliche  Nutzeffect  der  Kraftmaschine,  um  pro  Sec.  Cubikm. 
Wasser  auf  diese  Höhe  zu  heben, 

— ; y (7/jj  II)  Pferdestürken. 


Sind  also  K die  jährlichen  Kosten  einer  Pferdestärke  (mit  Uücksicht  auf 
den  Petrieb  sowie  auf  Verzinsung  und  .Vmortisation  des  Anlagecapitals  für 
die  Kraftmaschine),  und  werden  p Procent  für  Verzinsung  und  .\mortisa- 
tion  des  .\nlagecajdtals  für  die  Köhrenleitung  gerechnet,  so  entspricht  der 
Forderung,  dass 


lOUO 

75 


r„ry/„  | ii)k  i- 


p 

KiÜ 


1 

's 


ein  Minimum  sei,  die  Gleichung: 


1000 

7.5' 


r,A- 


<'  P ,r 


500 


n 


= 0;  7/ 


=--( 


0,00015 


ap 

I'üA'. 


. . (9). 


Wenn  man  behufs  einer  ersten  Annäherung  R — all  * setzt  uuil 
mit  Rücksicht  auf  Gl.  (.*?)  und  (1),  die  Summenzeichen  aber  hier  auf  alle 
Strecken  des  ganzen  Uohrsystems  und  H auf  die  mittlere  Ebene  W'  be- 
zogen, auch 


R = C^Lhj  = C(t2L'/R<^  = 0 — - ^ 


1 « 
’i" 


I 0 

so  folgt  H C i 2^  l also  nach  Gl.  (9) 


7/  ^ (^0,00015  (10). 

Hiernach  kann  7/  näherungsweise  berechnet  werden,  um  dann  für  einen 
grösseren  und  einen  kleineren  Werth  von  7/  die  entsprechenden  Werthe 
von  R zu  finden,  welche  gemäss  dem  Ausdrucke  (8)  die  Constanten  a und  b 
bestimmen.  Gl.  (9)  liefert  schliesslich  einen  corrigirten  Werth  der  vortheil- 
haftesten  Höhe  7/. 
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§.  98.  Bewegung  des  Wassers  durch  Saiidiilter. 


Um  das  Wasser  für  eine  stildtische  Wasserleitung  möglichst  rein  n 
erhalten,  wird  es  entweder  an  solchen  Stellen  dem  Erdboden  entnomnii-r. 
wo  derselbe  aus  reinem  Sand  be.steht,  den  also  ilas  Wasser  durehdrincru 
muss,  um  in  den  darin  eiugegrahcnen  Bassins  oder  Caniilen  sich  zu  sammeln, 
oder  cs  wird  auf  künstliche  Weise  durch  eine  horizontale  Saiidschicli 
hltrirt;  hüztere  ruht  dabei  entweder  anf  einem  durchbrochenen  Ftodoii. 
durch  dessen  Oeffnungen  das  tiltrirte  Wasser  in  einen  darunter  ln'tindlich'  ii 
Behiilter  gelangt,  oder  sic  ruht  auf  einer  Steiuschicht  mit  grosseren  Zwischer.- 
räumen,  in  denen  das  Wasser  seitwärts  auf  einem  undurchlässigen  Bodea 
abtliesst.  Die  Gesetzmässigkeit  der  Bewegung  des  Wa.ssers  in  der  Saml- 
schicht  wird  in  allen  diesen  Fällen  im  Wesentlichen  gleich  sein,  am  denl- 
lichsfen  aber  hervortreten  bei  der  künstlichen  Filtration  von  oben  nach 
unten  durch  eine  horizontale  Schicht  von  gleichförmiger  Dicke  oder  Höbe  h. 
wie  solche  hier  vorausgesetzt  werden  soll.  Ihre  obere  und  untere  Fläcli? 
sei  — F,  und  II  die  wirksame  Druckhöhe,  d.  h.  <lie  Höhe  der  freien  Ober- 
fläche des  ül)er  der  Sandschicht  befindlichen  Wassers  über  der  Grundflüch': 
dieser  Schicht,  vermehrt  eveuf.  um  die  Dift’ercnz  der  Druckhöhen  in  dieses 
beiden  HorizontalHächcn. 

Der  von  dem  Wasser  durchströmte  Zwischenraum  zwischen  den  Saml- 
kornern  ist  als  ein  Netzwerk  von  Haarröhrchen  zu  betrachten,  deren 

Leifungswiilersfaiidshöhe  jiro  Längeneinheit  nroimrtioiial  — gesetzt  werden 

a- 

kann,  wenn  rf  ilic  mittlere  Weite  eines  solchen  Haarröhrchens  und  « die 
mittlere  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  demselben  bedeutet;  denn  in  deu. 
allgemeinen  Ausdrucke  der  specitischen  Leitungswiderstandshöhe 


verschwindet  das  erste  Glied  gegen  das  zweite  um  so  mehr,  je  kleiner  « 
und  d sind,  .\ndcje  Widerstände  werden  durch  die  vielfachen  Querschnitts- 
nnd  Bichtungsänderungen  der  fraglichen  Haarröhrchen  verursaclit.  Bt  ^ 
der  durchschnittliche  Widcrstandscoefticicnt  für  jede  einzelne  scjlche  Stelle, 
deren  n pro  Längeneinheit  Vorkommen  mögen,  so  ist  für  diese  die  ent- 


M - « - 

simechende  Widerstandshöho  = wg  ; sie  kann  proportional  , gescW 

worden,  sofern  n als  umgekehrt  proportional  d zu  erachten  ist.  Imleiii 
nun  endlich  ilic  mittlere  Länge  eines  in  der  Sandschichf  durchflosseueii 
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Haarröhrchens  der  Schichtdicke  h proportional  gesetzt  werden  muss,  ist 
lio  gesanimte  Widerstaniishölie  für  den  Diirdigang  des  Wassers  durch  die 
Suiidschicht 


u 


unter  a und  ,9  ('oefhcicnten  verstanden,  deren  Werthe  besonders  davon 
allhängig  sein  werden,  ob  die  Sandkörner  mehr  oder  weniger  glatt  und 
abgerundet  und  ihre  Grössen  mehr  oder  weniger  gleichartig  sind;  dem 
mittleren  Durchmesser  eines  Korns  ist  die  mittlere  Weite  d eines  Haar- 
röhrchens proportional  zu  setzen. 

Sofern  nun  die  Geschwindigkeitshöhe,  mit  der  das  Wasser  die  Sand- 
schicht verlässt,  im  Vergleich  mit  B verschwindend  klein  ist,  müsste  für 
den  Beharningszustand  B = II  sein,  wenn  nicht  noch  zu  berücksichtigen 
wäre,  dass  das  Durchfiiessen  des  Wassers  durch  die  Sandschicht  selbst  bei 
verschwindend  kleiner  Geschwindigkeit  wenigstens  eine  solche  wirksame 
Druckhöhe  erfordi'rt,  die  der  Höhe  h'  gleich  ist,  bis  zu  welcher  das 
Wasser  durch  Capillarität  im  Sande  aufsteigt.  Mit  Rücksicht  hierauf  muss 
B = II  — h'  gesetzt  werden,  und  ergiebt  sich  somit 


H-  (9  ^ 


1 -f  Mrf  = 
« ' 


ir  — h’ 


oder,  wenn  — ud  ein  kleiner  Bruch  ist, 

it 


rfä  H 


U 


oder  endlich,  wenn  in  dem  untergeordneten  Gliede  auf  der  rechten  Seite 


gesetzt  wird 


M 


d^-  IT  —Ji 
<t  h 


H 


c/2  IT  — h’  / (9rf*  //  — A'  n 

(C  h \ «-  h ) 


(1). 


Das  Wasservolumen  T,  welches  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Sand- 
scliicht.  hindurchtiiesst,  ist  dem  Horizontalsclinittc  F derselben  und  jener 
Geschwindigkeit  « proportional  zu  setzen,  also  etwa 

V II  — U (II  — A'  ä 

A 

bahei  sind  x,  y und  A'  von  der  Beschaffenheit  des  Sandes  in  solcher  Weise 
abhängig,  dass  die  betreffenden  Werfhe  nur  durch  Versuche  bestimmt 
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werden  können;  aus  Gl.  (1)  ist  aber  zu  sclilicssen,  dass  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  Cocfticientcn  x und  y sowie  auch  das  Verliältniss  - um  so 

X 

kleiner  sein  werden,  je  feiner  der  Sand  ist,  während  umgekehrt  h'  mit  ab- 
nehmender Korngrösse  des  letzteren  zunimmt  (§.  63). 

Zur  Prüfung  dieser  Gleichung  können  namentlich  Versuche  dieuen. 
welche  Darcy*  in  Dijon  angestellt  hat.  Der  dabei  benutzte  Kie.ssand,  be- 
stehend zum  grössten  Thcil  aus  Sand  von  ungefähr  0,8  Millim.  Siebgrüsse. 
zum  kleineren  Theil  aus  Sand  von  1 und  2 Millim.  Siebgrössc  und  aus 
feinem  Kies  der  Art,  dass  die  Zwischenräume  ungefähr  0,38  des  ganzen 
Volumens  ausmachten,  wurde  in  einer  vertical  stehenden  Röhre  von 
0,35  Mtr.  innerem  Durchmesser  auf  einem  durchbrochenen  Boden  aufge- 
schichtet, der  von  zwei  sich  rcchtwinkelig  kreuzenden  Rosten  mit  einem 
darauf  gelegten  Mctallsicb  gebildet  war.  Zu  möglichster  Vermeidung  von 
Luftblasen  in  den  Zwischenräumen  wurde  die  Röhre  mit  Wasser  gefüllt 
bevor  der  Sand  eingestampft  wurde ; die  Dicke  der  Sandschicht  = Ä wurde 
am  Endo  jeder  Versuchsreihe  gemessen.  Im  Vergleich  mit  den  beträcht- 
lichen Werthen,  welche  die  Druckhöhe  7/  fast  durchweg  hatte,  konnte  die 
höchstens  wenige  Centimetor  betragende  Höhe  //  nur  eine  ganz  untergi*- 
ordnete  Rollo  bei  diesen  Versuchen  spielen,  so  dass  mit 

I'  ^ V 

A = 0,  7*  = ~ = V 

h a 

die  obige  Gl.  (2;  in  der  Form 

» = Fx  — Fy  .a (3) 

geschrieben  werden  kann.  Im  Folgenden  sind  die  gemessenen  Werthe  von 
V (Liter  pro  Minute)  und  7/  (Mtr.)  uud  die  daraus  abgeleiteten  Werthe 
von  a und  «?  der  3 ersten  Versuchsreihen,  verschiedenen  Werthen  von  h 
entsprechend,  zusammengestellt;  eine  vierte  Versuchsreihe,  die  sich  anf 
Sand  von  etwas  gröberem  Korn  bezieht,  umfasst  uur  3 eiiizelim  Versuche 
für  1,70  Mtr.  und  solche  Druckhüheu  77,  welche  nicht  verschieden 
genug  sind,  um  bei  so  wenigen  A’ersuchcn  die  Gesetzmässigkeit  deutlich 
hervortreteu  zu  lassen. 

* Les  fmitaines  jmbliques  de  la  ville  de  Dijon.  Paris  1856. 
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1)  h = 0,,58 

Mtr. 

3,60 

1,11 

i 1,914 

1,881 

0,014 

7,65 

2,36 

4,0<;9 

1,880 

0,050 

12,00 

4,00 

6,897 

1,740 

— 0,041  I 

14,28 

4,!H1 

8,448 

1,690 

—0,064 

15,2» 

6,02 

i 8,655 

1,7.56 

0,(H16 

21.80 

7,63 

13.155 

l,fö7 

-0,015 

23,41 

8,13 

14,017 

1,670 

0,013  1 

24,50 

8,58 

14,793 

!,(>;”>(> 

0,012  ! 

27,80 

9,86 

17,000 

1,035 

0,030  1 

29,40 

10,89 

18,776 

1,500 

-0,009  1 

2)  h = 1,14 

Mtr. 

2,66 

2,60 

' 2,281 

1,166 

0,059  1 

4,28 

4,7» 

4,123 

1,038 

— 0,027  ! 

6,26 

7,71 

6,763 

0,926 

—0,078  ‘ 

8,60 

10,34 

: 9,070 

0,948 

— 0,003 

8,9» 

10,75 

9,430 

0,944 

0,001 

10,40 

12,34 

10,825 

0,961 

0,050  1 

3)  Ä=  1,71 

Mtr. 

2,13 

2,57 

1„5»3 

1,417 

0,016  V 

3,90 

5,09 

' 2,977 

1,310 

—0,041 

7,25 

9,46 

5,532 

1,311 

0,047 

8,55 

12,35 

7,222 

1,184 

—0,023 

Wenn  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus  jeder  dieser 
3 Versuchsreihen  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  ('oefticientcu  Fx  und 
Fy  von  Gl.  (3)  berechnet,  dann  damit  die  wahrscheinlichsten  Bcobachtungs- 
febler  J,  die  in  obiger  Zusammenstellung  hinzugefügt  wurden  (d.  h.  die 
Itifferenzeu  der  beobachteten  und  der  mit  den  wahrscheinlichsten  Werthen 
von  Fx  und  Fy  nach  Ol.  (3)  berechneten  Werthe  von  e),  endlich  aus  diesen 
Beobachtungsfebleru  A die  wahrscheinlichen  Fehler  = g und  ableitet, 
welche  den  so  bestimmten  wahrscheinlichsten  Werthen  von  Fx  und  Fy  an- 
liaften,  so  tindet  man: 

1)  FV  - l,t»0(),  0,01  7;  0,01  73,  »;  -0,0014 

2)  /'a;-  1,15!»,  0,040;  0,0229,  // ^-0,0051 

3)  Fx  = 1 ,452,  g — 0,036 ; Fy  = 0,0339,  /y  .=  0,0074. 

l>ie  Grössen  g und  /y  sind  klein  genug  im  Vergleich  mit  Fx  und  Fy, 
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um  (las  durch  Gl.  (2)  ausgodrückto  .'VbhäugigkeiLsgesetz  zwischi'u 


y 

F 


und  U 


als  liinliliiglicli  bestätigt  durch  diese  Versuche  betrachten  zu  dürfen,  insu- 
weit  es  wenigstens  bei  ihrer  müssigen  Zahl  und  bei  der  von  einem  zum 
anderen  Versuch  derselben  Reihe  wechselnden  Reschaffenheit  des  Sandes 
erwartet  werden  konnte.  Die  drei  Werthsystome  von  Fx  und  Fy  sind 
freilich  zu  sehr  verschieden,  als  dass  darin  eine  genügende  Bestätigung 


V 

auch  des  Gesetzes  erblickt  werden  konnte,  nach  welchem  — gemiiss  Gl. (2) 

/ 


von  der  Schichthöhe  h abhängeu  sollte.  Inde.sseu  wird  auch  diesem  durch 
die  Versuche  wenigstens  nicht  widersprochen,  weil  die  3 Werthe  des  Haupt- 
gliedes  Fx  von  Gl. (3j  keine  Beziehung  zu  h erkennen  lassen;  ihre  Ver- 
schiedenheiten können  deshalb  hauptsächlich  der  verschiedenen  Beschaffen- 
heit des  Sandes  bei  den  3 Versuchsreihen  zugeschrieben  w'erdeii,  woiiurch 
dann  auch  die  scheinbare  Abhängigkeit  des  Coefticienten  Fy  vou  der 
Schichtdicko  h illusorisch  wird.  Erlaubt  man  sich,  im  Durchschnitt  für  alle 
20  Versuche 


Fx  = 0,5 . 1,900  -f  0,3 . 1,159  + 0,2  . 1, 152  = 1,588 
0,5 . 0,0173  + 0,3 . 0,0229  [-  0,2 . 0,0339  = 0.0223 
zu  setzen,  so  ist  wegen 

2 

— 0,35  =0,0902  Quadratm. 
a:=rl6,5;  y = 0,232, 

falls  /i'  = 0,  rin  Litern  pro  Min.  ausgedrückt,  und  übrigens  das  Meter 
als  Längeneinheit  vorausgesetzt  wird;  doch  haben  diese  Zahlen  nur  ge- 
ringen Werth,  weil  sie  speciell  für  die  mittlere  Beschatfeuludt  des  Sandtes 
bei  jenen  Versuchen  gelten,  diese  aber  zu  wenig  bestimmt  detinirt  ist.  als 
dass  eine  Uebertragung  auf  andere  Fälle  dadurch  ermöglicht  würde.  Das 
Hauptresultat  der  obigen  Rechnung  ist  vielmehr  nur  darin  zu  suchen,  dass 
Gl. (2;  ihrer  allgemeinen  Form  nach  durch  die  Darcy’schen  Versuche  in 
befriedigender  Weise  (wenigstens  in  Betretf  der  Beziehung  zwischen  T und 
JI)  bestätigt  wird,  während  die  Coefticienten  x und  y (eventuell  auch  k') 
für  verschiedene  Fälle  durch  Versuche  zu  bestimmen  bleiben.  Die  Ik- 
ziehung 


die  Darcy  selbst  ans  seinen  Versuchen  folgerte,  kann  nur  als  eine  erste 
Näherung  gelten. 
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Dass  V unter  übrigens  gleichen  Umstünden  nahe  proportional  11  ist,  ■ 
wird  auch  durch  Versuche  von  Weiss*  bestätigt;  der  vermeintliche  Wider- 
spruch mit  der  Theorie,  den  er  darin  tinden  zu  müssen  glaubt,  dass  nicht 
vielmehr  V proportional  V//  sich  ergiebt,  fällt  bei  der  obigen  Ableitung 
von  Gl.  (2)  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.90  begründete  Redeutung  des  zweiten 
Gliedes  im  Ausdrucke  für  die  Leitungswiderstandshohe  hinweg.  Was  die 
Iteziehung  zwischen  V und  h betritft,  so  schliesst  Weiss  ans  den  beiden 
ersten  der  Darcy’schen  Versuchsreihen,  dass  die  DurcliHnssmengc  einer 
höheren,  als  der  ersten  Potenz  der  Schichthöhe  umgekehrt  proportional 
gesetzt  werden  müsse,  wie  freilich  auch  aus  den  oben  unter  1)  und  2)  ge- 
fnndenen  Werthen  von  Fx  geschlossen  werden  könnte,  wenn  die  Gleich- 
artigkeit des  Filtermaterials  und  der  Dichte  seiner  Gruppirung  bei  diesen 
zwei  Versuchsreihen  genügend  constatirt  wäre,  ln  der  That  ist  aber  letz- 
teres nicht  in  solchem  Grade  der  Fall,  die  .\nuahme  einfacher  Propor- 
tionalität zwischen  der  mittleren  Weglänge  eines  Wassertheilchens  in  der 
Saudschicht  und  deren  Höhe  h aber  zu  plausibel,  als  dass  jene  Folgerung 
aus  Versuchen  mit  nur  zwei  verschiedenen  Werthen  von  h überzeugend 
wäre.  — 

Bezüglich  auf  den  technischen  Zweck  der  Filtration,  die  Reinigung 
des  Wassers  von  Schinutztheilchen,  ist  cs  bemerkenswerth,  dass  letztere 
erfahruiigsmässig  nur  wenige  Ceutimeter  tief  in  die  Sandschicht  eiudriugen, 
wie  lange  auch  das  Filter  benutzt  werden  mag,  dessen  Durchtlussmenge  V 
dabei  freilich  durch  Verengung  der  haarröhrchenförmigen  Canäle  immer 
kleiner  wird.  Dieser  Umstand  ist  übrigens  wesentlich  an  die  Bedingung 
gebunden,  dass  die  Geschwindigkeit  u des  Wassers  in  der  Sandschicht  sehr 
klein  ist,  und  weil  er  insofern  erwünscht  ist,  als  er  die  Erhaltung  resp. 
Wiederherstellung  der  Wirksamkeit  eines  Filters  durch  die  i)eriüdische 
Erneuerung  einer  nur  wenige  Centimeter  dicken  oberflächlichen  Sandschicht 
ermöglicht,  so  muss  durch  ent.sprcchende  Wahl  von  II  und  h dafür  gesorgt 
werden,  dass  «,  somit  die  Durchflussmeuge  V pro  Quadratmeter  de  Filter- 
fläche F eine  gewisse  erfahrungsmä.ssig  angemessene  Grenze  nicht  über- 
schreitet, während  andererseits  mit  Rücksicht  auf  die  mit  F wachsenden 
.\nlagekosteu  auch  das  Verhältniss  V : F nicht  viel  kleiner  als  uöthig  ge- 
wählt werden  soll.  Dupuit  empfiehlt  (für  künstliche  Filter)  F — 3 bis 


* Dr.  Th.  Weiss,  Studien  über  die  Filtration  des  Wassers  ini  Grossen 
und  Theorie  derselben.  Der  Civilingenieur,  18G5,  S.  17  und  175.  In  demselben 
.tufsatze  wird  u.  A.  auch  die  Darcy’sche  Beschreibung  seiner  Versuche  w'ört- 
lich  raitgetlicilt. 

Grashof,  theorot.  Maschiueulehro.  I.  35 
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, 5 Cubikineter  pro  Quadratmotor  Filtcrfläche  iu  24  Stunden;  hiernach  wäre 
in  Metern  pro  Sec.  liöchstens  etwa 

M — ^ ^ 

H . y — 21 . GO  . f)0  ~ ft7(iÖ 

zu  setzen,  und  umsomehr  das  l’roduct  ud  für  Meter  und  Secunde  als  Ein- 
heiten in  der  That  ein  äusserst  kleiner  Rruch,  wie  bei  der  obigen  Ableitung 
von  Gl.  (2)  vorausgesetzt  wurde. 

Derselbe  Umstand,  dass  bei  kleiner  Filtrationsgeschwindigkeit  die 
Schmutztheilehen  des  \Va.ssers  nur  iu  einer  dünnen  OberHächenschicht  der 
Filtcrma.sse  sich  ablagern,  erklärt  auch  die  ohne  Nachhülfe  unbegreuzt  au- 
dauernde  Wirksamkeit  der  natürlichen  Filtration  des  Flusswassers  dureli 
eine  sein  Bett  örtlich  begrenzende  Sandschicht  CSandbank)  unter  übrigen' 
günstigen  localen  Umständen,  sofern  nämlich  vor  allem  der  Fluss  in  Folge 
seiner  mit  dem  Wasserstande  wechselnden  Strömungsgeschwindigkeit  perio- 
disch die  schmutzig  gewordene  äusserstc  Sandschicht  wegschwemmt  und 
später  durch  neue  Ablagerung  reinen  Sandes  wieder  ersetzt.* 


2.  rermanente  Bewegung  der  Tjuft. 

§.  99  Fundamentalgleiohungen. 

Die  Luft  gilt  hier  als  Repräsentant  irgend  eines  Ga,ses  oder  Ga«- 
gemenges.  Dafür  sind  die  beiden  Gleichungen,  welche  nach  §.  7'»  in  Ver- 
bindung mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen  (2),  (3),  (1)  daselbst 
die  5 Grössen  p,  v,  T,  U,  u und  somit  den  inneren  und  äusseren  Zustand 
unter  gegehenen  Umständen  als  Functionen  von  «,  d.  h.  für  jeden  Qui'r- 
schnitt  F bestimmen,  nämlich  die  Zustandsgleichung  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  nach  §.  18,  Gl.  (4j  und  §.  l‘J,  Gl.  (5) 

pv  = RT  und  dU  = — — 

n — 1 

worin  n = -1  das  Verhältniss  der  speeifischen  Wärmen  für  constaut«' 
e 

Pressung  und  für  constantes  Volumen  bedeutet.  Wenn  in  den  allgemeine:! 


* Eine  nähere  Untersuchung  der  Bedingungen  für  eine  vortheilhafte  .4b*- 
fühning  des  natürlichen  Filtrationssystems  enthält  der  vorhin  angeführte  Auf- 
satz von  l)r.  Th.  Weiss. 
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GlpichuiiRcn (2),  (3),  (l),  §.  75  für  dU  dieser  Ausdruck  und  ferner  zur 
Abkürzung 

M * , . ndu  . „ 

— = //,  folglicli  = dir 

->J  9 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 


dll  -1-  «dp  = dM  — dli  (1), 

als  Wünnegleichung: 

<i{pr)  + pdv  = WdQ  4-  dB (2) 

n — 1 

und  als  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dH  -i d{pv)  = dM  4-  WdQ  (3). 

n — 1 

Von  diesen  3 Gleichungen  ist  jede  die  Folge  der  beiden  anderen;  irgend 
zwei  derselben  nebst  der  Continuitätsgleichung  (§.  75,  Gl.  1) 

Fh  = G« C4) 


nud  der  Zustandsgleichuug  diencu  zur  Bestimmung  von  p,  v,  T,  m unter 
gegebenen  Umstünden,  überhaupt  zur  Lösung  der  betreflfeiiden  Aufgaben, 
sofern  dal)ci  von  der  Verschiedenheit  des  inneren  und  äusseren  Zustandes 
in  verschiedenen  Punkten  eines  Quei'sclmitts  «ahstrahirt,  dieser  Zustand 
vielmehr  nur  als  mittlerer  in  Betracht  gezogen  wird.  Der  dadurch  be- 
gangene Fehler  ist  (§.  73)  um  so  kleiner,  je  weniger  die  von  den  Luft- 
tbeilchen  durchlanfouen  Bahncu  und  die  (auf  den  Bahnen  senkrechten) 
Querschnitte  gekrümmt,  je  kleiner  diese  Querschnitte  sind,  und  je  weniger 
das  specifischc  Volumen  veränderlich  ist;  aus  letzterem  Grunde  kann  die 
Voraussetzung  eines  gleichförmigen  mittleren  Zustandes  in  den  einzelnen 
Querschnitten  hier  mit  grösseren  Fehlern  verbunden  sein,  als  bei  der  Be- 
wegung des  Wassers. 

Für  die  Arbeit  dM  der  Massenkräfte  und  die  mitgctheiltc  Wärme 
dQ  pro  1 Kgr.  Luft  auf  dem  Wege  ds  gelten  die  Ausdrücke  (5)  und  (6) 
in  §.  75,  wciiu  die  Masseukräfte  ausser  von  der  eigenen  Bewegung  des 
Gefilsses  oder  der  Röhre  nur  von  der  Schwere  herrühren  und  die  Wärme- 
mittheilung (worunter  die  Wärmeerzeugung  durch  die  Beweguugswider- 
stände  nicht  begriffen  ist)  nur  durch  die  Wand  des  GefUsses  oder  der 
Röhre  vermittelt  wird  (nicht  etwa  zugleich  durch  einen  chemischen  Process 
im  Innern  des  Gasgemenges,  wie  z.  B.  im  Cylinder  einer  Gaskraftmaschine). 
Die  Widerstandsarbeit  dB  bleibt  näherer  Bestimmung  in  einzelnen  Fällen 
Vorbehalten.  Uebrigens  haben  die  in  den  obigen  Gleichungen  vorkommen- 
deu  Buchstaben  die  in  §.  74  und  §.75  erklärten  Bedeutungen. 

35* 
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«.  Ausfluss  der  Luft  aus  Gcfässen. 

§.  UN).  Ausflussmenge  und  Zustand  der  ausfliesseudeii  Luft. 

Durch  eine  OeflfnuiiR  = A in  der  Wand  eines  Gofiisses  fliesse  die  in 
demselben  beflndliclie  Luft  auf  unveräiiderlicbe  Weise  in  einen  äusseren 
Raum  von  geringerer  Pressung.  Zu  grösserer  Allgemeinbcit  wenle  vor- 
läufig angenommen,  dass  die  Luft  schon  im  Innern  des  Geßlsses  in  strö-  j 
mender  Rewegung  bogrifTen  ist  (z.  B.  in  einer  Gebläsewindleitiing  vor  dem 
Ausflus.se  aus  den  Düsen),  und  cs  seien 

Po  -^0  ^^0 

die  unveränderlich  gegebenen  Mittelwertbc  der  Pressung,  des  specifiscbeii 
Volumens,  der  absoluten  Temperatur,  der  Geschwindigkeit  und  Geschwin- 
digkeitshöbe  im  Querschnitte  F„  des  Luftstroms  im  Gcßlsse.  Die  ent- 
sprechenden Grössen  seien: 

p V T u Jf 

für  den  Ausflussquerschnitt  = ccA,  der  hier  ebenso  wie  beim  Aus- 
fluss des  Wassers  von  der  Mündung  oder  Ausflussüffuung  = A wesent- 
lich verschieden  sein  kann  (wenn  cs  auch  vorläufig  dahin  gestellt  bleibt, 
ob  hier  wie  dort  stets  « ^ 1 ist),  indem  darunter  der  Querschnitt  des 
Luftstroms  ausserhalb  der  Mündung  verstanden  wird,  in  welchem  zuerst 
die  Bahnen  der  Lufttheilchen  hinlänglich  gerade  geworden  sind,  um  darin 
überhaupt  eineu  gleichförmigen  Zustand,  insbesondere  eine  gleichförmige 
Pressung  p = dcjqenigen  des  äusseren  Raumes  ohne  wesentlichen  Fehler 
voraussetzen  zu  dürfen;  ob  diese  Bahnen  daselbst  auch  parallel  sind  oder 
nicht,  der  sie  rcchtwiukelig  schueideudo  Ausflussquerschuitt  folglich  eben 
ist  oder  nicht,  hat  auf  das  Aendorungsgesetz  der  Pressung  in  demselben 
nur  untergeordneten  Einfluss,  wie  schon  aus  der  für  Wasser  angestellten 
Untersuchung  in  §.  95  — Gl.  (4)  und  (6)  daselbst  — geschlossen  werden 
kann.  In  den  Querschnitten  des  Luftstroms,  welche  zwischen  der  Ausfluss- 
Öffnung  und  dem  Ausflussquerschuittc  liegen,  ist  nur  am  Rande  die  Pressung 
auch  = p (sofern  überhaupt  von  einer  bestimraten  Grenze  zwischen  dem 
Luftstrom  und  dem  äusseren  Medium  die  Rede  sein  kann,  an  der  daun 
Gleichheit  der  beiderseitigen  Pressungen  herrschen  muss),  während  nach 
innen  hin  durch  die  Krümmungen  der  mit  grossen  Geschwindigkeiten 
durchlaufenen  Bahnen  wesentlich  andere  Pressungen  bedingt  werden  können. 

Das  Ausflussgefäss  sei  ohne  eigene  Bewegung,  so  dass  als  äussere 
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Masseiikraft  nur  die  Schwerkraft  in  Betracht  kommt;  h sei  die  Höhe  des 
Schwerpunktes  von  über  dem  Scliwerpunkte  des  Ausflussquerschnitts. 
Die  Gefiisswand  sei  liinlaiiRlich  wenig  durchlässig  für  die  Wärme,  und  die 
äussere  Temperatur  hinlänglich  wenig  von  derjenigen  des  Luftstroms  ver- 
schieden, um  mit  Rücksicht  auf  die  Zeit,  in  der  die  Bewegung  vom  Quer- 
schnitte /’o  bis  zum  .-iusflussquerschnitte  aA  erfolgt,  von  irgend  einer 
äusseren  Wärmemittheilnng  oder  Entziehung  unterdessen  ahstruhiren  zu 
dürfen.  Ist  dann  ausser  h und  den  obigen  Grossen,  die  den  Zustand  im 
Querschnitte  i'g  charakterisiren,  auch  ;>  — - der  äusseren  Pressung  an  der 
Mündung  gegeben,  so  seien  zu  bestimmen:  das  Gewicht  der  pro  Sec. 
ausfliessenden  Luft  = G Kgr.  und  ihr  Zustand  im  Ausfluss- 
querschuittc;  letzterer  ist  als  äusserer  Zustand  durch  die  Aiisfluss- 
geschwindigkeit  « = y 2^/7,  als  innerer  otler  Wärmezustand  durch  eine 
der  Grössen  r,  T in  Verbindung  mit  y bestimmt. 

Unter  diesen  Umständen  ist  in  den  Gleichungen  (1) — (.3)  des  vorigen 
§.  zu  setzen: 

(IQ  — 0 und  rf.l/  = f//i; 


Gl.r.3)  ist  dann  ohne  Weiteres  integrabel  und  liefert  mit  Rücksicht  auf  die 
Zustandsglcichuug  {fv  — RI)  durch  Integration  von  F„  bis  aÄ: 


II 


- + — - R(1  - rj  h 

» — 1 


T 

-*  0 


n — 17/  — 11,.  — h 


R 


(1> 


Hierdurch  ist  T und  dann  durch  die  Zustaudsgleichung  auch  v bestimmt, 
sobald  77  bekannt  ist.  Zur  Bestimmung  von  7/  würde  die  Gleichnng  der 
lebendigen  Kraft 

dH  + vdp  = dh  — dB 


dienen,  wenn  die  sich  gegenseitig  bedingenden  Gesetze  der  successiveu  Ein- 
wirkung des  Bewegungswidei-standes  und  der  Beziehung  zwischen  y und  v 
für  die  ganze  Bewegung  von  Fq  bis  aA  bekannt  wären.  Sofern  aber  der 
Bewegungswiderstand  hier  nur  erfahrungsmässig  im  Ganzen  beurtheilt, 
nicht  rationell  in  seine  Elementarhestandtheile  für  die  einzelnen  Elemente 
der  Bewegung  von  F„  bLs  tcA  zerlegt  werden  kann,  liegt  es  nahe,  zuvörderst 
77  ohne  Rücksicht  auf  den  Widerstand  zu  berechnen  und  den  gefundenen 
Werth  mit  einem  Erfahruugscoefficienten  zu  multipliciren.  Ohne  Wärme- 
mittheilnng von  aussen  und  ohne  Wärmcentwickelung  durch  Widerstände 
in  der  Luftmasse  selbst  befolgt  ihre  Zustandsänderung  das  Gesetz: 
yv"  — Cond,  nach  §.20  unter  3) 
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und  ergicbt  sich  dann  mit  Uücksidit  auf  die  daselbst  angeführten  Formeln 
durch  Integration  der  obigen  Differentialgleichung  mit  dB  = U: 


f . 

II  — = h — J vdp  = h -|-  — pv  J pdt  — 

PM  *"0 


!>  + Po«’o 


1 — 


J _ 1 L \pj  J 


und  schliesslich  bei  Multii)lication  von  H mit  dem  Erfahruugscoefticienten  — , 

V 


— llü  + /'  + ,7  _ Y #'o*’o 


( ''  ) " ] 
^Pol  -I 


• • • • {-l- 


Der  Coefficient  (f>  hat  die  Bedeutung  des  in  §.76  erklärten  Ge- 
sell wiudigkeitscoofficienten,  der  aber  hier  nicht  in  der  einfachen  R'- 
ziehung  zum  Widerstaudscoefticienten  g steht,  wie  es  bei  Wasser  der  Fall 
ist;  cs  ist  vielmehr,  wie  gleichfalls  u.  a.  Orte  bemerkt  wurde, 


1 

(jf  * 


1 . 


Nachdem  durch  Gl.  (1)  und  (2)  der  Zustand  ermittelt  ist,  in  welchem  die 
Luft  den  Ausflussiiucrschnitt  durchströmt,  findet  man  die  Ausflussmenge 
aus  Gl.  (4)  des  vorigen  §.  mit  F = uA: 


G = 


a A H 

V 


a A H 


P 

liT 


(3;- 


Wenn  die  Mündung  im  V'^erhälfniss  zu  den  Dimensionen  des  .\usfluss- 
gefüsses  klein  genug  ist,  um  //„  = 0 setzen  zu  dürfen,  was  unter  ähn- 
lichen Umständen  mit  entsprechender  Annäherung  geschehen  kann,  wie  bei 
Wasser  die  Vernachlässigung  der  Geschwindigkeit  Mq  au  der  freien  Ober- 
fläche im  Gcfässc  f§.  70),  und  wenn  auch  A = 0 resp.  sehr  klein  ist,  oder 
wenn  die  Geschwindigkeit  w„  an  der  ßcobachtungstcllc  von  uud  die 

Höhe  h dieser  Stelle  über  der  Mündung  dadurch  näherungsweise  berück- 
sichtigt werden,  dass  unter  p„  die  daselbst  beobachtete  Pressung  vermehrt 
Jf  - h 

um  — — verstanden  wird,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1 )— (3): 

‘’o 
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11  — 1 


Der  Ausdruck  für  die  Ausflussgeschwiiidigkeit  u ist  aus  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  erhalten  worden  unahhilngig  von  den  besonderen 
Formen  der  Zustandsglcichuug  und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeits- 
vermögens für  Gase,  nur  auf  Grund  des  Gesetzes 

1 

pp"  — Count,  oder  p"v  = Cond. 

für  eine  Zustaudsänderuug  ohne  Wärmemittheilung  von  aussen  und  ohne 
Wandlung  von  Widerstandsarbeit  in  Wärme.  Jlit  « = o&  gilt  dieses 
Gesetz,  indem  es  p = Cond,  liefert,  auch  für  Wasser,  und  folgt  dann  die 
Ausflussgeschwiiidigkeit  u desselben  aus  Gl.  (2) 

M f/ V«„v  -1-  -Jglh  i-  fpd  — />)  »„]  = 

— -I  2y  (^/(  -|-  ^ ^ 

wie  anderweitig  bekannt  ist,  während  die  Ausflussmenge  aus  der  Continui- 
tätsgleichung  gefunden  wird: 

O’v  = V = ((All. 

l)ie  Berücksichtigung  von  und  /i  kann  hier  ohne  Fehler  dadurch  geschehen, 
dass  ALIT._-  iu  p^  eingerechnet  wird,  woraus  zu  schliessen,  dass  damit 
bei  der  .\nwendnng  auf  Gase  ein  um  so  kleinerer  Fehler  verbunden  sein 

*)  Obige  Formeln  sind  vom  Verfasser  im  .lalirgange  18(!3  der  Zeitschrift 
des  Vereins  deutsclier  Ingenieure  entwickelt  worden,  nachdem  Weisbach 
schon  vorher  tl855)  diesclhc  Gleichung  für  m aufgestcllt,  bei  der  Bcurtheilung 
des  auch  die  Ausflussmenge  bedingenden  Zustandes  der  ausfliessenden  Luft 
jedoch  den  Einfluss  der  Wärmeentwickeliing  durch  die  Widerstände  übersehen 

hatte.  Indessen  war  es  irrthümlich.  wenn  auch  der  Verfasser  a.  a.  0.  C = — 1 

- ■ 'P* 

setzte. 


Digitized  by  Google 


AUSFtiüSS  DER  I.UI''T  AUS  ÜKKÄSSEN. 


!K)^ 


§■  100. 


wird,  je  weiiifier  v veriiiiderlich,  also  7)^  von  j>  vorschioden  ist.  Die  obigen 
Gleichungen  für  T und  G,  sofern  sie  auf  den  besonderen  Formen  der  Zo- 
standsgleichung  und  des  inneren  Arbeitsvennogens  für  Gijsc  beruhen,  sind 
natürlich  nicht  auf  Wasser  anwendbar. 

Sind  Pq  und  p verhültnissmässig  wenig  verschieden,  ist  also,  wenn 


P _ 1 _ ^ J P _ 
Pu  Pu 


d 


gesetzt  wird,  d ein  kleiner  liruch,  so  ist  näherungsweisc 

II  — 1 

1 — \ ^ ^ d — ~ 

V'o/  ” « Po 


und  gehen  damit  die  Gleichungen  (1) — (t>)  bei  consequenter  Vernachlässi- 
gung von  d*  gegen  1 über  in: 


M = — /'>o (<■' 


Die  Austtussgeschwindigkeit  kann  also  in  die.sem  Falle  ebenso,  die  .\usfln.ss- 
menge  nur  mit  geringerer  .\nnälhcrung  ebenso  berechnet  wcnlen  wie  für 
Wa,sscr. 

Sofern  der  Wärmezustand  eines  Gases  nicht  sowohl  durch  1’res.sunc 
und  spccifisches  Volumen,  als  vielmehr  durch  Pressung  und  Temperatar 
(messbar  durch  Manometer  und  Thermometer)  charakterisirt  zu  «enlcn 
pflegt,  kann  für  den  praktischen  Gebrauch  in  allen  obigen  Formeln  r„  darch 
7),  ausgedrückt,  nämlich 

. _ 

r„  = 

Pu 

gesetzt  werden.  Dabei  ist  insbesondere  für  atmos])härische  Luft  zu 
setzen  (§.  17): 

II  = 29,3;  « = 1,41 


1 H — 1 n 

- 0,709;  =r  0,291; -^.3,44. 

n II  n — 1 


Ilei  der  Anwendung  auf  Gebläse  j)flegt  es  sich  um  solche  Pressungs- 
ditferenzen  zu  handeln,  für  welche  höchstens  etwa  d = 0,2  ist.  Indem  dafür 
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u ^ 1 

1 — ( ) ’ = 1 — (0,8)0  **-'‘  ^ 0,0()28 
1>J 

u 1 

d ^ 0,2!H  .0,2  =r  0,0.582 

n 

ist,  kuiinun  die  Foriiicdii  (7) — (!l)  iinmerbiii  schon  als  zu  weiiif;  zutreffend 
crscheiueii;  eine  >(cnil}?ende  Annäherung  wird  dann  aber  erhalten,  wenn 
die  Entwickelung  bis  zu  dein  Glicdc  mit  ausgedehnt,  also 


>1  — 1 


insbt'sondere  für  atmosidiilriscbe  Luft  --  0,291  d '1  +0)3.55  dj  gesetzt  w ird 
(=  0,0623  filr  d — 0,2). 

Für  ilen  ]irakti.schcn  Gebrauch  kanu  übrigens  in  solchen  Füllen,  wo 
es  nur  auf  die  AusHussinenge  ankonimt,  die  lierechining  derselben  mit 
Hülfe  eines  einzigen  erfabrungsmü.ssig  zu  bestimmenden  sogenannten  Aiis- 
flnsscoefficiontcii  (statt  der  beiden  Coefficicnten  « und  (f)  vorgezogen 
worden.  Wird  derselbe  mit  fi  bezeichnet  und  darunter  das  Vcrhältniss 
der  effectivcii  zu  derjenigen  Ausflussmenge  (.1  verstanden,  die  der  Voraus- 
setzung <£  = 1,  ({  = 1 fd.  h.  der  Voraussetzung  einer  widerstandslosen 
Hewegung  und  der  Gleichheit  von  .Ausflussquerschnitt  und  Ausfliissötl'nung) 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  entspricht,  so  folgt  aus  Gl.  (Oj 


Itiescr  Coefficient  //  ist  nicht  = «e/,  wie  bei  Wasser,  sondern 

(t  < Uff. 

Wenn  dann  wieder 


= 1 — d; 


r»  Pa 

gesetzt  wird,  und  bei  Voraussetzung  mässiger  Grösse  von  d (etwa  0,2) 


/n 

die  in  Gl.  (10)  vorkommenden  Potenzen  von  bis  zu  den  Glieilern  mit 

Pa 

IIT 

entwickelt  werden,  so  findet  man  mit  r„  --  “ 

Pa 


<"•’ 
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insbesondere  für  atmos])hiiriscLc  Luft  (It  — 29,3;  n — 

(1  — 1,06(S) (li. 

eine  Formel,  welche  z.  B.  zur  Beurtlieilung  der  aus  den  Düsen  eine* 
Gebläses  unter  gegebenen  Umständen  ausströmenden  Windmeuge  um  m 
mehr  ausreichend  ist,  als  dabei  der  Coeflicient  //,  die  Gesammfgn'isse  A 
der  (durch  Schlackenausätze  möglicher  Weise  verengten)  DüsenmümlnDg^» 
und  die  äussere  Pressung  p (mit  Rücksicht  auf  den  Widerstand  der 
Schmelzmassen)  gewöhnlich  mit  grösseren  Fehlern  behaftet  sind,  als  die 
Formel  an  sich.  — 

Wenn  nun  aber  auch  für  die  technischen  Anwendungen  vorzugsweiw 
nur  der  Fall  einer  mässigen  Verschiedenheit  der  inneren  und  äusseren 
Pressung  Wichtigkeit  hat,  ist  cs  doch  von  Interesse,  die  Gesetze  der 
Luftausströmung  innerhalb  des  ganzen  Aenderungsgebietes  dos 
V 

Verhältnisses  — von  1 his  0 zu  prüfen.  Unter  der  Voraussetzung. 
Po 

dass  gegeben  sind,  also  p von  p^  bis  0 abuimmt,  und  dass  dabei 

<p  denselben  Werth  beibehält,  ergiebt  sich  zunächst  aus  Gl.  (4),  dass  die 
Ausflussgeschwindigkeit  beständig  wächst 

I / ” \ ^ ” I -r 

von  0 bis  max.  u — <p  y 2g  - - p^,t’„  = (f>  y 2g  - — — /iT„, 

während  die  Temperatur  der  Luft  im  Ausflussquerschnittc  nach  Gl.  'ä)  be- 
ständig abnimmt 

von  Tq  bis  min.  T = {I  — y*) 
dagegen  das  specitischc  Volumen  v gemä.ss  der  Gleichung 


beständig  wächst  von  bis  oc.  Wenn  man  also  annehmen  dürfte,  das* 
ausser  <p  auch  u unvei'ändert  bleibt,  so  würde 

G u 0 , . max.  u , , , . 

= u — von  a bis  a — - , d.  h.  von  0 bis  0 
A V v„  oc 

- V 

sich  ändern  und  für  einen  gewissen  mittleren  Werth  von  ein  Ma.virauai 

Po 

werden,  nämlich,  wie  aus  Gl.  0^  leicht  gefunden  wird,  für 
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Po 


unter  x die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

s _ ^ _“i!_  (1 

\ » 4-  1 « + 1 f/ V ^ « -f  1 \<p* 


(13) 


verstandeu;  mit  9)  = 1,  also  auch  gemäss  Gl.  (10)  würde  das  Maximum 
von  G dem  Verhältnisse 


P 

Po 


= (4.) 


(ii: 


entsprechen,  und  sich  ergeben: 


'"1^:-^  ^ „ Y 2,  . - - (-—X  ' ’ (15), 

A ‘ r -^w  + lVw  + l/  r, 

1 

insbesondere  für  atmosphärische  Luft  mit  — = ü = 29,3, 


n = 1,41,  g = 9,81: 


max.  G Pa  p 

^ 0,3972//  - ^ bei  = 0,5266 
r •'0  Po 


(16). 


Diese  Folgerungen  aus  den  oben  entwickelten  P’ormeln  haben,  was 
u,  T und  V betrifft,  nichts  Widersinniges  an  sich;  dagegen  erscheint  cs 
von  vornherein  unmöglich,  dass  unter  übrigens  gleich  bleibenden  Umstän- 
den bei  abnehmender  äusserer  Pressung  p von  einer  gewissen  Grenze  an 
die  Ausflussmenge  abnehmeu  sollte  der  Art,  dass  nach  einem  luftleeren 
Uauine  hiw  gar  kein  Ausstrüraen  mehr  stattfände.  Daraus  ist  zu  schliessen, 
dass  die  hier  zu  Grunde  gelegte  Voraussetzung  eines  constanten  Werthes 
von  a unzulässig  ist,  dass  vielmehr  dieser  Coefficient  wenigstens  von  einer 
Kfwissen  Grenze  an  bei  abnehmender  äusserer  Pressung  ins  Uuendlicho 
zunimmt.  ln  der  That  fanden  de  Saint- Venant  und  Wautzel,*  dass 
von  einem  gewissen  Wertho  der  abnehmenden  äusseren  Pressung  an  ge- 
rechnet die  Ausflussmenge  der  Luft  fast  constant  bleibt,  und  wenn  auch 
gegen  ihre  Versuchsmethode  gegründete  Dedenken  erhoben  wurden,  so  dass 
die  Resultate  derselben  im  Uebrigen  wenig  Vertrauen  verdienen,  so  ist 


* Memoire  ct  experiences  sur  l'ecoulcment  de  l’air,  deterraine  par  des  diffe- 
renccs  de  pressioiis  considerables.  Journal  de  l’Ucole  polytecimique,  1839.  In 
diesem  .Aufsatze  ündet  sich  auch  schon  die  obige  Gleichung  (10)  zum  ersten 
Mal  aufge.stellt. 
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doch  die  obige  Thatsache  an  und  für  sicli  auch  durch  die  (später  näher  zn 
besprechenden)  Versuche  Naj)icr’s  über  den  Ausfluss  des  Wasserdampfc« 
und  kürzlich  (1H71)  durch  Versuche  Zeuucr’s  über  den  Ausfluss  der  LnO 
bei  starkem  Ueberdruck  bestätigt  worden:  die  Ausflussmenge  wurde 
immer  fast  constant  gefunden,  sobald  p bis  zu  einem  solchen 
^Verth  abgenommen  hatte,  bei  welchem  unter  der  Voraussetzung 
eines  constanten  Ausflussquerschnittes  der  Theorie  zufolge 
das  Maximum  von  G hätte  stattfinden  sollen.  Für  solche  Mün- 
dungen, aus  denen  die  Luft  ohne  äussere  C-ontraction  ausfliesst  (cylindrischo 
oder  wenigstens  nach  aussen  cylindrisch  verlaufende  Ansatzröhren),  ist  nach 
Zeuner  dieser  Satz  als  unbedingt  richtig  zu  betrachten,  in  anderen  Füllen, 
namentlich  bei  Mündungen  in  der  dünnen  Wand,  allerdings  nur  uäherungs- 
weiso  in  Folge  einer  Abbängigkeit  der  L'ontraction  von  dom  Verhült- 
P 

uisse 

Po 

Diese  Contraction  des  Strahls  ist  hier  offenbar  von  anderer  Art,  als 

V 

bei  Wasser;  sic  findet,  wenn  wenigstens  unter  einer  gewissen  Grenze 

Po 

liegt,  nur  vorUbei-gebend  statt,  indem  der  Strahl  nach  seiner  anfäng- 
lichen Zusannnenziehung  alsbald  sieb  wieder  ausdebnt  um  so  schneller,  je 

kleiner  ist,  so  da.ss  im  kleinsten  Querschnitte  die  Bahnen  der  Lufl- 
Po 

thcilchen  zwar  vorübergehend  ])arallel  werden,  dabei  aber  doch  sehr  stark 
gekrümmt  sein  können.  Nur  dadurch  scheint  es  erklärlich,  dass  die  mitt- 
lere Pressung  in  diesem  kleinsten  Querschnitte  wesentlich  ))'•  p sein  kann, 
wie  doch  angenommen  werden  muss,  damit  der  stets  nur  endlichen  Ge- 
schwindigkeit selbst  bei  unendlich  kleiner  Grösse  von  p gleichwohl  eine 
Durchflussmenge  G von  endlicher  Grösse  entsprechen  könne.  - — 

Schliesslich  mag  darauf  hingewiesen  werden,  wie  der  Satz,  dass  die 
Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  nur  so  lange  = der  äusseren  Pre.s.sung 
p sein,  und  somit  dieser  kleinste  Querschnitt  = aA  (unter  a einen  wirk- 
lichen Contractionscocfficienten  <(  1 verstanden)  nur  so  lange  mit  dem  in 
obiger  Weise  defiiiirtcn  Ausfluss(iucrschnitte  identisch  sein  könne,  als  das 
V 

Verhältniss  = — der  äusseren  zur  inneren  Pressung  nicht  unter  eine 
Po 

gewisse  Grenze  hinab  sinkt,  auch  anderweitig,  nämlich  durch  eine  ähnliche 
Betrachtung  begründet  werden  kann,  wie  in  §.  80  der  kleinstmöglichc 
(’ontractionscoefficiont  a des  ausfliessenden  Wassers  = gefunden  wurde. 
Sofern  nämlich  allgemein  die  Ileaction  R der  Flüssigkeit  (hier  der  Luft 
wie  dort  des  Wasscrs>  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  AusflussgeschwinJig- 
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keit  « (identisch  im  vorliegenden  Kalle  mit  der  Geschwindigkeit  im  kleinsten 
Querschnitte)  = der  Hewegungsgrösse  der  pro  Sec.  ansdiesseuden  Luft,  also 

It  = ^ u 
9 

und  diese  Reaction  zu  betrachten  ist  als  der  Ueherschuss  eines  entgegen- 
gesetzt dem  Sinne  von  « genommenen  durch  den  Ausfluss  der  Luft  be- 
dingten Normaldruckes  P derselben  auf  das  Gefiiss  über  eine  gewisse 
Reihung  = It\  womit  im  Sinne  von  m die  Luft  auf  die  Gefasswand  wirkt,  ist 

P — R R' 

= deijenigen  Reaction  R,  welche  ohne  Rcibungswiderständc  unter  sonst 
gleichen  Umständen  stattfäude,  also 


falls  hei  der  Berechnung  von  « und  G der  Gesclnvindigkeitscoefficient  (f> 
= 1 gesetzt  wird,  d.  h.  mit 


Indenv  aber  andererseits  auch  dieser  Druck  wenigstens  gleich  ist  dem 
Ueherschuss  des  Druckes,  der  im  Zustande  der  Ruhe  (hei  geschlossener 
Mündung)  auf  die  ebene  Fläche  A ausgeüht  wird,  über  denjenigen,  der  im 
Zustande  der  Bewegung  im  gleichen  Sinne  ini  kleinsten  Querschnitte  nA 
nebst  der  seinen  Umfang  mit  dem  Umfange  der  Mündung  verbindenden 
krummen  Oberfläche  des  Luftstroms  stattfiudet,  nämlich  um  so  mehr  grosser 
ist,  je  mehr  die  Luft  schon  längs  dem  die  Mündung  umgebenden  Theil  der 
Gefasswand  der  Mündung  mit  einer  wesentlichen  Geschwindigkeit  zuHiesst 
und  dadurch  auch  hier  der  hydraulische  Druck  auf  die  Gefässwaud  im 
Sinne  von  u merklich  kleiner  ist  als  der  hydrostatische,  entsprechend  einer 
ebenso  grossen  Vermehrung  — des  Normaldruckes  P entgegengesetzt 
dem  Sinne  von  «,  ist 

P=  P'  + A(p,  - p)  > A(p„  — p). 
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Aus  beiden  Beziehungen  liinsichtlich  P folgt: 
1 


r"  — X ln 

\ — X ^ 


1 . P 

— mit  X — — 

-2  a n 


;i7. 


Im  Falle  n = oo,  entsiireeliend  einem  coiistanten  specif.  Volumen.  Ut 
1 

x"  — X n — 1 
1 — X n 


= 1, 


und  folgt  aus  der  Bedingung  (17):  ^ "’l*'  §•  1^11-  “her  n einen 

endlichen  Werth  O 1,  so  ist  mit  x = 1 — §: 

1 


1 


- X 
X 


1 


1 — - £ -!- 
n 


1 1 (I 


, 1 

n \ n 


•••  — 1 + S 


S 


n — 1 


H 


folglich  der  Grenzwerth  von  « grösser  als  — , und  es  ist  dann  umgekehrt 

für  irgend  einen  gegebenen  Werth  von  a )>  durch  die  Bedingung  (17 

ein  Grenzwerth  von  x bestimmt,  unter  welchen  das  Verhältniss  - keineu- 

Pu 

falls  sinken  kann,  wenn  p zugleich  die  Pressung  im  kleinsten  Querschnittf. 
also  dieser  mit  dem  .\usfluss<iuerschnitte  identisch  sein  soll.  IiisbesonJert 
mit  n 1,11  ergiebt  sich: 


^0.7002  _ 

- X 

0,1154 

1 ~ 

X ^ 

a 

B.  für  « = 1 

0,9 

0,8 

0,7 

0,G 

X > 0,19 

0,24 

0,31 

0,42 

0,61 

(18,. 


V 

Diese  Grenzwertho  von  x = -.  welche  sich  so  erheblich  abhängig  von 

Po 

P 

a zeigen,  würden  mit  den  durch  Gl.  (13)  bestimmten  Werthen  von  -,  <lif 

Pu 

von  dem  Geschwindigkeitscoefficienten  <p  abhängen,  nur  dann  vergleichter 
sein,  wenn  die  vorhin  mit  P'  bezeichueto  Grösse  hinsichtlich  ihrer  Beiic- 
hung  zu  « und  (fi  rationell  in  Anschlag  gebracht  werden  könnte. 
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§.  101.  Andere  Oestalt  der  Aiisflussformeln,  nach  Zeuncr. 

Durch  die  im  vorigen  §.  entwickelten  Formeln,  deren  Duclistaben- 
beze ich nu Ilgen  auch  im  Folgenden  unvenlndert  beihehalten  werden,  ist  der 
Kinflus.s  des  Bewegungswiderstandes  auf  die  Weise  berücksichtigt  worden, 
dass  dieser  Widerstand  gewisserma.ssen  am  Ende  der  Bewegung  bis  zum 
-\ustluss(iuersclmitte  concentrirt  einwirkond  gedacht,  demgemilss  die  Aus- 
Hus.sgeschwiiidigkeit  u zunächst  ohne  Rücksicht  auf  denselben  berechnet 
und  erst  nachträglich  mit  einem  (’orrectionsfactor,  dem  Geschwindigkcits- 
coefticicntcn  ff  , multi[dicirt  wurde;  durch  die  Fundamentalgleichungen  war 
dann  ohne  Weiteres  auch  die  Temperatur  T,  also  wegen  der  gegebenen 
Pressung  p überhaujit  der  Wärmezustand  der  Luft  im  AusHu.ssi]uerschnitte 
mit  Rücksicht  auf  den  Bewegungswiderstand  bestimmt,  während  die  Aus- 
rtussmenge  G ausserdem  von  einem  zweiten  Erfahrungsco^fticienten  a be- 
züglich auf  die  Grösse  des  AusHussiiuerschnitts  abhängig  gemacht  wer- 
den musste. 

Wenn  nun  auch  das  wahre  Gesetz,  nach  welchem  der  Bewegungs- 
widerstand die  Zustandsändernng  der  ausströmenden  Luft  successive  beein- 
Husst,  nicht  bekannt  ist,  und  ohne  näheres  Eingehen  auf  die  Natur  des 
fraglichen  Widerstandes  und  die  Bewegungsart  der  einzelnen  Lufltheilchen 
auch  nicht  würde  erkannt  werden  können,  so  ist  doch  möglicher  Weise 
ein  immerhin  besserer  Anschluss  an  die  thatsächlichen  Verhältnisse  da- 
durch zu  erreichen,  dass  statt  jener  .Aufeinanderfolge  einer  widerstands- 
losen Bewegung  und  eines  dann  plötzlich  einwirkenden  Widerstandes  irgend 
eine  stetige  Zustandsänderung  vorausge.setzt  wird,  die  von  .Anfang  an  unter 
dem  Einflüsse  des  Widerstandes,  also  der  dadurch  bedingten  Wänncent- 
wickelung  stattfindet,  vorbehaltlich  erlahrungsmässiger  Bestimmung  eines 
in  der  vorausgesetzten  Gleichung 

f{p,v)  = 0 

der  Zustandscurve  f§.  1.1)  vorkommenden  Coefficienten.  Wie  schon  in 
§.  20  bemerkt  wurde,  emptiehlt  sich  in  solchen  Fällen  in  Ermangelung 
sonstiger  specicller  Anhaltspunkte  im  Allgemeinen  die  Annahme: 

pv'"  = Const.' (1), 

unter  m einen  in  jedem  einzelnen  Falle  const.auten  Exponenten  verstanden, 
der  im  vorliegenden  Falle  um  so  mehr  <[;»  sein  wird,  je  grösser  der 
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Widerstand  ist,  je  mehr  also  durch  die  WiirmeentwickelmiK  desselben  die 
Pressungsabnahme  bei  der  Expansion  vermindert  wird. 

Nach  §.  20  ist  die  durch  das  Gesetz  (1  j bestimmte  Zustandsiiudeniu.' 
auch  dadurch  charakterisirt,  dass  für  jedes  El(‘inent  derselben  die  mitgetbeilti 
Wärme  dQ  zur  Temi)eraturveränderuug  dT  ein  constantes  Verhältuiss  hat 
I)ie  Wärme  dQ  ist  hier  (hus  Aei|uivaleiit  der  elementaren  Widerstandsarlxii 
dB\  dl\  nach  der  Zustandsgleichung  projuirtional  d ist  nach  Gl.  (.“l. 
§.  t)!),  auch  jiroportional  rf//,  wenn  ausser  von  einer  äusseren  Wärmeniit- 
theilung  auch  von  einer  Schwerearbeit  abstrahirt,  also  M — h U gesetzt 
wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  entsi)richt  also  der  Zustandsänderun; 
nach  dem  Gesetze  (1)  ein  constantes  Verhältuiss: 


dli 

dll 


= Cond.,  woraus  B = Cond.  (7/  — 7/^) 


folgt,  also  Cond.  = — = g,  d.  h.  — dem  Widerstandscocfficica- 

teil  (§.  70,  Gl.  1),  wenn  auch  77„  = 0 wäre.  Hiernach  ist  begnüflich. 
wie  Zeuner*  umg(“kehrt  unter  der  Voraussetzung  A = 0,  77„  = 0 aus 
der  Annahme: 


dB 

dll 


Cond.  = 5 


die  Gl.  (1)  der  Zustaudscurvc  als  Folgerung  erhalten  konnte.  Hier  mag 
cs  vorgezogen  werden,  von  Gl.  (1)  als  Annahme  auszugehen,  weil  sie 
nicht  weniger  willkürlich  erscheint,  als  die  Zcuner’scho  Annahme,  und 
weil  dies  der  .Vllgemcinheit  wegen  wünscheuswerth  ist  sowohl  mit  Rück- 
sicht auf  Sülche  Fälle,  in  denen  nicht  A = 0,  77^  = 0 ist,  als  auch  iii  Be- 
treff eiuer  späteren  Anwendung  auf  Dämpfe,  bei  denen  nach  §.  41,  GL  (6 
dem  Gesetze  pv”'  — Const.  keineswegs  ein  constantes  Verhältuiss  der  ele- 
mentaren Wärmeentwicklung  und  der  Temperaturäuderuug  entspricht 

Gemäss  dieser  Annahme  (1)  und  der  Gleichung  des  Arbeitsvemn’igens 
(§.  ü!).  Gl.  3),  aus  welcher  durch  Integration  vom  Querschnitte  1\  im  Ge- 
fässe  bis  zum  AusHusstiuerschiüttc  aA  folgt: 

77  — 77„  = A + - {p^v„  — pF, 


* Neue  Darstellung  der  Vorgänge  beim  Ausströmen  der  Ga.sc  und  Dänipfe 
aus  Gcrässmüiiilungen.  Civiliiigenieur,  IHTl,  S.  71. 
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ist  nun  mit  Rücksicht  auf  §.  20,  Gl.  (3) 

11  = 11,  4 h 4-  ^ ^ p,v. 


(2). 


Diese  Gleichung  bestimmt  jetzt  die  Ausflussgeschwindigkeit  u — '^'Igll 
statt  Gl.  '^2)  im  vorigen  §.,  indem  zur  Berücksichtigung  des  Bewegungs- 
widerstaudes  statt  des  Coefticienten  (f  jetzt  die  gleichfalls  erfahrungsmilssig  zu 

bestimmende  Zahl  m dient,  die  Zeuncr  den  Ausflusscxponcnten  genannt 

« 

hat.  Die  Beziehung  zwischen  beiden  ist  von  dem  Verhilltnisse  abhüngig: 

Po 


$»  — i 


P 

Einfacher  und  unabhängig  von  ist  die  Beziehung  zwischen  m und 

Po 

dem  Widerstandscocfficientcn  g.  Nach  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
(§.  99,  Gl.  1)  ist  nämlich; 

f ■ ! 

11  f 11  — 11,  ~ h — jvdp  = Ä 4-  p,v,  — pr  4 Jpdv, 

/'u  r„ 

al.so  mit  11  = $//  und  gemäss  Gl.  (1)  nacli  §.  20,  Gl.  (3)  und  (4) 


= //„  4-  h 4- 


m 


»I 

~ - p,P, 


hieraus  und  aus  Gl.  (2)  folgt; 

” ~ ^ {11-  11,  - h)  = - ---  {^11  + 11  - II,  - A), 

n m 

also  mit 


(5) 


Mi 


Qranhof,  thovret.  Mawchinonlclire.  1. 
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^ m n — 1 ^ n — m 

m — ln  n (tu  — 1) 

« — 1 

«Ti'TT) 


n(l  -j-  C)  m — 1 
1 + m 


(6> 


Der  Zustand  der  Luft  im  Ausflussquorschnitte  ist  nach  §.  20,  Gl.  (3^ 
bestimmt  durch; 

1 in  — 1 


— = - = (^\ 
r.  \pj  ' \pj 


und  «lie  .Vusflussmenge  (Kgr.  pro  Sec.)  durch  die  Coutinuitütsgleichung; 

1 

((An  aAn 


G — 


’.Au  I p\‘ 
*’u  \Po^ 


(61 


Ist  h = 0 und  Tlg  = 0,  oder  wird  der  Einfluss  dieser  Grössen  da- 
durch näherungsweise  berücksichtigt,  dass  unter  pg  die  ira  Querschnitte 

Fg  des  Gefösses  beobachtete  Pressung  vermehrt  um  ^ - verstandtn 

wird,  so  ergiebt  sich  die  Ausflussgeschwindigkeit  und  Ausflussmenge  ait 
GI.  (2)  und  (8): 


U — 

l/..  " 

\ — 

r n — 

^ ' 

1 c 

c 

L V, 

m — 1 
' ] 

- 1 

/ 2g 

pp. 

r.)-_  ( 

M -f 

n — 

1 »’ü 

VH 

>„/  V 

Po) 

(9 


(10. 


In  diesem  Falle  ist  ^ = C,  also 

— m n(l  -f-  ^ M — 1 


C = 


n — 1 


« (»»  — 1)  ’ 


1 + «S  ’ 


«(1  + 5) 


- - {n> 


/ p \ " 

und  die  Beziehung  zwischen  (p  und  C kann  nach  Gl.  (3),  wenn  “ j 
— q gesetzt  wird,  in  der  Form  dargestellt  werden: 


1 

1 — q 


hd  . . (12. 

l(f\\  — (1  — 9)y  *j 
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Aus  Inq  = /»[l  — (1  — j))  = — (1  — j)  — ••• 

und  In\\  — (1  — 9)^*]  = — (1  — q)(f'^  — “ 2 — ••• 


folgt:  1 4-  g = 


1 ^ 


wie  schon  früher  aus  allgemeinen  Gründen  geschlossen  wurde  (§.  76). 

Die  hekaunte  Formel  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Wassers 
ist  hier  nur  in  der  aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  abgeleiteten 
Gl.  (4)  als  Grenzfall  {m  = oc)  enthalten.  Die  Gleichung' (2)  und  die  aus 
der  Verbindung  von  Gl.  (2)  mit  Gl.  (4)  hervorgegangenen  Deziehungen  (6) 
sind  auf  Wasser  nicht  anwendbar,  weil  Gl.  (2)  aus  einer  solchen  Form  der 
Gleichung  des  Arbeitsvermögens  hervorging,  in  welcher  die  für  Wasser 
nicht  allgemein  gültige  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens 


du  = 


n — 1 


schon  enthalten  war.' 


Ist  wieder  — - = 1 — 6 und  d ~ - - f 

Pti  Pa 

ein  kleiner  Bruch,  so  ist  analog  den  Entwickelungen  im  vorigen  §.  nilhe- 


rungsweisc 


!_('’)  4,  + .'_A 

\p„J  m \ 2m  ) 

J(  ni  + 1 

^PJ  >0/  »«  \ / 


• Wenn  also  Zeuner  a.  a.  0.  unter  der  Voraussetzung  /»  = 0,  //„  = 0 
für  Wasser  mit  n = oo  aus  Gl.  (11) 

m — 1 1 

~m  ~ i + ? 

und  somit  aus  Gl.  (9) 

M“  [1  — ()-)  1 


[‘  - (£) 


folgert,  so  ist  das  nur  für  kleine  rressungsdifferenzen  mit  derjenigen  Anuälie- 
ning  gültig,  mit  der  in  diesem  Falle  überhaupt  die  Formeln  für  Luft  und  für 
Wa.sscr  einerlei  Form  erhalten. 
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also  uacL  Gl.  (9)  uud  (10)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11) 

“ = Vi  + 1 (’  + £■/’) 

" = 

-'I  ^ 1 + S Po  \ ' 

übcrcinstimmond  mit  den  betreffenden  Formeln  für  \Va,sser,  wenn  auch 
noch  die  Glieder  mit  d*  veniacbliissigt  werden. 

Wenn  scbliesslicb  wieder  angenommen  wird , es  werde  die  Äussere 
Pressung  allmäblig  von  bis  Null  erniedrigt,  so  nimmt  nach  Gl.  ''9) 
die  Ausflussgescbwiudigkeit  zu 


von  0 bis  mai.  it  = |/  ~ff  ^ ^ ^ 2 ff 

und  nach  Gl.  (7)  die  Temperatur  im  Ausflussqnerscbnitte  ab 
von  bis  min.  T = 0. 

Das  Maximum  von  u ist  hier  also  grösser,  das  Minimum  vou  T kleiner, 
als  nach  ilen  Formeln  im  vorigen  §.,  wilbrend  w hier  wie  dort  bis  oc  wäcbsL 
Unter  der  Voraussetzung  endlich,  dass  « und  «i,  also  <t  und  C unverändert 
bleiben,  würde  nach  Gl.  (10)  die  Ausflussmenge  am  grössten  für 


und  zwar 


m -j  1 


max.  G 


2g  ^4  ( J . r ..(17\ 

n — 1 m -4-  1 \m  -1-1/  r„ 


wiibrend  tbatsiicblicb  nach  dem  von  Zeuner  bestätigten  Satze  von  de 
Saint  Venant  und  Wantzel  der  Coefticient  a von  dem  ilurcb  Gl.  If»! 

V 

bestimmten  Wcrtbc  des  abnebmeuden  Verbältnisses  an  gerechnet  der 

Po 

Art  wilcbst,  dass  G fast  constant  bleibt  und  somit  auch  für 


\m  -f-  1/ 


nach  Gl.  (17)  berechnet  werden  kann,  unter  a jetzt  nach  wie  vor  einen 
nur  massig  veranilerlichen  Contractionscoefticientcn  ^ 1 verstanden.  Be- 
zeichnet  also  p'  den  durch  Gl.  (1  0)  bestimmten,  von  -p^  und  m abhängigen 
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(H-soudorcii  Worth  von  y,  so  ist  zu  schliosscu,  dass  dio  mittloro  Pressung 
im  kleinsten  Querschnitt  des  contrahirtcu  Strahls  nie  wesentlich  p 
werden  kann,  dass  sie  nämlich  nahe  = p ist,  so  lange  p ^ p',  dagegen 
nahe  = p\  wenn  p p'  ist;  dio  Bahnen  der  Lufltheilchen  sind  an  der 
Stolle  des  kleinsten  Querschnitts  im  ersteron  Falle  fast  parallel  und  gerad- 
linig, wie  bei  Wasser,  im  zweiten  dagegen  auswärts  concav  gekrümmt  um 
so  mehr,  jo  mehr  p <C.  p'  ist. 

Ob  übrigens  die  Berücksichtigung  der  Widerstände  durch  den  Zeuncr’- 
schen  Ausflussexponenten  m oder  durch  den  im  vorigen  §.  benutzten  Geschwin- 
Jigkeitscoefticienten  y den  thatsächlichen  Verhültuissen  besser  entspricht, 
wird  durch  Versuche  kaum  entschieden  werden  können.  Man  könnte  glau- 
ben, dass  die  verschiedenen  Werthe,  die  sich  für  u und  T beim  .VusHiiss 
in  den  leeren  Baum  in  beiden  Fällen  ergeben  haben,  zur  Entscheidung  der 
Frage  verhelfen  können;  allein  diese  Grössen  lassen  sich  nicht  unmittelbar 
messen.  Man  müsste  sich  auf  eine  Messung  derjenigen  Temperatur  be- 
schränken, mit  welcher  die  Luft  nach  dem  Ausflusse  schliesslich  in  der 
Vorlage  zur  Buhe  kommt,  und  diese  wäre  nach  beiderlei  Formeln  = T^^ 
unabhängig  von  den  Widerständen  und  von  der  Pressung  p in  der  Vorlage. 

ln  der  That  wird  dadurch,  dass  dio  lebendige  Kraft  — bei  constantcr  Pres- 

se 

saug  p sich  in  Wärme  verwandelt,  die  Temperatur  mit  Bücksiclit  auf  §.  19, 
Gl.  (1),  untei'  J hier  den  Wärmewerth  der  Arbeitseinheit  verstanden,  um 

A «*  A n — 1 u? 

Cj  2g  ne  '2g  n '2glt 


erhöht,  und  sic  wird  also 


+ 


u 

^glt 


— - = 


sowohl  nach  (rl.  (-1)  und  (5)  im  vorigen,  wie  nach  Gl.  (7)  und  (9)  in  dio 
sem  §.,  desgleichen  im  Grenzfalle  p = [)  mit  den  Werthen  von  max.  u 
and  min.  1 im  vorigen  wie  in  diesem  §.,  ein  Besultat,  welches  übrigens 
schon  daraus  folgt,  dass  nach  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  (§.  99, 
Gl.  3),  also  hier  nach  der  Gleichung 


dll  ^ = O, 

n — 1 

sobald  Jf  wieder  = Null  geworden  ist,  auch  wieder  pe  = /'oG,,  also  die 
absolute  Temperatur  = geworden  sein  muss. 

Auch  weuu  etwa  die  Vergleichung  der  für  Verschiedene  Werthe  von 
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p und  heoliachtcteii  Ausflussmcugcn  mit  Gl.  (fi)  im  vorificii  und  reit 
Gl.  (10)  iu  di(?sem  §.  don  Werth  vou  m,  also  auch  vou  J hier  weniger  ^er- 
iliiderlich  erscheinen  Hesse,  als  den  Werth  von  dort,  so  würde  darans 
noch  kein  Vorzug  des  E.vponcnten  >«  vor  dem  Cocfficieuteu  y zu  folgern 
sein,  so  lange  man  nicht  anderweitig  wüsste,  dass  der  Widerstandscoeflicieut 
^ wirklich  nur  wenig  veränderlich  ist.  Solchen  Widerständen  z.  die 
von  der  inneren  Reihung  der  längs  einander  hiiistrümcnden  h'lOssigkeits- 
filden  herrühren,  entspricht  wenigstens  für  Wasser  nach  §.  90,  Gl. 

u 

eine  Widerstandshöhe,  die  proportional  —,  oder  ein  Widerstandscoefficicnl, 

der  umgekehrt  proportional  «rf*  gesetzt  werden  kann  (unter  rf  die  Strahl- 
dicke  verstanden)  und  somit  nicht  coustant  ist. 

An  und  für  sich  ist  es  gleicher  Weise  willkürlich,  durch  die  Einfüh- 
rung des  Exponenten  m deu  Widerstand  nach  einem  .a  priori  angcnominc- 
neii  Gesetze  die  Zustandsänderung  stetig  beeinflussend  anzunehmen,  oder 
durch  den  Cocfficieuteu  y diesen  Einfluss  an  das  Ende  des  gauzeu  Vor- 
ganges zu  verlegen;  das  eine  wie  das  andere  Verfahren  ist  nur  eiu  Noth- 
behelf  mit  Rücksicht  auf  die  Uukenntuiss  des  wahren  Gesetzes,  nach  welchem 
irgend  ein  solcher  besonderer,  auf  einer  kurzen  Strecke  sich  geltend 
machender  Widerstand  aus  seinen  Elemontarbestandthoilen  zusammengesetzt 
ist.  Jo  nach  den  Umständen  kann  die  im  vorigen  §.  gemachte  oder  Zeu- 
ner’s  Annahme  besser  entsprechend  sein,  z.  R.  jene  im  Falle  des  Aos- 
flusscs  durch  eine  cylindrische  Ansatzröhro  ohne  Abrundung  au  der  Gi^ 
fässwaud,  diese  für  den  Ausfluss  aus  einer  Mündung  iu  der  dünneu  Wand; 
sofern  nämlich  der  Annahme  von  Zeuner  ein  constauter  Werth  des  Ver- 
dB 

hältnisses  — entspricht,  setzt  sie  streng  genommen  eine  \ erändorung  vou 
d il 

II  oder  u in  beständig  gleichem  Sinne  voraus,  was  bei  dem  Ausfluss  ans 
der  Ansatzrührc  in  Folge  der  inneren  Contraction  nicht  der  Fall  ist. 

Indessen  hat  die  Zeuner’sche  Annahme  den  Vorzug,  dass  die 
ihr  entsprechende  Gl.  (10)  von  einfacherer  Form  ist,  als  Gl.  (6)  im 
vorigen  §. 


§.  102.  Erfahrongscoeffleienten. 

Die  experimentelle  Restimmung  der  Erfahrungscocflicieuteu,  wonil 
die  für  den  .\usfluss  der  Luft  iu  den  vorigen  Paragraphen  cutwickelteD 
Formeln  behaftet  sind,  wird  dadurch  erschwert,  dass  Strahlcumessungen 
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hier  nicht  wie  bei  Wasser  (§.  82)  ausführbar  sind;  die  Begrenzung  des 
austiiesscuden  Luftstrahls  ist  weder  genügend  sichtbar,  uoch  überhaupt  in 
ebenso  bestimmter  Weise  wie  dort  vorhanden.  Die  Versuche  sind  deshalb 
auf  eine  iudirecte  Messung  der  Ausflussmenge  beschrilnkt,  und  wenn  nun 
auch  zwar  die'  Coefficientcii  « und  gp  in  Gl.  (ß),  §.  100,  oder  « und  w in 
Gl.  (lOj,  §.101,  der  Art  getrennt  vorkommon,  dass  sie  aus  je  zwei  Vor- 

n 

suchswerthen  von  G,  die  für  verschiedene  Werthe  von  — unter  übrigens 

Po 

gleichen  Umstäudon  gefunden  wurden,  berechnet  werdeu  konnten,  so  ist  cs 
doch  eben  fraglich,  ob  die  Werthe  der  beiden  Coeffleienten  bei  solchen 

P 

zwei  Versuchen  dieselben,  d.  h.  von  — unabhängig  sind.  Eine  weitere 

Po 

Schwierigkeit  entsteht  dadurch,  dass  die  Pennanenz  des  Ausflusses  hier 
nicht  durch  eine  constanto  Pressung  ausserhalb  der  Mündung  und  im  Inne- 
ren des  Gefitsses  allein  verbürgt  wird,  sondern  dass  dazu  ferner  eine  cou- 
stante  Temperatur  im  Tnneren  dos  Gefii.sses  nüthig  wäre,  weshalb  es  ge- 
rade bei  den  wichtigsten  der  betrelTendcn  Versuche  vorgezogen  wurde, 
dieselben  nicht  im  Beharrungszustando,  sondern  bei  stetig  veräuderlichem 
Druck  auzustellen;  zur  .Ableitung  der  gesuchten  Coeffleienten  aus  denselben 
wird  daun  aber  eine  nicht  nur  weniger  einfache,  souderu  auch  weniger 
zuverlässige  Rechnung  uöthig. 

Frühere  Versuche,  welche  iu  den  Jahren  1820 — 1826  von  verschie- 
denen Experimentatoren  (Schmidt,  Lagerhjelin,  Koch,  d’Aubuisson) 
angestellt  wurden,  sind  wenig  maassgebend  schon  wegen  der  sehr  kleinen 
Druckdilforenzeu  — p),  worauf  sie  sich  beschränkten.  Bei  den  in  den 

vorigen  Paragraphen  erwähnten  Versucheu  von  de  Saint-Vonant  und 
Wantzel  (18.1‘J)  waren  zwar  p und  p^  sehr  bedeutend  verschieden,  indem 
dieselben  atmosphärische  Luft  in  den  Uecipienten  einer  Luftpumpe  ein- 
strömen Hessen,  iu  welchem  die  Pressung  zu  Anfang  der  verschiedenen 
A'ersuchsroihen  nur  10  bis  20  Millim.  Quecksilbersäule  entsprach;  indem 
sie  aber  die  Pressung  im  Recipienteu  entweder  bei  contiuuirlich  andauern- 
der Lufteinströmung  nach  gleichen  Zeitintcrvallen  (von  5 zu  5 Seeuuden) 
oder  bei  periodisch  unterbrochener  Einströmung  nur  unmittelbar  hach  dem 
Schluss  der  Mündung  beobachteten  und  daraus  die  inzwischen  ausgeströmte 
Luflmeuge  berechneten,  musste  bei  Unkenutniss  der  cntsprcchcudou  Tem- 
peratur im  Recipionten  solche  Bestimmung,  wie  Zeuuor  hervorhob,  sehr 
unzuverlässig  sein,  abgesehen  davon,  dass  diese  Versuche  auch  wegen  der 
Kleinheit  des  Maassstabes  (*/j,  1 und  iVs  Millim.  Mündungsdurchmesser 
bei  einem  Cnbikinhalte  des  Recipionten  von  nur  0,0174  Cubikm.)  nur 
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wenig  entscheidend  sein  konnten,  wie  schon  roncclct  geltend  gemacht 
hatte. 

Die  unifangrcichsteu  Versuche  auch  für  grössere  Pressungsdifferenzen 
(bis  zu  2,5  Atni.  iunorem  bei  1 Atin.  äusserem  Druck)  und  mit  verschie- 
denen Arten  von  Mündungen  und  Mundstücken  bis  zu  25  Milliiu.  Müu- 
dungsweite  wurden  im  Sommer  1850  von  Wcisbach  angestellt.*  Erbe- 
diente sich  dazu  eines  Dampfkessels  von  5Mtr.  Lauge,  IV«  Mtr.  Weite  und 

Vg  = 4,672  Cubikm. 

Inhalt,  der  mit  Manometer  uud  Thermometer  zur  Messung  des  Drucks  und 
der  Temperatur  im  Inuereu  ausgerüstet  war  und  mit  verschiedenen  Mün- 
dungen oder  Mundstücken  versehen  werden  konnte.  Nachdem  derselbe 
vermittels  einer  Druckimmpe  mit  comprimirter  Luft  gefüllt,  das  Absperr- 
ventil durch  eine  Druckschraube  auf  seinen  Sitz  fest  niedergedrückt  uud 
die  (durch  die  Coiupressiou  vorübergehend  erhöhte)  Temi)eratur  im  Inneren 
der  äusseren  = 7J,  wieder  gleich  geworden  war,  was  wegen  der  Trägheit 
des  Thermometers  der  constant  gewordene  Stand  des  Manometers  am 
sichersten  anzeigte,  ergab  sich  aus  letzterem  und  dem  gleichzeitig  beob- 
achteten Daroraeterstaude  die  innere  Pressung  — pg  und  die  äussere  p. 
Nachdem  daun  die  Mündung  während  einer  gemessenen  Zeit  / = 20  bis 
00  Secuudeu  geöffnet  worden  war,  wurde  sogleich  nach  dem  Schluss  der- 
selbeu  der  Manometerstand  wieder  abgeleseu  und  so  die  innere  Pres-sung 
= Pi  « Pg)  bestimmt.  Die  entsprechende  Temperatur  (<(  T,,)  konnte 
natürlich  nicht  unmittelbar  durch  das  Thermometer  gefunden  werden,  weil 
es  den  Temj)eraturveränderungen  in  seiner  Umgebung  zu  langsam  folgt, 
und  auch,  wenn  einige  Zeit  später  abgeleseu,  schon  der  Eintluss  der  unter- 
dessen von  aussen  durch  die  Kesselwand  ciugedrungeueu  Wärme  sich  gel- 
tend gemacht  hätte;  indem  dann  aber  gewartet  wurde,  bis  der  bei  vollständig 
abgesperrtem  Kessel  allmählig  wachsende  Manoineterstand  wieder  constant 
geworden  war,  entsprechend  einer  inneren  Pressung  = p^  uud  einer  wie- 
der auf  Tg  gestiegenen  Temperatur,  konnte  daraus 

(1) 

berechnet  werden.** 

* Die  vollständige  Berechnung  der  Versuchsresultate  wurde  erst  1866 
veröffentlicht  im  XII.  Baude  des  „Civilingeuieur“. 

**  Nach  der  früher  in  §.  21  erklärten  Methode  sind  die  (dort  mit  p,.  Pt, 
Pa  bezeichueten  Werthe  von  p„,  p,,  Pt  in  einigen  solchen  Fällen,  in  denen 
und  die  Austlussöffnung  recht  gross,  t aber  und  folglich  die  unterdessen  von 
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Hiernach  ergiebt  sicli  das  im  Zustande  (p,  y^),  d.  h.  bei  der  Pressung 
p lind  der  absoluten  Teiniicratur  gemessene  Luftvolnmen,  ivelcbes  in  t 
.''ccunden  austioss,  während  die  Pressung  im  Inneren  von  p„  bis  p^  ahn  ahm 


V = 


(2), 


iiud  indem  nun  Weisbaeb  dasselbe  Volumen  auch  tbeoretiseb  mit  Hülfe 
der  bekannten  AusHussöffnung  = A und  eines  Ausflusscoeftieienten  //  be- 
rechnet, findet  er  letzteren  durch  Glcicbsetzung  beider  Ausdrücke.  Diese 
tbeoretisebo  Berechnung  betrifft  zwar  ein  erst  später  zu  behandelndes 
Problem  nicht  permanenter  strömender  Bewegung,  doch  muss  das  von 
W eisbach  benutzte  augenähertc  Verfahren  hier  auseinander  gesetzt  wer- 
den, um  über  die  Bedeutung  und  den  Werth  der  von  ihm  gefundenen 
Coeflicienten  ein  vollständiges  Urtbeil  zu  gewinnen.  Indem  er  das  Luft- 
volumen d V",  gemessen  im  Zustande  {p,  T„),  welches  in  einem  Zoitelement 
dt  ausfliesst,  irn  Verbältuissc  dt-.l  kleiner  setzt,  als  dasjenige  Volumen, 
welches  in  einer  Secundc  ausflicssen  würde,  wenn  der  augenblickliche  Zu- 
stand im  Inneren  des  Gefässes  (Pressung  = p\  specif.  Volumen  = v\ 
absolute  Temperatur  = T')  unterdessen  constant  bliebe,  letzteres  aber 
nach  denselben  Grundsätzen  berechnet,  auf  denen  Gl.  (10)  in  §.  100  be- 
ruht, ergiebt  sich 

dr  = 5 v'Gdt 


aussen  eiiigedningene  Wärme  sehr  klein  waren,  nebenbei  zur  Bestimmung  des 
Verhältnisses 

„ ^ hiv»  — ^Olh 
^ h/Po  — i'iPi 

iler  specifischen  Wärmen  für  constaiite  Pressung  und  für  constanles  Volumen 
benutzt  und  dabei  die  dort  angeführten  Werthe  gefunden  worden. 


Digitized  by  Google 


570  KRKAHKL'NOSCOKFKICIKNTKN  Ff'R  DKN  AUBFLVSS  IIKR  1,1'FT.  §.102. 


WiilirtMid  lies  Ausflusses  nimmt  die  in  01.  (3)  vorkuniinendc  TenijH.- 
ratur  T von  bis  T,  ab,  also 

von  1 bis  (nach  Gl.  1)  zu. 

^ M V\ 

Weil  aber  bei  den  Versuchen  liöchteus  = 1,1  und  somit  immer 

Px 

1 < < 1,05 

war,  setzt  Weisbacb  fiir  dieses  wenig  veränderliche  Yerhältniss  den  con- 
stanten  Mittelwerth 


T 


1 


Pi\ 

Px 


l 


Pi 


Px\ 


Pl 


■-=  1 


1 

2 p, 


-•o 

r' 


1 + 


^ Pt  — Pl 


4 Pl 


und  somit  nach  Gl.  (3) 

,/r  = ixcpdt-,  c --  ^V-wö  (i  + I - J-—) 

während  y eine  wesentlich  veränderliche  Grösse  ist  entsiirechend  der 
Aenderung  des  Verhältnisses 


X = — von  — — bis  x,  = 

P P P 


(«:• 


Wenn  nun  aber  auch  diese  Einführung  eines  constanteu  Mittelwerthes 
T 

von  ^,1  in  Gl.  ;3)  unter  den  obwaltenden  Umständen  iillcnfalls  zu  recht- 
fertigen wäre,  so  ist  doch  der  weitere  Kcchnuug.sgang  Weisbach's  nicht 
als  zulässig  zu  erachten.  Aus  Gl.  (5)  folgt  nämlich 


fl  Ct 
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uiiti'r  , einen  gewissen  Mittclworth  von  verstanden,  und  indem  Weis- 

y y ' 

bach  denselben  ohne  Begründung 


X|  Jo 


Jo  Jl 


setzt,  erhält  er  mit  Rücksicht  auf  den  Ansdruck  von  V nach  Gl.  (2)  die 
Gleichung: 


Jl 


die  er  vermittels  einer  zuvor  nach  der  Simpson’schen  Regel  berechneten 
lUilfstabclle  für  das  darin  vorkoraiuendc  Integral  und  mit  Hülfe  des  Aus- 
drucks (5)  der  Constanten  C zur  Berechnung  der  Coefticienten  ji  für  G2 


verschiedene  Fälle  benutzt  hat. 
hiuansläuft, 


Jener  .\usdruck  von  ,, 

y 


welcher  darauf 


^ («) 

dx  Tj  Xq 

zu  setzen,  ist  nun  aber  in  Widerspruch  mit  dem  Umstande,  dass  der  dem 
T 

Verhältnisse  ^ bcigelcgte  constaute  Mittelwerth  nothwendig  ">  1 ist. 

Denn  analog  Gl.  (2)  ist  das  ebenso  wie  V gemessene  Luftvoliimen  V\ 
welches  bis  zu  dem  Augenblicke  ‘ausfloss,  in  welchem  die  Pressung  im 
Inneren  des  Gefässes  = p'  geworden  ist. 


r — — /’  V 

p 

unter  p"  die  Pressung  verstanden,  bis  zu  welcher  p'  stiege,  wenn  in  dem 
lietreffendeu  Augenblicke  die  Ausflussiiffnung  verschlossen  und  die  Aus- 
gleichung der  inneren  Temperatur  T mit  der  äusseren  Lufttemperatur 
abgewartet  würde.  Biese  Pressung  ist  analog  Gl.  (1) 


und  somit 


P = 


P 


^0 

r 


^ i -r) 


(9), 
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Iblglich, 

hier 


T 

wenn  wieder  für  — “ ein  constautcr  Mittelwertli  gesetzt  wird,  ancb 


dV  T 

Cond.,  diese  aber  = — 


woraus  in  Verbindung  mit  Gl.  (8)  und  mit  Uüeksicht  auf  Gl.  (2)  folgen 
würde: 


7'n 


— V 


r 


1. 


Pu  — Pi  _ Pu  — Pi 

“i  — -^o)  P^^o  — ^iJ  Pu  — Pl 
Zur  Cbarakterisirung  der  nach  Gl.  (7)  von  Weisbach  bcrechncun 
Wertho  von  //  ist  fernbr  die  Keuntniss  der  Constanten  nöthig,  womit  er 
die  Werthe  von  C nach  Gl.  (5)  und  von  y nach  Gl.  (4)  in  die  RecliDune 
eiugeführt  hat.  Wenn,  was  den  erstereu  Umstand  betrifft,  eine  vom  Gc- 
frieri)unkto  des  Wassers  aus  gerechnete  Temperatur  mit  r und  der  .\ns- 
dehnungscoefticient  der  Luft  mit  « bezeichnet,  also 

'Ju  — « -1  ^0  = «(1  + 
gesetzt  wird,  so  könnte  in  dem  Factor 

von  C d6r  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  entweder  dadurch  berück-sichtigt 
worden,  dass  Jt  etwas  grösser  gesetzt  wird  (§.  17),  oder  mit  Weisbacli 
durch  entsprechende  Vergrösserung  von  t,  während  Ä wie  für  trockene 
Luft  angenommen,  also  mit  den  in  §.17  angeführten  Constanten  und  mit 
(ß  — ‘J,H1 


fl  = 1/2  . 'J,81  - 


1033.3 

i,2932 


396 


gesetzt  wird.  Wenn  Weisbach  diese  Zahl  = 395,  dafür  aber  t wfsent- 
lich  grösser,  als  für  trockene  Luft,  nämlich  = 0,004  und  somit 

G = 395^  fl  + - Vl  + 0,ÖÖi^ 

\ 4 / 

setzt,  so  kann  dadurch  ein  bcachtenswerther  Fehler  nicht  verursiwlii 
werden. 

Wenn  aber  Weisbach  ferner 


y 


a^0,3(^,3  _ 1)  , 


entsprechend  » 


1,429 


setzt,  so  erscheint  solche  Abweichung  von  dem  erfahrungsmässigen  Werth«' 
1,41  dieser  Constanten  n zu  gross,  und  wenn  durch  eine  kleine  .\endcmns 
desselben  dem  Einflüsse  der  Bewoguugswiderständc  hätte  Rechnung  getra- 
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gen  worden  sollen,  so  wäre  er  nicht  zu  vcrgrösscrn,  sondern  zu  verkleinern 
gewesen. 

Eine  vollständige  Neuberechnung  des  umfangreichen  Versuchsmaterials 
ist  indessen  sehr  zeitraubend,  und  mögen  deshalb  in  folgender  Tabelle 
die  von  Weisbach  gefundenen  Werthe  von  //  einstweilen  uuverändeft 
(nur  abgekürzt  auf  .3  Decimalen)  nebst  den  betreffenden  Werthen  von 

3-.  = und  den  in  Millimetern  ausgedrückten  Mündungsweiten 
P P 

d mitgetlieilt  werden.  Die  Buchstaben  A,  Ji,  C . . . bezeichnen  die  .\rt 
der  Mündung  oder  des  Mundstücks,  nämlich: 

A.  verschiedene  Kreismündungen  in  der  dünnen  ebenen  Wand, 

B.  eine  Kreisrnüudung  in  dünner  ebener  Wand,  innen  zur  Hälfte  von 
einer  zur  Mündungsebene  .senkrechten  Wand  eingefasst, 

C.  eine  Kreismündung  in  conisch-convergenter  Wand  (Fig.  .3.3,  §.  83,  mit 
Q = 50®), 

I).  eine  Kreismündung  in  conisch- divergenter  Wand  (Fig.  33  mit 
p = 1.30®)  mit  scharfkantigem  Rande, 

E.  eine  quadratische  Mündung  in  der  dünnen  ebenen  Wand  (rf  bedeutet 
hier  und  bei  F die  Seitenlängc  des  Quadrats), 

F.  eine  quadratische  Mündung  in  dünner  ebener  Wand,  innen  an  zwei 
Seiten  von  zur  Mündungsebene  scnkn'chten  Wänden  eingefa.sst, 

G.  kurze  cylindrische  Ausatzröhreu,  stharfkantig  von  der  ebenen  Gc- 
ßlsswand  ausgehend, 

II.  dieselbe  Röhre  wie  Nr.  2G,  aber  von  dreifacher  Länge, 

1.  eine  innere  cylindrische  Ansatzröhre  mit  scharfkantigem  Rande  au 
der  Mündung, 

K.  eine  kurze  cylindrische  .\usatzröhre,  mit  abgerundetem  Rande  von 
der  ebenen  Wand  ausgehend, 

L.  kurzes  couoidisches  Mundstück  mit  cylindrischer  Berührungsfläche 
an  der  Mündung  auslaufend, 

M.  eine  conischo  Ans.atzröhre  von  7®0'  Convergenzwinkel  der  gegen- 
überliegenden Seiten,  4 Centim.  lang  mit  scharfkantigem  innerem 
Rande, 

N.  eine  ähnliche  Röhre  wie  3f,  aber  mit  abgerundetem  innerem  ILando, 

O.  ein  Düsenmundstück  (d.  i.  eine  längere  conischo  Ansatzröhre  mit 
schwach  conoidischer  Erweiterung  am  inneren  Ende)  von  1 Centim. 
Länge, 

P.  ein  solches  von  10,.'i  Centim.  Länge, 

Q.  ein  grösseres  Düsenimindstück  von  20,5  Centim.  Länge. 
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Nr. 

d 

p 

2 

T 

" 1. 

A 

10,10 

1,098 

1,012 

1,05 

0.563 

i 

2. 

.. 

1,144 

1,036 

1,09 

0,584 

1 

3. 

.. 

1,386 

1,194 

1,29 

OjOGT 

4. 

»» 

1„551 

1,306 

1,43 

0,692 

5. 

J» 

1,808 

1,490 

1,65 

0,722 

1 

tj. 

»» 

2,082 

1,694 

1,89 

0,754 

1 

7. 

1» 

2,386 

1,920 

2,15 

0,788 

8. 

»» 

14,08 

1,092 

1,006 

1,05 

0.557 

0. 

• » 

1,143 

1,035 

1,09 

0,573 

i 

10.  . 

1» 

1,569 

1,152 

1,36 

0,634 

1 

11. 

1,926 

1,414 

1,67 

0,683 

12. 

2,351 

1,677 

2,01 

0,723 

13. 

17,25 

1,144 

1,010 

1,08 

0,565 

14. 

«1 

»» 

1,622 

1,126 

1,37 

0,627 

\ 

If). 

»t 

1,925 

1,326 

1.63 

0,660 

lü. 

19,80 

1,149 

1,011 

1,08 

0,580 

17. 

♦ » 

1,677 

1,112 

1,39 

0,641 

I 

18. 

25,46 

2,267 

1,335 

1,80 

0.715 

19. 

U 

10,20 

1,378 

1,183 

1,28 

0,670 

! 

20. 

C 

10,20 

1,414 

1,214 

1,31 

0,723 

I 

21. 

1» 

1,821 

1,509 

1,66 

0.793 

1 

22. 

D 

10,20 

1,398 

1,216 

1,31 

0,589 

23. 

.. 

»4 

1,811 

1,.513 

lyCO 

0,663 

24. 

E 

9,03 

1,391 

1,193 

1,29 

0.(ö6 

1 

25. 

V 

9,25 

1,397 

1,178 

1,29 

0,703 

2G. 

G 

10,12 

1,398 

1,192 

1,29 

0,828 

27. 

10,14 

1,093 

1,008 

1,05 

0,754 

1 

28. 

T» 

1» 

1,146 

1,047 

1,10 

0,770 

29. 

•t 

14,02 

1,128 

1,027 

1,08 

0,816 

1 

30. 

1,680 

1,137 

1,41 

0,810 

1 

31. 

»• 

2,004 

1,390 

1,70 

0.821 

1 

32. 

24,88 

2,175 

1,310 

1,75 

0,833 

33. 

II 

10,12 

1,405 

1,210 

1,31 

0.752 

,, 

34. 

»♦ 

4» 

1,810 

1,517 

1,66 

0,761 

35. 

44 

2,387 

1,982 

2,18 

0,797 

1 

36. 

I 

10,10 

1,407 

1,196 

1,30 

0,713 

|| 

37. 

„ 

44 

1,779 

1,454 

1,62 

0,770 

38. 

K 

10,14 

1,402 

1,163 

1,28 

0,928 

39. 

»» 

1,798 

1,443 

1,62 

0,923 

i 

40. 

L 

10,02 

1,134 

1,020 

1,08 

0,915 

41. 

»» 

44 

1,3.55 

1,135 

1,24 

0,981 

42. 

»4 

1,518 

1,241 

1,38 

0,986 

43. 

»T 

•4 

1,770 

1,423 

1,60 

0,967 
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Nr. 

d 

;r  = '’i* 
" V 

= 

P 

a^o  + 3-, 
2 

P 1 

44. 

2,0»U 

l,li45 

1,85 

0,974 

45. 

>» 

»» 

2,35)0 

1,901 

2,15 

0,980 

40. 

M 

10,04 

1,135» 

1,024 

1,08 

0,911 

! 4 ^ 

1 

1,.382 

1,1.53 

1,27 

0,922 

I 48. 

1,828 

1,404 

1,65 

0,5)44 

i 45». 

N 

10,12 

1,372 

1,145 

1,20 

0,944 

i 50. 

It 

»» 

1,540 

1,251 

1,40 

0,958 

1 51. 

•1 

1,801 

1,4.39 

1,02 

0,5)40 

52. 

>♦ 

2,057 

1,032 

1,84 

0,9rä) 

53. 

2.403 

1,901 

2,15 

0,955 

.54. 

0 

51,00 

1,135 

1,020 

1,08 

0,9;13 

1 55. 

.. 

1,400 

1,180 

1,29 

0,934 

' :5(>. 

1,811 

1,475 

1,04 

0,939 

.57. 

2,35»0 

1,5)27 

2,10 

0,5.84  ; 

' 58. 

r 

14,04 

1,137 

1,022 

1,08 

0,5»38 

, «9 

0 

15,80 

1,135 

1,031 

1,08 

0,952  i 

60. 

»» 

1,025» 

1,180 

1,40 

0,5)40  , 

01. 

1,5»78 

1,377 

1,08 

0,953  1 

02. 

2,495 

1,708 

2,10 

0,900 

Es  ergeben  sich  hieraus  u.  A.  die  nachstehenden  Folgerungen: 

1)  Bei  dem  Ausflusse  aus  Kreismflndungen  in  der  dünnen  ebenen 
Wand  wächst  (i  mit  dem  inneren  Ueberdruck,  und  zwar  in  höherem 
Grade,  als  für  Wasser  — §.  83,  1)  — umgekehrt  //  mit  wachsender  wirk- 
samer Druckhöhe  abnimmt.  Von  der  MUndungsweite  d ist  dagegen  (t  bei 
Wasser  und  Luft  in  gleicher  Weise  abhängig:  mit  wachsender  Mündungs- 
weite nimmt  fi  auch  hier  ab;  nach  obiger  Tabelle  ergiebt  sich  z.  B.  (theil- 
weisc  durch  Interpolation) 


für  d — 10,10 

14,08 

17,25  Millim. 

1,08 

1 0,579 

0,509 

0,505 

1,37 

//  = 0,071 

0,035 

0,027 

1,03 

1 0,721 

0,080 

0,000 

2)  Die  theilweisc  Einfiissung  einer  Kreisinündung  (partielle  Con- 
traction)  scheint  nur  geringe  Vergrösserung  von  //  zur  Folge  zu  haben. 

3)  Für  eine  Kreismündung  in  coniscb  convergenfer  Wand  fgeschw’üchtc 
(’ontraction)  ist  /<  wesentlich  grösser,  in  coniscb  divergenter  Wand  (ver- 
stärkte Contraction)  wesentlich  kleiner,  als  für  eine  Kreisinündung  in  der 
ebenen  Wand,  ähnlich  wie  bei  Wasser. 
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4)  Für  oiue  quadratische  Mündung  in  der  ebenen  dünnen  Wand  ist 
der  Ausflusscoefficient  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem  einer  Kriis- 
mündung  unter  übrigens  gleichen  Umstünden.  Die  theilweise  Einfassan.! 
der  quadratischen  Mündung  (partielle  Contraction)  vergrössert  ft  in  &hn- 
lichem  Grade  wie  bei  Wasser  — §.  84,  4)  — . 

5)  Auch  für  kurze  cylindrische  Ansatzröhreu  bestätigt  sich  das  flir 
Kreismüuduugeu  in  der  dünnen  Wand  gefundene  Wachsen  des  .\usHas- 
eoefticienten  mit  dem  inneren  Ueberdruck;  eine  Abhängigkeit  von  d<r 
Kohrweite  ist  aus  den  Versuchswerthen  nicht  deutlich  zu  erkennen. 

G)  h'ür  eine  innere  cylindrische  Ansatzrohre  ist  ft  wesentlich  kleiner, 
als  für  eine  äussere. 

7)  Durch  Abrundung  des  inneren  Randes  der  cylindrischen  Ansat;- 
röhre  wird  ft  bedeutend  vergrössert,  besonders  wenn  diese  Abrundung,  sehr 
allinäblig  statttindeud,  sich  bis  zur  Mündung  erstreckt,  und  dadurch  die 
cylindrische  Röhre  iu  ein  nur  cyliudrisch  auslaufeudes  conoidisches  Mund- 
stück übergeht.  Auch  im  letzteren  Falle  scheint  ft  mit  dem  inneren  Ueber- 
dnicke  anfangs  zu  wachsen,  bald  aber  nalie  constant  zu  bleiben  = 0.97 
bis  ü,98. 

8)  Der  Ausflusscoefficient  conisch  convergenter  Ansatzröhren  wächst 
nur  iu  geringem  Grade  mit  dem  inneren  Ueberdruck. 

Für  solche  Pressungen  im  Inneren  des  Gefil.sses,  welche  west'ntlich 
mehr  als  das  Doi>pclte  des  äusseren  Drucks  betragen,  dürfen  diese  Folge- 
rungen nicht  ohne  Weiteres  als  gültig  betrachtet  werden,  nach  den  Bemer- 
kungen in  §.  100  und  101  ist  dann  vielmehr  bei  weiter  wachsendem  inne- 
rem Ueberdruck  in  allen  Fällen  ein  stetiges  Wachsen  des  Ausflusscoeffi- 
cienten  über  die  Einheit  hinaus  zu  erwarten,  zu  dessen  Prüfung  die  Weis- 
bach’schcn  Versuche  nicht  ausreichen. 

Dieselben  haben  auch  zunächst  nur  den  Coefficienten  ft  ergeben,  ent- 
sprechend der  Gl.  (10),  §.  100.  Die  Vergleichung  dieser  Formel  mit 
Gl.  (6)  desselben  §.  ergiebt  aber 


*)  ^ ^ 

und  indem  hierin  = gesetzt  wird,  könnte  daraus  einer  der 

P 

Coefficienten  «,  ff  gefunden  werden,  wenn  der  andere  bekannt  wäre.  Für 
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ilio  cylindrischen  Ausatzrühreu  und  das  conoidischc  MuudstQck  z.  B.  kann, 

so  lange  2 ist,  « 1 gesetzt,  und  somit  aus  Gl.  flO)  der  Ge- 

schwindigkeitscoefticient  <f>  berechnet  werden;  für  die  Kreismüuduugen  in 
der  dünnen  Wand  wäre  dieser  Coefticient  <jf<  ohne  erheblichen  Fehler  dem- 
jenigen des  conoidischeii  Mundstücks  gleichzusctzen,  somit  u aus  Gl.  (10) 
zu  bestimmen.  Durch  (f‘  ist  der  Widerstaud-scoefticient  ^ nach  Gl. 

§.  101,  und  dadurch  der  Ze.uuer’sche  AusHussexponent  m nach  Gl.  (11) 
desselben  §.  bestimmt.  Diese  Ableitungen  mögen  indessen  hier  unterlassen 
werden,  da  die  oben  besprochenen  Mangel  der  Weisbach’scheu  Berech- 
nungsweise seiner  Versuche  die  daraus  hervorgegangeuen  Werthe  von  /< 
zu  unsicher  erscheinen  lassen.  — 

Zeuner  benutzte  bei  seinen  im  .lahre  1871  angestellten  Versuchen 
über  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Kreisniündungcu  in  der  dünnen  Wand,  aus 
cylindrischen  Ansatzröhren  und  conoidischeii  Mundstücken  einen  ähnlichen 
.\pparat  wie  Weisbach,  Hess  aber  die  Versnehe  bis  zu  Pressungen 
von  ungefähr  4 Atm.  sich  erstrecken,  während  die  .Vusflusszeit  t im  Gegen- 
sätze zu  Weisbach  auf  etwa  10  Secunden  beschränkt  wurde,  um  die 
unterdessen  von  aussen  in  den  Kessel  eindriugende  Wärme  möglichst  zu 
beschränken.  Ueber  die  Versuchsresultate  sind  von  Zeuner  z.  Z.  nur 
vorläufige  Mittheiluugen  gemacht  worden,  * die  hau])tsächlicii  den  Zweck 

hatten,  die  Richtigkeit  des  Salzes  von  de  Saint-Venant  und  Wantzel 

« 

§.  100)  zu  constatiren,  dass,  wenn  das  Pressungsverhältniss  " über  eine 

P 

gewisse  Grenze  hinaus  wächst,  die  .lusflussmenge  unabhängig  von  der  äus- 


* Resultate  experimenteller  Untersuclnmgcn  Uber  das  Ausströmen  der 
I/uft  bei  starkem  Ueberdruck;  aus  den  Protokollen  der  75.  Hanptversammlimg 
des  Sächsischen  Ingenieur-  und  .\rchitektcn-Vereins  abgedruckt  im  „Civilinge- 
nieur“,  Bd.  XX  (1874).  Wenn  übrigens  Zeuner  das  Wo isbach’sche  Versuchs- 
und Rechnungsverfahren  deshalb  für  ungenügend  erachtet,  weil  es  bei  der  von 
demselben  angewendeten  Ausflusszeit  von  t bis  zu  90  Secunden  unrichtig  sei, 
anzunehmen,  dass  während  des  Ausströmens  die  Luft  im  Inneren  des  Kessels 
sich  so  ausdehne,  als  ob  ihr  Wärme  weder  mitgetlieilt  noch  entzogen  würde, 
so  scheint  uns  dieser  Einwand  nicht  ganz  gerechtfertigt.  Hätte  Weisbach 
diese  Annahme  wirklich  gemacht,  so  hätte  er  gar  niclit  nöthig  geliabt,  die 
Pressungen  pj  zu  bcobacliten;  cs  hätte  dann  1\  aus  T„,  p,,  p„  und  pj  aus 
p,,  T„,  y,  berechnet  werden  können.  Allerdings  wurde  die  Wärmeleitung  der 
Gefässwand  nicht  ganz  correct  und  vollständig  von  Weisbach  berücksichtigt, 
doch  lässt  sich  dieser  Mangel  durch  das  im  folgenden  §.  erklärte  Rechnungs- 
Verfahren  corrigiren. 

Grashuf,  theuret.  MaschinwiiluUro.  (.  87 
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seren  Pressuag  wird,  indem  dann  die  mittlere  Pressung  im  kleinsten  Quer- 
schnitte - ■ einem  gewissen  alhjuoteu  Tlieil  der  inneren  Pressung  wird, 
der  wesentlich  grösser  ist,  als  die  äussere  Pressung  p.  — 

Zeuner's  AusHussversuche  mit  zwei  innen  gut  abgernndetcD 
und  nach  aussen  cylindrisch  ausgehenden  kurzen  MnudstQckeD 
von  4,094  und  7,02  Millim.  Mündungswcite  sind  von  Prof.  Fliegner  in 
Zürich  zusammen  mit  eigenen  Versuchen  au  solchen  Mundstücken  von 
4,085  und  7,314  Millim.  Mündungsweite  im  Anschluss  an  die  oben  er- 
wähnten Zeiiner’schen  Mittheilungen  im  „Civilingenieur“  (1874)  ver- 
öffentlicht und  zugleich  unter  Rücksichtnahme  auf  Weisbach’s  Versuche 
mit  einem  ähnlichen  Mundstück  von  10,02  Millim.  Mündungswcite  (Nr.  40 
bis  45  der  obigen  Tabelle)  zur  Prüfung  der  betreffenden  Austiussgesetn 
benutzt  worden.  Bei  den  eigenen  Versuchen,  die  mit  demselben  Apparü 
angestellt  wurden,  den  Zcuuer  s.  Z.  benutzt  hatte,  kam  es  Fliegner 
vorzugsweise  darauf  an,  die  Pressung  des  Luftstroms  in  der  Mandunev 
ebenc  oder  wenigstens  nahe  derselben  zu  messen.  Zu  diesem  Zwecke 
wurde  das  betreffende  Mundstück  mit  einer  engen  Seitenröhrc  versehen, 
die  vermittels  einer  höchstens  1 Millim.  weiten  Oeffnung  möglichst  dicht 
am  äusseren  scharfkantigen,  recht  gleichförmig  aus  dichtem  Messing  her- 
gestellten  Rande  des  Mundstücks  abgezweigt  und  mit  einem  Manometer 
verbunden  war,  dessen  Stand  periodisch  und  gleichzeitig  mit  demjenigei- 
des  zur  Messung  der  inneren  Pressung  p^  dienenden  Mgnometers  abgelesen 
wurde.  Die  so  ermittelte  Pressung  p'  der  Luft  im  Mundstück 
dicht  vor  der  MUndungsebeue  wnrde  nun  nicht  erst  von  einem 

gewissen  Werthe  des  wachsenden  Verhältnisses  - an,  sondern 

P 

beständig  grösser,  als  die  äussere  Pressung  p gefunden,  weide- 
bei  den  Versuchen  die  einem  Barometerstände  von  etwa  720  Millim.  ent- 

Pa 

Sprechende  atmosphärische  Pressung  war.  Wenn  — von  1 an  gleichmässij: 

P 

P 

zuuahm.  so  wurde  auch  das  Verliältniss  — von  1 au  in  anfangs  geringem. 

P 

p 

aber  stetig  wachsendem  Maasse  grösser  der  Art,  dass  das  Verhältnis^ 

Pt 

von  1 an  in  abnehmendem  Ma;i.sse  kleiner  werdend,  sich  der  Grenze 

t 

lim.  ^ = 0,57G7 (11t 

Po 

näherte,  von  welcher  es  übrigens  schon  für  2p  kaum  mehr  merklich 
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V 

verscbiedeii  war.  Das  Abhängigkeitsgesetz  dieses  Verhältnisses  für 

Po 

Po  < -P  wurde  graphisch  dargestellt,  die  Aufstellung  einer  emprrisclien 
Formel  zur  analytischen  Darstellung  desselben  jedoch  unterlassen. 

Bei  der  Aufstellung  einer  Formel  für  die  Austlussmengo  der  Luft 
aus  solchen  innen  gut  abgerundeten  und  aussen  cylindrischen  kurzen 
Mundstücken  legt  nun  Fliegucr  das  Resultat  dieser  Vorversuche  zu 
Grunde,  indem  er  ausserdem  die  Widerstände  als  verschwindend 
klein  betrachtet,  also  ^ = u oder  m ~ n setzt.  Damit  und  mit 
n = 1,  sowie  mit  p„i’u  = JiTf,  ergiebt  sich  aus  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  zu- 

P P 

nächst  durch  fiinführung  des  obigen  Grenzwerthes  von  statt  , d.  h. 

Po  Po 


für 


(12) 


and  zwar  mit  g = 9,fll,  R — 29,27,  n — 1,41  : 

C = 5,.S728  resp.  C = 4083,33  (13) 

jenachdem  die  Pressung  in  Millimetern  Quecksilbersäule  oder  in  Atmo- 

Sphären  ausgedrückt  wird.  Für  kleinere  Werthe  von  — wurde  die  statt 

P 

p in  Gl.  (10)  des  vorigen  §.  cinzusetzende  Pressung  p'  der  oben  erwähnten 
graphischen  Darstellung  entnommen,  und  zeigte  sich  dann,  dass  die  so  mit 

G 

« = 1,  m = n berechneten  Werthe  von  — sehr  nahe  der  folgenden 

A 

Gleichung  entsprachen: 

G \ ^p(pa  p) 

- = 26'  1/  ' für  < 2p (14  , 


unter  C denselben  Zahlencoefticienten  wie  in  Gl.  (12)  verstanden. 

Diese  P'orineln  verglich  daun  Fliegner  mit  den  oben  erwähnten 
Austlussvcrsucheu  von  ihm  selbst,  von  Zeuner  und  von  Weisbach  mit 
Mundstücken  von  der  in  Rede  stehenden  Art,  indem  er  jedesmal  den 
Werth  ermittelte,  welcher  dem  Coefficienten  C beigelegt  werden  musste, 
damit  das  arithmetische  Mittel  der  AusHnssmengen,  die  damit  nach  der 
betretfendeu  Formel  dein  .Anfang  und  dem  Ende  des  Ausflusses  hei  Voraus- 
setzung des  Bcharruugszustandes  entsprachen,  der  beobachteten  resj).  aus 
den  Beohachtuugsdaten  sich  ergehenden  Ausfiussmenge  gleich  wurde.  Nach 
diesem  einfachen  Verfahren,  das  freilich  nur  für  kleine  Austlu.sszciten  und 
entsprechende  Znstaudsänderungen,  z.  B.  für  die  Versuche  Zeuncr’s 

37» 
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von  etwa  10  Secundcn  Ausflussdauer,  hinlänglich  zutreffend  sein,  dagegen 
auf  Weisbach’s  Versuche  von  (50  Secunden  Ausfluss/eit  sowie  auch  auf 
manche  der  eigenen  Versuche  Fliegner’s  kaum  mit  hinlänglicher  Sicher- 
heit anwendbar  sein  dürfte,  ergab  sich  im  Allgemeinen  eine  befriedigende 
Uebereinstimmung  der  so  berechneten  mit  dem  nach  Gl.  (13)  bestimmten 
Werthe  von  6',  mit  Ausnahme  eines  der  Wcisbach’schen  Versuche 
(Nr.  40  der  Tabelle,  S.  ö74),  der  aber  auch  schon  seines  sonst  auffallend 
abweichenden  Resultates  wegen  von  zweifelhafter  Zuverlässigkeit  ist.  Eine 
weitere  Au.sdehnung  dieser  Untersuchungen  wird  beabsichtigt,  und  muss  es 
abgewartet  werden,  ob  dabei  die  vorläufigen  bemerkenswerthen  Resultate 
sich  bestätigt  finden,  sowie  auch  mit  welchen  Modificationen  sie  sich  etwa 
zugleich  für  anders  geartete  Mundstücke  und  für  Mündungen  in  dünner 
Wand  als  gültig  ergeben  werden. 

Wenn  übrigens  Flicgner  der  Meinung  ist,  dass  der  Grenzwerth  des 
P 

Verhältnisse«  , überhaupt  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  der  iniu- 
Po 

leren  Pressung  im  kleinsten  Onerschnitte  zur  inneren  Pressung  und  die 
dadurch  bedingte  Verschiedenheit  des  Ausflussgesetzes  bei  kleinem  und  bei 
grossem  inneren  Ueberdruck  nur  scheinbar  mit  dem  Ma.vimum  des  Aus- 
druckes (10),  §.  101,  der  .\usflu.ssmenge  Zusammenhängen,  in  Wahrheit 
vielmehr  von  anderen  Umständen,  als  einer  solchen  Zufälligkeit  eines  ana- 
lytischen Ausdrucks  abhängen  werde,  so  ist  dem  ohne  Zweifel  beizu- 
pflichten, und  entspricht  dieser  Ansicht  auch  der  zu  Knde  von  §.  1(.»0  an- 
gestellte,  wegen  Mangels  an  genügenden  Daten  freilich  nicht  vollkommen 
durchgeführte  Versuch,  den  in  Rede  stehenden  Grenzwerth  mit  gewissen 
inneren  und  sachlichen  Gründen  in  Verbindung  zu  bringen. 


§.  103.  Tlieil weise  Neuberechnung  der  Welsbach'sehen  Versuche. 

Da  die  im  vorigen  §.  besprochenen  Ausflussversuchc  von  Weisbach 
aji  und  für  sich  das  grösste  Zutrauen  verdienen  und  z.  Z.  überhaupt  die 
wichtigste  Grundlage  zur  Beurtheilung  der  den  Ausfluss  der  Luft  betref- 
fenden  Erfiihrungscoefficienten  bilden,  so  ist  eine  Controlberechnung  der- 
selben unter  Vermeidung  der  im  vorigen  §.  hervorgehobeneu  Mängel  der 
Weisbach’schen  Berechnuugswei.se  wünschonswertb.  Nimmt  man  dabei 
an,  es  erfolge  die  Zustaiidsänderung  der  im  Kessel  zurückbleibenden  Luft 
während  der  Ausflusszeit  von  t Secunden  in  scdcher  Weise,  da.ss  die  Pres- 
sung einer  gewissen,  der  f‘"“  Potenz  des  specitischen  Volumens  umsfekebn 
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jiroportional  bleibt  (wo  mit  Kücksicbt  auf  das  Kiiidringen  ilusserer  Wärmo 
durch  die  Kesselwand  r <[  » sein  wird),  so  findet,  wenn  übrigens  die  im 
vorigen  §.  gebrauchten  Buchstabenbezeichnungen  hier  unverändert  beibe- 
halten werden,  zwischen  der  augenblicklichen  Pressung  j>  und  absoluten 
Temperatur  T im  Inneren  des  Kessels  während  des  Ausflusses  nach  §.  20 
die  Beziehung  statt: 


iJabei  ist  f mit  Rücksicht  auf  (t1.  (1)  im  vorigen  §.  bestimmt  durch  die 
F’ressung  die  der  Beobachtung  zufolge  nach  dem  Schlüsse  der  Austlus.s- 
ölTnung  und  Wiederherstellung  der  Temperatur  T„  im  Inneren  des  Kessels 
stattfindet,  nämlich 

( 7'oV ^ 

\pj  - T,-  p. 


bvo  — kPi 


(a) 


Wenn  nun  wieder  die  in  jedem  Zeitelomeuf  dt,  ausHiessende  Lnftmenge  im 
Verhältnisse  dt  ■.  1 kleiner  gesetzt  wird,  als  diejenige,  welche  in  der  Zeit- 
einheit ausfliessen  würde,  wenn  der  augenblickliche  Zustand  im  Inneren 
dea  Kessels  constant  bliebe,*  so  ist  nach  Gl.  (3)  und  (I)  im  vorigen  §.  mit 
Rücksicht  auf  obige  Gl.  (1) 

- 1) (3). 


• Diese  Voraussetzung  ist  um  so  weniger  fehlerhaft,  je  länger  der  mit 
einer  Geschwindigkeit  = Null  beginnende  Ausfluss  schon  gedauert  hat.  und  es 
ist  deshalb  um  so  mehr  fraglich,  oh  die  von  Zeiiner  bei  seinen  Versuchen 
vnrgezogene  wesentlich  kürzere  ,\usflu.«szeit  t von  nur  etwa  10  (statt  20  bis  901 
Seruiiden  als  Vorzug  gelten  kann,  abgesehen  nämlich  davon,  da.ss  die  unver- 
meidlichen Mcssingsfehler  dieser  Zeit  das  Resultat  natürlich  um  so  mehr  be- 
einflussen werden,  je  kleiner  t ist. 
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wenn  zur  Abkürzung 


e 


n — 1 


H 


gesetzt  wird,  .\ndererscifs  ist  nach  Gl.  (0  im  vorigen  §.  mit  Rücksicht  laf 
obige  Gl.  >1) 


r = 


*0  * J ' i)  * 


also 


woraus  durch  Verbindung  mit  Gl.  (3)  folgt: 


rfr  fiA  I '2,7Ä7'Ö  

dt  (f— “ÖV;  \ — 1) 


*1 

r 

dx  fiAt  1 

/‘2gRl\, 

1 

— 1)  (1  — 0^  r 

_ (J  — I / «0*  f .{4  . 

' At  \ 2ffRTj  1) 

Wenn  darin,  den  Wcisbach’schcn  Versuchen  entsprechend,  = 4,672. 
ferner  e = 0,291  (entsprechend  n = 1,41),  g = 9,81  und  mit  Rücksicht 
auf  den  Feuohtigkeitagehalt  der  Luft  R = 29,4  (§.  17)  gesetzt,  schliesslich 
aber  der  ganze  Ausdruck  mit  10(X)0  multiplicirt  winl,  entsprechend  der 
Voraussetzung,  dass  A in  Quadratcentimetern  ausgedrückt  sei,  so  ergiebt 
sich : 


1^1 


Die  folgende  Tabelle  enthält  die  nach  den  Gleichungen  (2  t und  ö 
berechneten  Werthe  von  t und  (/  für  die  Woisbach’schen  Versuche  (siehe 
die  Tabelle  im  vorigen  §.),  welche  sich  auf 

1)  die  Kreisniüudung  in  der  dünnen  ebenen  Wand  von  14.08  Millin' 
liurchmesser  (Nr.  8 -12), 

2)  die  kurze  cyliudrische  Ansatzröhrc  ohne  innere  Abrundung  »on 
1 1,02  Millim.  Weite  (Nr.  29 — 31j,  und 
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3)  das  kurze  couoidischo  MuiidstUck  von  10,02  Millim.  Münduugs- 
durchmesser  (Nr.  40 — 15)  beziehen. 

Oie  Werthe  von  t sind  natürlich  an  die  speciellen  Umstände  ge- 
bunden, wie  sie  bei  den  Versuchen  stattfanden;  der  Umstand,  dass  sie 
wesentlich  -C  e {—  0,201)  sind,  lä.sst  auf  eine  beträchtliche  Wärmetraus- 
mission  der  Kesselwand  scbliessen,  wobei  cs  bcmerkenswcrth  ist,  dass  die 
verschiedene  AusHussdauer  = t Sec.  keinen* erheblichen  Einfluss  auf  t 
ausübt. 

P 

Oie  Werthe  von  u sind  als  für  solche  Werthe  von  (des  Verhält- 
■ Po 

iiisses  der  äusseren  zur  inneren  Pressung)  gültig  zu  betrachten,  welche  den 

2 

gleichfalls  angeführten  Werthen  von  nahe  gleich  sind.*  Bei  ihrer 

Ableitung  mit  Hülfe  von  Gl.  (5)  ist  das  Integral 


*i 


* Richtiger  entsprechen  sie  denjenigen  mittleren  inneren  Pressungen  p', 
bei  welchen  im  Beharrungszustande  in  t Secunden  eine  ebenso  grosse  Luft- 
menge, nämlich  nach  §.  102,  Gl.  (2)  die  Luftmenge 


P y (J'o— 
RT,  ^ R% 


P 


» •'■o  — u 

RT„ 


Kgr. 


aiisfliessen  würde,  und  welche  nach  §.  100,  Gl.  (10)  bestimmt  sind  durch  die 
Gleichung: 


oder,  da  nach  obiger  Gl.  (1) 

1 _ p p p f p \ 

V Rf-  R'Io\p)  Rl\,\«p) 

ist,  durch  die  Gleichung: 


fr  P'V 

'fP'\ 

(PY' 

e 

■(.r„  — xAjy 

(”p7 

\PJ 

- Kv)  J 

-iuR'iu 

[lAt 

"(P\ 

‘ ,1 

(a  o a j)  I p 

J 2;/Ä7'„.r„' 

fiAt 

Sofern  indessen  die  Ausflusscoefficienten  /i  nur  wenig  veränderlich  sind,  so 
lange  das  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Verhültniss  den  durch  §.  ICK), 
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KÖ. 


nach  der  Näherungeformel 

Jf'x)dx  — ' [7/**i)  “I“  32/(a;,  -j-  /Ix)  -j-  12/(xj  -f-  2/lx;  -j- 

J"! 

+ 32/(x,  + 3Jx)  + 7/(xo)l ; Jx  = 

berechnet  worden,  entsprechend  dein  Ersatz  der  Cune  y = fix)  (inrrh 
die  Curvc  4‘*“  Grades 

c,x  -1-  C,x‘-  + 

die  mit  jener  die  5 Punkte  gemein  hat,  deren  Abscissen  = x,,  r,  -f 
X,  2/lx,  Xj  ^0  Unter  der  Ueberschrift  (/<)  sind  zur  Ver- 

gleichung die  von  Weisbach  berechneten  Werthe  dieses  Coefficienten 
(aus  der  Tabelle  im  vorigen  §.)  beigesetzt  worden. 

Mit  Hülfe  der  so  berechneten  Coefficienten  //  konnten  dann  für  die 
cylindrische  Ansatzröhro  und  das  conoidische  Mundstück,  entsprechend 
a = 1,  die,  Coefficienten  rp  aus  der  Gleichung: 


H “ l 

/ O \ - — / O 

_ I “ _ I « _ / “ _ j gefunden  werden,  damit  dk 

\ Xj  4-  ) Vo  + ' 

Widerstaudscoefficienten  $ aus  iler  Gleichung: 

I + J = nr  a Al  ‘ 

lg{\  — (1  — 


und  die  AusHussexpoiienteii  m aus  der  Gleichung: 


”(1  + 

m ■=  - , — 

1 -|- 


1,41  fl  4-  p 

1 4-  1,4TC 


(§.101,  Gl.  11). 


Kür  eine  Kreismündung  in  der  dünnen  Wand  ist  der  Widerstands- 
coefticient  demjenigen  des  kurzen  conoidischen  Mundstücks  nahe  gleich  *u 
erachten.  Indem  aber  J für  letzteres  sehr  schwankend  ausfiel  ohne  dent- 
lieh  erkennbares  Abhiingigkeitsgesetz,  und  namentlich  der  erste  dieser 


Gl.  (13)  oder  durch  §.  101,  Gl.  (161  bestimmten  Grenzwerth  (des  dort  mit  ^ 
bezeichneten  Verhaltni-ssesl  übertrifft,  erschien  es  hier  unbedenklich,  dafür  eia- 

2;i  2 

fach  — = — zu  setzen,  d.  h.  den  berechneten  Werth  von  /i  »D<b 

V«  + Px  ^0  + •■'i 

als  diesem  mittleren  Verhältnisse  der  äusseren  zur  inneren  Pressung  hinlänglicb 
entsprechend  anzunchmen. 
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6 Werthe  — 0,181)  von  den  übrigen  so  auffallend  ahweicht,  dass  da- 
durch ein  Zweifel  an  der  Zuverlässigkeit  dieses  Versuches  gerechtfertigt 
erscheint,  so  wurde  für  die  Kreismündiing  in  der  dtinnen  Wand  in  allen 
Fällen  C = 0,04,  entsprechend 


1,41.1,04 

m = — ; = 1,388 

14-1,41.0,04  ’ 


angenommen,  wonach  daun  ff  aus  Gl.  (12':,  §.  101,  und  damit  « aus  Gl.  40), 
§.102,  berechnet  werden  konnte. 


Nr. 

' 

t 

2 

a-o  4*, 

f 

• 

U 

‘ 

•/ 

? 

1 

m 

8. 

.50 

0,053 

0,058 

0,557 

0,641 

0,654 

0,981 

0,04 

1,:388] 

It 

40 

0.918 

0,089 

0,573 

0,6.‘5S 

0,651 

0,981 

0,04 

1,:388  ” 

' 

75 

0,735 

0,116 

0,634 

0,6.35  1 0,649 

0,981 

0,04 

1,388  ' 

11. 

60 

0,.599 

0,13:3 

0,683 

0,685 

0,701  •? 

0,982 

0,04 

1..388  i 

„ 12. 

60 

0,497 

0,143 

0,723 

0,727 

0,746  y 

0,982 

0,04 

1,:188  , 

2t.. 

.% 

0,928 

0.147 

0,816 

0,815 

1 

0.821 

0,490 

1,243 

1'  30. 

75 

0.710 

0,113 

0,810 

0,813 

1 

0,838 

0,444 

1,2.52  1 

0,589 

0.1.37 

0,821 

0,8:31 

1 ? 

0,86t; 

0,:)62 

1.271  1 

ii  40. 

60 

0,928 

0,144 

0.915 

0,917 

1 

0,921 

0.181 

l,;t27  ' 

" 41. 

60 

0,803 

0,104 

0,981 

0,981 

0,983 

0,0;35 

1,.391 

42. 

60 

0,725 

0,105 

0,986 

0,988 

1 

0,f)90 

0,022 

l,:i98  1 

4.3. 

W 

0,626 

0,124 

0.967 

0,!)6!) 

1 

0,975 

0,054 

l.Wl 

44. 

60 

0,539 

0,l:)0 

0,974 

0.977 

1? 

0,983 

0,037 

1,390 

45. 

6t) 

0,465 

0,144 

0,980 

0,986 

1 y 

0,991 

0,021 

1,.398  ! 

Nach  Gl.  (IG), 

§.  101, 

sind  die  berechneten 

Werthe 

von  (c 

für  ilic 

Kreismündung  in  der  dünnen  Wand  nur  so  lange  als  Coutractiouscoefti- 
cicuten  (Verhältniss  des  kleinsten  Strahlqucrschnitts  zur  Austlussinündung^ 
zu  betrachten,  und  ist  für  die  anderen  Fälle  die  Annahme  « = 1 nur  so 


lange  gerechtfertigt,  als 

2 


(61 


ist.  Für  die  Kreismündung  ist  mit  m = 1,388  dieser  Grenzwerth  = 
0,530,  folglich  a ~ 0,746  bei  Nr.  12  jedenfalls  grösser,  als  der  Contrac- 
tionscoefficieut  (der  .VnsHuasquerschnitt  “ aA  grosser,  als  der  kleinste 
Querschnitt  des  coutrahirten  Strahls);  thatsächlich  macht  sich  die  Zunahme 
von  « schon  bei  Nr.  11  bcmerklich,  wobei  wenigstens  im  Anfänge  des  Aus- 
P 

Hussos  schon  etwas  <(  0.53  war.  Für  die  cyliudrische  Ansatzröhre  ist 
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zwar  die  Bedingung  (<i)  in  allen  drei  Fällen  erfüllt;  bei  Nr.  .31  war  in- 

dessen  zu  .\nfang  des  ,\usflusses  — selion  kleiner,  als  der  fragliche  Grenz- 

Po 

werth,  nämlich  0,r}51  (entsprechend  m = 1,271),  und  hätte  deshalb 
vermuthlich  « hier  schon  etwas  1 gesetzt  werden  müssen,  wodurch 
etwas  kleiner,  g etwas  grösser,  m etwas  kleiner  gefunden  worden  wäre. 
Für  das  conoidische  Mundstück  ist  die  .Vnualiinc  « = 1 hei  Nr.  14  schon 
zweifelhaft,  hei  Nr.  45  jedenfalls  nicht  mehr  gerechtfertigt;  doch  ist  ein 
Einfluss  dieses  Umstandes  auf  die  berechneten  Werthe  von  c/-,  C,  »i  hier 
nicht  zu  erkennen,  indem  dieselben  vielmehr  von  zufälligen  Umständen  er- 
heblich beeinflusst  erscheinen. 

Bei  Ausschluss  von  Nr.  11  und  Nr.  12  für  die  Kreismündung,  von 
Nr.  31  für  die  cylindrische  .\nsatzröhre,  zeigen  sich  die  Coefticienten  ji 
und  a in  beiden  Fällen  nur  wenig  variabel,  für  die  Kreismüudung  etwa 
[i  = 0,64,^«  = 0,65,  für  die  cylindrische  .\nsatzröhre  = 0,815,  also 
nahe  ebenso  gross  wie  heim  .\usfluss  des  Wassers  unter  mittlerem  Ueber- 
druck.  Ob  diesen  Resultaten  eine  allgemeinere  Bedeutung  beizulegen  ist 
könnte  durch  eine  vollständigere  Neuberechnung  der  Weisbach’schen 
Versuche,  als  hier  geschehen,  geprüft  werden. 

Um  für  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Bedingung  (6)  nicht  erfüllt  ist 
z.  B.  für  den  Versuch  Nr.  12  der  vorstehenden  Tabelle,  den  dafür  in  §.  101, 
Gl.  (17)  aufgcstellten  Ausdruck  der  Ausflussmenge,  in  welchem  a die  B*"- 
deutung  eines  Contractiouscoefticionteu  hat,  auf  seine  Zulässigkeit  zu 
l)rüfen,  müsste  constatirt  werden,  ob  auf  Grund  dieses  .Vusdruckes  bei 
Voraussetzung  eines  cousfauten  Ausflussexponenten  m sich  solche  Werthe 
des  Coefficienten  a aus  den  hctrefiTeiidcn  Versuchen  ergeben,  die  nur  wenie 
von  denjenigen  verschieden  sind,  welche  sich  aus  den  der  Bedingung  (6'' 
entsprechenden  Versuchen  mit  demselben  Mundstück  ergaben,  oder  welche 
wenigstens  mit  Rücksicht  auf  ihre  Grösse  als  wahre  Werthe  des  möglicher 
Weise  variablen  Coutractionscoefficienten  angenommen  werden  können. 
Setzt  man  zu  dem  Ende  wie  in  §.  102  mit  denselben  Bedeutungen  der 
Buchstaben  wie  dort: 

dr=^?-pG(it, 

T p 


so  ist  darin  jetzt  nach  der  fraglichen  Gl.  (17),  §.  101 


G 


= haV/  2g  ---  --  ^ 

y ■'  « — 1 >/i  ~1  1 \M  -j-  1/  r * 


e r 


ZU  setzen  mit  den  abgekürzten  Bezeichnungen: 
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_ üj:  ^ M~  V- 

n ' ^ y /«‘-f  i \m  + 1 / 


Somit  ergiebt  sich  wogen  p'v  — HT' 


-5'’'  . ^'lA' 

1 p “ e f e p f i 


oder  mit  - x,  ~ nach  Gl.  (l) 


i/"  = rUJtl/  . 4/("7. 

dt  f e V \ X / 


Wird  dann  diese  Gleichung,  welche  jetzt  an  die  Stelle  von  Gl.  (.3)  getreten 
ist,  wieder  mit  der  Gleichung 

dV"  , /x„\’ 


verbunden,  wie  oben,  so  folgt: 


nAM  1 /'2gJiJn  i + 4 

ir-T)v,  l 


r’  ^ _ 2 r/ 1 yi_  Z'  1 V2  ] ^ «^7 

I 1+^  nUJ  WJ  (i— e)^or  ''V 

X|| 

« = “ 3»  ]/  . / r(-"!'.y'  _ i] (4,  a) 

tAMt  V 2gRT„  L\r,  / J 

oder  mit  Vg  = 4,672,  e = 0,291,  ff  = 9,81,  It  — 29,4  und  wenn 
wieder  A in  Quadratcentimetern  ausgedrückt  wird: 

a — 1049  [/«]-_  1 I (5,a). 


Setzt  man  hierin  z.  B.  für  A,  t,  Tpi  *0  die  Werthe,  welche 

sich  auf  den  Versuch  Nr.  12  der  obigen  Tabelle  beziehen,  nebst  f==  0,143 
und  tn  = 1,388,  so  findet  man  n = 0,741.  Dass  dieser  Coefficient  nur 
so  wenig  kleiner,  als  nach  der  früheren  Rechnung  sich  ergiebt,  ist  dadurch 
erklärlich,  dass  das  mittlere  Verhältniss  der  äussenm  zur  inneren  Pressung 
bei  diesem  Versuche  nur  wenig  kleiner,  als  der  durch  die  Bedingung  (6) 
bestimmte  Greuzwerth  war,  und  muss  mau  schliessen,  dass  auch  der  eigent- 
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liehe  Contractionscoefficieiit  beim  Ausfluss  der  Luft  aus  einer  kreifßr- 
migen  Mündung  in  dünner  Wand  wirklich  wächst,  wenn  jenes  Pressung^ 
verhültniss  sich  dem  fraglichen  Grenzwerthe  nähert.  Bei  den  Weisbach- 
schen  Versuchen  bleibt  es  aber  diesem  Grenzwerthe  zu  nahe,  als  dass  auf 
Grund  derselben  eine  entscheidende  Prüfung  der  Gl.  (17),  §.  101,  möglich 
wäre.  — 

Es  ist  endlich  noch  von  Interesse  zu  prüfen,  ob  auch  hier,  wie  es  flir 
den  .\usfluss  des  Wassers  aus  cylindrischen  Ansatzröhren — §.86  unter  1 
— gefunden  wurde,  die  innere  Contraction  fast  in  gleichem  Grade  statt- 
findet wie  die  äussere  beim  Ausflusse  aus  einer  Kreismündung  in  dünner 
Wand  unter  übrigens  ähnlichen  Umständen.  Zu  dem  Ende  seien; 

Pu  'G  Pressung,  das  specif.  Volumen  und  die  Geschwindigkeit 
im  kleinsten  Querschnitte  des  Jiach  dem  Eintritt  in  die  Röhre  eon- 
trahirten  Luftstroms,  während 

p,  p,  « wie  zuvor  die  entsprechenden  Grössen  für  den  .Vusflussqaer- 
schnitt  bedeuten  unter  der  Voraussetzung,  dass  derselbe  (wie  bei 
Nr.  29  und  30  obiger  Tabelle)  mit  dem  Mündungsfpierschnitto  der 
Röhre  identisch  ist, 

C,  der  Widerstandscoefricient,  — Const.  das  vorausgesetzte  Gesetz 
der  Zustandsänderung  für  die  Bewegung  bis  zum  kleinsten  Quer- 
schnitte, 

der  Widerstandscoefficient  und  pv"^  = Conrt.  das  .VendemngsgescU 
des  Wilnnezustandes  für  die  Bewegung  vom  kleinsten  Querschnitt*' 
bis  zur  Mündung,  während 

J und  in  wie  zuvor  sich  als  resullirendo  Werthe  auf  die  ganze  Bewegung 
vom  Inneren  des  Gefässes  bis  zur  Münduug  beziehen. 

Zwischen  den  Pressungen  /i^,  /i,,  p und  den  Exponenten  /«,  w,,  »4 
besteht  dann  wegen 

fo  _ »0  't 

t*  t’j  V 


die  Beziehung: 


Ferner  ist  die  gesammte  Widerstandshöhe 


also  ^ 


(8., 


und  das  in  dieser  Gleichung  vorkommende  Geschwindigkcitaverhiltuis-* 
nach  §.  101,  Gl.  (9) 
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andererseits  aber  auch,  wenn  « den  Coeflicienten  der  inneren  Contractiou 
bedeutet, 

A = I f ^ (10). 

« ß V a Vp,  / 

Nach  §.76,  01.  (6)  und  mit  Rücksicht  auf  §.20,  01.(4)  ist  endlich  die 
Widerstaudshöho,  welche  dem  Uebergange  vom  kleinsten  Querschnitte  des 
coutrahirten  Luftstroms  bis  zum  vollen  Rohrquerschnitte  entspricht. 


(“i 


-|-  (r,  — v) 


»«2  1 


+ }>l”l 


also  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  ^ 


nach  §.  lUl,  01.  ‘Jy: 


p '2 

Sind  nun  = — , - , ferner  C und  m gegeben,  wie  es  narli 

T-ü  ^0  -t- 

obiger  Tabelle  der  f'all  ist,  und  werden  C,  und  »«,  angenommen,  etwa 


Ci  — 0,04  und  = 1,388 

wie  für  eine  Kreismündung  in  der  dünnen  Wand,  so  sind  die  Unbekannten 
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Pl 

V 


“1 

w 


c,  « 


B, 

durch  die  5 Gleichungen  (7) — (11)  bestimmt.  Wird  etwa  für  ein 

P 

Pi  Pi  P 

Werth  versuchsweise  angenommen,  wodurch  auch  = — bestimmt 

Pü  P /»o 

ist,  so  findet  man  — aus  Gl.  (9),  »ij  aus  Gl.  (7),  ^ aus  Gl.  (8)  oder  (11), 

P\ 

und  ist  dann  der  augcnommenc  Werth  von  so  lange  zu  corrigiren.  bis 

P 

diese  beiden  Werthe  von  g,  genügend  übereinstiraiuen.  Schliesslich  ist  c 
durch  Gl.  (10)  bestimmt.  .\uf  diese  Weise  ergeben  sich  für  Nr.  29  uud 
Nr.  30  obiger  Tabelle  die  folgenden  Werthe. 


Nr. 

,! 

P 

Pu 

P> 

P 

P. 

Po 

“a 

u 

“ ! 

' 29.' 

;to. 

0,92H 

«,71U 

0,93,5 
0.444  0.623 

0,868 

0,442 

1,6:48 

1,749 

0,383 

0,322 

0,637  || 
0,783 

Hei  kleinem  Ueberdruck  im  Inneren  des  Gefilsses  (Nr.  29)  ist  hier- 
nach u von  fast  gleicher  Grosse  wie  für  den  Austluss  ans  einer  Mündung 
in  der  dünnen  Wand  (Nr.  8,  9,  10).  Hei  grösserem  Ueberdruck  (Nr.  30) 
wird  « bedeutend  grösser,  wobei  aber  bemerkt  werden  inus.s,  dass  in  diesem 

Falle  schon  - kleiner,  als  der  durch  die  Hedinguug  (G)  bestimmte  Greuz- 
Po 

werth  (nämlich  0,53  entsprechend  >n,  = 1,388)  ist,  so  dass  in  diesem 
Falle  entweder  gar  kein  voller  AusHuss  mehr  stattfindet,  oder  wenigstens 
« nicht  mehr  die  Hedeutung  des  inneren  Contractiouscoefficienteu  hat, 
vielmehr  uÄ,  unter  Ä den  Rohr((uerschnitt  verstanden,  denjenigen  Quer- 
schnitt des  Luftstroms  bedeutet,  iii  welchem  nach  der  inneren  Contraction. 
übrigens  auch  noch  im  Inneren  der  .insatzröhre,  die  kleinste  Pressung 
lind  grösste  Geschwindigkeit  stattfindet.  Dieser  Querschnitt  kann  der 
innere  Ausflussiiuerschnitt  genannt  werden,  der  dann  im  Falle  Nr.30 
ebenso  wenig  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  des  innerlich  contrahirten 
Luftstroms  verwechselt  werden  darf  wie  bei  Nr.  11  und  12  der  äussere 
Ausflussquerschnitt  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  des  ausserhalb  der 
Mündung  contrahirten  Strahls. 

Ira  inneren  Ausflussquerschuitte  findet  mit  der  kleinsten  Pressung 
auch  die  kleinste  Temperatur  = 7^  statt,  welche  nebst  der  Temperatur 
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= T in  der  Mündung,  sofern  diese  wie  bei  Nr.  29  und  30  mit  dem  äus- 
seren Ausflussquerschuitte  identiscli  ist,  durch  die  Gleichungen 


bestimmt  sind.  Für  Nr.  29  und  30  findet  mau  entsprechend  den  beobach- 
teten Temperaturen 

/„  = r„  — 273  = 21  resp.  18 

= 7\—  273  = 9,G  „ — 41,3 

t = T —21%  = lfi,7  „ — 1,4 

Weisbach  constatirte  diese  beträchtliche  Abkohlung  durch  Umwickelung 
der  messingenen  .\usatzröhre  mit  einem  nassen  Bindfaden,  von  welchem 
(bei  einigermaassen  beträchtlichem  Ueberdruck  im  Inneren  des  Kessels) 
schon  nach  wenigen  Secunden  das  gebildete  Eis  mit  dem  Messer  abge- 
schabt werden  konnte. 

Bei  grösserem  innerem  Ueberdruck,  wenn  nämlich  die  Pressung 
im  inneren  -\usHuss(iuerschnitto  <(  0,53^^  und  somit  kleiner,  als  im 
kleinsten  Querschnitte  des  innerlich  coutrahirten  Luftstroms,  dieser  selbst 
also  kleiner,  als  der  innere  .\usfluss(iuerschnitt  ist,  kann  die  Ausfiussmenge 
der  Luft  für  eine  cylindrischc  Ansatzrührc  nach  Gl.  (17),  §.  101  mit 
tn  — »rt,  = 1,388  berechnet  werden,  also  mit  n = 1,41,  g = 9,81  und 
29  4 T 

Fj,  = — - nach  der  Formel: 

Pa  

G = 2,0905  l/-"  = 0,3860  (13) 

V *'«  Vt’o 

ebenso  wie  im  Falle  einer  kreisförmigen  Mündung  in  dünner  Wand,  wenn 
p < 0,53^„  ist.  Darin  btideutet  dann  « den  inneren  (ebenso  wie  im 
Falle  der  Mündung  in  dünner  Wand  den  äusseren)  Contractionscoefficien- 
ten,  der  aus  den  Weisbach’schcn  oder  ebenso  angestellten  Versuchen 
nach  Gl.  (5,  a)  mit  M = 0,2552  entsprechend  m ~ — 1,388  be- 

rechnet werden  kann.  So  findet  man  insbesondere  für  die  Versuche  Nr.  30 
und  31,  also 

für  ^ = 0,710  0,589 

Pa 

u = 0,728  0,833 

- P Pt 

Derjenige  Werth  von  -,  welchem  - = 0,53  entspricht,  ergiebt  sich  aus 

Pa  Pa 

Gl.(7): 
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\ ^ 

iN| 

1 “ 

~ - = 0,722 (141. 

Po  \Po/ 

wenn  nämlich  »«,  = 1,388  und,  dem  Versuch  Nr.  29  entsprechend. 
M = 1,243  sowie  = 1,582  gesetzt  wird. 


ß.  Bewegung  der  Luft  in  Röhren. 


§.  104.  Yoraassetzungen  und  allgemeine  Olelohiiugen. 


Die  Röhre,  in  welcher  die  Luft  sich  strömend  bewegt,  wird  als  fest 
liegend  ' bezüglich  auf  die  Erde'  vorausgesetzt,  so  dass  als  Massenkraft  nur 
die  Schwere  iu  Betracht  kommt,  d(‘reu  Arbeit  pro  1 Kgr.  Luft  und  Ihr 
das  Wegelemeut  ds  (Idingenelement  der  Rohrmittellinie) 


dM  = cog  I/,'  ds 


ist,  unter  ip  den  Winkel  verstanden,  den  die  im  Sinne  der  Bewegung  ge- 
nommene Mittellinie  der  Röhre  an  der  betreffenden  Stelle  mit  der  Rich- 
tung der  Schwere  bildet. 

Der  Bewegungawiderstand  bestehe  nur  in  dem  auf  der  ganzen  1 dinge 
stetig  einwirkenden  Lcitungswiderstande,  vorbehaltlich  einer  .Vbtheilung 
der  Röhre  in  einzelne  Strecken  an  solchen  Stellen,  wo  etwa  besondere 
Widerstünde  von  erheblicher  Grösse  concentrirt  Vorkommen.  Wird  dann, 
wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  (§.  90,  Gl.  0)  die  Widerstaudshöhe  pro 
Längeneinheit  der  Rühre  (.\rbeit  des  Leituugswiderstaudes  pro  1 Kgr. 
Luft) 


d 2g 


X 

d 


H 


gesetzt,  unter  d den  inneren  Durchmesser  der  Röhre,  event.  ihren  mitt- 
leren Durchmeasor  (vierfacher  Inhalt  dividirt  durch  den  Umfang  des  Qner- 
.sclinitts)  verstanden,  so  ist  dieselbe  für  das  Langenelement  ds-. 

dB  = 2f,ds  = 

Zur  Bestimmung  von  v,  T,  u,  d.  h.  der  Pressung,  des  specif.  Volu- 
mens, der  Temperatur  und  der  mittleren  Geschwindigkeit,  in  der  längs  der 
Mittellinie  gemessenen  Entfernung  s vom  Aufangsquerschnitte  der  Rohre 
hat  man  dann  nach  §.  99  ausser  der  Zustandsgleichuug 
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pv  = RT 

«He  {'üntiRuitäfsgleicIiunp: 

Fu  z=  (iP (1) 

u~ 

sowie  mit  7/  = die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

^ \ 

dl[  rdp  = ^eo*  — A.  ^ y 

und  die  Gleichung  des  .Vrbeitsvermögeus: 

dll  -j-  ^ — contpd»  -|-  JFdQ ''3). 

In  dieser  letzten  Gleichung  ist  nach  §.75,  Gl.  (0) 


d(i  = AT"  — T)dF'  = (T*—  T)ds 

G O 

zu  setzen,  wenn  P’  den  Umfang  des  Rohnjuerschnitts  F resp.  den  Theil 
desselben  bedeutet,  an  welchem  eine  'Wärmeübertragung  statttindet,  k den 
betreffenden  Wärmetransmissions-Coefticienten  und  't  die  äussere  Tem- 
peratur an  dieser  Stelle. 

In  den  folgetiden  Taragraphen  sollen  übrigens  diese  Gleichungen  nur 
unter  der  Yoraussefzmig  benutzt  werden,  dass 

rf,  (/’,  kP\  X 

constante  Werthe  haben,  vorbehaltlich  einer  Theilung  der  ganzen  Röhre 
in  solche  Strecken,  für  welche  diese  Grössen  mit  coustanten  Mittelwerthen 
in  Ueclinung  gestellt  werden  können. 


§.  Iü5.  Bewegung  der  Luft  in  einer  Rühre,  durch  deren  Wand  eine  nur 
unwesentiiehe  WSrmeleitung  stuttündet. 

Von  der  Wärmeleituug  der  Rohrwand  kann  abgesehen  werden,  wenn 
die  Temperaturen  innen  und  aussen  nur  wenig  verschieden  sind.  Mit 
dQ  = 0 und  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgleichung  folgt  dann  aus 
Gl.  (3)  im  vorigen  §. 

n — 1 

di  pp)  = RdT  = — (d If  — fo*»pf/s), 

also,  wenn  p^,  r„,  T),,  7/„  die  Werthe  von  p.  v,  1\  u,  H im  .\nfangs- 

(juorschnitte  {*  — U)  bedeuten, 

QraMbuf,  theorct.  Ma^«ollinoltlehr«.  l.  «)8 
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w — — 1 

Ä(7  — = — - — — {JI  — JT(,  — s cos  tp) fl  l. 

n 

eine  Gleichung,  die  offenbar  auch  bei  verändorlicbem  y>  gültig  ist,  falls  für 
scosif!  die  Hübe  des  Anfangspunktes  über  dem  Endpunkte  von  * gesetzt 
wird. 

Um  auch  aus  Gl.  i2i  im  vorigen  §.  die  Grössen  p und  v zu  eliminiren, 
werde  mit  Rücksicht  auf  die  Coutiniiitüts-  und  die  Zustandsgleichuug 


vdp  — d(pr)  — pdv  — KdT  — fCT 


dr 


RdT 


du 

RT  - — 
u 

= RdT  — RT 


dU 

'ih 


gesetzt  und  sie  dadurch  auf  die  P'orm  gebracht; 


RT 


dH 

27/ 


RdT  — dH-. 


H 


cosif}]  ds (2), 


endlich  durch  Elimination  von  T vermittels  Gl.  (1): 


RT^  — - (7/ — 7/^  — g costp)  I ^ 


dH  ^ H 
2/T  ' 


{dH — cosxp  dt)  — dH 
= — cottp  'j  dt 


RT„  + ' 


1 


(//„  scoty<) 


dH 

2H' 


n -f-  1 
~2n 


dH  =[X 


H 


eotxp 

n 


dt  >3). 


Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nämlich  von 
der  Form 

rf//= 

deren  Integral  iu  bekannter  Weise  erhalten  wird.  Ist  dadurch  //,  a^o 
« = '^2y]f  für  irgend  einen  Werth  von  t gefunden,  so  ergiebt  sich  T 
aus  Gl.  (1)  und  p aus  der  Gleichung 

RT  ^Fu 

;;  Cr 

die  durch  Elimination  von  r zwischen  der  l'ontinuitäts-  und  der  Zustands- 
gleichuug hervorgeht,  oder  auch  mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Zustand 
im  Anfangsiiuerschnilte  aus  der  entsprechendeu  Gleichung 


T 


T 


(ö\ 


p _ 

Po  ^0  “ ■‘o 

Wenn  die  Röhre  horizontal  ist  {cotip  = 0)  oder  wenigstens  vom 
Einfluss  der  Schwere  abstrahirt  wird,  kann  Gl.  (3)  geschrieben  werden: 
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RTf^  n — 1\  dH  « + 1 ii  - 

/7o  n ) n~  7/  ~d  ' 

so  dass  sich  'darin  die  Veränderlichen  7/,  t>  getrennt  finden  und  als  Integral 
unmittelbar  erhalten  wird: 


(RT, 
\ 77« 


+ 


n — 1 
n 


Jh 

11 


;) 


» + i II  * 

7r  = 

n JL.  d 


. . . (G). 


Nach  Gl.  (1)  ergicbt  sich  nun  aber  selbst  für  sehr  lange  Rohren  und 
bedeutende  Geschwindigkeiten  eine  nur  so  kleine  Temperaturdiflferenz 
{Tq — T),  dass  dieselbe  im  Vergleich  mit  der  vernachlässigten  Wärme- 
leitung der  Rohrwand  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Im  Falle  einer  hori- 
zontalen Röhre  z.  R.  ist  danach  für  atmosphärische  Luft  mit  n .=  1 ,4 1 
und  It  - 29,4 

T^  — T=  0,0099(7/— 7/J 


erst  dann  (>  0,1  Grad,  wenn  7/  — 7/^  ^ 10  ist.  Setzt  man  aber  bei- 
spielsweise Tq  = 30(1,  X = 0,03,  so  folgt  aus  Gl.  (ß)  für 


7/„  = 20  («0=  19,8),  7/=  30:  * = 2440, 

77„  - - 40  («a=  28, (J),  7/  - ,5(J ; = 730. 

d 


Hiernach  kimn  für  solche  Fälle,  in  denen  die  Wärmeleitung  der 
Hohrwand  nicht  besonders  in  Rechnung  gestellt  worden  muss,  und  wenn 
die  Luft  nicht  etwa  mit  ungewöhnlich  grosser  Geschwindigkeit  in  einer 
verhältnissmässig  sehr  langen  oder  engen  Röhre  strömt,  die  einfachere 
Voraussetzung 

7’  = Ty  = Const. 


der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden.  Dieselbe  ersetzt  die  Gl.(l), 
»ährend  Gl.  (2)  übergeht  in 


woraus  folgt: 


T" 


II 


u 


" \ 
rf  - 


d» 


(7), 


_ - 77/ 

h[h- 


RT  ;.  ^ 7?/  ;i 

i 2 d eo»  tp  2 d eon  ip  \ 

V~7/_'^T''’  ~ ~JI  / 


(Ul 


38* 
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2 cos  if' 
RT 


ds  - 


( 


1 — 


JI- 


2rf  co«f/’ 

XRT 

, 7 - 

d COH  If?  II  , 


>) 


2ä  CO»  / 'Id  CO»  f/’ 

~ilT  ~ \ äRT  ) 


‘2d  cos  I/'  \ 


II  — 


d Cos  yi 


n 


l„  ^ ln  ", (f<)- 


d cos  %f) 

“ r 


Jr„ 


Hierdurch  ist  11,  folglich  u = "^‘Igll  für  jeden  Werth  von  s bestimmt, 
dann  die  Pressung  nach  Gl.  (5)  durch 


V 

Po 


!/"•: 
y II 


Ira  Falle  einer  horizontalen  Röhre  (cos  tp  = 0)  wird  Gl.  (8) 
identisch;  nach  Gl,  (7)  ist  dann  aber 


,ds_R7  dH  dH 
d ~ 2 IH  ~ ll 


, * RT  ( 1L\  , II 

X , --  1 — /« 

d '2H,^  \ II ) //„ 


,10», 


wie  auch  ans  Gl.  (t‘>)  mit  n = 1 (entsprechend  T — nach  Gl.  1 
hervorgeht. 

Uebrigens  gestattet  Gl.  (8)  meistens  eine  Vereinfachung  mit  Rück- 

'Id  cos  \p  • d cos  cp 

sicht  darauf,  dass  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  z.  B.  = . 

XK I 132,0 

für  X = 0,03,  Ä = 29,4,  7’=  300.  Bei  Vernachlüssiguug  desselben 

ergiebt  sich 

d cos  ijr 


2s  cos  ll' 
RT 


1 - 


= ln 


1 — 


XH 

d cos  ip 


Ul) 


, , . 2 s cosip 

oder  auch  mit  x — — „ - 
RT 

d cos  ip 

^ d cos  (/’ 

~ “///„ 

Sofern  aber  auch  x ein  sehr  kleiner  Bruch,  z.  B.  für  atmosphärische  Luft 
mit  R = 29,4,  T = 300  schon  dann  0,01  ist,  wenn  nur  scosip^  d.  h. 


1 -7  X -7  + 

1 ^ -j  ^ 
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der  Höhcnuntorschied  beider  Enden  der  betrachteten  Rohrstrecke 
44,1  Mtr.  ist,  kann  = 1 jr  gesetzt  und  somit  aus  obiger  Gleichung 
weiter  gefolgert  werden: 


1 


d cos  ip  d cos  f tlscostpj^  d cos  \l'  \ 

~).jT  ^ ~ lir  , ).ii^  ) 


d 

/ 


1 — 


J!o 

11 


oder  endlich,  wenn 


h = — s cos  ip 


die  (positive  oder  negative)  Anstoigung  der  Röhre 
bedeutet. 


H 


KT 


/ 


Ho 


für  die  Länge  s 


(12). 


Sind  die  Geschwindigkeits-  und  Pressungsäiiderungen  in 
der  Röhre  sehr  klein  (wie  z.  R.  bei  den  Leitungen  des  Leuchtgases  in 
Strassi'n  und  Gebäuden),  so  kann  mit  Rücksicht  auf  Gl.  ('.•)  aus  Gl.  (12) 
gefolgert  werden: 


Po  — P 
Po 


Ho 

if 


1 (' 

RT 


A,//o+Aj. 


(l.Ti. 


§.  lUö.  Bestimmung  des  Leitungswiderstandes. 

Zur  experimentellen  Bestimmung  des  Coefficienten  }.  erscheint  es  am 
rathsamsten,  eine  möglichst  lange  horizontale  Röhre  zu  verwenden,  durch 
welche  pro  Sec.  eine  bekannte  Luftmenge  strömt,  deren  Temperatur  von 
der  äusseren  Temperatur  nur  wenig  verschieden  ist,  so  dass  die  unter  der 
Voraussetzung  T = Const.  im  vorigen  §.  entwickelten  einfacheren  Formeln 
Anwendung  finden  können;  der  dadurch  begangene  Felder  wird  besonders 
dann  sehr  klein  sein  können,  wenn  die  Temperatur  im  Inneren  der  Röhre 
etwas  kleiner,  als  aussen  ist  und  somit  die  bei  wärmedichter  Rohrwand 
streng  genommen  stattfindende  kleine  Temperatnrabnahme  durch  eine 
massige  Wärmemittheilung  von  aussen  compensirt  wird.  Wenn  dann  der 
innere  Ueberdruck  = Po  — p’  und  = p — p' , unter  p'  den  gleichzeitig 
beobachteten  äusseren  Luftdruck  verstanden,  für  die  Enden  einer  langen 
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Kolirstrecke  = * durch  daselbst  angebrachte  Manometer  gemessen  wiri 
so  sind  dadurch  auch  und  p hckaiint,  wonach  das  Verhältniss  ^ ans 

Gl.  (9)  und  ?.  aus  Cil.  (10)  im  vorigen  §.  gefunden  werden  kann,  da  w,. 
folglich  //q  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Luftmenge  O durch  Gl. '4,i  iiii 
vorigen  §.  bestimmt  ist. 

Gewöhnlich  wurde  bisher  die  einfachste  Formel  (1.1)  des  vorigen  Ä 
/u  Grunde  gelegt,  und  ergab  sich  i.  aus  Versuchen  von  Pecqueur  (naci 
Poncelet)  = 0,0237,  von  d’Aubuisson  ==  0,0238,  von  Girard  = 
0,02.56,  von  Buff  = 0,037.5.'*' 

Spätere  Versuche  (1856)  wurden  von  Weisbach  in  Verbindung  mit 
seinen  früher  (§.  102)  besprochenen  Versuchen  über  deu  .Ausfluss  der  Luft 
aus  Mündungen  und  Mundstücken  vermittels  desselben  Apparates  und  auf 
dieselbe  Weise  ausgefübrt,  indem  statt  der  kurzen  Mundstücke  uur  mehr 
oder  weniger  lange  Röhren  mit  dem  Versuchskessel  verbunden  wurden, 
nämlich 

1)  eine  Glasröhre  von  2,035  Mtr.  Länge  und  10.65  Millün.  Weite. 

2)  eine  Messingröbre  von  2 Mtr.  Länge  und  10,38  Millim.  Weite, 

3)  eine  Glasröhre  von  1,706  Mtr.  Länge  und  14,30  Millim.  Weite. 

4)  eine  Älessiugröhre  von  2,981  Mtr.  Länge  und  14,34  Millim.  Weite. 

5)  eine  Zinkröhre  von  10,16  Mtr.  Länge  nnd  24,95  Millim.  Weite. 

Die  hier  angegebenen  Weiten  = / sind  mit  Rücksicht  auf  klemp 

.Abweichungen  von  der  genauen  cylindrischen  Form  (bei  übrigens  möglichst 
glatten  inneren  Oberflächen)  als  mittlere  Weiten  zu  verstehen,  weicht 
durch  Bestimmung  des  die  Röhre  anfüllendcn  Was.servolumens  ermittelt 
wurden  und  von  den  Mündungsweiten  = d (gebildet  durch  je  ein  kurzes 
cylindrisches  .■Ausmündungsstück')  zwar  möglichst  wenig,  doch  inuner  etwas 
verschieden  waren.  Die  Verbindung  mit  dem  Kessel  wurde  durch  ein 
kurzes  Einmüudung.sstück  vermittelt,  und  zwar  bei  den  Röhreu  unter  1> 
bis  3;,  die  vertical  stehend  auf  den  Kessel  gesetzt  wurden,  durch  eint 
kurze  cyliudrische  Röhre  mit  abgerundeter  innerer  Kante,  bei  den  iu  hori- 
zontaler laige  v('rwendeten  längeren  Röhren  unter  4;  und  5)  dagegen 
durch  ein  solches  cylindrisches  kurzes  Rohrstück  nebst  einer  Kropfröhrc 
von  9t)“  Ablenkungswinkel. 

-Auf  die  in  §.  102  angegebene  Weise  wurden  uuu  bei  vcrschiiNleneE 
Anfangspressungen  der  Luft  im  Kessel  die  Ausflusscoefficieutcu  = ;/  fhr 
die  ganze  Rohrverbinduug,  sowie  auch  — für  das  (ohne  eiugeschaltctt 

' Wcisbach,  Ingenieur-  und  Maschincn-Mechauik,  fid.  I.  4**  Aufl  , S.9L5 
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Köhre)  unmittoll>ar  mit  dem  Ansmüiiduiigsstück  verbundene  Einmündungs- 
stück ermittelt.  Aus  diesen  Coefficionton  //  und  //„,  die  Wcisbach  als 
identisch  mit  den  bctreffeuden  Geschwindigkeitscoefticienten  q.  und  q^  be- 
trachtete, leitete  er  die  Widerstandscoeflicienten 

t = -*  - 1 i ^ ^ 

ab,  daraus  den  Widerstandscoefticionten  der  eingeschalteten  Rohre,  be- 
zogen (wie  g und  Cq)  auf  die  Geschwindigkeit  in  der  Mündung  = C — 
bezogen  dagegen  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  Röhre 

, /^\*  1 
= (•?  — S«o)  j . welcher  = ^ ^ 

gesetzt  den  Coefticienten  X lieferte.  Indem  endlich  Weisbach  sich  den 
weiteren  Fehler  gestattete,  dass  er  zur  Berechnung  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit = u in  der  Röhre  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  pro  Sec. 
ausfliesisendo  Luftmenge  die  Dichtigkeit  dieser  Lnft  in  der  Röhre  der- 
jenigen der  äusseren  Luft  gleich  setzte,  fand  er  die  folgenden  (hier  nur 
abgekürzt  wiedergegebenen)  Werthe  von  u und  X. 

1,  Glasröhre  von  10,65  Millim.  Weite. 

u'  = 30,2  47,2  96,2  140,1  Mtr. 

X = 0,0328  0,0284  0,0207  0,0166 

2;  Messingrühre  von  10,38  Millira.  Weite. 

u ==  34,1  51,1  93,6  148,7  Mtr. 

X = 0,0271  0,0230  0,0195  0,0152 

3)  Glasröhre  von  14,30  Millim.  Weite. 

H — 45,8  110,7  185,0  Mtr. 

A = 0,0256  0,0191  0,0139 

4)  Messiugröbro  von  14,34  Millim.  Weite. 

H = 34,4  100,3  151,3  Mtr. 

0,0273  0,0149  0,0117 

5)  Zinkröhre  von  24,95  Millim.  Weite. 

u = 26,8  63,7  87,1  108,2  Mtr. 

X = 0,0233  0,0179  0,0155  0,0137 

Ohne  W^Mteres  erkennt  man  hieraus  eine  wcsontlicho  Abnahme  von 
X mit  wachsender  Geschwindigkeit;  dass  aber  auch  X mit  wachsender  Rohr- 
weite abuimmt,  analog  der  für  die  Bewegung  des  W^assers  in  Röhren 
früher  aufgestellteu  Gleichung 
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a 


(§.  !»0,  Gl.  1), 


wird  am  doutlichston,  wenn  aus  obij/iu  Zahlen  durch  Interpolation  die 
Werthe  von  / für  gleiche  Werthe  von  n herechnet  und  dabei  von  des 
Werthen  für  die  fast  gleich  weiten  Röhren  1 j und  2),  sowie  3 , und  4)  die 
Mittel  genommen  werden;  so  man  findet  z.  li. 

für  dl  — 10,51  14,32  24,95 

und  u = 30:  X 0,0305  0,0276  0,0228 

= 70:  A = 0,0231  0,0219  0.0173 

«'=110:  ;i  ==  0,0188  0,0167  0,0136 

Die  Art,  wie  Wcisbach  diese.  Werthe  von  X aus  seinen  VersuchcT; 
abgeleitet  hat,  ist  fnülich  in  mehrfacher  Hinsicht  mangelhaft.  Die  Minpel 
seiner  Rerechnuugswelse  der  Austiusscoefticienten  fi,  //„  wurden  in  §.  102 
besprochen,  auch  sind  die  nach  Gl.  !,1)  vorausgesetzten  Beziehungen  zwischen 
diesen  Coofficienton  und  den  WidersUndscoefticienten  C.  Co  früheren  Er- 
örterungen zufolge  ungenau,  und  endlich  wurde  auf  die  Verschiedenhei* 
der  Geschwindigkeiten  = «o  und  u im  Anfangs-  und  Eiidiiuerschnitte  der 
Röhre  nicht  die  gebührende  Rücksicht  genommen.  Diese  Verschicdenbeii 
konnte  bei  den  längeren  Röhren  und  den  grö.sseren  Ge.schwiiidigkeiten  in 
der  That  sehr  bedeutend  sein;  wenn  z.  B.  der  für  die  Zinkröhre  bei  »' 
= 108.2  Mtr.  oben  angeführte  Werth  / = 0,0137  als  vorläntip‘r 
Niiherungswerth  zu  Grunde  gelegt  und  jene  Geschwindigkeit  von  108.2  Mtr. 
als  diejenige  am  Entle  der  Röhre  angenommen  wird,  weil  hier  mit  dem 
geringsten  Fehler  die  Dichtigkeit  der  Luft  derjenigen  der  äusst'ren  Luf 
gleich  gesetzt  werden  konnte,  so  ergiebt  sich  aus  Gl.  (12)  im  vorigen 
mit  2'  — 280  (nothwendig  etwas  kleiner,  als  die  äussere  Lufttemperatnr, 
die  bei  dem  betreftenden  Versuch  = 273  -f-  20  = 293  war)  und  A = 0 
das  Verhältniss  der  Gcschwindigkoitshöhen  am  Ende  und  am  .Anfang  der 
Röhre 


72 

71., 


o 

= 1 + T-  7 -77-  , • 0,0137 
' ^ 29,4.280  ’ 


10,16  (108,2)* 
0,02495  ' 2T  9^T 


= 1.806. 


Behufs  einer  corrccteren  Verwerthung  der  Wcisbach’schen  Ver- 
suche kann  man  zunächst  nach  dem  in  §.  103  benutzten  Verfahren  die 
Coefficienten  it,  r/,  C für  die  vollständige  Ausflnssröhre  sowie  die  ent- 
sprechenden //g,  ff„,  Co  für  das  aus  dem  Ein-  tind  Ansmflndungsstftck  ohne 
eingeschaltete  Röhre  zusammengesetzte  Mundstück  berechnen.  Die  Wider- 
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GOl 


st  andscoefficieutcii  C und  ^ beziohon  sich  auf  die  Mündnug,  also  auf  ciucn 
t^uerschnitt  vom  Durchmesser  d,  der  indessen  vom  Rohrquerschnitte  mit 
dem  Durchmesser  dt  so  wenig  verschieden  ist,  dass  ohne  in  Betracht  kom- 
menden Fehler  die  Geschwindigkeit  im  Eiidquerschnitte  der  Röhre  selbst 

mal  der  Ausflussgeschwindigkeit  gesetzt  werden  kann,  so  dass 

daun  d'c  auf  jenen  Endciucrschnitt  der  Röhre  bezogenen  (den  Quadraten 
der  betreffenden  Geschwindigkeiten  umgekehrt  iiroportionaleiG  Widerstands- 
coefficienten 


sind.  Die.  weitere  Rechnung  bezieht  sich  nur  auf  den  Fall,  dass  zwischen 
das  Ein-  und  Ausmöndungsstück  die  Rühre  vou  der  Länge  l und  Weite 
eingeschaltet  ist,  und  zwar  ist  zunächst  für  ihren  Endqu'erscbnitt  die  Ge- 
schwiudigkeitshöhe  = II  (entsprechend  der  .\usflus.sgeschwindigkeitshöhe 

Ausflusses  zu  berechnen.  Sind  zu  dem  Ende,  wie  in  §.  lOA,  die  Pressung 
und  die  absolute  Temperatur  iin  Kessel  vor  dem  .Vusflusse  -■  uiiil  7),, 
unmittelbar  nach  demselben  = g,  und  Tj,  nach  erfolgter  Temperatur- 
ansgleichuug  = p^  und  7;,  ist  also  Tq  auch  die  äussere  Temperatur,  da- 

segen  p die  äussere  Pressung,  ferner  , x,  = , x.  = , so 

P V ‘ V 

ist  während  des  .Ausflusses  das  mittlere  Verliältniss  der  äusseren  zur  in- 
neren Pressung 

_ 2;»  _ 2 
;>o  + Vx  ^0  -f 

und  die  mittlere  Temperatur  im  Kessel 


^ ) und  die  absolute  Temperatur  ="  T im  Alittel  während  des 


_ 7*0  -f  7;  _ / pA  _ X,  4-  x^ 

--  2 ~ - '2  + ^^'2x;-' 

/ 2 ~ 

zu  setzen.  Mit  der  Bezeichnung  q = \—- ) " ist  also  nach  §. 

Gl.  : 4)  und  (5; 


100, 


77 


■ (S) 
(!)• 
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Um  jetzt  unter  der  aii^tenäberten  VoranssetziuiR,  dass  diese  Tempe- 
ratur (rloiehmässig  in  der  ganzen  Röhre  herrscht  (was  in  der  That  nur 
wenig  fehlerhaft  sein  wird,  da  1 <(  ist  und  somit  ein  massiges  Ein- 
dringen äusserer  Wärme  durch  die  Rohrwand  statttinden  muss),  auch  die 
mittlere  Gcsclnviudigkcitshehc  = flir  ihren  Aufangsriuerschnitt  zu 
finden,  hat  man  ihre  Widerstandsholic  (=  der  gesammten  Widerstands- 
hohe resp.  Widerstandsarbeit  pro  1 Kgr.  minus  derjenigen,  welche  durch 
das  Ein-  und  AusmUnduugsstück  verursacht  wird^ 


n = ai  - 

Andererseits  ist  aber  auch,  wenn  y die  Geschwindigkeitshöhe  in  einem  be- 
liebigen Querschnitte  der  Röhre  bedeutet,  mit  Rücksicht  auf  §.  105.  Gl.  (7 
• n 


B 


(\  d»  fl  RT  \ R\ 
n„ 


RT , H 

ln  -jY  — ( II—  //„), 


und  die  Gleichsetzuug  beider  Ausdrücke  von  B liefert  die  Gleichung 

" -f  (1  -I-  = 1 + r 


•ni  ih 


II 


(5,. 


wodurch  das  Vcrhultniss  ^ , folglich  auch  //,  bestimmt  ist.  Endlich  ist 


nach  §.  105,  Gl.  (10; 


d'  ntTf  II 


n 

II. 


(61 


und  zwar  kann  dieser  W'erth  von  als  entsprechend  betrachtet  werden 
der  mittleren  Geschwindigkeit 

«'  = (7). 

Auf  diese  Weise  ergebeu  sich  mit  Hülfe  der  W^eisbach’schen  Ver- 
suchswerthe  von  t f Ausflusszeit  in  Seeuuden),  7\,,  Xj,  x^  für  die  oben 
unter  5)  genannte  Zinkröhrc  von 

l — 10,16  Mtr.  Länge, 

/ = 0,02495  Mtr.  mittlerer  Weite 
und  d — 0,02441  Mtr.  Müudungsweite 
die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe  von  //.  y,  J nnd 
zwar  beziehen  sich  die  Zahlen  in  der  ersten  llorizontalreihe  auf  die  dabei 
benutzte  Kropfröhre  mit  Ein-  und  Ausmündungsstück  allein,  so  dass  die 
ersten  Zahlen  in  den  mit  //,  ff,  ^ bezeichneten  Columnen  die  Werthe  der 
oben  mit  /r„,  bezeichneten  (’oefticiciiten  sind. 
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t ‘ 
1 

T 

' ■■  “x;'  ■' 

1 

« ' 

■7  ' 

40  j 

2tW  1 

2,0808 

1,1832 

1.2915  j 

0,6599  . 

0,7  KKf  ( 

1,0565  I, 

..  1 

2H7 

1,1 3tk) 

1.Ü0K3 

1,0239  1 

0,:j046  1 

0,31(K)  1 

9,4958  ji 

50  1 

291,5  I 

1,4639 

1 1,08.50  1 

1,1306 

0,3339 

0,35.56 

7,1511 

M 1 

292,9 

1,6980 

1,1816 

1,2422 

0,3.520 

0,3858 

6,0279  !' 

1 „ ' 

293 

1,9320 

1 1,2898 

1,3660 

0,3678 

; 0.4132  1 

5,2031  r 

Wären  auch  mit  der  Kropfrobre  nebst  Ein-  und  Aiismtindungsstück 
ohne  die  eingeschaltete  Zinkrölire)  mehrere  Versuche  bei  verschiedenen 
Anfangspressungen  im  Kessel  angestcllt  worden,  so  würden  sich  die  ent- 
sprechenden Widcrstandscoefticienten  Cp  voraussichtlich  etwas  verschieden 
ergeben  haben;  in  Ermangelung  anderweitiger  Anhaltspunkte  müssen  in- 
dessen hier  die  4 Versuche  mit  der  Zinkrölire  bei  Voraussetzung  eines 
coustauten  (’oefficienten  — EObGö  berechnet  werden,  und  findet  man 
dann  nach  obigen  Gleichungen  (3)  bis  (7)  die  folgenden  Werthe  von  T, 


1 1 
i' 

U 

ft: 

). 

tt*  ' 

1 (!•>  1 
i 

' 284,26 

50,88 

1,1219 

0.02430 

;40,7 

\ 0,02429  j' 

1 283,16 

227, <HI 

1,4968 

0,02129 

61,1 

0,02116  || 

II  281,48  ; 

396,24 

1.8482 

0.02024  ! 

i 77,4  ; 

0,02031  . 

,.  278,52  1 

583,18 

2,2606 

0,01973  ' 

' f>o.8  : 

0,01979  1 

Diese  Werthe  von  ü und  u sind  von  den  oben  angeführten  nach 
Weisbach’s  Rechnungen  erheblich  verschieden;  sie  können  recht  gut  in 
der  Formel 


/i  = 0,01355  -f 


0,0505 


(8) 


zusammengefasst  werden,  wie  die  danach  herechneten  in  der  letzten  Co- 
lumue  unter  (X)  eingetragenen  Zahlen  erkennen  lassen.  — 

Wenn  man,  unter  « die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  Röhre  ver- 
standen, allgemein 


setzt,  so  würden,  wenn  auch  die  Weishach’schen  Versuche  mit  den 
zweierlei  Glas-  und  Messingröhreii  in  derselben  Weise  wie  hier  die  Ver- 
suche mit -der  Ziukrohre  berechnet  würden,  für  die  Coeflicienten  « und  (i 


Digitizod  by  Coogle 


(!(»4 


I.EITUNßSWIDKRSTAfn)  DEU  LUFT  IX  RÖHREN. 


§•  l‘»j- 


olinu  Zweifel  andere,  besonders  mit  der  Rohrweite  d variireiHlc  Zahlen- 
werthe  sefunden  werden.  Wenn  man  aber  analo);  dem  Gesetze  der  Be- 
wegnnjf  des  Wassers  in  Ridiren  diese  .\bbiingigkeit  \on  d nur  bei  den; 
(’oefticienten  voranssetzt  und  somit  die  F’ormel 

X = 0,01355  + f.- 

y j< 

zu  Grunde  lect,  so  kann  zu  einer  vorläntig  angcnalierlen  Restiminnng  ?on 
als  Funefion  von  d die  Annalime  dienen,  dass  die  richtiger  berechneten 
Wertbe  von  X bei  gleichen  Werthen  von  « wenigstens  dieselben  Ver- 
bSlfnisse  zu  einander  behalten  wie  nach  der  Weisbach'schen  Bercch- 
nungsweise,  also 

für  d — 0,01051  0,01432  O,0‘-’4',»5  Mtr. 

und  z.  li.  H = 30  die  Verhältnisse  305  : 276  : 228 

H = 70  „ „ 231  : 210  : 173 

M = 110  „ „ 1H8  ; 167  : 136 

ents])rechend  den  obigen  Folgerungen  aus  den  Weisbach’schen  Resul- 

taten. .\iif  diese  Weise  wiid  auf  Grund  von  Gl. (8)  für  d = 0,02405  Mtr. 
findet  man  die  in  folgender  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe  von  X. 
endlich  damit  nach  Gl.  (0/  die  gleichfalls  angeführten  Werthe  von  ff. 


/. 

11 

d ^ 

0,01051 

0,01132 

0.02105 

II 

0,01051 

0,01432 

1 0,02405 

' M = :«) 

o,o;l265 

0,020.55 

04)244 1 

0.1046 

0,0876 

r 0.f)T.05  ^ 

i « = i'> 

0.02750 

0.02615 

0.02066  i 

0,1175 

0,1054 

' 0,0505 

1 « = 1 10 

0,02657 

0,02360 

0,01922  i| 

0,1366 

0,10;i4 

1 0,t)ö05  ) 

Die  Mittelwerthe  von  ,4,  nämlich 

,4  = 0,1196  0,0005  0.0505 

nir  d = 0,01051  0,01432  0,02105  Mtr. 

können  mit  ziemlicher  .Annäherung  durch  die  Formel 
ß _ 0,0012.^5  -f  0,01 

ausgedrückt,  und  mag  somit  vorläufig  gesetzt  werden: 


d \ u 


(GK 


Eine  genauere  Bestimmung  von  X vermittels  der  Weisbach’schen 
Versuche  wird  übrigens  durch  den  Umstand  erschwert,  dass  bei  manchen 
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derselben  die  Geschwindigkeit  am  Aut'ung  und  am  Finde  der  Uühre  schon 
allzu  verschieden  war,  um,  nachdem  sich  / als  wesentlich  abhängig  von  u 
ergehen  hat,  die  den  F'ornieln  des  vorigen  §.  zu  Gruiulo  liegende  Voraus- 
setzung eines  constanten  Werthes  von  X noch  als  hinlänglich  zutreffend 
erscheinen  zu  lassen.  Hei  dem  letzten  der  hier  hcrechneteu  1 Versuche 
mit  der  Zinkrohre  z.  H.  änderte  sich  vom  Antäug  bis  zum  Finde  derselben 
die  Geschwindigkeitshöhe  von  257,98  bis  58.‘l,18,  also  die  Geschwindig- 
keit von  71,1 1 bis  106,97  und  nach  Gl.  (8)  somit  X von  0,0206  bis  0,0193. 
Die  Berücksichtigung  dieser  Verschiedenheiten  würde  aber  die  an  sich 
schon  sehr  zeitraubenden  Rechnungen  zu  rationeller  Verwerthung  der 
Weisbach'schen  Versuche  noch  wesentlich  erschwert  haben. 


§.  107.  Beispiele. 

1)  Windleitungen  von  grosser  Länge  spielen  u.  hei  Tuunel- 
arbeiten  eine  wesentliche  Rolle  zur  Veufilation  und  namentlich  zum  Be- 
triebe der  Steiubohrma.schinen  mit  comi)rimirter  Luft.  Dabei  ist  es  von 
luteresse,  im  Voraus  den  Druckverlust  beurtheilen  zu  können,  der  unter 
gegebenen  Unistäudeu  durch  die  Leitung  verursacht  werden,  und  somit 
den  Uel)€rdruck,  der  zum  Betriebe  der  Bohrmaschinen  verwendbar  bleiben 
wird. 

Beispielsweise  sei  von  einem  Orte  im  Thalgruude  nabe  der 
Tunnelmündung  pro  Sec.  1 Kgr.  l.utt,  welche  am  Urte  auf  das  6 fache 
des  dortigen  Luftdrucks  comprimirt  wird,  durch  eine  im  Ganzen  l = 
5000  Mtr.  lange  Röhrenfabrt  an  den  .\rbeitsort  A im  Tunnel  zu  leiten; 
die  -\nsteigung  derselben  betrage  h = 150  Mtr.,  wovon  etwa  ‘’/'j  auf  die 
au.ssen  am  Bergabhange  bis  zur  Tunnelmündung  reichende  Röhren.strecke, 
' auf  die  im  Tunnel  selbst  liegende  Hauptstrecke  komme.  -Vm  Orte  A„ 
sei  der  mittlere  Barometerstand  = 0,7  Mtr.,  die  mittlere  I.ufttemperatur 
— 7®!'.,  während  die  mittlere  Temi)eratur  im  Tunnel  zu  27“  angeiiommen 
werde.  Der  üebenlruck  der  comprimirten  Luft  am  Anfänge  der  lajituug 
entspricht  dann  einer  (Quecksilbersäule  von  5.0,7  — .3,5  Mtr.,  uml  es  soll 
die  Weite  d der  Leitung  so  gewählt  werden,  dass  nur  etwa  10"“  dieses 
Ueberdrucks  durch  die  Leitung  verloren  gehen,  also  bei  A eiu  Üebenlruck 
von  etwa  3,15  Mtr.  (Quecksilbersäule  zum  Betriebe  der  Bohrmaschinen 
verwendbar  bleibt. 

Wenn  die  Compression  der  Luft  auf  die  6 fache  Pressung  durch  tlie 
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betreffenden  Comprcssionsmaschinon  unter  solchen  Umständen  erfolgt,  das 
nicht  etwa  schon  während  dieses  Vorganges  eine  merkliche  Wärmeent- 
ziehung stutttindet,  so  erhöht  sich  dabei  ihre  absolute  Temperatur  (nach 

§.  20  mit  n=  1,11,  also ^ = 0,2908)  von  273  7 = 280  aof 

» — I 

^280.6  ” = 471,5* 

ludern  aber  zur  Ermöglichung  eines  dauernden  Betriebes  der  Uojnpressions- 
maschiuen  trot^  veriiiiderlichen  Verbrauches  der  comprimirten  Luft  die- 
selbe zunächst  in  einen  Windkessel  von  grossen  Dimensionen  und  ent- 
sprechend bedeutender  Abkühlung  geleitet  werden  soll,  mag  mit  KücksicLl 
auf  letztere  und  auf  die  weitere  Abkühlung  besonders  in  der  bis  zur 
Tuunehnündung  reichenden,  von  nur  7®  warmer  Luft  umgebenen  Rohr- 
strecke die  mittlere  Temperatur  in  der  ganzen  Röhronleitung  = 27“  wie 
die  der  äusseren  Luft  im  Tunnel,  also  T constant  = 300  augenonunen 
werden.  Dann  ist,  da  die  .\nfangspressung  der  Luft  in  der  Leitung: 

4 2 

— 10333  - = 57103  Kgr.  iiro  Quadratm. 

0,70 


* Um  1 Kgr.  Luft  vom  Zustande  r„  ohne  Mitfheilung  oder  Entziehung 
von  Wärme  bis  znr  Pressung  p zu  comprimiren  und  aus  dem  Raum  von  der 
Pressung  worin  sie  das  Volumen  v„  hatte,  mit  dem  entsprechend  verklei- 
nerten Volumen  v in  einen  Raum  von  der  Pressung  p zu  versetzen,  ist  eine 
Arbeit 

oder  wegen 


eine  Arbeit 


n - i 


hier  also  mit  n — 1,41,  ^ — fi,  p^^r^  = JiT^  = -i9,4 . 280  eine  Arbeit 
Pu 

(^71,5  — 280)  3=  19357  Kgmtr.  pro  Sec.  oder 

ca  19357  ^ 2^  Pferdestärken 
<5 

erforderlich;  entsprechend  weniger,  wenn  schon  während  der  Compression 
Wärme  abgegeben  wird. 
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ist,  ihr  spocifisches  Volumen  daselbst: 

_ RT 29,4 . 300 

~ Pa  .Ö7ll)3'“ 
uud,  wenn  versuchsweise  die  Rohrweite  zu 


— 0,15440 


d 


0,2 


Mtr.,  also  F — 


:rd* 

T' 


= 0,031410 


augenoinnieu  wird,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  entsprechende  Ge- 
schwindigkeitshöhe: 


= 4,9100  ; 7/o 


2 .9,81 


1,2321  Mtr. 


Dieser  Geschwindigkeit  i<„  und  d — 0,2  entspricht  nach  Gl.  (10)  im  vo- 
rigen §. 

7 = 0,02084,  wonach  7 = 0,0205 


als  jedenfalls  ausreichender  Mittelwerth  angenommen  werde,  da  die  Ge- 
schwindigkeit gegen  das  Ende  der  Röhre  hin  wächst.  Für  die  Geschwin- 
digkeitshöhe JT  am  Ende  hat  man  dann  nach  §.  105,  Gl.  (12) 


7/ 


= 1 --  — ^ (o,02U5  1,2321  -f  1.50\  =r  0,8228 

29,4 . 300  \ ’ 0,2  ’ ^ / 


und  nach  Gl.  (9)  für  die  Pressung  p: 

P ^ 

Po  ^ jr 

so  dass  dieselbe  einer  Quecksilhersünle 


0,9071, 


= 0,9071 .4,2  = .3,810  Mtr. 

entspricht.  Weil  aber  mit  der  .\nsteignng  um  150  Mtr.  auch  der  äussere 
Luftdruck  abnimmt,  und  zwar,  da  das  specitische  Gewicht  der  betreffenden 
Luftschicht  (bei  nahe  0,7  Mtr.  Barometerstand  und  285“  absoluter  Tem- 
jteratur) 

= 10333.  : 29,4.285  = 1,1358 

0,7Ü  ’ 

gesetzt  werden  kann,  um 


150. 1,1.358 
1359G 


= 0,013  Mtr. 


Queckßilbersäulenhöhe,  so  wünle  bei  d = 0,2  Mtr.  Weite  am  Ende  der 
Röhreuleitung  auf  einen  mittleren  Mauometerstund 

= 3,810  — 0,087  = .3,123  Mtr. 
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ZU  rechnen  sein,  eutsprecheiul  einem  Ueberdruck 

= .‘1,123.13500  = 42400  Kgr.  pro  Quadratm., 
jene  angenommene  Rohrweite  folglich  der  gestellten  Forderung  beinahe 
entsprechen.  — 

2)  Als  Beispiel  des  Falles,  dass  die  Geschwindigkeits-  und  Pressnngs- 
ünderungen  in  der  Röhre  klein  genug  sind,  um  letztere  ohne  wesentlichen 
Fehler  nach  der  einfachen  Gleichung  (13,  in  §.105  berechnen  zu  können, 
ist  besonders  die  Leitung  des  Leuchtgases  in  den  Strassen  von  Städten 
und  in  Gebäuden  benierkenswerth.  Nach  jener  Gleichung  ist,  wenn  K = 

Id 

fsiehe  §.  17,  Gl.  5)  gesetzt  wird,  unter  o die  Dichtigkeit  des  Gases  in 

0 

Beziehung  auf  atmosphärische  Luft  und  unter  li'  = 29,27  den  Werth  der 
fraglichen  Constanten  für  letztere  verstanden. 


= dem  Druckverlust  für  die  um  h Mtr.  ansteigende  Strecke  = * einer 
Röhre  von  d Mtr.  Weite.  Dabei  können  die  Pressungen  (Kgr.  pro 
Quadratm. i auch  als  die  denselben  entsprechenden  Wassersäulen 
in  Millimetern  ausgedrückt  verstanden  werden,  da  eine  Wasser- 
scliicht  von  1 Quadratm.  Fläche  und  1 Millim.  Dicke  1 Kgr.  wiegt.  .Vach 
ist  die  Pressung  hier  so  wenig  veränderlich  und  so  wenig  (um  höchsten? 
etwa  50  Millim.  Wassersäule)  grösser,  als  der  äussere  Luftdruck,  dass  für 
Po  im  .-Vusdrucke  von  Ap  die  mittlere  Pressung  p in  der  Röhre  geseut 
und  diese  ohne  wesentlichen  Fehler  der  atmosphärischen  Pressung  gleicl 
gesetzt  werden  kann.  Ebenso  ist  die  Temperatur  des  Gases  der  äus»t*rfij 
Lufttemperatur  gleich  zu  setzen,  und  somit  die  der  .\nsteigung  um  h Mtr. 
entsprechende  Abnahme  des  Luftdrucks 


It'T 


h 


All 


■/)  = i = 


R'T 


6X  ^ llo 


{\—6)h 


Ebenso  wie  die  Pressung  p kann  auch  die  Geschwindigkeitshöhe  //„ 
in  dieser  Gleichung  als  Mittelwcrth  verstanden,  also 

7/  - ' 


gesetzt  werden,  wenn  V das  pro  Sec.  durch  die  Röhre  strömende  Gas>o- 
liiinen  bedeutet,  bei  dessen  Messung  und  Preisberechnung  ja  auch  von 
Variationen  des  Wärmezustandes  ahstrahirt  wiitl.  Dadurch  wird 
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b = m --  — nh 

..  y ()A/4\*  p 

mit  w = - - ) uud  n — - (1  — d). 

RT2g  Vjr/  , Ä r 

In  runder  Zahl  mag 

» =r  1, 2.^(1  — dl 

gesetzt  werden,  mit  p — 10333  entsi»recliend 

„ 10333 

1,25. 29727  = 


(1) 


(2) 


Was  m betrifft,  so  würde  die  Substitution  von  g = 9,81  in  obigem  Aus- 
drucke dieses  Coeflicicnton  voraussetzeu,  dass  d ebenso  wie  * in  Metern, 
rin  Cubikmeteru  pro  Sec.  ausgedrückt  wird;  wenn  aber,  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll,  d die  Rohrweite  in  Millimetern  und  V das 

P 

Gasvolumeu  in  Cubikm.  pro  Stunde  bedeutet,  ist  mit  = 1,25 

Ä j 


zu  setzen: 


m 


10'^  1,25 
3600 . 3600 


dH 

2.9,81 


79G9-100d;i (3). 


Tlie  Dichtigkeit  d,  sehr  verschieden  je  nach  der  Kohlensorte  und  dem 
Stadium  des  Destillationsprocesses,  kann  im  Mittel  zu  0,4  angenommen 
werden. 

Die  Gleichung  (1)  setzt  nun  aber  voraus,  dass  durch  alle  Querschnitte 
der  Röhre  dieselbe  Gasmenge  strömt,  während  bei  städtischen  Strassen- 
leitungen.  wenn  auch  zunächst  jene  Gleichung  nur  auf  eine  solche  Strecke 
derselben  bezogen  wird,  auf  welcher  eine  Verzweigung  nach  Seitenstrassen 
hin  nicht  statttindet,  doch  die  einzelnen  Hausleitungen  und  die  Strassen- 
latemen  eine  successive  Ga,seutziehung  bedingen.  Wird  dann  letztere  als 
stetig  und  gleichfönnig  längs  der  ganzen  Länge  / der  fraglichen  Rohr- 
strecke betrachtet  der  Art,  dass  Iq,  V und  F,  = aV„  die  stündlichen 
Durchflussmengen  am  Anfänge,  in  der  Entfernung  n davon  und  am  Ende 
sind,  so  ist  nach  Gl.  (1)  der  Verlust  an  Ileberdruck  in  Millim.  Wassersäule 
für  ein  um  dh  Mtr.  ansteigendes  Längenclenient  du  der  Röhre 

dh  = m — ds  — « dh . 

also  der  Verlust  an  Ueberdruck  für  die  ganze,  / Mtr.  lauge  uud  h Mtr. 
ansteigende,  Robrstrecke  wegen 

Ormafaof.  theoret.  Maflchinenlebro.  I.  39 
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— n)V„  ~ i'  ~ V 


(1  — «)r„  r / / 

ivy  1 4-  rt  + ß* 

= »i  — ,—  - „ — w 

d-‘  3 

analog  §.  yT),  Gl.  (H).  Indessen  mag  kürzer  geschrieben  werden; 

IV^ 

h = m — nh (4', 

(I* 

unter  V jetzt  ein  mittleres  Gasvolumen  verstanden,  entsprechend  der 
Gleichung: 

r = F„  + ry  _ _ _ 

Der  Werth  des  Coefficieuten  m,  der  nach  Gl.  f3)  proportional  Ä ist 
wird  hier  am  besten  aus  den  mit  Leuchtgasleitungcn  selbst  gemachten  Er- 
fahrungen abgeleitet.  Auf  Grund  derselben  berechnet  z.  B.  die  dentsebt 
Contiuental-Gasgesellschafl  in  Dessau  unter  der  Voraussetzung  A = 0 ihre 
Rohrdimensioneu  nach  der  Formel* 

\ /bd  / 1 \*/r* 

F=  3700rf*L  , , also  b = (— — ) , 

r l V37UU/  d'^ 


wobei  V in  Cubikfussen  pro  Stunde,  l in  Fussen,  b und  d in  Zollen  ene- 
lischen  Maasses  ausgedrückt  sind  und  die  Annahme  d = 0,4  zu  Grunde 
liegt.  Für  die  hier  vorausgesetzten  Einheiten  ergiebt  sich 

/F* 

b = 80238  , 

entsprechend  nach  Gl.  (3;  mit  d = 0,4 

X = , = 0,0252. 

0,4 . 7903400  ’ 


Bezeichnet  Bg  den  Ueberdruck  Tin  Millimetern  Wassersäule)  am  Äa- 
fange  der  ganzen  Leitung,  d.  h.  iin  Gasometer  der  Gasfabrik,  so  ist  der- 
selbe an  irgend  einer  um  h Mtr.  höher  gelegenen  Stelle  nach  Gl.  ;4) 

* Nach  MiUheilungen  des  General -Directors  jener  Gesellschaft  für 
Ingenieurs  Taschenbuch“,  herausgegeben  von  dem  Verein  ..Hütte“,  9.  Airf 
S 573. 
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jys 

B = nh  ~ mJi:  (6), 


wobei  (las  Summenzeidicii  sieb  auf  alle  Rolirstrocken  bezieht,  welche  bis 
zu  der  fraglichen  Stelle  vom  Gase  durchströint  werden,  und  wobei  A ne- 
gativ zu  setzen  ist  für  solche  Stellen,  die  etwa  tiefer  liegen,  als  die  Gas- 
fabrik. Der  kleinste  Werth  von  B (bei  unebenem  Terrain  nicht  notb- 
wendig  in  der  grössten  Entfernung  vom  Anfänge  der  Leitung  statttindend) 
muss  noch  ausreichend  sein,  um  nach  -\bzug  des  Druckverlustes  durch  die 
Gasuhr  und  durch  die  Ilausleitung  die  nöthige  Höhe  und  Lichtstärke  der 
Flammen  bei  den  am  niedrigsten  gelegenen  Brennern  zu  vermitteln  (in 
den  oberen  Stockwerken  der  Häuser  nimmt  B wegen  des  wachsenden 
Worthes  von  h mehr  zu,  als  wegen  des  Leitungswiderstandes  ab).  Dieser 
kleinste  zulässige  Werth  von  B (etwa  = 15  bis  20  Millim.)  sei  allgemein 
mit  By  bezeichnet;  obschon  bei  mehr  als  nöthigera  Druck  in  der  Leitung 
durch  entsprechende  Stellung  des  Hahns  vor  dem  Brenner  die  Flammen- 
höhe regulirt  werden  kann,  soll  doch  das  erforderliche  Minimum  von  B 
möglichst  wenig  überschritten  werden  mit  Rücksicht  auf  die  mit  dem 
Ueberdruck  wachsenden  Gasverluste  durch  Undichtigkeiten  der  Röhren- 
leitung. Der  Bedingung 

min.B  — B^  (=  15—20  Millim.) 

wird  durch  einen  um  so  kleineren  Werth  von  B^^  entsprochen,  je  mehr 
von  der  Gasfabrik  aus  die  Leitung  ansteigt,  weshalb  es  bei  unebenem 
Terrain  vortheilhaft  ist,  die  Fabrik  an  einem  tief  gelegenen  Orte  anzu- 
legen. 

Wenu  für  den  Ueberdruck  B^  ira  Gasometer  ein  den  Umständen 
entsprechender  Werth  angenommen  wird  (etwa  = 30  bis  50  Millim.),  so 
würde  die  Bestimmung  der  Weiten  d der  einzelnen  Rohrstrecken  bei  ge- 
gebenen Werthen  von  A,  /,  V am  rationellsten  gemäss  der  Bedingung  zu 
geschehen  haben,  dass  die  .^nlagekosten  der  ganzen  Rohrleitung  möglichst 
klein  werden,  ähnlich  wie  es  für  eine  städtische  Wasserleitung  in  §.97  er- 
klärt wurde.  Behufs  einer  ersten  Annäherung  könnte  man  den  Druck- 
verlust durch  den  Leitungswiderstand  j>ro  Längeneinheit  der  ganzen  Lei- 
tung constant,  also  das  letzte  Glied  im  Ausdrucke  von  B (Gl.  ö)  propor- 

tional  2^1,  d.  h.  - constant  setzen.  Doch  wird  es  besser  sein,  für  die  bei 

den  Gesammtkosten  vorzugsweise  in’s  Gewicht  fallenden  Hauptstrecken, 
den  grösseren  Werthen  von  V entsprechend,  eine  grössere  Druckabnahme 
pro  lüngeneinheit  zuzulassen,  also  eine  grössere  Geschwindigkeit,  um  die 

39* 
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Durchmesser  kleiner  wühlen  zu  dürfen;  wenn  man  dann  etwa  die  Druek- 
ahnahme  durch  den  Leitungswiderstand  pro  Lüngeneinheit  proportional 
also  das  letzte  Glied  in  Gl.  (G)  proportional  .iT/rf,  somit 

3 


yi 


= Const. 


1 

C'ß’ 


d = (;yr 


setzt,  so  wird  wegen 


yi 

d'-> 


1 

C’^ 


3 

Vr 


3 

n = ]i„+  Hh  - 


(8i. 


und  ist  dann  die  Constaute  6',  mit  welcher  nach  (il.  (7)  jede  einzelne 
Rohrweite  berechnet  werden  kann,  bestimmt  durch  die  Bedingung;  mtn.h 
= Dabei  wird  iu  der  Kegel  die  Stelle,  wo  B am  kleinsten  ist  (vor- 
behaltlifh  nachträglicher  Coutrole)  mit  genügender  Annäherung  nach 
Schätzung  zu  bestimmim  sein  (in  grösster  Kntfernung  von  der  Gasfahrik. 
falls  nicht  etwa  auf  dem  Wege  dahin  wesentlich  tiefer  gelegt'ue  'I'erraiii- 
strecken  von  der  Gasleitung  zu  passireu  sind);  ist  /»,  die  (positive  oder 
negative)  Ansteigung  der  Leitung  von  der  Gasfabrik  bis  zu  jener  Stelle, 
und  bezeichnet  die  Summe  der  bis  dahin  vom  Gase  zu  durchströinenden 
Kohrstrecken,  so  liefert  die  Bedingung:  win.B  = B^  nach  Gl.  (8) 


V = 


Zt,  wA, ' 


C».' 


Wenn  die  hiermit  nach  Gl.  (8.1  berechneten  Wertho  von  B für  gewis.-^ 
Zweige  des  Röhrenuetzes,  die  das  Gas  nach  höher  gelegenen  Terraiustellen 
und  weiterhin  nicht  wieder  .abwärts  zu  leiten  haben,  durchweg  grösser  »!.•• 
uöthig  ausfallen  sollten,  so  können  die  Weiten  d derselben  naebträgikh 
entsprechend  kleiner  angenommen  werden,  als  sie  nach  Gl.  (7;  sein 
müssten.  — 

Bei  der  I.eitung  des  Leuchtgases  in  den  Häusern  (in  der 
Regel  durch  schmiedeeiserne  Röhren  von  rf  = 10  bis  50  MUlini.  Weite 
pHegt  verlangt  zu  werden,  dass,  wenn  aueb  alle  Flammen  brennen,  divh 
nur  etwa  2 bis  2,5  Millim.  Druck  vom  Gasmesser  bis  zu  den  entlcrutesten 
Brenneru  durch  den  Leituugswiderstand  verloren  gehen,  damit  die  Oeff- 
nung  oder  Schliessung  einzelner  Brenner  durch  .\enderung  des  Drnckver- 
Instes  und  somit  des  resultirenden  l'eherdrucks  (um  einen  entspreebendefc 
alii|iioten  Theil  jenes  zugelassenen  Maximums;,  keinen  allzu  störendci] 
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Eintiiiss  auf  die  FlainnicMibölie  der  übrigen  Brenner  austibe.  Wird  dann 
ferner,  wie  erfalirnnfjsniüssig  ül)lich,  pro  Flaininc  ein  stündliclier  {’onsnni 
von  0,14  Cubikin.  (b  (’tibikfiiss  engl.)  gercdinet,  nnd  bedeutet  n die  Zalil 
der  Flammen,  welche  von  dem  Gase,  das  eine  Rolirstreckc  von  / Mtr. 
Länge  und  d Millim.  Weite  durdiströint,  noch  zu  speisen  sind,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen: 

= 2 bis  2,.5, 
n" 


wobei  es  aber  zweckmässig  ist,  den  besonderen  Widerständen,  welche 
durch  die  bei  llausleitungen  zahlreicher  vorkommenden  Bichtungsände- 
rungeii  der  Kohren  verursacht  werden,  durch  einen  etwas  grösseren  Werth 
von  Z,  folglich  m Kechnung  zu  tragen,  indem  etwa  gesetzt  wird: 


1700.i' 


/»* 


o 


(10), 


nach  Gl. (3)  mit  d = 0,4  entsprechend: 


7969400.0,4.(0,14)* 

Die  -\bstufung  der  Rohrweiten  d ist  von  ihren  gangbaren  Werthen  ab- 
hängig, und  kann  der  Gebrauch  von  Gl.  (10)  wesentlich  erleichtert  werden 
durch  eine  Tabelle,  welcher  für  gegebene  Werthe  von  d und  l oder  n ohne 
Weiteres  der  Werth  von  n resp.  l zu  entnehmen  ist,  dem  eine  hestimmtc 
Druekabn:ihme  z.  B.  von  1 Millim.  durch  den  Leitungswiderstand  ent- 
sprechen würde. 

Nach  Versuchen  von  Blochmann  über  den  Leitungswiderstand  der 
Luft  oder  des  Ga.ses  in  schmiedeeisernen  Röhn'n  von  solchen  Durch- 
messern und  hei  solchen  Geschwindigkeiten  - u Mtr.  pro  Sec.,  wie  sie 
bei  Hausleitungen  Vorkommen,  würde  übrigens  der  (’oeftieient  l in  der 
Kegel  noch  erheblich  grösser  seiTi,  als  oben  in  Ueb(‘reinstimmung  mit 
anderweitigen  Erfahrungen  angenommen  wurde.  -Xus  jenen  Versuchen* 
mit  Röhren  von  16,5  und  26  Millim.  Weite  bei  u — 0,17  bis  4,2  Mtr. 
wurde  nämlich  die  empirische  Formel  abgeleitet: 


X 


0,009 1 1 


0.06379 


(11), 


nicht  sehr  verschieden  von  der  aus  den  W cisbach’schen  Versuchen  mit 
einer  25  Millim.  weiten  Zinkröhre  bei  viel  grösseren  Geschwindigkeiten 
abgeleiteten  Formel  (8)  im  vorigen  S-,  und  da  in  der  That  hier 


* „Der  Civilingeniciir",  .lahrgang  1861,  S.  490. 
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„ ^ = 49  -i  ” 

36ÖO  .ir  (0,001  d)-  ’ rf* 

in  der  Kegel  nicht  viel  1 ist,  so  wäre  nicht  viel  < 0,0729.  Pofem 
."iher  andererseits  die  Kedingnng  (10)  als  Norm  für  die  Wahl  der  Rohr- 
weiten d erfahrungsmässig  bewährt  ist,  würde  ihr  nach  den  Blochinann’- 
schen  Versuchen  thatsächlich  nur  ein  grosserer  Druckvcrlust  als  2 Millim. 
im  Maximum  entsiirechen. 

Die  geringere  Dichtigkeit  des  Gases,  als  die  der  atmos|)härischen 
liUfl,  verursacht  stets  eine  Zunahme  an  üeberdruck  nach  den  oberen 
fStockwerken  der  Gebäude  hin  und  macht  daseihst  bei  gleicher  Flammen- 
höhe  und  gleichen  Brennern  eine  engere  Stellung  der  Regulirungshähne 
vor  denselben  nöthig;  nach  Gl.  (6)  und  (2)  beträgt  diese  Zunahme  (abge- 
sehen von  der  Abnahme  durch  den  Leitungswiderstand) 

1,25(1  diA  -=  0,75/»  Millim.  bei  d = 0,4 
für  /»  Mtr.  Höhe,  für  jedes  Stockwerk  etwa  2,5  Millim. 


§.  lOS.  Einfluss  besonderer  Widerstünde. 

Ausser  d(>m  durch  den  Coefficienten  P.  gemessenen,  stetig  längs  der 
ganzen  Leitung  eiuwirkenden  Widerstande  können  an  gewissen  Stclleis 
derselben  hier  ebenso  wie  bei  Wasserleitungen  durch  Richtungs-  oder 
Qiierschnittsändcrnngen  besondere  Widerstände  verursacht  werden,  die 
durch  Widerstandscoefficienten  C in  üblicher  Weise  in  Rechnung  zu  stellen 
sind.  Weil  aber  die  ents]irechenden  Widerstandshöhen  ids  Bestaudtheile 
der  Glieder  B in  den  Gleichungen,  die  durch  Integration  der  allgemeinin 
Dift'erentialgleichnngen  (1)  und  (2),  §.  99,  erhalten  werden,  zugleich  von 
den  Geschwindigkeiten  abhängen,  womit  die  Luft  von  den  fraglichen 
Stellen  abfliesst,  und  diese  hier  nicht  wie  hei  tropfliaren  Flüssigkeiten 
ohne  Weiteres  durch  die  betrefl'endeu  Querschnittsverhältnisse  ausgedrückt 
werden  können,  sondern  zugleich  von  dem  veränderlichen  specitischen  Vo- 
lumen abhängig  sind,  so  macht  die  Berücksichtigung  des  Einflusses  solcher 
besonderen  Widerstände  auf  die  Bew'cgung  und  Zustaudsänderung  der 
Luft  längs  der  ganzen  Leitung  hier  im  jAllgemeinen  eine  Zerlegung  der 
letzteren  in  einzeln  zu  betrachtende  Strecken  nöthig.  Von  dem  durch  die 
Grössen 

M„  * 

/'o  «’n  ^0  «0  resp- 
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(Pressuug,  specif.  Volunieu,  absol.  Temperatur  uiul  Geschwindigkeit  rcsp. 
Geschwiudigkeitshohe)  charakterisirten  Endzustände  der  Luft  für  eine 
solche  Strecke  ist  dann  infolge  des  au  der  Uehergangsstclic  eimvirkcnden 
besonderen  Widei-staiides  der  durch  die  analogen  Grossen 

»* 

p V T u rcsp.  n — 

'^9 


bestimmte  .\ufaugszustand  der  folgenden  Strecke  verschieden,  und  es  be- 
steht die  .Äufgabo  darin,  letztere  Grössen  zu  tiiulen,  wenn  erstere  und  der 

F 

■\Mderstaudscoeflicicnt  J sowie  auch  das  Querschuittsverhältniss  ---  beider 

Strecken  rcsp.  das  Verhältniss  des  .\nfangsrpierschnitts  der  folgenden  zum 
Endquerschnittc  der  vorhergehenden  Strecke,  das  hier  im  .\llgemeincn 

^ 1 sei,  gegeben  sind. 

Dazu  können  die  Formeln  in  §.  101  dienen,  indem  darin  hier  nur  F 
an  die  Stelle  des  dortigen  Ausflussquerschnitts  aA  tritt  und  h (die  Höhe 
des  Schwerpunktes  von  über  dem  Schwerpunkte  von  F)  = Null  zu 
setzen  ist  Nach  Gl.  (4)  daselbst  ist  dann 


(1  +'  Cj//=  7/„  -f  ---  Do«-« 
m — 1 


(1), 


nach  Gl.  (7):  - ==  ^ (^V 

*’«  '-p/  V«/ 

und  nach  Gl.  (8): 


V 


^«««0 


(3). 


Durch  diese  4 Gleichungen  sind  p,  v,  T und  u = ^2gll  bestimmt, 
da  der  .\usflussexponent  rn  nach  Gl.  (5)  und  (6)  a.  a.  0. 

_ 1 

' 1 + ' 77-  7?o  4 «://  "(1  + «S)77-  77o 

, 77— 

= — — - 

ist  Zur  .Ausführung  der  Rechnung  kann  nach  Gl.  (2)  und  (3; 

(5) 


\ 1« «’o  ^0  ««0  

/K 

/ V Fii 

F r 

77 

gesetzt  und  dadurch  Gl.  (1)  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  m auf 
die  Form  gebracht  worden: 
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« 14-^ //--.//■„ 


n — 1 H—  Ih 


n — \ n—  //„ 


‘'(1-+ »5T//-7/.  'n>  Tr)  = "1‘  - “ -fjrV 

Hieraus  ist  //,  dann  m aus  Gl.  (4),  p aus  Gl.  (5),  p und  T aus  Gl.  ,2'  « 
bcrechueu. 

Wenn  übrigens  von  den  Querschnitten  t\  und  F nicht  etwa  der  eine 
vielmal  grösser  ist,  als  der  andere,  wenn  ferner  die  Geschwindigkeit  nicht 
ungewöhnlich  gross  ist  und  g eine  höchstens  mit  dem  Leitungswidorstamh- 

coefticicnteii  = A einer  nicht  ungewöhnlich  langen  oder  engen  Röhn 
o 

vergleichbare  Grösse  hat,  so  kann  hier  ebenso  wie  in  §.  105  von  der 
Temperaturänderung  abgesehen,  nach  Gl. (2)  also 

m — 1 

= 0 oder  OT  = 1 


Pn«^0 


gesetzt  werden.  Dadurch  wird  in  Gl.  (1) 


m 

m — 1 


— f 

■Pn’ 


0 

0’ 


indem  aber  mit  - = x und  ^ = « der  r = 0 entsprechende  Grenz- 
m Pn 

werth  ' 

1 — ~~  Ina 

lim. = hm.  = — Ina 

X 1 


ln  - 
a 


ist,  so  folgt 


(1  4 C)H  = II n 4 


Pa 


oder  nach  Gl.  (5)  durch  Substitution  von 

V, 


(1  + C) 


P 

Pa 

11 

lil 


•n 


I'T 

F r 7/ 

... 

Hn  \Fn  ^ hJ 

....  (8.. 

Diese  Gleichungen  (7)  und  fS)  bestimmen  //,  p,  v. 
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Ist  die  Prcssuugsäiiderung  so  klein,  da.ss,  wenn 
Pn 

gesetzt  wird,  d*  gegen  1 vernachlässigt  werden  kann,  so  ist  nach  Gl.  (8) 
mit 


II 

n, 


1= (5^) 


1 + ?)  + 2d)  = 1 + d 


(1  + 


d = 


P«'’o 


— 2(1  4- 


(0) 


p_ 

Po 


X-*2+?1Cy‘ 


“ — ^0  P"  . . . . (10). 

«0  y P 


Die  Pressungsänderung  ist  negativ.  Null  oder  positiv,  jenachdem 


F < 

Po  > 


Vi  + s 


ist;  für  F — F„,  d.  h.  in  einer  mit  gleicher  Weite  fortlaufenden  Röhre 
nimmt  durch  jeden  Widerstand  die  Pressung  ab.  — 

Wa.s  die  Werthe  des  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Coefticienten 
s betrifft,  so  suchte  Weisbach  den  EinHuss  von  Ricbtuugsänderuugcn, 
nämlich  die  Widerstandscocfficientcn  von  Knie-  und  Kropf- 
röhren, beide  einer  rcchtwinkeligen  Ablenkung  und  die  Kropfröhren 
einem  der  Rohrweite  nahe  gleichen  Halbmesser  der  Mittellinie  ent- 
sprechend, in  Verbindung  mit  seinen  in  §.  102  und  §.  106  besprochenen 
Versuchen  über  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Mündungen  und  durch  Röhren 
für  verschiedene  Fälle  zu  bestimmen,  ind(mi  er  auf  die  in  §.  102  angege- 
bene W'eise  den  Ausflusscoefticienten 

1)  für  eine  ans  zwei  trennbaren  Theilen  (einem  innen  abgerundeten 
Einmündnngsstttck  und  einem  ebenso  weiten  .\usmUndungsstück)  be- 
stehende gerade  cylindrische  .\nsatzröhre  = //„, 

2)  für  dieselbe  Rohrverbindung  nach  Ein.schaltung  einer  gleich  weiten 
Knie-  oder  Kropfröhre  zwischen  beiden  vorgenannten  Theilen  = //, 
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bcstiiuintc,  damit 

?o 


Si 


1 


1 


berechnete  und  endlich  den  Widerstandscoefticicuteii  der  eingeschalteten 
Knie-  oder  Kropfröhre 

e = - So 


setzte.  Die  Mangel  dieser  Bereclmungsweise  wurden  früher  hervorgi'- 
hohon.  Sie  machen  sich  weniger  hei  //,  als  bei  J bemerklich;  z.  11.  für  die 
mit  Ein-  und  .\usmüudungsstück  verhundeue  Kropfröhre  von  “24,4  MiUim. 
M\üte,  die  zu  den  Versuchen  über  den  Leitungswiderstand  einer  längeren 
Zinkröhre  gedient  hatte,  ist  in  §.  106  gefunden  wurden: 


(t  = 0,6599  und  f = 1,0565, 
während  Weishach  /i  — 0,6552  und  g = 1,.3296 

fand.  Unter  diesen  Umständen,  und  da  basonders  die  corrigirte  Benndi- 
nnng  von  //  sehr  zeitraubend  gewesen  wäre,  sind  iin  Folgenden  die  Weis- 
bach’schen  Werthe  von  /i  (//„  und  |J^)  unverändert  benutzt  und  daran« 
nur  die  Werthe  von  5 (So  ^nd  f,)  correcter  abgeleitet  worden,  indem, 
unter  das  Verhältniss  des  inneren  zum  äusseren  Druck  bezieh- 

ungsweise zu  Anfang  und  zu  Ende  des  Ausflusses  und  nach  der  Temperatur- 
ausgleichung,  sowie  unter  die  absolute  Temperatur  der  äusseren  Luft 
(=  der  anfänglichen  Temperatur  im  Kessel)  verstanden,  wie  in  §.  103  ge- 
setzt wurde: 

und  mit  « = 1 : 


(pq 

r-,1 f 


1 + 

2//  1 — - 9 ^ r V“2/<  \ — qJ  1 — ? 


^ 7^[i— (i-?)V*i 

Mit  Rücksicht  auf  die  eventuelle  Abhängigkeit  dieses  Widcrsfandscoeffi- 
cienten  von  der  Geschwindigkeit  wurde  die  mittlere  Ausflussgeschwindic- 
keit  u aus  der  Gleichung  (§.  106,  Gl.  3) 

« = y l/2q  ^ JiT,  (1  - q) 

berechnet.  Auf  diese  Weise  und  mit 
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^ 0,291 ; R — 29,4  ; ff  = 9,81 

fi 

wurdon  aus  den  Weisbach’sdieu  Versuchen  mit  ciuor  14,02  Milliin. 
weiten  Knieröhre  uud  einer  ebenso  weiten  Krojtfrölire  dio  folgenden  Re- 
sultate abgeleitet. 


Nr.l  7; 

•r« 

j",  1 /i 

u 

?, 

1 ' 

f* 

1.  . 295  ■/, 

1,1289 

1,(W77 

l,ir204  i 0,8119 

86,0 

0,5021 

— 

— 

2.  1 297  V, 

1,4094 

1,1349 

1,1749  1 0,8496 

171,3 

0,.3478 

— I 

3.  294'/, 

1,7923 

1,24.33 

l,.3tH)9  ! 0,8718 

228,4 

0,2662 

— 

— 

4.  ' 297'./, 

1,1335 

1,0267 

1,0438  0,6201 

71,5 

0,5649 

1,548:4 

0.983  ‘ 

5.  ^ 302'/, 

1,4106 

umi 

• 

l,15a3  0,6135 

126,7 

0,4t)26 

1,4975 

1,095  1 

6.  j 298 

l,i;J33 

1,0149 

1,0338  1 0,7454 

82,6 

0,5148 

0,7756 

0,261 

7.  1 292V, 

1,4160 

1,12.58 

1,1637  : 0,7435 

150,2 

0,3697 

0,7:405 

0,:461 

Nr.  1 — 3 beziehen  sich  auf  die  Versuche  mit  der  aus  dem  Ein-  und 
.lusmiindungsstück  bestehenden  geraden  Röhre, 

Nr.  4 und  5 auf  die  Versuche  mit  eingeschalteter  Knierohre, 

Nr.  6 und  7 auf  die  Versuche  mit  eingeschalteter  Kropfrohre. 

Die  Werthe  von  ^ bei  Nr.  4 — 7 sind  mit  Rücksicht  auf  die  betref- 
fenden Werthe  von  u mittels  des  Ausdrucks 


_ , 2fi,r,45 
^ 0,19227  -1 

u 


berechnet  worden,  der  den  Werthen  von  ^ und  « bei  Nr.  1 und  2 ent- 
spricht. 

Die  Werthe  von  die  von  den  Weisb  ach 'sehen  Angaben: 

Cj  — bo  “ 1,083  uud  1,.306  für  dio  Knierohre, 

Cj  — Cj  0,283  und  0,4.b9  für  dio  Kropfröhre 

nicht  unerheblich  abweichen,  enthalten  noch  diejenigen  Restandthcilc  in 
sich,  welche  dem  allgemeinen  Leitungsw'idcrstande  entsprechen,  nämlich 
, / 

^ = 3A,  sofern  dio  Mittellinien  der  cingeschnlteton  Knie-  und  Kropf- 

O 

röhren  ungefähr  3 Mal  so  lang  als  die  Röhren  weit  waren.  Die  Subtrac- 
tion  auch  dieser  Besfandfheile,  indem  dabei  X nach  §.  106,  Gl.  (10)  mit 
d = 0,014  berechnet  wird,  ergiebt  die  Coefficienten  der  nur  durch  die 
Richtungsänderung  bedingten  zusätzlichen  Widerstände,  und  zwar 
für  dio  Knieröhre:  y — 0,908  und  1,028 
für  die  Kropfröhre:  g = 0,188  und  0,296, 
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nicht,  sehr  verschieden  von  den  betreffenden  Grössen  für  die  Hewegunr 
des  Wassers  in  Röhren  von  doiipclt  so  grosser  Weite  (§.  Hl).  Heu  Wider- 
standscoefticienten  einer  engeren  Knieröhrc  von  10,12  Millini.  Weite  fand 
Weisbach  grösser,  den  einer  solclien  Kropfröhre  dagegen  etwas  kleiner, 
doch  müssten  auch  diese  Versuche  einer  corrigirten  Rcrechuung  untcr- 
worfen  und  erheblich  vcrvielfilltigt  werden,  um  als  zuverlässige  Grundlac: 
zur  Ableitung  empirischer  Gesetze  dienen  zu  könuen.  — 

Die  Cocfficieuten  der  durch  plötzliche  Querschuittsände- 
rungen  der  Lcitungsröhro  verursachten  Widerstände  können 
zwar  unter  Umständen  nach  §.  76,  Gl.  (6'i  theoretisch  bestimmt  werden; 
doch  ist  solche  Bestimmung  seihst  unter  den  einfachsten  Voraiissetzuncea 
mit  grossen  Weitläutigkeiten  verbunden.  Directc  experimeutellc  Bestim- 
mungen mit  Hülfe  der  Gleichungen  dieses  §.  sind  deshalb  vorzuzichen;  sic 
sind  unentbehrlich,  wenn  mit  den  Querschnitt.sändernngen  zugleich  KicL- 
tuugsänderungen  und  Stromzertheiluiigen  verbunden  sind,  wie  es  z.  B.  b<-ini 
Durchgänge  durch  Hahn-,  Schieber-,  Ventilöffnungen  u.  s.  w.  der  Fall  zn 
sein  pflegt. 

Abgesehen  von  solchen  Nebenumsfänden  sei  A die  Grösse  der  Durch- 
flnssöffnuDg  an  einer  Stelle,  wo  im  Allgemeinen  zugleich  eine  Acndemnii 
des  Rohrquerschnitts  von  in  F sfattfinden  mag,  so  da,ss  mit  Rücksicht 
auf  die  Contraction,  welche  der  Luftstrom  auch  nach  dem  Durchgang 
durch  die  Oeffnung  A zunächst  noch  erfahren  kann,  der  Querschnitt  dies» 
Lnftstroms  auf  einer  kurzen  Strecke  unter  Ablösung  vou  der  Rohrwami 
ausser  am  Rande  der  Oeffnung  A)  sich  vou  F^  durch  A bis  nA  zusammci- 
zieht  und  dann  von  tcA  bis  F wieder  erweitert.  Der  Zustand  des  LaA- 
strnms  Pressung,  spccif.  Volumen,  absol.  Temperatur  und  Geschwindigkeit 
resp.  Geschwindigkeitshöhe)  sei 

im  Querschnitte  Ff,  «lurch  p„,  T„,  >/„.  //„, 

„ ,,  ,,  Pi  , Cj,  Tf,  M|, 

„ V , P,  ", 

charakterisirt,  von  welchen  Grössen  die  auf  den  Querschnitt  benia- 
lichen  ebenso  wie  die  Qnerschnitt,sverhältnis,se  : (tA  : F als  gegeK  s 

vorausgesetzt  werden.  Von  bis  nA  findet  Ausdehnung  und  Geschwia- 
digkeitszuuahme  statt,  von  dort  bis  F dagegen  kann  die  .\rt  der  Zustairi'- 
änderung  je  nach  den  Umständen  verschieden  sein.  Wenn  man  tob 
Bewegungswiderständen  auf  der  ersteren  dieser  beiden  Strecken  absioh», 
die  Aenderung  des  Wärmezustandes  somit  von  F„  bis  ctA  als  nach  der 
adiabatischen  Uurve  statttindend  anuimmt,  so  ist 
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Pi^i”  = Po^S” .(11)- 

Für  tlio  Bewegung  von  (cA  bis  F werde  aucli  die  Pressung  beständig  der- 
selben Potenz  des  specif.  Volumens  projmrtional,  also 

pv”‘—  (12) 


gesetzt,  wobei  aber  m zunächst  unbekannt  ist.  Die  Temperatur  kann  im 
yuersebuitte  tiA  wesentlich  kleiner  sein,  als  in  den  Querschnitten  und 
wenn  aber  in  letzteren  von  ihrer  Verschiedenheit  abstrahirt,  d.  h. 
T^=  T gesetzt  wird  wie  bei  der  Ableitung  obiger  Gleichungen  (7)  und  (8), 
so  ist 

P^  = Po»’o (13)- 


Nach  §.  7G,  Gl.  (0)  und  mit  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  in  §.20  ist 
nun  die  Widerstandshohe: 


C// 


4-  Pi  (»1  — »’)  + 


und  somit  der  Widerstandscoefticieut 


«1 

wogen  = 

u 

F r, 

oder 

t^A  V 

und 

/'l'V 

Pa  *'n  ^a  '^1 

Pa^u 

H 

~ ir„  //  t:;  ~ 

ila 

'«-1  r 

xr,  / 

II  -^Ai  t)  ® ' '*'i ' 


i._  4_._- 


(r) 


m — 1 


«I-  I 


V V V 

Wegen  ' = ‘ ” ist  hierdurch  C ausgedriiekt  als  Function  gege- 

V v„  V - - 

I’,  V 

bener  Grössen  und  der  Unbekannten'-  , m,  von  denen  die  letzte  iu- 

»•«  »0 

dessen  durch  die  beiden  anderen  bestimmt  ist;  denn 


wegen 


m — 


T'  7'o  . /"»’i 

\ »n  — 1 

\ — ^ 

1- 

r.  T,  Ve 

/ 

( n — 1 1 /y  ' 

(«- 

1 ^ . 'o 

*0 

k- 

-/y  - 

V 

«•o 

'’ü 

(14). 
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Dadurch  wird 


r = (—  '■’»  Zo  _ 1 Vo-  fl'  Ti  _ !> 

^ \aA  r,  V J ' [ 

^«V «0  Po 

« — 1 /ff*' 


* 1 

Zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  - ■ hat  man  nacli  Analogie  von 


Gl.(l)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11): 


. . . . '16- 


_ f^o  *’iV_  j _j _ /^'’oV”' 

/„  \«yl  v^)  n — 1 ifo  . \i’,/ 


Die  Substitution  des  Werthes  von  in  Gl.  ("lö)  liefert  C als  Function  ge- 

t’o 

gebener  Grössen  und  der  einzigen  Unbekannten  — . Indem  aber  nach 

«’o 

Gl.  (7)  und  (8)  auch 

r)’-’ 


ist,  liefert  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  von  ^ eine  Gleiclinng. 

V 

durch  welche  — und  folglich  auch  C bestimmt  ist. 

»0 

Wenn  übrigens  liier  aA  als  eine  gegebene  Grösse  vorausgesetzt 
wurde,  so  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  dem  Coefticienten  u nur 
daun  die  Bedeutung  eines  inneren  Contractionscoeflicienten  beigelegt  uuJ 
derselbe  dem  anderweitig  bekannten  äusseren  Contractionscoeflicienten  für 
den  Fall  des  Ausflusses  aus  einer*  entsprechenden  GefSssmündung  nur 

dann  nahe  gleich  gesetzt  werden  kann,  wenn  das  Verhältniss  — ® eine  ge- 

A 

wisse  Grenze  nicht  überschreitet.  Aus  Gl.  (IG)  folgt  nämlich  mit 

^ \uAJ 

y = (iz  -|-  l)x*  — + * 

= 2(ö  + l)a;  — (zi  + l)ax”, 
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dy 

wonach  x = 1,  y = 1,  - - = 2 — («  — l)a  zusammongehörige  Wcrtbe 
dx 

sind.  Dieser  h‘tzte  Werth  ist  negativ,  weil  für  alle  jiraktischen  Fülle  a 
eine  grosse  Zahl  ist,  z.  H.  für  etwas  feuchte  atni.  Luft  mit  7'^  = 300  und 
//„  = 20  (entsprechend  = 19,8) 


_ 29,4 . 300 


20 


441  ; a = .441  = 1516.6. 

0,4 1 


W’enn  also  ar  = “ von  1 augefangen  abnimmt  oder  ' ziinimmt,  so  wächst 

'•o 

F 

auch  y oder  jedoch  nur  bis  zu  einem  Maximum,  welches  erreicht 
wird  mit 

^^  = 0,  also  — r 1 4- -)■ 

dx  n -f-  1 \ a J 


Nähme  x weiter  ab  bis  Null,  so  würde  auch  y bis  Null  abnehmen;  weil 

p 

aber  ® ohne  Ende  wachsen  kann,  wenn  unter  übrigens  gleich  bleibenden 
A 


Umständen  die  Oeffnung  Ä immer  kleiner  genommen  wird,  so  ist  zu 
schliessen,  dass  der  Coeflicient  u nur  bis  zu  jener  dem  Maximum  von  y 
entsprechenden  Grenze  nahe  constant  bleiben  kann,  darüber  hinaus  aber 
ohne  Ende  zunehmen  muss.  Dieser  Schluss  ist  analog  der  Bemerkung, 
welche  in  §.  100  und  101  bezüglich  auf  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Gefilss- 
mündungen  bei  abnehmendem  Verhältnisse  der  äusseren  zur  inneren  Pres- 
sung gemacht  wurde,  und  wenn  man  dann  weiter  analog  den  dort  er- 
wähnten Versuchsresultaten  von  de  Saint-Venant  und  Wantzel,  von 
Napier  und  von  Zeuner  annimint,  dass  ebenso  wie  dort  die  Ausfluss- 

p 

menge,  so  hier  das  Verhültniss  ^ constant  bleibt,  sobald  es  bei  gleich 

uA 


bleibenden  Werthen  von  r„,  und  bei  zunehmendem  Werthe  von 
F 

® sein  Maximum  erreicht  hat,  so  ergiebt  sich  dieser  Grenzwerth: 

A 


lim.  \^y  = X l/«  1 — <ix"~' 


mit 


also 


X = lim. 


n + 1 


(18), 


tiA 


L/7+1  + 


1_ 
M — 1 


\ 


» -f-  1 


(«+1) 


(19). 
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Bei  Vernachlässigung  des  meist  sehr  kleinen  Bruchs  — neben  1 (oder  von 

a 

1 neben  n)  folgt 

lim.  ; lim.  f I /_  P;^(20l 

r,  \n  -f-  1/  «-'1  V«  -i-  n \ 

insbesondere  mit  n ■ — 1,41: 

= t),6:i45;  //«i.*’*  = 1,57G;  = 0,4854 

r,  Cu  uA  y 


Dem  Grenzwerthe 


1 « 
lim.  “ entspricht  lim.^^  =( — 

c,  \»  ^ \ > V«  -f-  1 / 


in  Uehereiustimmung  mit  §.  100,  Gl.  (14);  in  der  Tbat  bandelte  es  sieh 
dort  um  ilen  Ausfluss  aus  einem  Gefösse,  in  welchem  //„  = 0 gesetzt 
wurde  ent.sprecbeud  « = oc. 

Ist  nun  also  in  irgend  einem  Falle,  unter  «Ol  den  betreffenden 
f'outractionscoefticienten  für  den  .\usfluss  aus  der  Oeffnuug  A als  Mün- 
dung (bei  Wegnahme  der  Röhre  vom  Querschnitte  F)  verstanden,  das 


Verhältniss  " 
«.4 


grösser,  als  der  obige  Grenzwerth,  so  ist  letzterer  nebst 


den  entsprechenden  Grenzwerthen  von  “ und  ‘ in  Gl.  (15)  zu  substi- 

tuiren.  Die  .Ausführung  dieser  Substitution  für  n — 1,41  (Gl.  21  und 
Gleichsetzuug  des  so  gefundeneu  Ausdrucks  von  5 mit  dem  Ausdrucke  ^17  i 
liefert  die  Gleichung 


zur  Berechnung  des  Werthes  von  , mit  welchem  dann  J nach  Gl.  (17) 
gefunden  wird. 

Ist  z.  B.  ==  F,  7’„  = ;i00,  7/»  = 20, 


also 


p„c„_29.4.HOO_ 
U,  20 


und  wird  « = ungenomnien.  so  tindet  man 
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für  - = 2 

A 

4 

6 H 

= 1,0134 
Po 

1,007 

1,223  1,570 

--  = 1,0094 

«'ü 

1,067 

1,243  2,416 

5=  4,03 

25,0 

61,8  66,8 

25 

01  121 

F 

Nach  Gl.  ^21)  ist  hier  hm.  - ^ ; 

= 6,7956 

F 

; für  j = 8 musste  deshalb 
Ä 

r r 

— dein  Grenzwertlic  nach  Gl.  (21)  gleich  gesetzt  und  — aus  Gl.  (22)  be- 
'’o  ‘’u 

P,  V 

rechnet  werden.  Für  die  übrigen  Fälle  ist  --  aus  Gl.  (1 6),  dann  durch 

**0  *^o 

Gleichsetzung  der  Ausdrücke  von  g nach  Gl.  (15)  und  H7j  berechnet 
worden.  Während  bis  zum  kleinsten  Querschnitte  stets  Ausdehnung  statt- 
findet, findet  von  hier  bis  zum  Querschnitte  F Comitression  oder  Aus- 

dehnung  statt  und  ist  C 'S  ( — — 1 I , jenachdem  ^ ^ 4 ungefllhr  ist. 
<.  ) A ^ 


F 

Wenn  übrigens  - kleiner,  als  der  durch  Gl.  <21  , bestimmte  Grenzwerth  ist, 
A 


so  kann  ohne  erheblichen  Fehler  wie  für  Wasser  (§.  92,  Gl.  1) 

F 


/ F ' * 

5 = 


gesetzt  werden,  besonders  wenn  man  sich  vorbehält,  zur  Berücksichtigung 
der  verschiedenen  Nehenumstände  den  Coel'ficienten  u ans  entsprechenden 
Versuchen  abzuleiten. 


§ 109.  Bewegung  der  Luft  in  einer  Rühre,  durch  deren  Wand  eine 
wesentilche  WKrmeieitung  stattlindet. 

Wenn  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  (1)  — f.'i)  in  §.  104  das 
specif.  Volumen  r vermittels  der  Zustandsgleichnng  {pr  ==  RT]  eliininirt 

wird,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  p.  T,  u resp.  If  ~ - als  Func- 

tionen  dt«  längs uler  Mittellinie  gemessenen  .Vbstandes  » vom  .\ntängs(iucr- 
sclmitte  die  Gleichungen: 

Ur»abof,  thvurot.  HaHchint^nlebr«.  I.  40 
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Fu  RT 


TiT  ( II 

dll  -}  dp  — (co»rl)  — ?.  'l  rf« (2i, 

p \ d ) 

dH  + ” RdT  = eo^ü'd»  4-  WdQ {3 . 

n — 1 

In  dieser  letzten  Gleichunii'  ist  mit  den  dort  au);egcbenen  Bedeu- 
tungen der  Buchstaben 

kP' 

dQ='-~{r  — T)d> (4. 

u 

uud  es  kann  auch  gesetzt  werden; 

— " - - R-=Wc. (5  . 

n — 1 


da  nach  19,  Gl.  (1),  unter  e und  <?,  die  specif.  Wärme  beziehuiigswebc 
bei  constantem  Volumen  oder  bei  constanter  Pressung  verstanden. 

A/f  = e,  — e oder  = e.  ( 1 — i ) 

H \ n) 


ist.  Nach  dieser  Gl.  ('3)  hängt  die  Aenderung  der  Teinjieratur  (TTe^dTi 
ausser  von  der  Wärmeleifung  durch  die  Rohrwand  (TTdQ)  streng  ge- 
nommen auch  von  der  Geschwindigkeitsänderung  {dlf)  und  vom  Steigen 
oder  Fallen  der  Röhre  (eompds)  ab;  wenn  aber  jene  Wärmeleituug  der 
Rohrwaiid,  wie  hier  vorausge.setzt  werden  soll,  in  beträchtlichem  Grade 
statlfindet,  wie  es  z.  B.  bei  der  Bewegung  der  Heizgase  in  einem  Heizeanaj 
(F  <j  T)  oder  des  Gebläsewindes  durch  das  im  Winderhitzungsofen  lit‘- 
gende  Rohrsystem  (T"  4'-  Fj  der  Fall  ist,  so  ist  mit  wenigstens  demselben 
Rechte,  mit  welchem  ohne  Rücksicht  auf  die  Wärmeleituug  der  Rohrwani 
die  Temperatur  der  Lutt  in  §.  105  constant  gesetzt  werden  konnte,  hier 
ihre  Abhängigkeit  von  der  Geschwindigkeits-  und  Ilöhenänderung  als  ver- 
hältnissmässig  geringfügig  zu  vernachlässigen,  ln  der  That  würde  für  atm 
Luft  erst  eine  Aenderung  der  Geschwindigkeitshöhe  7/  oder  eine  Anstei- 
gung resp.  Senkung  der  Röhre  vou 

»c,  ==  424 .0,2375  = 100,7  Mtr. 


eine  Temperaturänderung  von  1*’C.  zur  Folge  haben.  Somit  ergiebt  sieb 
bei  Weglassung  der  ersten  Glieder  beiderseits  in  Gl.  (3)  mit  Rücksicht  aaf 
Gl.-:!)  und  (5, 


dT  _ 

yzry  “ 


kP'  ^ _ d, 
Gc^  a 


mit  a 


Gcj 

kP' 


(6. 
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Während  die  Grössen  F,  d,  ip,  kP'  und  X constant  gesetzt  werden,  so 
dass  auch  a eine  Constante  ist,  soll  in  Betreff  der  äusseren  Temperatur  F 
angenommen  werden,  dass  sie  einer  Flüssigkeit  zukoramt,  die  sich  ausser- 
halb der  Rohrwand  resj».  des  die  Wärme  übertragenden  Theils  derselben 
ira  .Vllgemeinen  auch  in  strömender  Bewegung  in  einem  ('anal  befinden 
kann.  Ist  dann  O'  das  Gewücbt  der  durch  jeden  Querschnitt  dieses  Canals 
pro  Sec.  strömenden  Flüssigkeit,  c, ' ihre  specif.  Wärme  bei  constanter 
Pressung,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  durch  denjenigen  Theil 
der  Wand  dieses  Canals  eine  merkliche  Wärmetrausmission  stattfindet, 
welcher  ihm  und  der  Luftleitungsröhre  gemeinschaftlich  ist,  analog  Gl.  (6) 

dt  kP’  ^ 

wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdom  die  Strömungs- 
richtungen der  Luft  und  der  äusseren  Flüssigkeit  gleich  oder  entgegenge- 
setzt sind.  .\us  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  Gl.  (6)  folgt 

dY  , »c,  I 


rr^  rp  * >*•••••»•• 

7’„  --  T j 

unter  Tg  und  Tg'  die  Werthe  von  T und  T'  für  * = 0 verstanden.  Die 
Substitution  des  hit'raus  zu  entnehmenden  .\usdrucks  von  F als  Function 
von  T in  Gl.  (6)  liefert: 

dT  _ dT  — 

T-  + ~ (r±  ,/)  T - Tg'  ,«Tg  ~ « 

und  daraus  durch  Integration: 


K 4 (.7-, 


T r ' 

^0 


^ =-(i  ±/0-  •• 


(1  ±fl)T=  7’g'±  //Tg  + (Tg 


-dX/0  - 


Ist  die  äussere  Flüssigkeit  nicht  in  strömender  Bewegung,  oder  ist 
sie  von  so  überwiegender  Masse,  dass 

T'  = Co>iH.  = Tg' 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  //  = U,  also 

/»»  — - 

T„  — F <t  , 


T — r + (T„-  T')e  « 
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Nachdem  so  T als  Function  von  * gefunden  ist,  sind  die  Gleichnnc-  o 
(1)  und  (2)  noch  zur  llestimmung  von  p und  « resp.  H disponibel,  -iss 
Gl.(l)  folgt 

T T 

p = Cond.  — = Cond.  - , r 

“ 

dp  _ dT  dH 
p ~ ~T  ~ 2H 

und  damit  durch  Substitution  in  Gl.  ;2): 


rf//+  RdT — 


RT 

211 


dH  = 


dH  (RT 
rf*'  vni 


^ H 

— — 4-  fo« «)  — X = U 

n»  d 


(10. 


Durch  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (8)  oder  (9)  ist  IT  bestimmt. 

RT 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  ohne  wesentlichen  Fehler  1 gegen  veruacb- 
lässigt  worden  kann,  hat  sie  die  Form 


dir 

ds 


+ Hfis)  + IPtfi»)  = 0 


2 f dT  \ 

mit  /(«)  -ßf\  — ^ + co»VM,  <iP(«)  = 

Ihr  Integral  ist  dann: 


1 

H 


2^ 

RTd' 


(11. 


wobei  die  Constante  durch  H = //^  für  * = 0 bestimmt  und,  unter 
eine  willkürlich  wählbare  Constante  verstanden. 


<P{»)  = 


ist.  Mit  T und  « = y'lgll  tindet  man  endlich  p aus  Gl.  (1). 

Zum  praktischen  Gebrauch  ist  diese  Lösung  nicht  geeignet.  Eim 
Vereinfachung  kann  aber  gewöhnlich  durch  die  Bemerkung  begrümlii 
werden,  dass  die  GeschwindigkeitsUnderung  hier  in  weit  höherem  GraJf 
durch  die  Temperatur  als  durch  die  Pressungsänderuug  bedingt  winl. 
besonders  wenn  letztere  au  sich  nur  klein  ist  Setzt  man  dann  nacb 
Gl.  (1)  näherungsweise  « proj)ortioual  T,  also  7/ proportional  T-,  somit 
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n 


so  folgt  aus  Gl.  (2) 


dp  _ 274  , r,  77.  l T > i, 

- 7 = TV  " i \j.)  ^ '^J  K7 


und  daraus,  wenn  ;>  = für  « = 0 ist, 


s 

■ _ 2//„  //«  X rf  CO»ffd 

p - RT-^  + RT,^  -dJ  - -R~j  1 


Nach  Gl.  f8)  ist  aber 


(1  ± //j  />*  = (r„'±  fiT,)s  + _ 

0 1 + ^ 


-<1+M)- 


= (^o'±  + "{T„  - T) 


f (1  + (i}df  _ 

7;'+  //r„+  (T„-  r„V 


— fl  +Hl  — 


J_  f rf/*""'“ 

‘•4-7’o-T; 

■ $ 

ü (?;'±  T„-  n' 

= ' r„  + ,,,.  + „,„11 

7’«+//7’o  ! T,:±,uT,[  " 7j 


nnd  somit  endlich 


^ ^0  ^0  ■’  I A,  ^ " \ 

~P  Ä7;li  Ä „ "■  7'„  d V“  1 4-  //  rfy 


7’-  T-o 


comp 

R't;  + .«rj 


(1  "A  //)*  -{  rt/(i 


Im  Falle  ’t  = C'o;i«Z.  = 7’,/,  also  //  = 0,  geht  diese  Gleichung 
über  in: 
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7.  P«  — ^^0 

‘ V ItT.. 


t 


a\T 


T 

* n 


CO*  VV  I 7 ^ 

— — A fi  A-  (t  in  -r 

ur  \ ^ t; 

Ist  die  Pressuiigsiliiderung  so  klein,  dass,  wenn 


(131 


P 

Po 


= 1 — d 


gesetzt  wird,  d*  gegen  1 vernachlässigt  werden  kann,  so  ist 

= — /;»(!  — d)  = d. 

P 

Durch  T und  p ist  schliesslich  auch  « nach  01.(1)  bestimmt. 


3.  I’crmanento  Bewegung  der  Dämpfe. 

§.  110.  Fundamentalgleichungen. 

Es  sind  hier  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  der  Jlanipf  unge- 
sättigt oder  gesättigt,  letzteren  Falls  im  Allgemeinen  zugleich  feucht,  d.  h. 
mit  Flüssigkeit  von  derselben  .\rt  gemischt  ist. 

1)  Für  ungesättigten  Dampf  ist  nach  §.39,  OI.(lfi;  die  Zustaiids- 
gleichung: 

H — 1 

pp  = lt{T  — P)  mit  P = iip  •• (1 

mul  nach  §.  40,  01.(41  die  Oleiehung  des  inneren  Arbeitsvermögens: 

<iU=  ~~  d{pv) (2). 

H 1 

Dabei  sind  n,  P,  ß Constantc,  die  von  der  Art  des  Damj)fes  abhäiigeii; 

4 

insbesondere  für  Wasserdampf  kann  nach  §.  39  gesetzt  werden:  ” = .j 
und,  wenn  p in  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

.1 

R = 0,004924  und  P = 37,77  lVp  , 
also,  wenn  p in  Kgr.  pro  Quadratin.  auspedrückt  wird, 

4 

R = 50,88  und  P = 3,7465Vp. 

Diese  Gleichungen  :'l)  und  (2)  in  Verbindung  mit  den  allgenicincn 


Digitized  by  Google 


§.H0. 


FÜNDAMKNTALOLEK’HUNOEN. 


631 


% 


Gleichungen  in  §.75,  nämlich  mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen 
' (3\  (4)  daselbst,  bestimmen  unter  (Ibrigons  gegebenen  Umständen  die 

5 Grössen  p,  v,  U,  n als  Functionen  von  «,  also  für  jeden  (Querschnitt  F. 
Da  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvennögens  hier  die.selbc  Form  hat 
wie  für  Luft  ifilr  Gase),  so  ergiebt  sich  auch  durch  Elimination  von  U 


ebenso  wie  in  §.  O'.t,  wenn  wieder  H die  Geschwindigkeitshöho  — — bc- 
deutet,  die  Gleichung  der  lebciidigeii  Kraft: 


dH  + vdp  ^ dM  — dB 

die  Wärmegleichung; 


(3), 


d{pv)  -j-  pdv  = WdQ  -|-  dB 


(4) 


und  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 


dH  4-  d{pv)  = dM  4-  WdQ (5). 

Irgend  zwei  dieser  drei  Gleichungen,  von  denen  jede  aus  den  beiden  an- 
deren folgt,  bestimmen  in  Verbindung  mit  der  Coutinuitätsgleichung  (§.  75, 
Gl. 

Fn  =zz  Gv (6) 


und  der  obigen  Zustandsgleichung  (l)  die  Grössen  v,  T"  und  u resp.  H 
unter  übrigens  gegebenen  Umständen. 

2)  Für  ein  Gemisch  von  gesättigtem  Dampf  und  gleich- 
artiger Flüssigkeit  werden  die  Zu.standsglcichung  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  durch  ilie  Gleichungen  (Ij  und  (2)  in  §.  3(): 


V — 10  yA (7), 

dUz=-.  Wd(q  4-  yp) (8) 


vertreten,  in  welchen  w das  spccif.  V'olumen  der  Flüssigkeit,  A den  Ueber- 
schuss  des  specif.  Volumens  des  gesättigten  Dampfes  Uber  das  der  Flüssig- 
keit, q (entsprechend  der  Annahme:  w - Const.)  die  sjiecif.  Flüssigkeits- 
wärme, Q die  innere  spccif.  Vordampfungswärme  und  y die  sjiecif.  Dampf- 
inouge,  d.  h.  das  Gewicht  des  Dampfes  in  1 Kgr.  des  Gemisches  (also 
1 — y das  Gewicht  der  Flüssigkeit)  bedeuten.  Obsclion  diese  Grösse  y 
zur  Charakterisiruug  des  inneren  Zustandes  hier  als  weiteres  Element 
hinzukommt,  genügen  doch  die  Gleichungen  7)  und  (8)  zur  Ergänzung  der 
allgemeinen  Gleichungen  in  §.75,  weil  die  Tem]ieratur  und  J,  q,  p durch 
die  Pressung  p bestimmt  sind.  Indem  nach  Gl.  (7)  und  (8,i  und  mit  Ein- 
führung der  specif.  Verdampfuugswärmc 
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r = ()  + ÄpA  (§.27,  Gl.  7) 

dU  d(pv)  = Wd  q -j-  VQ)  4 " d'pyA) 

, = Wd\q  -|  y(()  -f  ApA)]  -f  wdp  = IFdig  + yr)  -f 

ist,  crgiebt  sieb  nach  §.75,  Gl.  (4)  als  Gleicliuiig  des  Arbeit. svcrniugcns: 


dll  + Wd{q  -I-  yr)  H-  wdp  = dM  -f  WdQ (9;. 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

dH  vdp  = dM  — dB (3 


folgt  durch  Subtractiou  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (^7)  die  Wärniegleichung: 
Wd,q  f yr)  — yjdp  = WdQ  + dB 

oder  auch  bei  Multiplication  mit  A = und  weil  nach  der  auf  den 

Uebergang  aus  einer  in  eine  andere  Aggregatform  bezüglichen  allgemeinen 
Gleichung 

AAdp  = (§.24,  G1.3y 


, i/r  Tdl  yr)  — yrdT  yr 

rf(yr)  — AyAdp  = rfiyr)  — ^dT  = ^ = Td 

ist,  in  einfacherer  Form:  " 

rfy  + Td^l^  = dQ  AdB (10). 

Irgend  zwei  dieser  Gleichungen  (9;,  (3),  flOj  in  Verbindung  mit  der  Con- 
tinuität-sgleichung  (6)  und  der  Zustandsgleichung  (7)  bestimmen  hier  die 
Grösseii  e,  y und  « resp.  H mit  Rücksicht  darauf,  da.ss  T,  A,  q,  r (ins- 
besondere für  Wasserdampf  nach  der  Tabelle  in  §.  29)  durch  p bestimmt 
sind.  — 

In  Betrefl’  der  Arbeit  dM  der  Massenkriifte,  der  Widerstandsarbeit 
dB  und  der  initgetheilten  Wärme  dQ  ju'o  1 Kgr.  Damjjf  auf  dem  Wege 
du  gilt  das  iu  §.  99  bezüglich  auf  die  entsprechenden  Fundamental- 
gleichungen für  Luft  Gesagte. 

üebrigeiis  kann  es  der  Fall  sein,  dass  der  Anfangs  ungesättigte 
Dampf  von  einer  gewissen  Stelle  an  gesättigt  und  demnächst  durch  theil- 
weise  Condensation  feucht  wird  oder  umgekehrt,  erkennbar  im  ersten 
Falle  daran,  dass  für  v oder  7‘ sich  Werthe  ergeben,  die  kleiner  sind,  als 
diejenigen,  welche  der  betreffenden  Pressung  p gesättigten  trockenen 
Dampfes  eutsi)rechen,  itn  zweiten  Falle  daran,  dass  y > 1 gefunden  wird. 
Dann  müssten  auf  einem  Theil  des  Weges  die  Formeln  unter  1),  auf  dem 
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nnderon  die  P’ormcdii  unter  2)  Anwendung  finden,  und  würde  die  Errait- 
tolung  der  Uebergangsstelle  von  dem  einen  in  den  anderen  Zustand  und 
die  Hestiniinung  des  betreffenden  Gronzzustandes  selbst  eine  besondere 
Untersuchung  erfordern.  — 

Während  dem  Obigen  zufolge  die  Fundamentalgleichungen  für  unge- 
•sättigto  Dämpfe,  folglich  auch  die  unter  gleichen  Umständen  daraus  abzu- 
leitenden Gleichungen  von  derselben  P'orm  sind  wie  für  Gase,  insoweit  es 
sieh  nur  um  p,  v,  u handelt,  die  Temperatur  aber  ujeht  in  Betracht 
kommt,  sind  die  Gleichungen  für  Dampf-  und  Flüssigkeitsgemische  von 
wesentlich  anderer  Form.  Ob,  wie  es  wüuschenswerth  wäre,  auch  bei  den 
auf  letztere  bezüglichen  Aufgaben,  insoweit  es  sich  nur  um  die  Grösscu  p. 
e.  u handelt  und  abgesehen  vom  Zahlenwerth  der  Constanten  «,  wenigstens 
uäherungsweise  Gleichungen  von  denselben  P'ormen  benutzt  werden 
können,  wie  bei  Gasen  und  ungesättigten  Dämpfen,  hängt  davon  ab,  ob 
auch  bei  solchen  Gemischen  von  gesättigtem  Dampf  und  gleichartiger 
Flüssigkeit  wenigstens  mit  hinlänglicher  Annäherung  dieselbe  Form 

(///  = d(pv) (2) 

n — 1 


der  Gleichung  des  inneren  .Vrbeitsvermogens  zu  (iruiide  gelegt  werden 
kann.  Wäre  es  der  P’all,  so  wäre  die  angenäherte  Differentialgleichung 
der  adiabatischen  ('urvo  (§.  13): 


o (iU  4 


pdp  =■ 


pdv  -j  pdp 
n — •'  1 


pdp 


dp  dp 

U = würfe  4-  pdp  - — n-  — , 

p p 


also  die  Gleichung  selbst; 


pp" 


Const ''111. 


ln  §.  'ib  wurde  aber  für  ein  Gemisch  von  Was.senlampf  und  Wasser,  in 
welcheiii  der  Dainjif  überwiegend  (y  4’  0,7 j ist,  naebgewiesen,  dass  durch 
diese  Gleichung  in  der  That  bei  angemessener  Wahl  des  Exiioiienten  n 
dort  mit  m bezeichneti  das  Aendernngsgesetz  von  p und  p bei  einer 
Zustandsänderuug  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  mit  ge- 
nftgender  Annäherung  darstellbar  ist,  und  kann  daratis  umgekehrt  ge- 
schlossen werden,  da.ss  mit  entsprechender  Annäherung  auch  Gl.  (2)  in 
solchen  P’ällen  zu  Grunde  zu  logen  ist,  in  welchen  eine  bedeutende  Mit- 
theilung oder  Entziehung  von  Wärme  von  aussen  her  oder  eine  bedeu- 
tende Wärmeerzeugung  im  Inneren  durch  die  Bewegungswiderstände  nicht 
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statttimiet,  das  Aeudcruiigsgesetz  von  p und  v folglich  von  dem  durch 
Gl.  ^ll  i dargestcUtcn  nicht  erheblich  ahweicht. 

Wenn  also  unter  solchen  Uniständou  die  früher  für  die  Bewegniis 
der  Luft  entwickelten  Gleichungen  im  Folgenden  auch  für  Dämpfe  von 
beiderlei  Zuständen  Anwendung  fiuden,  so  ist  nur  der  Werth  von  « dem 
jedesmaligen  Falle  entsprechend  zu  wählen.  Insbesondere  für  Wasserdampf 

4 

ist,  wenn  ungesättigt,  » = anderenfalls  « nach  §.  .35  .zu  hestimraen. 


a.  Ausfluss  der  Dämpfe  aus  Gefässeii. 

§.  111.  Theoretische  Formeln. 

Der  Ausfluss  aus  Gefässmündungon  ist  ein  solcher  Fall,  in  welchem 
nicht  nur  für  ungesättigten,  sondern  auch  für  gesättigten  Dampf,  desscui 
Flüssigkeitsgehalt  eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  die  früher  für 
Luft  gcfundeneu  Gleichungen  anwendbar  sind,  wenn  cjer  innere  Zustand 
durch  Pressung  und  specifisches  Volumen  charaktcrisirt,  und  wenn  nur 
dem  in  jenen  Gleichungen  vorkonunenden  Coefficienteu  « ein  entsprechend 
anderer  Werth  heigelegt  wird  wie  dort.  Dabei  werde,  wie  in  §.  101  für 
den  Ausfluss  der  Luft,  auch  hier  die  .\nnahme  zu  Grunde  gelegt,  dass 
bis  zum  Ausflussquerschnitto  sich  die  Pressung  des  Dampfes 
einer  gewissen,  der  »«*■“"  Potenz  des  specif.  Volumens  umgekehrt 
proportional  ändert,  wo  dann  wie  dort  für  ein  so  grosses  Gefliss,  das< 
die  Geschwindigkeit  in  demselben  — Null  gesetzt  werden  kann,  dieser  so- 
genannte Ausflusse.xponent  m zum  W^idcrstandscoofficienten  J der 
Mündung  resp.  des  Mundstücks  in  der  Beziehung  steht: 

w — m « ( 1 -I-  C)  III  — 1 - ti  — 1 

g ==  . . ^ ; = — - . . (1 

n{m  — - 1)  1 nC  in  w(l  rf- 

während  unter  dem  Ausflussqucrschnitte,  hier  mit  F bezeichnet,  der- 
jenige Querschnitt  des  Dampfstroms  ausserhalb  der  Mündung  verstanden 
wird,  in  welchem  zuerst  die  Bahnen  der  Dampftheilchen  hinlänglich  gerade 
geworden  sind,  um  darin  einen  gleichförmigen  Zustand,  insbesondere  eine 
gleichförmige  Pressung  = derjenigen  des  äusseren  Raumes  vorausseUcn 
zu  dürfen  100).  Ist  dann  ferner 
A die  Ausflussöffnung, 
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rt  der  Coiitractionscoefficicnt,  also  aA  der  kleinste  yuerschiiitt  des  con- 
trahirten  Strahls, 

die  Pressung,  v„  das  specif.  Volumen  ini  Inneren  des  Get&sses, 
p die  Pressung  im  äusseren  Raume,  also  auch  im  .VusHussquerschnitte, 
V das  spccif.  Volumen  des  Dampfs  in  demselben, 

» gelten  nach  §.101  die  folgenden  Gesetze: 

Die  Ausflussgeschwiudigkeit,  verstanden  als  die  Geschwindig- 
keit im  Ausflussquerschnitte,  ist  allgemein: 


»achseud  bei  abnehmender  äusserer  Pressung  bis 


(2), 


= p„vg  für  p = 0. 


Uebrigens  sind  zwei  Fälle  wesentlich  zu  unterscheiden,  ob  nämlich 
p //  ist,  unter  p'  eine  durch  die  Gleichung 


P 

Po 


- = 

\m  -1-1/ 


('('Stimmte  Pressung  verstanden.  Ist  p //,  so  ist  der  .\usflussqnerschnitt 
F mit  dem  kleinsten  Querechnittc  aA  identisch,  und  die  Ausflussmenge 


',Kgr.  pro  Sec.} 


G = (U 


V 


2g  - 
n 


Po 
1 e,, 


r . ^ - 

„ v’A+i-i 

n-.-  ( 

-V"  1 

Po'  -1 

(l). 


Ist  aber  p - C p\  so  ist  p'  die  mittlere  Pressung  im  kleinsten  Querschnitt 
<A,  dieser  also  näher  an  der  Mündung  und  kleiner  als  die  mittlere 
(ipschwindigkeit  = u in  ihm  und  die  Ausflussmenge  ergeben  sich  aus 
01(2}  und  (4)  mit  p = p'  nach  Gl.  (3): 


2g 


m — 1 


1 m 


1 


Po^o  = 


2g  «( 

1 -f-  J Wi  “P  1 


Po^o  . . (5) 


tui 


m — 1 

1 m “|-  1 


= aA 


(6), 
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sind  also  unabhängig  von  der  äusseren  Pressung,  sofern  nicht  etwa  « nnd 
g,  also  auch  m mit  ihr  sich  etwas  ändern.  Ist  v das  mittlere  specif.  Vo- 
lumen im  kleinsten  Querschnitte,  also 

= pv'" {< 

so  folgt  für  den  AusHuss<iuerschnitt  F aus  der  Continuitätsgleichuug 

Ftt  ajl  u 

V V 

mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2),  (.3),  (5)  und  (7): 


unendlich  wachsend,  wenn  p bis  Null  abnimmt. 

Insbesondere  für  Wasserdampf  kann  in  diesen  Gleichungen  geseUt 
werden : 

1)  w = - , wenn  er  im  Inneren  des  Getässes  unge.sättigt  ist  umi 

auch  bis  zum  Ausflussquerschnitte  ungesättigt  bleibt,  was  daran  erkannt 
wird,  dass 


noch  grösser  ist,  als  das  specif.  Volumen  gesättigten  Wasserdampfes  (= 
J 0,001  nach  §.  29)  für  die  Pressung  p, 

2)  n = 1,035  -j-  0,1^0  nach  §.  35,  Gl.  (11),  wenn  er  im  Inneren 
des  Gefässes  gesättigt,  im  .Vllgemeinen  feucht  und  y„  O 0,7)  seim' 
specif.  Dainpfmcuge  ist,  vorausgesetzt  dass  er  auch  bis  zum  Ausflussquer- 
schnitte  gesättigt  bleibt,  daran  erkennbar,  dass  nach  Gl.  (7)  im  vorigen  §. 


gefunden  wird. 

3j  Ergiebt  sich  aber  mit  dem  auf  solche  Weise  vorläuflg  angenom- 
menen Werth  von  n der  Dampf  im  Ausflus-squerschnitto  im  ersten  Falle 
feucht,  im  zweiten  ungesättigt,  so  ist  n anfangs,  nämlich  bis  zu  demjenigen 
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nerechnitt,  in  welchem  (bei  einer  gewissen  Pressung  und  dem  ent- 
irechenden  specif.  Volumen  r,)  der  Dampf  gerade  gesättigt,  aber  trocken 
t,  im  ersten  Falle  = im  zweiten  = 1,135,  allgemein  = tig,  später 

3 ersten  Falte  = 1,135,  im  zweiten  = %,  allgemein  = Hj  zu  setzen, 
'unn  ist  auch 


V 


Mg 


”u_(l  + D 

’ 


»I,  = 


1 + "iS 


u setzen,  und  ergiebt  sich,  wenn  p,  bekannt  ist,  der  rcsultirende  Aus- 
lassexponent m aus 


1 1 I 

\Pg/  tr  r,  t>  [pgj  [p,/ 


1 

M 


/</-  = - lg 

/'o  "'o 


Vi 

Po 


+ 

"'i  Pi 


(9) 


ind  dann  der  rcsultirende  Mittelwerth  von  n ans  Gl.  (1).  Zur  Bestimmung 
von  p^  hat  man  aber,  wenn  nach  §.28,  Gl.  (4) 

1 

r.  = — 

«Pi'* 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

p 1 — 

Pi  — (10)- 

Dabei  ist,  wenn  die  Pressungen  in  Atmoäphären  ausgedrückt  werden, 


« = 0,6058  und  p = 0,9393. 

Ist  der  Wa,sserdampf  im  Gefässe  trocken,  aber  gesättigt,  so  findet 
mau  nach  Gl.  (1)  und  Gl.  (3)  mit  « = 1,135  beispielsweise 

für  C = 0 0.05  0,1  0,25  0,5  1 

M = 1,135  1,1278  1,1212  1,1052  1,08(S1  1,0632 

^ = 0,5774  0,5789  0,5803  0,5835  0,5875  0,5925. 

Pa 

Bei  der  Expansion  solchen  Wasserdampfes  ohne  Mittheilung  von 
Wärme  findet  eine  theilweise  Coudensation  desselben  zu  Wasser  statt 
Ij.  35^,  und  muss  er  also  auch  hier  im  Ausfiussquersehnitte  feucht  sein,  so 


y 
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lange  g eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  während  bei  grösseiv; 
Widerstande  und  entsprechender  Wärmeerzeugung  die  C'ondeusatiou  w 
hindert  und  der  Dampf  überhitzt  werden  kann.  Er  wird  im  .\usHussqErr- 
schnitte  gerade  gesättigt  und  trocken  sein,  wenn  das  vorausgeset.'i* 
Aenderungsgesetz  von  p und  r: 

pj,m  __ 

mit  der  Beziehung  zwischen  p und  r für  gesättigten  trockenen  Wasser- 
dampf identisch,  wenn  also  nach  der  empirischen  Formel  ( 4)  in  §.  2t( 

1,135(1  -f  C) 

” = t,i35s  = 

ist.  Im  letzten  der  obigen  Fälle  (g  = 1)  «ar  diese  Grenze  schon  über- 
schritten,  somit  für  n ein  Werth  etwas  > 1,135  zu  setzen,  der  bei  gej>^ 
honen  Werthen  von  p und  p^  nach  Gl.  (9)  und  (10)  berechnet  werdr» 
kann.  Z.  B.  für  p = 1 Atm.  und  p^,=  4 .\tm.  ergiebt  sich: 

p^  = 1,Ü48;  m — 1,0900;  « = 1,199. 

Von  technischem  Interesse  ist  besonders  der  Ausfluss  hoher  gv- 
s]>annten  gesättigten  Wa.sserdampfes  in  die  Atmosidiäre,  z.  B.  die  .los- 
strümung  desselben  durch  das  geöffnete  Sicherheitsventil  eines  Dami':- 
kessels.  Indem  dabei  p <C,  p'  zu  sein  pHegt,  hat  man  nach  Gl.  (6),  «eiui 
Py  in  Atm.  ausgedrUckt  ist  und  dem  Obigen  zufolge 

^ = 0,0058p„“-»*»* 

hei  Voraussetzung  trockenen  Damj)feS  im  Kessel  gest'tzt  wird,  mit 


C— 


1 / 9,81 .0,0058»« 

y — 

^»«4  \) 

. 10333 


ill. 


Mit  obigen  Werthen  von  m ergiebt  sich 

für  C = 0 0,05  0,1  0,25  0,5 

17=  157,50  153,30  149,51  139,53  120,50 

und  wenn  p„  in  Gl.  (11)  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgodrückt  wäre. 

C'=  0.02018  0,01905  0,01915  0,01788  0,oiG21. 
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§.  112.  Versuche. 


Versuche  über  den  Ausfluss  des  Wasserdampfes  sind  bisher  nicht  in 
solchem  Umfange  und  in  solcher  Weise  angcstellt  worden,  dass  daraus  die 
den  Coefflcienten  a und  J in  den  Formeln  des  vorigen  §.  für  verschiedene 
F'ällc  beizulegenden  Wertho  mit  genügender  Zuverlüssigkeit  abgeleitet 
werden  könnten.  Zum  Theil  aber  können  jene  Versuche  wenigstens  inso- 
fern zur  Prüfung  der  F’ormeln  dienen,  als  sich  annehmen  lä.sst,  dass  die 
(’oefticienten  u und  ^ bei  derselben  Müuduugsart  nur  wenig  mit  ihrer 
Grösse  und  mit  den  Pressungen  unter  sonst  gleichen  Umstünden  verün- 
derlich  sind,  so  da.ss  eine  Bestätigung  jener  Formeln  darin  gefunden 
werden  kann,  wenn  sie  unter  solchen  Umstämlen  mit  wenig  verschiedenen 
Werthen  von  «,  J den  Versuchen  sich  anpasseu  lassen.  Von  solcher  Art 
sind 

1;  die  Versuche  von  Th  reine  ry*,  deren  Resultate  der  französischen 
Verordnung  über  die  Dimensionen  der  Sicherheitsventile  von  Dampf- 
kesseln zu  Grunde  gelegt  wurden.  Aus  einem  möglichst  gleichmässig  ge- 
heizten Dampfkessel  Hess  man  dabei  den  Dampf  durch  regulirbare  recht- 
eckige Mündungen  in  dünner  Wund  ausströmen  und  beobachtete  deren 
Grösse  - ^ A sowie  die  Dampfspannung  im  Kes.sel  = für  den  Bebar- 
rnngszustand,  bei  welchem  also  gleichzeitig  ebenso  viel  Dampf  ausströinte 

V 

wie  durch  die  Feuerung  entwickelt  wurde.  Meistens  war  kleiner,  als 

Po 

der  durch  Gl.  (3)  des  vorigen  §.  bestimmte  Greiizwerth,  so  dass  die  Aus- 
flussmenge nach  Gl.  ''  0')  daselbst  zu  beurtheilen  ist.  Wird  etwa  ^ ~ 0,05 
und  n - 1,125  angenommen,  entsprechend  10°*“  Wassergehalt  des  Dampfes 

im  Kessel,  so  ist  m = 1,118  nach  Gl.  (1)  und  — = 0,581  nach  Gl.  (3), 

Po 

so  dass  bei  Voraussetzung  des  normalen  Atmosphärendrucks  ausserhalb  der 
Mündung  die  Anwendbarkeit  von  Gl.  (ti)  an  die  Bedingung 


Po  > 


700 
0.581  ’ 


d.  i.  Pu  > 


1308  Milliin.  Quecksilbersäule 


gebunden  wäre.  Wird  nun  wi  für  die  verschiedenen  Versuche  constant 
gesetzt,  so  folgt  aus  jener  Gleichung  (0)  bei  gleich  intensiver  Feuerung, 
also  gleichen  Ausflussmengen  O im  Beliarrungszustaude; 


u 


proportional 


/'•o 

Po 


* Annales  iles  miiies,  Tome  XX,  1841. 
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und  ergiebt  sicli  insbesondfre  aus  deu  Versucbcu,  weuu  bei  grösster 
Pressung  und  kleinster  Oeffuuiig  A der  Proportionalwertb  vou  a = 1 
gesetit  wird; 


A = 255,10 

2'^9,59 

204,08 

178,57  Quadratmillim. 

00 

II 

1554 

1731 

1931 

Millimeter. 

rt  proportional  0,740 

0,752 

0,762 

0,783 

A = 153,06 

127,55 

102,04 

76,53 

(Quadratmillim. 

Po  = 2183 

2509 

2959 

3596 

Millimeter. 

« proportional  0,811 

0,851 

0,906 

1 

Die  Versebiedenbeit  dieser  Proportioualwertlie  von  « erscheint  ru 
gesetzmässig,  als  dass  sie  durch  zufiillige  Intensitatsschwaukungen  der 
Feuerung  erklilrt  werden  könnte.  Weuu  aber  solche  in  merklicbeiii  Grade 
nicht  vorkaineii,  so  mussten  die  lleizga.se  mit  um  so  höherer  Temperatur 
entweichen,  um  so  weniger  Würme  folglich  an  den  Kesselinhalt  abgehen, 
und  musste  ferner  dieselbe  Wilrmemenge  um  so  weniger  Dampf  im  Kessel 
bilden  (§.  ^7,  Gl.  4),  je  höher  die  Pressung  und  die  Temperatur  im  Kessel 
waren,  so  dass,  unter  C und  (i  positive  ('onstante  verstanden,  besser 

aj  = ca  - t-tpo), 

r fjy 


folglich  u proportional 


1 

Ä 


gesetzt  worden  wäre.  Durch  deu  hinzugekommenen  Factor  1 1 — lip^) 
werden  die  Proportionalwcrthc  vou  a für  die  grösseren  Pressungen 
mehr,  als  für  die  kleinei-eu,  vermindert;  und  wenn  somit  hierdurch  die 
oben  gefundenen  Unterschiede  von  « zum  Theil  wenigstens  ihre  Erklärung 
finden,  worauf  auch  schon  Kolster*  aufmerksam  machte,  erscheinen  sie 
nicht  mehr  zu  gross,  um  sie  übrigens  als  den  .\usdruck  einer  gesetzmiU- 
sigen  Abhängigkeit  der  Cocfficienten  a,  m von  den  Grössen  A,  p^  halten 
zu  dürfen. 

* 

2)  Minary  und  R6sal  **  lies.seu  den  Dampf  durch  verschiedene 
Mündungt‘11  am  Ende  eines  Zuflussrohrs  von  0,015  Mtr.  Weite  in  eine 
Kammer  nusströmen,  vou  welcher  ein  trichterförmig  sich  erweiterndes 
Rohr  nach  einem  GefÜsse  mit  kaltem  Wasser  führte,  so  dass,  indem  der 
Rand  des  Trichters  in  das  Wasser  eintiiuchte,  der  ausgeströmte  Dampf 


• Feber  das  Ausströnien  von  Dampf  uml  Luft  aus  Gefassmündungen 
Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  18tl7,  S.  711. 

**  C'ivilingenieur,  1HC2,  S.  101  und  18üG,  S.  361. 
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condensirt  wurde  und  die  Ausflussmenge  in  einer  gewissen  Zeit  (von  10 
bis  30  Minuten)  aus  der  Gewichtszunaliiiic  des  Wassergefilsses  gefunden 
werden  konnte.  In  Folge  der  Schnelligkeit,  womit  diese  Condeusation  er- 
folgte, sank  die  Pressung  p ausserhalb  der  Mündung  in  der  vorgenannten 
Kammer  unter  den  Atinosphärendruck  und  wurde  durch  (dn  Manometer 
gemessen,  während  die  Pressung  im  Zuflus.srohr  0,5  Mtr.  von  der  Mün- 
dung entfernt  beobachtet  wurde.  Das  Zuflussrohr  des  Dampfes  war  thcils 
durch  Dampf  von  aussen  so  erwärmt,  theils  durch  Umhüllung  so  gegen 
.Vbkühlung  geschützt,  dass  an  der  Stelle,  wo  die  Pressung  p„  gemessen 
wurde,  der  Zustand  des  Dampfes  (nach  Ansicht  der  Experimentatoren) 
stets  nur  wenig  vom  Zustande  trockener  Sättigung  entfernt  sein  konnte. 
Folgende  Tahello  enthält  die  so  gefundenen  Werthe  von  p i'.\tm.)  und  G 
(resp.  1200  6-',  nämlich  die  Ausflussmenge  in  Kgr.  in  20  Minuten)  bei  ver- 
schiedenen Werthen  von  p„  (Atm.)  nebst  den  der  Tabelle  in  §.  29  zu  ent- 
nehmenden Werthen  von  = — für  eine  Kreismündung  in  dünner 

”o 

Wand  von  4 Milliin.  Durchmesser  und  für  ein  conisches  Mundstück  von 
.‘),5  Millim.  Miindungsweite,  mit  welchem  die  15  Milliin.  weite  Zuflussrohre 
lici  allmähliger  Verjüngung  auf  einer  Länge  von  42  Millim.  endigte. 


Po 

1 

ro 

Krcismüiuluiig  in  dünner 
Wand.  1 

i| 

Conisches  Mundstück. 



1' 

1200C 

“ |l 

P 

1200C 

« 

1.39 

O.H-JIK) 

0,904 

2,0.50 

0,840  ;j 

0,907 

ü,r>(X» 

1,037 

1.95 

1,155C 

0,9.55 

4,;3(K) 

0,9.39  " 

0.'K)8 

3,050 

1,041 

2.51 

1,4397 

0,810 

5,5)K) 

0.!)48  ;! 

0,855 

4,000 

1,030 

) 3.1)4 

1,7235 

0,74.3 

0,817 

0,!)7C  !j 

0,789 

5,0(K) 

1,047 

' .3,«) 

2,0203 

0,724 

7,8(K) 

0,918 

0,7.37 

0,.5(H) 

1,032 

4,20 

2,3349 

0,071 

0,007 

0,949 

0,711 

7„5(K) 

1,025 

4,79 

2,0415 

0,045 

10,2(M) 

0.940  ‘ 

0,071 

8,400 

1,011 

'i  5,.'J7 

2,9400 

0.018 

11,233 
Mitud  = 

0,920  1!  0,071 
= 0,933 

9,375 
Mittel  = 

1.010 
- 1,030 

Der  Umstand,  dass  der  Damiif  an  der  Stelle,  wo  p^  gemessen  wurde, 
schüh  eine  gewisse  Geschwindigkeit  besass,  nämlich,  unter  F den  Quer- 
schnitt des  Zuflussrohrs  verstanden, 

Mfi  = — — 15  bis  18  Mtr.  pro  Sec., 

konnte  dadurch  näherungsweise  berücksichtigt  werden,  dass  p^  um 

Graflhof.  theorat.  Maschinenltihie.  U -11 
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7o^o  _ _7o 1^* 

10333'  10333  2y 

vergrössert  wird;  doch  liegt  diese  Correction,  die  in  den  verschiedenen 
Fällen  nur  = 0,001  bis  0,003  Atin.  gefunden  wird,  vermiithlich  inner- 
halb der  Grenzen  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  (durch  ein  geschlos- 
senes Qnecksilbermanometer)  beobachteten  Werthe  von  Der  Wider- 
standscoefficient  J betrifft  hier  theils  den  durch  die  Mündung  resp.  das 
Mundstück  selbst  verursachten  kleinen  Widerstand,  theils  denjenigen  des 
0,5  Mtr.  langen  Stücks  der  Zuleitungsriihre  von  der  Messungsstelle  der 
l’ressung  bis  zur  Mündung.  Der  diesem  letzteren  entsprechende  Wider- 
standscoefticient  ist,  wenn  wie  für  Luft  nach  §.  lOG,  Gl.  (10)  mit  « = IG. 
d = 0,015 

0,001235  , 

_1 + 0,01 

0 01^  ' ^ 

X = 0.01355  -f  — — = 0,0366 

4 

gesetzt  wird,  bezogen  auf  die  Ge.schwindigkeit  im  Zuflussrohr 

500 

= 0,0366  ^ ^ 1,22 

1 5 

und  ergi<d)t  sieh  danach  bezogen  auf  die  viel  grossere  Geschwindigkeit  im 
Ausfluss(iuei’schuitte,  d.  h.  als  Bcstandtheil  von  g so  klein,  dass  der  ge- 
sammtü  Bewegungswiderstand  ohne  erheblichen  Fehler  als  aufgewogen 
durch  die  lebendige  Kraft  betrachtet  werden  kann,  die  der  Dampf  an  der 
Stelle,  wo  p^  gemessen  wurde,  schon  besass.  Wenn  sonach  bei  uncorri- 
girten  Wertheu  von  p^ 

5 = 0 und  m = n = 1,135 
gesetzt  wird,  so  ist  nach  Gl.  (3;  im  vorigen  §. 

L — 0,5774 
Po 

und  nur  bei  den  ersten  der  obigen  je  8 Versuche  p y p\  also  « nach 
Gl.  (4)  im  vorigen  §.  zu  berechnen,  während  in  allen  übrigen  Fällen  die 
Gl.  (6)  zu  Grunde  zu  legen  ist.  Auf  diese  Weise  sind  die  Werthe  von  c 
in  obiger  Tabelle  berechnet  worden.  Ihre  geringe  Verschiedenheit  für  die 
verschiedenen  Fälle  bei  jeder  von  beiden  Versuchsreihen  kann  als  Bestä- 
tigung der  benutzten  Formeln  betrachtet  werden,  doch  sind  die  Mittel- 
werthe  = 0,933  und  1,03  oftenbar  zu  gross,  und  bleibt  cs  iingewis.s,  in- 
wieweit die  Messungsfehler  von  p^^  p und  A sowie  die  Voraussetzung  des 
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Zustandes  trockener  Sättigung  in  Betreff  des  der  Mündung  zuströmenden 
Dampfes  jene  Werthe  störend  beeinflusst  haben  mögen. 

3)  Napier*  stellte  Versuche  über  den  Ausfluss  gesättigten  Wasser- 
dampfes auch  in  der  Weise  an,  dass  er  den  Dampf  in  eine  Vorlage  aus- 
strömen Hess,  von  welcher  er  durch  ein  Rohr  in  Wasser  geleitet  und  da- 
durch condensirt  wurde.  Die  Gewichtsmenge  des  in  einer  gewissen  Zeit 
ausgeflossenen  Dami)fes  wurde  aber  nicht  aus  der  Gewichtszunahme,  son- 
dern aus  der  Temperaturerhöhung  dieses  Wassers  und  des  dasselbe  ent- 
haltenden eisernen  Gefässes  abgeleitet,  während  die  Pressung  theils  vor 
der  Mündung  im  Zuflussrohre  (vielfach  zugleich  in  verschiedenen  Entfer- 
nungen von  der  Mündung),  theils  unmittelbar  hinter  derselben  in  der  Vor- 
lage gemessen  wurde;  letztere  (==  p)  konnte  zwischen  wcit<‘u  Grenzen 
variirt  worden  durch  entsprechende  Wahl  der  Weite  des  zum  Wasserge- 
fässe  leitenden  Abflussrohrs. 

•\uf  Grund  gewisser  theoretischer  Betrachtungen,  die  übrigens  nicht 
als  streng  wissenschaftlich  bezeichnet  werden  können,  setzt  Napier: 


G = 


(1), 


unter  C eine  Constante  verstanden.  Imh'in  aber  dieser  Ausdruck  bei  ge- 
gebenen Werthen  von  Pg  und  Pg  für  p ---  - Pg  ein  Maximum  wird,  wäh- 
rend es  undenkbar  ist,  dass  bei  weiter  abnehmender  Grösse  der  äusseren 
Pressung  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  die  Ausflussmenge  ab- 

P 1 

nehmen  sollte,  betrachtet  Napier  jene  Gleichung  (1)  nur  für  — > ^7 

Pii 

p 1 

als  zutrefl'end,  und  setzt  dagegen  für  O die  Ausflussmenge  beständig 

Pi) 


so  gross  wie  für 


P 

Po 


also  unabhängig  von  p,  nämlich: 


ö (2). 

2 r Vg 

3Iit  seinen  Versuchen  findet  er  diese  Formeln  in  sehr  befriedigender 
Uchereinstimmung,  wenn  unter  der  Voraussetzung,  dass  G in  Kgr.  pro 
Sec.,  A in  Quadrafm.,  p und  pg  in  Atm.  und  die  specif.  Volumina  iu 
Cubikm.  pro  Kgr.  ausgedrückt  sind. 


* „ün  the  velodty  of  steara  and  otlier  gases,  and  the  true  principles  of 
the  discharge  of  flnids,“  thoilwoise  bcarlieitet  von  Prof.  A.  Fliegner  im 
„Civilingenienr“,  Bd.  X.V1I  (1871), 

41* 
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für  eine  kurze  cylindrische  Ansatzriihro  mit  gut  abgeruudetem  innerem 
Rande;  C — 420, 

für  eine  Kreismündung  in  dünner  Wand:  C = .382 


gesetzt  wird.  Sofern  dem  Widerstaudscoefficienten  C in  beiden  Füllen  ein 
nahe  gleicher  kleiner  Werth  beizulegen,  der  Contractionacoeftieient  « aber 
im  ersten  Falle  = 1 zu  setzen  ist,  wäre  derselbe  hiernach  im  zweiten 
Falle  ungefiihr: 


382 

420 


0,91. 


Aus  der  Beschreibung  der  Versuche  geht  dabei  übrigens  nicht  deutlich 
hervor,  in  welchem  Grade  die  Contraction  etwa  nur  unvollkommen  war  in 
Folge  eines  nicht  sehr  kleinen  Verhältnisses  der  Münduugsweite  zur 
Weite  des  Zuflussrohrs. 

P 1 

Die  meisten  Versuche  entsprachen  dem  Falle:  > f'*''  welchen 

Po 

Gl.  (2)  mit  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  von  einerlei  Form  ist.  Setzt  man  in  der 
letzteren  für  das  cylindrische  abgerundete  Mundstück  « = 1,  C = u,0r» 
und  n = 1,135  gemäss  der  auch  von  Na]>ier  zu  Grunde  gelegten  .\n- 
nahme,  dass  im  Inneren  der  Dampf  zwar  gesättigt,  aber  trocken  war,  so 
wäre  m = 1,1278  und 


C - 2 1 / ‘lg  - ^ ( 

y n — 1 «»  -j-  1 \i 


2 
m 


10333  = 394; 


auch  mit  5 = 0 ergäbe  sich  C noch  etwas  •<  420.  Durch  die  mangel- 
hafte Bestimmungsweise  von  G aus  den  Versuchen  ist  diese  Differenz  nicht 
zu  erklären,  da  Fliegner  auf  Grund  einer  genaueren  Bestimmung  den 
(’oefficienten  O noch  grösser  findet,  als  Napier;  dagegen  kann  es  der 
Fall  sein,  dass  der  Dampf  schon  vor  dem  Ausflusse  feucht  war.  ' 

Anilere  Versuche  Nai)ier’s  bezwt'ckten  die  Bestimmung  der  Dmck- 
änderung  in  einem  mit  voller  Weite  ausniündenden  cylindrischen  .lusfluss- 
rohre, indem  verschiedene  Stellen  des.selben  durch  abgezweigte  engere 
Seitenröhreii  mit  Manometern  verbunden  wurden.  Waren  auch  die  be- 
nutzten Ausflussroliren  zu  kurz,  als  dass  mit  einiger  Zuverlässigkeit  auf 
das  Gesetz  des  Leituugswiderstandes  von  Wasserdamiif  in  Köhren  aus 
diesen  Versuchen  geschlossen  werden  könnte,  so  sind  sie  doch  vou  luteress»- 
uainentlich  als  unmittelbare  Bestätigung  der  .Innahme,  dass  die  Pres.sung 
p'  im  kleinsten  Querschnitte,  der  hier  mit  dem  Mündungsquerschnitte 
identisch  war,  nicht  kleiner,  als  ungelahr  0,5/^„  werden  kann,  wie  sehr 
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auch  die  äussere  Pressung  p kleiner,  als  die  innere  Pressung  sein  mag. 
Hei  Versuchen  mit  der  innen  gut  abgerundeten  kurzen  cylindrischen  Au- 
satzröhre  von  M,6  Milliin.  Weite  z.  B.  ergab  sich  die  Pressung  p'  im  In- 
neren der  Külire,  wenige  Millimeter  von  der  Mündung  entfernt,  also  auch 
nahezu  die  Pressung  in  dieser  seihst  für  p = 1 Atm.  und 


Pa  = 

1,933 

2,000 

2,067 

4,000  -\tm. 

P = 

1,025 

1,067 

1,100 

2,2(X)  „ 

P _ 

0,530 

0,533 

0,532 

0,550. 

Pa 

/ 

P 

In  anderen  Fällen  wurde  — 0,.5  gefunden,  stets  aber  wenig  ver- 

Po 

schieden  trotz  sehr  verschiedener  Werthe  von  bei  gleichen  Werthen 
von  p 0,5 oder  sehr  verschiedener  Werthe  von  p hei  gleichen 
Werthen  von  > 2p,  B.  bei  einem  Rohr  von  762  Milliin.  Länge  und 
11,3  Millim.  Weite  für  p = 1 Atm.  und 


Pa  = 

2'/3 

2%  3 

8Vu 

n. 

4 

P = 

1,033 

1,133  1,233 

1,333 

1,417 

1,500 

/ _ 

0,443 

0,425  0,411 

0,400 

0,386 

0,375 

Pa 

uud  bei  einem  Rohr  von  95  Millim.  Länge  und  14,3  Millim.  Weite  bei 
p„  = 4 Atm.  und 


. P = 

1,800 

1,000  , 

.0,667  Atm. 

P == 

1,767 

1,767 

1,783  „ 

P _ 

0,442 

0,422 

0,446. 

Pa 

Ini  ersteren  dieser  beiden  Fälle 

nimmt 

p 

zwar  merklich  ab  mit  dem 

Pa 


p 

Verhältnisse  jedoch  in  viel  geringerem  Grade,  als  dieses.  Fliegner 
Po 

a.  a.  0.  macht  übrigens  auf  verschiedene  Umstände  aufmerksam,  wodurch 
auch  die  Zuverlässigkeit  der  Naiiicr’schcn  Versuche  beeinträchtigt  wird. 
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§.  113.  Sicherheitsrentile  von  Dampfkesseln. 

Für  das  Sichorheitsvcntil  eines  Dampfkes.sels  mit  verticaler  .\ic  ui 
im  Allgemeinen  conisclier  Sitztläclie  (Fig.  45)  sei 

(p  der  halbe  Oeffiiungswinkel  dieser  Kegfl- 
fläche, 

d der  Durchmesser  des  Ventilrohrs  '=  «a 
= cc,  Fig.  45)  = dem  Durchmesser  w 
der  unteren  ebenen  Ventilfläche, 
jid^ 

F = — der  entsprechende  Querschnitt 


Fig.  45. 
l/' 


N I / f 

*1- 4i 


f die  Ilorizontalprojection  der  Sitzfläche. 
— h = nc  die  Hubhöhe,  wenn 

die  Pressung  im  Inneren  des  Kessels, 
p die  äussere  atmosphärische  Pressung, 

P die  Belastung  incl.  Eigengewicht  des  Ventils  ist 

Ist  nm  = h sin  (p  das  Perpendikel  von  einem  Punkte  der  Kreislfau’ 
nn  auf  den  Ventilsitz,  so  ist  die  Kegelfläche,  welche  durch  Drehung  von 
nm  um  die  Vontilaxe  erzeugt  wird,  als  der  kleinste  Querschnitt  (=  «i 
des  ausfliessenden  Dainpfstroms  anzunchmcu,  der  überhaupt  von  seineu 
Eintritt  in  das  Ventilrohr  bis  zu  jener  Stelle  die  Form  eines  Umdrehung^ 
körpers  hat  etwa  wie  derjenige,  dessen  Meridianschnitt  die  Fläcln 
ahemnonmeba  (Fig.45)  ist.  Unter  der  Voraussetzung  vollkommener  Trockca- 
heit  des  gesärtigten  Damiifes  iuv  Kessel  au  der  Stelle  des  Ventils  und  bei 
Vernachlässigung  der  Heweguugswiderstäude  bis  zum  kleinsten  Querschnitt 


aA  = jt(d  -j-  k sin(f>  cos<p)h  sin(p  = iF  i\  — sinrp  cosq  ) 

\ U J 

ist  dann  die  Pressung  in  diesem  nach  §.  111: 

V — 0,5774;»o, 


ttnq 


wenn  p < //,  also  p^  > = 1,73^/' 

0,5 1 ( 4 

ist,  und  die  Ausflussmenge  iin  Beharrungszustande  nach  Gl.  (11),  §.111; 

G — «.4  mit  C = 157,5, 

wenn  p^,  in  Atm.  ausgedrückt  wird,  also  mit  Rücksicht  auf  obigen  AusdniA 
von  nA  und  mit  Hinzufügung  eines  erfahrungsmässig  zu  bestimmenii'a 
Correctionscoefficienteu  //: 

G = 630///’(^l 


-j-  — snt  q)  I — nn rp  . 


0,96965 
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iml  insbesondere  bei  ebener  Sit/flfiche  yf  = : 

G = (5.30//  ~ />«•’«»«» (2) 

d 

ivgT.  pro  Sec.,  vorausgesetzt  dass  F in  (Quadratmetern  ausgedrtlckt  ist.  Die 
VVerthe  von 

können  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden  event.  durch  Interpola- 
tion mit  Hülfe  der  darin  gleichfalls  angegebenen  Ditferenzen  für  eine 
Pressnngsdifferenz  von  0,1  Atm. 


Po 

' f(P.) 

Diff. 

Po 

Apo) 

Diff.  j 

i Po  1 

Apo) 

ii  1-5 

l,481ß 

0.0954 

4,5 

4,29!*1 

0.0938  j 
0.0935  i 

7,5 

7,OfKiO 

|2 

' 1,9.584 

0,0946 

1 5 

4,761ß 

0,0932 

8 

j 7,51Ü7 

.3 

' .3,5  i 

2,4315 
' 2,901  ß 

1 

0.0940  ' 
0,09$l>  ! 

1 5,5 
ß 

l 

5,222(5 
5,(5824  , 

0,0930  1 
0,0917  1 

f 8,5 
i 9 

7,!M554 

a4194 

3,3(594 

0,003S  1 

, 1 

: ß.5 

(5,1410  ' 

0,0915  ' 

1 1 

^9.5 

8,8725 

4 

3,a352  1 

1 7 

ß„598(5 

10 

9,3250 

Diff. 

0,0913 

0,0911 

0.0909 

0,0908 

0,0906 

0,0905 


Aus  Versuchen  von  Kolster,*  deren  einzelne  Resultate  freilich  sehr 
bedeutend  von  einander  abweichen  (besonders  ohne  Zweifel  infolge  der 
Fehler,  welche  den  schwierig  zu  messenden  sehr  kleinen  Hubhöhen  h des 
schwebenden  Ventils  anhaflen)  ergab  sich  im  Mittel 

für  ein  Ventil_  mit  ebener  Sitzfliieho  //  ==  0,98 
„ „ „ „ conischer  „ /^  = 0,89. 

Wenn  bei  wachsender  I>am)ifs])auuuug  im  Kessel  das  Sicherheitsventil 
abzublasen  anfängt,  ist  seine  Hubhöhe  h Anfangs  nur  verschwindend  klein, 
nimmt  aber  allniählig  mehr  und  iiielir  zu,  wenn  die  Dampfspannung  /)„  zu 
wachsen  fortfährt;  mit  und  h wächst  gleichzeitig  die  .\ustlussmenge  G. 
Wird  nun  vom  Sicherheitsventil  verlangt, 

1)  dass  es  abzublascn  anfange,  wenn  die  Pressung  im  Kessel  einen  ge- 
gebenen Werth  /),  erreicht  hat, 

2)  dass  es  eine  gegebene  Dampfmenge  = G Kgr.  pro  Sec.  entweichen 
lasse,  wenn  die  Pressung  im  Kessel  einen  gleichfalls  gegebenen 
Werth  p^  (>  p^)  erreicht  hat, 

so  dass  diese  letztere  Pressung  /i,  als  Maximum  constant  bleibt,  wenn  G 


• Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  18G7,  b.  443. 
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die  Dainiifniciige  bedeutet,  welche  pro  Sec.  inelir  iin  Kessel  entwickelt,  als 
ihm  anderweitig  entzogen  wird,  so  können  durch  diese  zwei  Hediuguiigen 
zwei  Grössen  bestimmt  werden,  insbesondere  die  Grösse  des  Ventils  'der 
(^uersclinitt  des  Ventilrolirs  = F Quadratm.)  und  die  Ventilbclastung  — 
P Kgr.,  wenn  ferner  gtgebcu  sind:  die  iiussere  Pressung  — p,  die  P'orin 
der  Sitzilächo  (der  Winkel  (f)  und  ihre  Grosse  = f Quadratm.  (absolut 
oder  im  Verhiiltniss  zu  F),  vorausgesetzt  dtiss  die  Pressung  — p,,  welche 
im  Augenblicke  der  Erhebung  des  Ventils  in  der  Sitztlache  stattlindet,  und 
die  Hubhöhe  h als  Functionen  der  übrigen  Grössen  bekannt  resp.  be- 
stimmbar sind. 

Her  ersten  obiger  Forderungen  entspricht,  wenn  die  Uampfspan- 
nungen  in  Kgr.  jtro  yuadratm.  ausgedrlickt  sind,  die  Gleichung: 

P — F[p,  — p)  + fiPi  — P)  = {F  + — p)  ...  (3) 


mit 


Pi 

Pi 


V + f (1  — y) 

Pi 


(4). 


Die  Verhiiltnis-szahl  r/  kann  nur  erfahrungsnmssig  bestimmt  werden 
durch  Versuche  mit  Ventilen,  deren  SitzHächen  nicht  sehr  klein  sind.  Von 
den  beiden  Ventilim,  welche  Kolster  bei  seinen  oben  erwähnten  Versuchen 
benutzte,  ist  das  mit  der  ebenen  SitzHäche  wegen  zu  kleinen  Verhältuis.ses 

0,0810)  zu  diesem  Zwecke  nicht  geeignet;  aus  den  Versuchen  mit 
r 

dem  conischen  Ventil  von 

2 schwed.  Zoll  (50,2.5  Millim.)  inne/em  Durchmesser, 

2^  „ „ (58,0  „ ) äusserem  „ 

,,  ,,  ' 1,.j5  ,,  ) Höhe 


der  SitzHäche 


ist  zu  entnehmen: 


if  ^ --  = 0,32  und  = 0,40  für  = 4. 

Pi  — P Pi  P 

Aus  0 Versuchen  von  -V.  v.  llurg*  mit  einem  Ventil  von 

21  oestr.  Linien  (40,1  Millim.  i innerem, 

24  „ „ (52,7  „ ) äusserem  Durchmesser 

• Sitzungsberichte  der  niath.  naturw.  CI.  der  k.  Akademie  der  VVissen- 
.scliafteii  zu  Wien,  Bd  XLV,  Abth.  11,  8.285. 
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Icr  ebenen  Sitzflilche  (also  ^ ^ — 0,3ü6j  bei  — = 1,6  bis  5,7  er- 

/'  49  p 

giebt  sich  im  Mittel 


(p  = 


= 0,72 


ohne  ersichtliche  Abhüngip;kcit  der  übrigens  bedeutend  ditt'crircnden 

Pi 

Kiiizelwerthe  <p  von  jenem  Verhältnisse  - . Im  Mittel  ergiebt  sich 

= 0,80  für  = 3,6. 

Pi  P 


Das  Abhäugigkeitsgesetz  der  Hubhöhe  h,  wovon  die  Erfüllung  der 
zweiten  obiger  Forderungen  abliängt,  kann  man  auf  folgende  Weise  zu  be- 
stiininen  suchen  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  einen  gewissen  zur 
Ventilaxe  senkrechten  ebenen  Querschnitt  bb  i Fig.  45)  des  Danipfstroms 
im  Ventilrohr  giebt,  in  dessen  Durclischnittspunkten  mit  den  liahncn  der 
Dampftheilchen  letztere  als  geradlinig  zu  betrachten  sind,  ln  diesem 
Querschnitte,  dessen  Grösse  mit  kF  bezeichnet  sei,  herrscht  dann  eine 
gleichförmige  Pressung  — xp„  und  Geschwindigkeit  — y,  und  dieselbe 
Pre.ssnng  xp^  herrscht  in  dem  ringförmigen  Kaum  mit  dem  Querschnitt 
nbea.  welcher,  mit  ruhendem  oder  wenigstens  nicht  strömendem  Dampf  er- 
füllt, den  Dampfstrom  im  Ventilrohr  rings  umgiebt.  In  dem  gleichfalls 
von  nicht  strömendem  Dampf  erfüllten  Kaum  onno  (Fig.  45)  zwischen  der 
Fnterfläche  des  schwebenden  Ventils  und  dem  Dampfstrom  sei  die  Pres- 
sung — - ap^.  Sie  ist,  wenn  in  dem  ganzen  schmalen  ringförmigen  Kanin, 
den  die  Sitzfläche  des  Ventils  bei  seiner  Erhebung  beschreibt,  die  Pres- 
sung uüherungsweisc  = p'  — der  Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  aA 
gesetzt  wird,  bestimmt  durch  die  Gleichung; 

r = F{np^  — p)  -{-  f p — p), 


also  nach  Gl.  (3):  "Pq  = pj  oder 


»enn  Pj 


oder  ^ 


= . . . 
P(. 

0,5774 


(5), 


etwas  0,5774 


Pi  Po  Pi  « ’ ' ' • ■ Pi 

gesetzt  wird,  was  den  obigen  Angaben  zufolge  besonders  bei  Ventilen  mit 
ebener  Sitzfläche  nahe  zutreffend  zu  sein  scheint,  bei  sehr  schmaler  Sitz- 
Hiichc  aber  stets  nur  mit  sehr  kleinem  Fehler  verbunden  sein  kann. 

Bezeichnet  nun  «'  die  Geschwindigkeit  im  kleinsten  Querschnitte  tiA, 
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SO  ist  bei  Abstraction  von  BewcgungswidorstAndcii  bis  zu  diesem  Quer- 
schnitte (entsprechend  m — n = 1,135)  nach  §.  111,  Gl.  (5)  und  (6): 


M = I -zg 


I 


n n — 1 


n — 1 « 1 


(6) 


und  mit 


= 1-+-I  (,.  i-r)"  ' 

I 


+ 1 '■-«  + 

G=aA\  /2g  " , A«) 

■ » — 1 r„ 


{71 


ferner  nach  §.  111,  Gl. (2)  und  (4),  vorausgesetzt  dass  x > , d.  h.  x)>  i 

Po 

0,5774  ist, 

(«). 


1/ 

/ ” , ;'u"o  (1  — X » ) 

n — 1 


G = kFx" 


Die  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  G nach  Gl.  (7)  und  9i 
liefert: 


t(A  ( 

A . 

,h  , 

k ’ 1 

1 j ffiftff  COff(f  ^ 

d / 

1 xm  ff  = 
d 

- X"  1 

V/(«)  ^ 

H ~ 1 

x~«"  (10.. 


Eine  zweite  Relation  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Zu- 
wachs an  Rewegungsgrösse,  den  die  zwischen  den  Querschnitten  iF  und 
aA  enthaltene  Dainpfmasse  (mit  dem  Meridianschnitt  bnnnonmch  in  Fig.  45) 
im  Sinne  der  Ventilaxe  ini  Zeitelement  dt  erfShrt,  d.  i.  für  den  vorausge- 
setzten Reharrungsziistand  der  dem  Uebergauge  vom  Querschnitt  hF  zum 
Querschnitt  aA  entsprechendo  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse  der  Mas.se 

^ dt  im  Sinne  der  Ventilaxe,  = ist  dem  Antrieb  der  äusseren  Kräfte. 
9 

d.  h.  bei  Abstraction  von  der  hier  ganz  unwesentlichen  äusseren  Massen- 
kraft (Schwerkraft)  = der  mit  dl  multiplicirten  algebraischen  Summe  der 
Kräfte,  welche  auf  die  OberHäche  jener  zwischen  kF  und  aA  enthaltenen 
strömenden  Dampfmasse  im  Sinne  der  Ventilaxe  ausgeübt  werden.  Daraus 
folgt  nach  Division  mit  dt  und  mit  Rücksicht  auf  die  Annahme  einer 
gleichförmigen  Pressung  = ;/  in  der  durch  Umdrehung  der  gebrochenen 
Liuie  cmn  entstehenden  Doppelkegeltläche: 


Digitized  by  Coogle 


§.113. 


SICHERHEITSVKNTILK  VON  DAMPFKESSELN. 


Gol 


— {ttcottp  — y)  — F{x  — (i)Po (11) 

9 


und  nach  Substitution  der  Ausdrücke  von  u\  y und  G nach  Gl.  (G),  (8) 
und  (9): 


Hierdurch  ist  x und  dann  durch  Gl.  (10)  auch  „ resp.  - als  Function 

F d 

von  rt,  k und  fp  bostininit.  Dom  Augenblick  der  Erhebung  des  Ventils  von 
seinem  Sitze,  für  welchen  p^,  = p^,  also  « = 1 ist,  entsprechen  die 
Werthe  x = \ und  A = u unabhängig  von  k und  <p,  wie  es  sein  muss. 
Ist  Pq  nur  wenig  )>  p^,  also  « nur  wenig  1,  so  wird  auch  x nur  wenig 

<C  1 und.  wenn 

M — 1 

1 _ a;“»“  = g 


gesetzt  wird,  g ein  kleiner  Bruch  sein;  behufs  einer  ersten  Annäherung 
kann  dann 


n « ' 1 

x = (\  - g)"-'=  1 g;  X~‘=  1 g 

n — 1 n — 1 


gesetzt  werden  und  somit  nach  Gl.  (12): 


a = 1 — — 

» 


'Ink 
n — 1 


/"  - ; 

n 1 


oder  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  hühereu  Toteuzen  von  g,  als 
der  ersten. 


71  , 27lk 

a = 1 (1  — 2k)g  - 

n — 1 n — 1 


(/»  — 1 
' ;T+-1^ 


/«  — 1 . 


M — 1 1 — n 

^'h  I'-^2/(- 


. . (13). 


Der  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Werth  von  g liefert  einen  Nähe- 

rnngswerth  von  ^ nach  Gl.  (lO'l: 
d 
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Insbesondere  für  ein  Ventil  mit  ebener  Sit/.fläche  (rosy  = o. 
für  welchen  Fall  k 0,5  sein  muss,  damit 


1 1 — rt 


2k 


>0 


sei,  ergiebt  sich: 

rf  ~ 4 r f{n)  ^ 7 1 — n)  r n i ' 

Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichung  ist: 


deren  Coefticienten  C und  /«,  obgleich  sie  wegen 


k = 


iC 


1 - ' A») 
r n — 1 


n — tn 


(l.i. 


(16. 


mit  n = 1,135  in  der  Beziehung 

3,83  G + m = 1,135 

stehen  sollten,  doch  besser  unahhüngig  von  einander  erfahrnngsmässig  n 
bestimmen  wären,  um  die  Mängel  der  Formel  bis  zu  gewissem  Grade  da- 
durch zu  beseitigen.  ’ 

Da.ss  übrigens  Gl.  (15)  bei  Voraussetzung  eines  constanten  Coeöi- 
cienten  k (ebenso  die  etwas  allgemeinere  Gleichung  (16)  bei  Voran- 
setzung constanter  Coefticienten  C und  m)  nicht  anf  beliebig  kleine  Werth'' 
von  rt  ausgedehnt  werden  kann,  ist  daraus  zu  entnehmen,  dass  ihr  ein 
Maximum  von  A entsprechen  würde: 


A 


t/iax 


■ d 


für 


1 1 — ff 

7 TT. 


1 

3’’ 


insbesondere  mit  n = 1,135: 

A 

max.-j  = 0,228 A für  a = 0,622  -f-  0,756 A, 
d 

so  dass  bei  weiter  abnehmender  Grösse  von  a,  also  bei  weiter  zonch- 
inender  Pressung  die  Hubhöhe  A wieder  abnehmeu  würde,  was  offesl“'' 
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unniiiglich  ist.  Unter  diesen  Umständen  und  weil  auch  k nach  einem 
übrigens  nur  empirisch  bestimmbaren  Gesetze  mit  a veränderlich  sein 

kann,  mag  mit  Kolster*  für  das  Verhältniss  eine  Gleichung  von  der 

a 


Form 


(17) 


angenommen  werden,  welcher  h = 0 für  = p,  und 


entspricht,  so  dass  danach,  wenn  oder  Ä ohne  Endo  wächst  («  bis  Null 
abnimmt),  auch  die  Hubhöhe  beständig  wächst,  indem  sie  mit  abnehmender 

C 

Schnelligkeit  sich  der  Grenze  - d nähert,  wie  es  offenbar  den  thatsäch- 

Ktnrp 

liehen  Verhältnissen  entsprechend  ist,  wenn  der  Constanten  C ein  Werth 
nahe  = 0,2.5  beigelegt  wird  cntsj)rechend  einem  kleinsten  Querschnitte 
zwischen  Ventilsitz  und  Ventil  = dem  Querschnitte  F des  Ventilrolirs. 

Aus  Versuchen  von  v.  Tlurg  (am  oben  angeführten  Orte  beschrieben) 
mit  einem  Ventil  von  ebener  Sitzflächc  (innerer  Hurchiu.  = 4ü,l  Millim., 
äusserer  = 52,7  Millim.)  bei  Pressungen  bis  5 Atm.  und  bis  etwa  '/j  ab- 
nehmenden Werthen  von  a leitete  Kolster  die  Formel  ab: 

*-  = 0,3(1-)/^)  = 0,3(1  -V»), 

welche  mit  Rücksicht  auch  auf  conische  Sitzflächeu  verallgemeinert  werden 
mag  ZU: 

• sin  (f)  = 0,3  (1  — V ‘0 ( 1 

(t 


-Auch  Külstcr’s  eigene  Versuche  mit  einem  ebenen  uud  einem  conischen 
Ventil,  bei  denen  aber  a stets  nur  wenig  <(  1 war  (a  )>  0,92),  ent- 
sprechen dieser  Formel  insoweit,  als  bei  dem  weniger  genauen  Messungs- 
verfahren der  kleinen  llubhuiien  k erwartet  werden  kann.  — 

Um  nun  den  beiden  oben  genannten  Forderungen  zu  genügen,  dass 
das  Ventil  bei  der  Pressung  /),  augelioben  werden  und  bei  der 
grösseren  Pressung  so  weit  geholien  sein  soll,  dass  es  G Kgr. 

* Zeitschr  des  Vereins  deutsclier  Ingenieure,  1W7,  S.  722. 
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Dampf  pro  Soc.  entweichen  lässt,  hat  man  nach  Gl.  ^1),  worin  ohne 
wesentlichen  Fehler  immer 


1 -| — - nn(f!  cos <p  = 1 
d 


p. 

gesetzt  werden  kann,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (18)  und  mit  a = — die  er- 

Po 

forderliche  Grösse  der  vom  inneren  Rande  der  Sitzfiiiche  umgreuzttn 
Kreisfläche: 


1 (r 

F = - , Quadratmeter 

i8y// 


5h  G 


(1- V«)/(?o) 


Quadratcentimeter (19 . 


entsprechend  fc  = 0,962;  der  Werth  von  f(p^)  ist  dabei  obiger  Tabelle 
zu  entnehmen.  Wird  daun  die  Breite  der  Sitzfläche,  also  f entsprechend 
angenommen,  so  ergiebt  sich  die  nöthige  Ventilbelastung  P (iucl.  Eigen- 
gewicht) aus  Gl.  (3)  mit  einem  angenommenen  Werth  von  9!,’  etwa  95  = 0,6. 
Die  Unsicherheit  dieses  Uoefticieuten  cp  macht  eine  möglichst  schmale 
Sitzttäche  zwcckmä.ssig. 

Wenn  mau  vom  Sicherheitsventil  verlangt,  dass  es  bei  der  Maiimai- 
pressuug  die  ganze  im  Kessel  entwickelte  Dampfmeuge  entweichen 
lasse,  wenn  mau  also  in  Gl.  (19) 

G = mll 


setzt,  unter  H die  Heizfläche  (feuerberührto  Fläche)  dos  Kessels  in 
Quadratm.  und  unter  die  pro  Sec.  und  Quadratm.  Heizfläche  verdampfte 
Wassormengp  in  Kgr.  verstanden,  so  muss  für  jene  Pressung  ein  we- 
sentlich grösserer  Werth  zugelassen  werden,  als  für  diejenige  = p,,  bei 
welcher  das  Ventil  abznblasen  anfaugeu  soll,  widrigenfalls  letzteres  über- 
mässig gross  gemacht  werden  müsste.  Macht  man  z.  B.  nach  einer  Formel 
welche,  auf  den  im  vorigen  §.  besprochenen  Thrimery’schcn  Versuchen 
beruhend,  seitdem  in  die  Dampfko-sselregulative  mehrerer  Staaten  überging, 


d — 2,6  1/  — Centim., 

\ Po—  0,412 


worin  in  Afm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist,  also 


jid'^  l,69jr7/’ 

/ = = Quadratcentim., 

4 Po—  0,412^ 
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SO  folgt  aus  der  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  (19),  wenn  darin  G — 
mir  gesetzt  wird, 


1 — y«  = 1 — 


55  «i  — 0,412 

i;^:^ 


(20). 


Der  Coofficient  m (bei  forcirter  Heizung  und  massig  grosser  Ileizflüclie  bis 
auf  etwa  0,025  zu  steigern)  kann  für  gewöbiilicbe  stationäre  Dampfkessel 
und  Schilfs- Ilöbrenkessel  durchschnitllicb  = 0,009,  für  Locomotivkesscl 
- 0.015,  für  Scbitfskessel  mit  weiten  Feuerzügen  = einem  dazwischen 

liegenden  Werthe  gesetzt  werden,  und  mau  findet  aus  Gl. (20)  beispiels- 
weise 

für  pf^—  2 4 8 Atm. 


^ = 1,17 

1,20 

1,22 

mit  m = 0,009 

a 

Pi 

= 1,24 

1,28 

1,31 

„ m = 0,012 

— 1,31 

1,37 

1,41 

„ m = 0,015, 

Um  die.  Rücksicht  auf  Verhinderung  der  Möglichkeit  einer  über- 
mässig grossen  Dampfspannung  mit  der  Rücksicht  auf  praktisch  angeme.s- 
seue  Dimensionen  iles  Sicherheitsventils  zu  vereinigen,  ist  in  Gl.  (19)  für 
a ein  solcher  Werth  anznnehinen,  welcher  zur  Folge  hat,  dass  p^^  stets 
noch  etwas  kleiner  bleibt,  als  die  Pressung  bei  der  gcsctzliclien  Druck- 
probe des  Kessels.  Nach  den  allgemeinen  Bestimmungen  über  die  Anlage 
von  Dampfkesseln  für  das  Deutsche  Reich  v.  29.  Mai  1871,  §.11,  hat 
diese  Druckprobe  mit  einem  Ueberdrucke  zu  geschehen,  welcher,  jenach- 
dein  der  beabsichtigte,  d.  h.  derjenige  Ueberdruck,  bei  dem  das  Sicherheits- 
ventil sich  heben  soll,  ^ 5 Atm.  ist,  das  doppelte  desselben  resp.  um 
5 Atm.  grös.ser  als  derselbe  ist.  Wird  also  etwa  mit  Kolster 


— A = 1,25  oder  a = 0,8 
Pi 

angenommen,  nach  Gl.  (19)  also 


(21) 

(1  -yo,8)A;.„)  /(1,2b />,) 

Qiiadratcentimeter  festgesetzt,  unter  G Kgr.  die  ganze  pro  Sec.  im  Kessel 
entwickelte  Dampfmenge  verstanden,  so  wäre  der  grösstmöglicbe  Ueber- 
druck im  Betriebe 
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für  = 2 

4 

6 

8 

10  Atm. 

l,2.öy^  — 1 = 1,5 

4 

6,5 

9 

11,5  . , 

der  Probo-Üoberdruck  = 2 

G 

10 

12 

14  „ 

folglich  um  0,5 

2 

.3,5 

3 

2,5  „ 

grösser.  Zu  noch  grösserer  Sicherheit  und  zur  Vermeidung  uunüthigen 
Dampfverlustcs  bleibt  es  immerhin  rathsam,  den  Kesselwärter  dahin  zu  in- 
struiren,  dass  er  das  Feuer  zu  mässigen  hat,  sobald  das  Ventil  abzublasen 
anfängt,  dieses  also  in  erster  Reihe  lediglich  als  eine  Signalvorrichtung  zu 
betrachten. 


ß.  Bewegung  der  Dämpfe  in  Röhren. 

§.114.  Bewegung  in  einer  Röhre,  dnrcii  deren  Wand  eine  nur  nnwesent- 
iiehe  W&rmeieitung  stattiindet. 

Die  Röhre  habe  einen  constanten  Querschnitt  = F,  ihr  innerer 
Durchmesser  ieve.nt.  ihr  mittlerer  Durchmesser  = dem  vierfacheu  Inhalt 
dividirt  ilurch  den  Umfang  des  Querschnitts}  sei  = rf,  und  i/’  Ger  gleich- 
falls als  constaut  vorausgesetzte  Winkel,  den  die  im  Sinne  der  Rewegung 
genommene  Mittellinie  der  Röhre  mit  der  Richtung  der  Schwere  bildet,  f! 
das  Gewicht  des  pro  Sec.  durch  joden  Querschnitt  strömenden  Dampfes.  ' 
Ferner  seien  die  Pressung,  das  specif.  Volumen,  die  absolute  Temperatur, 
tlie  Geschwindigkeit  und  die  Geschwindigkeitshöhe  im  Anfangsiiucrsclinitle 
= Poi  '’oi  “o'  Ger  längs  der  .Mittellinie  gemessenen  Entferuuiig 

X von  demselben  t’,  T,  u.  //.  und  im  Falle  gesättigten  Dampfes,  d.  li. 

im  Allgemeiinm  eines  Gemisches  von  solchem  und  gleichartiger  Flüssig- 
keit: y„  und  y die  entsprechenden  specif.  Dampfmengen  (Kgr.  in  1 Kgr. 
dos  Gemisches). 

Die  Gleichungen,  welche  in  §.  lü.'i  für  die  Bewegung  von  Luft  in 
Röhren  entwickelt  wurden,  sind  hier  nicht  brauchbar,  weil  sie  u.  A.  auf 
der  hier  nicht  zutreffenden  Zustandsgleichung  pr  — RT  beruhen;  insbe- 
sondere die  dort  zur  Vereinfachung  gemachte  Annahme  einer  constanten 
Temperatur  würde,  wenn  sie  auch  für  ungesättigte  Dämpfe  mit  ähnlicher 
.Annäherung  wie  dort  zulässig  wäre,  doch  der  abweichenden  Zustands- 
gleichung wegen  nicht  die  gleiche  Vereinfachung  der  Formeln  bewirken, 
während  sie  für  gesättigte  Dämpfe  die  unzulässige  Voraussetzung  con- 
stanter  Pressung  einschliesson  würde. 
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Nach  §.  110  gilt  nun  für  ungesättigte  wie  für  gesättigte  Dämpfe 
ausser  der  Continuitätsgleichung: 

Fu=  Oe (1) 

auch  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  einerlei  Form: 

dn  -j-  vdp  = d3I  — dii  = coniluh  — — ITds (2) 


mit  Rücksicht  auf  die  .Vusdrücke  von  d3{  und  dB  nach  §.104,  während 
im  Uehrigen  streng  genommen  jene  zwei  F'älle  gesättigten  und  ungesät- 
tigten Dampfes  unterschieden  werden  müssten.  Wenn  aber  in  beiden 
Fällen  näherungsweise  wie  in  §.111,  unter  m eine  Constante  verstanden, 

pv'"'  = (.3) 

gesetzt  wird,  so  kann  die  Aufgabe  zunächst  darauf  beschränkt  werden,  die 
drei  Grössen  p,  v und  « resp.  II  unter  übrigens  gegebenen  Umständen  als 
Functionen  von  » zu  bestimmen,  was  in  beiden  Fällen  gleicher  Weise  mit 
Hülfe  der  Gleichungen  (1)  — (.3)  geschehen  kann.  Die  Voraussetzung 
dieser  Gl.  (3)  ist  dabei  um  so  mehr  gerechtfertigt,  und  kann  ausserdem 
um  so  eher 

4 

m = ra,  nämlich  = - resp.  — 1,03.5  0,1 

für  beständig  ungesättigten  oder  gesättigten  Dampf  gesetzt  werden,  mit  je 
geringerem  Fehler  die  mässigo  Wärmeeutwickelung  durch  den  Leitungs- 
widerstand als  aufgewogen  zu  betrachten  ist  durch  einen  mässigen  Wärme- 
vcrlust  nach  aussen  in  Folge  des  inneren  TempcraturUbcrschusses  und  der 
auch  bei  Umhüllung  mit  schlechten  Wärmeleitern)’  nie  ganz  vermeidlichen 
Wärmeleitung  der  Rohrwand.  Es  wäre  m etwas  kleiner  zu  setzen  bei 
überwiegender  Grös.so  des  Leitnngswiderstandes,  etwas  grösser  bei  über- 
wiegendem Wärmeverlust  durch  die  Rohrwand. 

Nach  Gl.  (1)  und  (3)  ist  nun 


und  die  Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von 


0 rad h o f « theoret.  Mattchinc*ul«iUro.  1.  *12 
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iu  Gl. (2)  liefert: 


m 4"  1 


->n  p^v„  fHn\  2 


2 IL 


O)  ‘ - 


7/ 


eo»  (5). 


Mit  einem  crfahruniismässig  aiigenommeneu  couslantcn  Mittolwerth 
VOR  X ist  durch  Integration  dieser  Gleichung  * als  Function  von  77,  folg- 
lich 77  als  Function  von  x bestimmt,  dann  auch  p und  r durch  Gl.  (4;. 
Nach  §.110,  Gl.  (1)  oder  (7)  tindet  man  endlich  Tim  Falle  ungesättigter 
Dämpfe  resp.  y im  l'alle  eines  Gemisches  von  gesättigtem  Dampf  uml 
gleichartiger  Flüssigkeit. 

Die  Differentialgleichung  (5)  wird,  wenn  darin  in  = 1 und  Pf,r^ 
= RT  gesetzt  wird,  identisch  mit  Gl.  (7),  §.105,  wie  es  sein  muss;  um 
aber  ihr  Integral,  dessen  Berechnung  bei  beliebigen  Werthen  von  m eine 
angenäherte  (Quadratur  für  jeden  speciellen  Fall  erfordern  würde,  allge- 
mein und  in  endlicher  Form  zu  erhalten,  werde  der  Einfluss  der  Schwere 
bei  geneigter  Lage  der  Röhre  insofern  nur  näherungsweise  berücksichtigt, 
als  nach  Division  der  Gleichung  mit  77  in  dem  Gliede  mit  cottp  statt  dieser 
Veränderlichen  77  ein  constanter  Mittelwerth  77'  gesetzt  werden  nuig.  Da- 
durch geht  die  Gleichung  über  in: 

m + 3 

n co«ifr\  m / Ifo\~ ' JI  dH 

(,  rf  “ -jr  ) ^ 2-  77„  i-77  j 7?;  “ 77 


und  liefert  durch  Integration,  wenn  wie  in  §.  105  mit 


h - — * COX  ip 


die  (.positive  oder  negative)  Austeigung  der  Röhre  für  die  Länge  * 
bezeichnet  wird, 


. s 


Ji  _ ^r„ 

7/'  m -f  1 77o 


. (6  . 


für  A =r  0 n.ach  obigen  Substitutionen  (in  ~ 1 , pi^r^,  = RT)  überein- 
stimmend mit  Gl.  (10)  in  §.105.  .\uf  der  rechten  Seite  von  Gl.  f (>)  ist 

übrigens  das  zweite  Glied  f(n  ) in  der  Regel  sehr  klein  im  Vergleich 

mit  dem  ersten;  z.  B.  für  m — 1,135,  /;„  = 2 . 10333,  — 0,S5D9  {§.  29) 

und  77y  = 20  («q  = 19)>^)  findet  man  das  Verhältniss  des  ersten  zum 
zweiten  Gliede 
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= 449 


für 


Jl 


1,25 


/»o 


404  356 

1,5  2 

0,794  0,675. 


Bei  Vernachlässigung  von  ln  ^ folgt  aus  Gl.  (6): 


»1  -f-  1 


( . _ »«  + 1 /^q_  A f.  I 
Vir;  ™ p^c'Xd'^if 


■ (7), 


für  II'  = II^,  und  obige  Substitutionen  übereinstimmend  mit  §.  105, 

Gl.  (12).  Wenn  indessen  h gross  ist,  kann  vorläufig  mit  It  = II^  ein 

JT  l_  J£ 

Näherungswerth  7/j  von  II,  dann  mit  it  = -®  ^ ein  corrigirter 

Werth  von  II  berechnet  werden. 

Sind  die  Gesch windigkeits-  und  Pressungsänderungon  in 
der  Röhre  sehr  klein,  so  kann  aus  Gl. (7)  gefolgert  werden: 


II 


= 1 -f 


2 


4"« 


und  daraus  nach  Gl.  (4): 


1 


(8) 


(9), 


L 

Po 


— 1 


1 

Po^o 


I~IL 


(10). 


Was  den  dem  Coefficienteu  X in  diesen  Gleichungen  beizulegenden 
Werth  betrifft,  so  wird  es  am  angemessensten  sein,  denselben  in  Erman- 
gelung speciellcr  Versuche  einstweilen  wie  für  Luft  (§.  106,  Gl.  10)  anzu- 
nehmen. — 

Der  Einfluss  besonderer  Widerstände  kann  nach  den  Formeln  in 
§.108  beurtheilt  werden,  insoweit  die  Temperatur  in  denselben  nicht  vor- 
kommt und  vorbehaltlich  der  dem  Coefficienteu  n beizulegenden  ent- 
sprechend anderen  Znlileuwcrthe.  Die  Widerstaiidscoefficienten  übrigens 
auch  für  die  Bewegung  der  l^uft  nur  sehr  mangelhaft  durch  wenige  Ver- 
suche geprüft,  können  anch  hier  nach  Analogie  derselben  angenommen 
werden,  um  so  mehr,  als  sie  nicht  allzu  verschieden  zu  sein  scheinen  von 
(len  besser  bekannten  Werthen  dieser  Coefficienteu,  die  für  die  Bewegung 
des  Wassers  unter  übrigens  gleichen  Umständen  gelten.  — 

42* 
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Beispiel.  — Einer  unterirdischen  Wasserhaltungsmaschiiie  soll  der 
Dampf  von  den  über  Tage  befindlichen  Kesseln  iliirch  eine  180  Mtr.  lange 
Rohrleitung  ziigeführt  werden,  welche  .‘iO  Mtr.  weit  horizontal  bis  zur 
SchachtniUndung  fortgeführt  ist  und  dann  vertical  in  den  150  Mtr.  tiefen 
Schacht  hinabgellt.  Beim  Eintritt  in  die  Leitung  habe  der  gesättigte 
Dampf  eine  Pressung  von  3 Atm.,  also  bei  Voraussetzung  vollkommener 
Trockenheit  (y„  = 1)  ein  specif.  Volumen  »’„  = 0,5875  29).  Die 

.Trf* 

Weite  d — 0,18  Mtr.  der  Leitung,  resji.  ihr  Querschnitt  F — ---  — 

-J 

0,02545  Quadratm.  sei  so  gewählt,  dass  die  anfängliche  (ieschwindigkeits- 
höhe  /l„  = 20  Mtr.  oder  die  .lulängsgeschwindigkeit  Uy  = V- •2t’ 
= 19,8  Mtr.  pro  Sec.  ist,  entsprechend  einer  geleiteten  Dampfmenge 
Fu„ 

O z=  — =r  0,858  Kgr.  pro  Sec. 

*’ii 

Nach  §.  lOti,  (11.(10;  wäre  für  Luft  unter  gleichen  Umständen: 


0,01355  +*^«^-^+  "'^‘^  = 0,0173; 
0,18  V 19,8 


wird  also  hier  X = 0,018  angenommen  und  bei  Ausschluss  anderer 
Widerstände  eine  so  sorgfältige  Umhüllung  der  Röhre  mit  schlechten 
W^ürmeleitern  vorausgesetzt,  da.ss  der  W'ärmeverlust  durch  die  Rohrwaml 
von  der  W'ärmeentwickolung  durch  den  Leitungswiderstand  gerade  aufge- 
wogen wird,  .so  ist  nach  Gl.  (7)  mit  m — 1,135,  h = — 15()  und  //' 
= 7/„=20: 


/20Y''’®''’ 

V il) 


1 


2.135  20  / 180 

’ f0018 

1.135  3 . 10333 . 0,5875  \ ’ 0,18 


150\ 

'20/ 


11 

und  damit  nach  Gl.  (4): 


1,02075;  7/ =20,415 


ip  = 3 . l,02075-«-'’«5  = 2,9G5  Atm., 


entsprechend  einer  Druckahnahme  = 0,035  Atm.  Ist  aber  am  betref- 
fenden Orte  der  mittlere  Barometerstand  = 0,74  Mtr.,  die  mittler«'  Luft- 
temi>eratur  = 20”,  also  das  mittlere  specif.  Gewicht  der  äusseren  Luft 

= 10333  ^'4  : 29,4.293  = 1,1(18  Kgr., 

0,  ( •) 

so  nimmt  der  Baromi'tcrstand  längs  der  l)am])fleitung  bis  zur  Schacht- 
suhle  um 
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- - - = 0,ui:i  Mtr. 

1359Ü  ’ 

oder  der  Luftdruck  uni  = 0,017  Atm.  zu,  der  Ueberdruck  des 

0,7  (i  ’ 

Damjifs  also  vom  Aiifauf;  liis  zum  Ende  ilor  Leitung;  um 
0,o:}5  0,017  = 0,052  Atm. 

ab,  so  da.ss  er,  am  .\nfaugo  derselben 

.4  — * = 2,026  Atm. 

0,76 

betragend,  am  Ende  nur  nocb 

2,026  — 0,052  — 1,!»74  Atm. 
betrügt.  Nach  Gl.  ( I)  ist  das  specif.  Volumen  im  Endzustände: 

V --  0,5H75>"l7*2i)75  = 0,5946 

und  die  specif.  Damiifmenge  mit  ,4  = 0,5941  nach  §.29: 


r 0,001 


0,9991. 


Die  tbeilweise  Condensation  in  Folge  der  Expansion  des  llamiifes  ist  also 
so  geringfügig,  dass  sie  im  Vergleich  mit  dem  EinHusse  einer  etwa  über- 
scbnssigeii  .VbkUhlung  durch  die  Wärmeleitung  der  Uohrwand  nicht  in 
betracht  kommt. 

-\ncb  erkennt  man  aus  diesem  IJeispiele,  da.ss  für  jiraktische  Zwecke 
die  angonüherten  Gleichungen  (8) — (10)  in  den  meisten  Fällen  aus- 
reichende Genauigkeit  gewähren;  Gl.  10)  liefert  hier  auf  4 Itecimalstollen 
deuselheu  Werth  von  p wie  Gl.  (1)  in  Verbindung  mit  Gl.  (7),  nämlich  p 
= 2,905  Atm. 


§115  Bewegung  der  Dllnipfe  in  KOhreii  mit  Rilekslcht  auf  die  Wttrnie- 
ieitung  der  KoiirwBnde. 


Wenn  es  sich  um  ungesättigten  Damiif  handelt,  ergehen  sich 
durch  Substitution  des  der  Zustandsglcichung  (1),  §.  110,  zu  entnehmenden 
Ausdrucks  von  v in  den  Gleichungen  (6),  (4)  und  (5),  daseihst,  und  wenn 
ausserdem,  wie  im  vorigen  §. 


(LV  — comp  du  und 
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gesetzt  wird,  zur  Itestinunung  von  p,  T und  « resj).  11  als  Functionen  des 
längs  der  Mittellinie  gemessenen  Abstandes  * vom  Anfangsijuerscbuitte  die 


Gleichungen: 

Fa  _ R{T-F) 

' (1  V 

dH  + dp  = tp  — X^^ds (21 

dH  — Rd{T—  P)  = co»\pd»  + WdQ (3). 

71  1 


Sie  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (1) — (3)  in  §.109  für  den 
analogen  P’all  der  Bewegung  von  Luft  bei  gleicher  Bedeutung  der  Buch- 
staben nur  dadurch,  dass  der  abweichenden  Zustandsglcichung  entsprechend 
T — P an  die  Stelle  von  T getreten  ist.  Uebrigens  ist  in  denselben  wie 
dort: 

dQ  = (X-  T)d» (4;. 

ir 

unter  P'  den  Umfang  des  Rohniuerschnitts  F resp.  den  Theil  desselben, 
an  welchem  die  Wärmeübertragung  statttindet,  unter  k den  Wärmetrans- 
missions-Cocfticienten  und  unter  T'  die  äussere  absolute  Temperatur  au 
dieser  Stelle  verstanden;  auch  kann  nach  §.39,  Gl.  (10),  gesetzt  werden; 


n 


n — 1 


R - lUc, 


(5\ 


wenn  Cj  die  (constant  vorausgesetzte)  specif.  Wärme  bei  constauter  Pres- 
sung bedeutet. 

Wenn  nun  auch  hier,  wie  in  §.  109,  vom  Einflüsse  der  Geschwiudig- 
keitsänderung  und  der  Schwere  auf  die  Temperaturäuderung  abgesehen 
wird,  also  die  ersten  Glieder  auf  beiden  Seiten  von  Gl.  (3;  vernachlässigt 
worden,  ergiebt  sich 


dX-P) 

f—  F 


ds 

— mit 
a 


kp' 


Sofern  aber  p,  und  um  so  mehr  P (jiroportional  ~\^p)  nur  wenig  veränder- 
lich ist,  besonders  iin  Vergleich  mit  der  Veränderlichkeit  von  T,  kann  hier 
endlich  noch  mit  sehr  kleinem  Fehler  P constant  gesetzt  werden  (der  an- 
fänglichen oder  besser  einer  mittleren  Pressung  in  der  betrachteten  Kobr- 
streckc  entsprechend).  Daun  ist  d{T — P)  — dT,  jene  Gleichung  also 
mit  Gl.  (IV)  in  §.109  identisch,  so  dass  sich  auch  durch  Integration  die- 
selben Gleichungen  für  T ergeben  wie  dort,  insbesondere 
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wcnu  f constaut  ist,  7 = jT"  + \ T^ — T)e  " (6). 

Durch  Conibination  dieser  Gleichung  mit  Gl.  (1)  und  (2)  analog  dem 
in  §.  Iü9  angewondeten  Näheruugsvcrlahren  wäre  nun  f als  Function  von 
Ä und  7,  somit  als  mittelbare  Function  von  * zu  bestimmen.  Weil  aber, 
unter  P wieder  eine  Constante  verstanden,  Gl.  16)  unverändert  bleibt, 
wenn  darin  diese  Grösse  P von  7„,  7'  und  T subtrabirt  wird,  und  ebenso 
die  obigen  Gleichungen  (1)  und  ^2)  aus  den  entsprechenden  in  §.109 
hervorgingen,  kann  das  Resultat  der  Rechnung  durch  dieselbe  Aenderung 
ohne  Weiteres  aus  den  dort  resultircnden  Formeln  abgeleitet  werden,  so 
(la.ss  sich  insbesondere  iin  Falle  7*  = Cond,  aus  Gl.  (l.Sj  daselbst  orgiebt: 

. P..  IL  r,  r—P  » . a\r—  TA 


A'fTo-  7*) 


+ 2 


eo*  ip 


nin 


d)  T^—P\ 
7„-  7V 


Setzt  man  hier  vorlüutig  P — 1*^  (entsprechend  Pj),  so  wUrde  mit  dem  so 
gefundenen  Werthe  von  p der  zugehörige  Werth  von  P berechnet  werden 


und,  indem  dann 


Po  + P 


statt  P gesetzt  wird,  ein  corrigirter  Werth  von 


p gefunden  werden  können,  der  indessen  von  dem  zuerst  gefundenen  in 
allen  praktischen  Fällen  so  wenig  verschieden  sein  würde,  dass  die  frag- 
liche Corrcction  als  überflüssig  erschiene.  Durch  T und  p ist  schliesslich 
auch  u nach  Gl.  (1)  bestimmt. 

Wenn  7'  < 7 ist  und  somit  7 im  Sinne  der  Bewegung  abninimt, 
gelten  obige  Gleichungen  natürlich  nur  so  lange,  als  7 noch  wenigstens 
= der  absoluten  Sättigungstemperatur  ist,  die  der  betreffenden  Pressung 
p entspricht.  Darüber  hinaus  hat  man  es  mit  einem  Gemisch  von  ge- 
sättigtem Dani])f  und  gleichartiger  Flüssigkeit  zu  thun,  für 
welches  nach  §.  110  und  mit  Rücksicht  auf  obige  Ausdrücke  von  dM,  dB 
und  dQ  die  Gleichungen,  welche  den  Gl.  (1) — (9)  des  vorigen  Falles  ent- 
sprechen (die  Contiiiuitiltsgleichung  und  die  Gleichungen  der  lebendigen 
Kraft  und  des  Arbeitsvermögens)  folgende  Formen  haben: 

Fii 

= ,p  -i-  y,/ (8), 

fr 


.i)dp  — y 


- " i j 


compds  -|-  H 7'^- 


T }d.i  (101 
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Sie  bestimmen  p,  y und  « resp.  7/  für  jeden  Werth  von  s mit  Rücksiiki 
darauf,  dass  T,  7,  r,  A bekannte  Functionen  von  p sind,  freilich 
solchem  Charakter,  dass  die  allgemeine  Ausführung  der  Entwickelung  vfr- 
schiedene  vereinfachende  Annahmen  auch  hier  wieder  nöthig  macht  Dnrd 
die  Mittheiluug  oder  Entziehung  von  Wiirmc  wird  hier  vorzugsweise  y ge- 
ändert (Flüssigkeit  verdam]>ft  oder  Dainjif  condensirt),  während  die  Ttia- 
peratur,  bedingt  durch  die  Pressung,  verhältuissmässig  wenig  veränderlui 
ist.  Wenn  daun  analog  dem  Früheren  auch  hier  wieder  die  ersten  üliedtr 
auf  beiden  Seiten  von  Gl.  10)  vernachlässigt  und  für  p sowie  die  von  ^ 
abhängigen  Grössen  constante  Mittelwerthe  (behufs  einer  ersten,  zumehf 
indessen  genügenden  Annäherung^  ihren  Anfangswertheu)  gesetzt  werdea 
ergiebt  sich 

kP' 

rify= 


y = y»  — 


b 


mit  b 


Gr 

kP\f^r) 


(11 


.\us  Gl.  (8)  folgt  ferner  näheruugsweise  mit  Uücksiebt  darauf,  dass  tt 
sehr  klein  gegen  yj,  und  A sehr  wenig  im  Vergleich  mit  y veränder- 
lich ist: 


und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  H und  dH  nebst  d»  = — bdy 
in  Gl.  (0)  giebt  bei  Vernachlässigung  von  w gegen  yA: 

— ^+  yAdp  = — b 
Vo  ' 


Hieraus  kann,  wenn  p nicht  nur  in  Vergleich  mit  y,  sondern  auch  an  mul 
für,  sich  nur  sehr  wenig  veränderlich  ist,  mit  einem  constanten  Miltclwerth 
von  J (behufs  einer  ersteu  Annäherung  — - dem  Aufangswerth  zu  setzen 
durch  lutegratiou  gefolgert  werden: 


(7o  — = 


b COM  /h  — 

Ho 


II, 

Po 


unter  h = — g cos  ip  wieder  die  Ansteigung  der  Röhre  für  die  Lauge  1 
V erstanden. 
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(JÜ5 


Ist  aber  p in  höherem  (jrade  veränderlich,  so  kann  mit  Kücksicht 
auf  Gl.  (4),  §.28  gesetzt  werden; 

, , 1 <(P 

— Adp  — — - 

' a p>‘ 

lind  also  statt  {p„ — p J auf  der  linken  Seito  von  Gl.  (12): 
insbesondere  für  Was,serdani|)f  mit 


1 

= - !t732,f>  und  //  = 0,!Uli).3 

« (),6UöH 

— j/ldp  = 160.340(j»„"-®«”  — ;)"•“"■) (13). 

i’o 

Wenn  übrigens  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (12)  für  .1  das  arith- 
metische Mittel  der  Werthe  gesetzt  wird,  welche  />„  und  p ents|>rechen,  so 
niü.sste  p schon  erheblich  sein,  wenn  nach  beiden  Kechnungsweisen 

wesentlich  verschiedene  Werthe  gefunden  werden  sollen.  So  ist  z.  15.  für 
Pq  = 3 . 10333  und 

p = 2,K  2,0  2,4  X 10333 

iPo—  Z»)— 4"  ^ 

— jAdp  = 1253  253(5  403U. 

I>0 

Durch  y und  p ist  endlich  « nach  Gl.  (Hj  bestimmt.  Wenn  7^'^ 
also  h negativ  ist  und  y wächst,  gelten  diese  Gleichungen  natürlich  nur  so 
lange  als  y höchstens  ^ 1 gefunden  wird;  darüber  hinaus  wird  der  Dampf 
ungesättigt,  und  kommen  die  für  diesen  Fall  oben  aufgestellton  Gleichungen 
zur  Geltung. 

Wenn  aber  T"  T ist,  also  y abniinmt,  wird  diese  Abnahme  doch 
nur  bis  zu  einem  gewissen  Minimum  y,  stattfinden  können,  weil  der  Dain])f 
danernd  nur  ein  gewisses  Maximum  von  Flü.ssigkeit  in  fein  vertheiltem 
Zustande  schwebend  mit  sich  forfführen  kann,  während  ein  etwaiger  Ueber- 
schuss,  an  der  Kohrwaud  haften  bleibend,  allmählig  zu  einer  grösseren 
Flüssigkeifsmasse  sich  vereinigt  und  unabhängig  von  dem  weiter  strömenden, 
an  Masse  stetig  abnehmenden  feuchten  Dampf  im  Sinuc  des  .\bfalls  der 
Röhre  unter  dem  alleinigen  Kintiuss  der  Schwere  und  der  Reibung  resp. 
Adhäsion  an  der  Röhre  nach  den  tiefsten  Stellen  derselben  abtlicsst.  Von 
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jenem  Zustande  au  gerechnet,  für  welchen  als  neuen  Aufangsznstand  da 
Grössen 

p V T u II  mit  p^  Cj  T,  7/j 

bezeichnet  seien,  nimmt  also  G stetig  ab  und  sei  in  der  Entfernung  t toi 
jener  Stelle  = G . Diese  Grösse  G',  ist  jetzt  diejenige,  welche  statt  / 
in  Gl.  (6)  oder  statt  y in  Gl.  (11)  durch  die  Wärmcleituug  der  Rohnri'K 
vorzugsweise  verändert  wird,  und  ihre  Abnahme  = — dG,  für  das  Läuzfi- 
element  dt  der  Röhre  ist 


r r 


T’)dt, 


woraus  näherungsweise  mit  constanten  Mittelwerthen  von  T und  r und  nit 
Beibehaltung  der  Bedeutung  von  h nach  Gl. (11)  folgt: 

Indem  ferner  die  Geschwiudigkeitsänderung  jetzt  vorzugsweise  durch  di- 
Aenderung  von  G,  bedingt  wird,  ist  nach  Gl.  (8)  uäheruugswcise 


“ = ~ = %■,  n=z  dll  = 2H.zdz-, 

«j  G 

und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  H und  rff/ nebst  dt  = — lA 
in  Gl.  (9)  giebt 

211  ^%dz  {w  -4-  PyA^dp  = — — Ä J s*^  dz 

— {w  -f-  pyA'jdp  = Hy  ^2z — 2 - z“  j dz  -I-  icotif'dz 


und  daraus  näherungsweisc  mit  einem  con.stanteu  Mittelwerthe  von  A: 


r Ä 1 — z® 

(w  -j  y,A)(py  —P)  = Hy 

1 — 6 rot 

Durch  G,  und  p ist  endlich  wieder  u nach  Gl.  (8)  bestimmt,  wenn  daria 
G,  statt  G und  y = y,  gesetzt  wird.  — 

Wenn  bei  dem  Beispiel  iin  vorigen  §.  eine  Rohrleitung  vorausgeseU: 
wird,  welche  nicht  oder  nur  mangelhaft  gegen  Abkühlung  geschützt  8*- 
findet  mau  mit 


d = 0,18 , F'  = :iTd  = 0,5655  , G = 0,858  , Po  = 3 . 10333. 
also  nach  §.29:  T„=  406,9,  Uq  — 519,35,  A^—  0,5865, 
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ferner  mit  Vo—  20»  T*  = 293 

und  wenn  /!•  = 'auf  die  Stunde  als  Zeiteinheit  bezogen  = 12)  an- 
genommen wird,  nach  Gl.  (11): 


0,858. 5 12, 35.. 300 
~ 0,5 t’>55Tl  13,9  ^ 


= 2047, 


also  für  das  Ende,  der  180  Mtr.  langen  Röhre: 

« 180 

i = 2047  = ^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Dampf  eine  schwebende  Wassermengc 
bis  zu  0,088  Gewichtsprocenten  der  ganzen  Masse  dauernd  mitführen 
könne,  folgt  dann  für  die  rressuiigsabnahme  in  der  ganzen  Röhre  aus 
Gl.  ,12)  mit  X = 0,018  und  Ä = — 150  Mtr. 

0,5865(^0—/')  = 20(18(1  —0,044)— 0,176]  + — ^ /«0,912 

1 ö 

— p = 312,8  Kgr.  pro  Quadratm.  = 0,030  Atm. 


Weil  übrigens  die  Abkühlung  und  Condensation  an  der  Rohrwand 
stattfindet  und  das  an  dieser  gebildete  Condensationswasser  keine  Gelegen- 
heit findet,  von  der  Wand  sich  wieder  zu  entfernen,  ist  es  ohne  Zweifel 
richtiger  anzunehmen,  da.ss  der  anfangs  trockene  Dampf  beständig  trocken 
bleibt,  indem  alles  durch  die  Uondensation  gebildete  Wasser  unabhängig 
von  dem  übrig  bleibenden  und  in  der  Röhre  strömenden  Dampf  an  den 
tiefsten  Stellen  sieb  sammelt.  Nach  Gl.  (14)  beträgt  diese  Wassermenge 
für  die  ganze  Rcdire 

G — G,=  \ G 0,088 .0,858  = 0,0755  Kgr.  pro  Sec. 

0 

oder  271,8  Kgr.  pro  Stunde.  Die  Druckabnahnie  ergiebt  sich  fast  ebenso 
gross  wie  unter  der  vorigen  Voraussetzung;  man  findet  nach  Gl.  (15)  mit 
y,  = 1,  yj  = //j  = 7/^  und  wenn  auch  für  A der  Anfangswerth  Ag 

gesetzt  wird, 

0.5875  (/»„  — />)  = 20.0,088(204,7(0,912  -j  0,0026)  — 1,913]  1.50 


Pg — p = 299,8  Kgr.  1)10  yuadratm.  = 0,029  Atni. 

Dass  in  beiden  Fällen  sich  die  Druckabnahme  unter  dem  Einflnsse 
iler  Abkühlung  kleiner  ergiebt,  als  sie  ohne  dieselbe  im  vorigen  §.  ge- 
funden wurde  (=  0,035  .4tm.),  ist  dadurch  begründet,  dass  mit  der  zu- 
nehmenden Feuchtigkeit  und  Dichtigkeit  resj).  der  abnehmenden  Gowichts- 
menge  des  strömenden  Dampfes  auch  eine  abnehmende  und  durchschnitt- 
lich kleinere  Geschwindigkeit  desselben  verbunden  ist. 
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b.  Veränderlicher  AiiKfluss  aus  Gefassen. 

1.  des  Wassers.  | 

Die  stroRRe  matliematisclie  UiitersucluiiiR  einer  veniiiderlichen  Be»'- 
guiiR,  wenn  auch  vereinfacht  durcli  die  in  §.  71  erkliirte  V'oraus«<-t7«f 
einer  schiclitenweisen  HewegmiR,  wie  sie  den  iin  Vorhergebewl*i 
behandelten  I’robleineu  der  pernianentcii  DeweRniif;  iin  Allgemeinen  n| 
Grunde  lag  und  nin  so  mehr  im  Folgenden  heihehalten  wird,  ist  mit 
seren  analytischen  Schwierigkeiten  verbunden  und  führt  zu  complicirterw 
F’ormelu,  als  der  technische  G<‘hrauch  zulilsst.  Dehufs  einer  weit<T-n 
Vereinfachung  wird  deshalb  allgemein  die  Annahme  zu  Grunde  gckÄ 
dass  der  augenblickliche  Zustand  der  Flüssigkeit  an  irgen‘1 
einer  Stelle  ohne  merklichen  Fehler  demjenigen  gleich  gesetzt 
werden  künne,  welcher  unter  übrigens  gleichen  und  unverän- 
dert bleibenden  Umständen  bei  permanenter  llewoguug  dasell>;tl 
stattfinden  würde.  Um  aber  die  llerechtignng  dieser  Annahme  n 
l)rüfen  durch  Vergleichung  der  ihr  entsj)rechendeu  lleclinuugsresullate  na', 
denjenigen  einer  strengen  Kntwickelnng,  ist  es  von  Interes.se,  letztep’ 
wenigstens  für  einen  einfachen  Fall  durchziifidiren,  wie  im  folgendi-r  * 
geschehen  soll.  Dabei  wird,  w ie  im  Folgendeif  immer,  sofern  da.s  Ge.Z' ir 
theil  ni<’ht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  ein  bezüglich  auf  die  Kol- 
ruhendes  oder  geradlinig  luid  gleichförmig  bewi-gtes  Gef«" 
vorausgesetzt,  so  dass  ilie  Schwere  die  einzige  äussere  Massenkr«!' 
ist  und  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  im  Gefäss  eine  hori- 
zontale Ebene  bildet. 


§.  llti.  Ausfluss  des  Wassers  ans  einem  Gefüsse,  welches  keiaea 

Zufluss  hat. 

Der  äussere  Druck  sei  an  der  freien  Oberfläche  des  Was.sers  im  bi- 
filsse  = an  der  Mündung  = p;  letzterer  ist  = der  Pre.s^nui: 
kleinsten  yuerschuitte  des  coutrahirten  Strahls,  der  hier  vorläufig  mit  J 
bezeichnet  sei  und  ebenso  wie  Pg  und  p als  constant  vorausg»-setzt  sink 
entsi)rechend  einem  constant, en  Contractionscoefficienteii.  Ferner  sei  z«r 
Zeit  t,  von  einem  gewissen  Antäugszustande  an  gerechnet: 

h die  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  über  dem  tk'hwontuüklc  •' 
von 
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F die  Grösse  dieser  Oberflilcho,  also  des  horizontalen  Querseliuitts  des 
(ießlsses  in  der  Höhe  h über  .ST, 

K die  mittlere  Geschwindigkeit  im  kleinsten  Quei-selmitte  A,  also  die 
augenblickliche  AusHussgcschwindigkeit. 

Diese  Grössen  A,  F,  \i  sind  Functionen  von  <,  F mittelbar  insofern  als 
dieser  yncrschnitt  eine  durch  die  gegebene  Gestalt  des  GefUsses  bestimmte 
Fmicfion  von  h ist.  Allgemein  sei  X der  Inhalt  des  horizontalen  Gefass- 
querschnittes  in  der  Höhe  x über  dem  Schwer|)unlite  iS  von  A.  Unter  der 
Voraussetzung  endlich,  dass  r A ist  und  die  Geschwindigkeiten  im 
Querschnitte  X vertitail  gerichtet  vorausgesetzt  werden  können,  sei  y die 
mittlere  Geschwindigkeit,  s die  mittlere  I'ressung  in  demselhen;  y und  2 
sind  Functionen  von  x und  t. 

Unter  diesen  Umständen  ist  in  der  ersten  der  Gleichungtm  (3)  in 
§.72,  wenn  sie  auf  die  Aenderung  des  mittleren  Zustandes  einer  unend- 
lich ilünnen  horizontalen  Wasserschicht  in  einem  Zeitelement  bezogen  winl. 

du  = — dx,  u y,  p = z,  ' K,  — y 
und  bei  vorläufiger  Abstraction  von  Bewegungswiderständen  R,  = 0 zu 
setzen;  somit  ist 

1 öz  I öy  hy 

(I  ^ ht  bx 

oder  nach  Substitution  der  aus  der  (Jontiniiitätsgleichung 

Xy  — Au 

zu  folgernden  .Vusslrücke: 

by  A du  by  Au  — Au  dX  A-u“  dX 

bt  ~ X dl ' ^ ~ X ■ “X-~  d7  ~ X^  d7 

1 _ A du  Aht^  dX 

Ji  bx~  ~ ^ ^ X ~X-^  d7' 


Durch  Integration  nach  x von  x bis  A,  also  von  X bis  F und  von  z bis  p^ 
folgt  ilaraus: 

h 


1 


(/»»  — z)  = —yh—x)^A 


i /'dx  A*u^  / 1 

J X “*  2 VX* 


X 


Die  .Vu.sdehnung  dieser  Gleichung  auf  abnehmende  Werthe  von  x bis  x 
= 0 (bei  Voraussetzung  eines  Ausflusses  in  die  freie  Luft)  ist  zwar  nicht 
streng  zulässig,  weil,  je  kleiner  x,  desto  weniger  die  Annahme  einer  ver- 
ticaleii  Geschwindigkeifsrichtung  in  allen  Punkten  des  cutsj)rechenden 
Horizontalschuitts  A'  zulä.ssig  ist,  während,  wenn  die  Querschnitte  im  Sinne 
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von  §.72  verstanden  werden  als  Flächen,  welche  die  Bahnen  der  Wasser- 
theilchen  rechtwiiikelig  schneiden,  die  augenblicklichen  Geschwindigkeit  i 
in  denselben  nahe  dem  kleinsten  Querschnitte  A um  so  ungleichfonnis^fi 
vertheilt  sind,  je  grösser  dieser  und  je  mehr  seine  Ebene  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist  Vorbehaltlich  entsprechender  Bestimmung  eines  es- 
pirischen  Coefficienten  (Geschwindigkeitscoefficienteu),  durch  welchen  ohic- 
hin  schon  mit  Rücksicht  auf  Bewegungswiderstände  das  Resultat  Mer  KecL- 
nung  schliesslich  corrigift  werden  muss,  kanu  aber  immerhin  näheruns- 
weise  mit  um  so  kleinerem  Fehler,  je  grösser  h und  je  kleiner  die  Höhe 


der  Verticalprojection  von  A in  Vergleich  mit  h oder  vielmehr  mit  — Lst 
durch  die  Substitutionen 


X = 0,  X — A,  z — f 


und  wenn  ausserdem  (tg  — y = dem  spccitischeu  Gewicht  des  Wasser' 
gesetzt  wird,  aus  Gl.  (1)  gefolgert  werden: 

. h 


r 


^ du  ( dx  , / 


F-J 


Im  Grenzfalle  des  Beharruugszustaudes,  also  eines  constanteu  Werthes  voc 
M,  folgt  daraus: 


u - 


in  Uebereinstimmnng  mit  Gl.  (2),  §.  79  mit  Rücksicht  auf  die  hier  ge- 
wählten Bezeichnungen  und  die  einstweilige  .Abstraction  von  einem  Gc- 
schwindigkeitscoefficienten.  Vorbehaltlich  entsprecheuder  Bestimmung  d* 
letzteren  kann  übrigens  auch  hier  in  obiger  Gl.  (2)  ebenso  wie  dort  dio 
Bedeutung  von  h insofern  nachträglich  modificirt  werden,  als  die  Hon- 
zoutalebene,  von  welcher  aus  x und  h gerechnet  werden,  durch  den 
Schwerpunkt  der  Mündung  selbst  gelegt  wird  anstatt  durch  den  Schwer- 
punkt des  kleinsten  Querschnittes  nahe  ausserhalb  der  Mündung. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  die  Aufgabe,  zwei  Gleichungen  in  end- 
licher Form  zwischen  /i,  «,  t und  den  gegebenen  Grössen  herzustellen,  ins- 
besondere mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Anfangszustaud  (/<  = nnd 
« = Wy  für  < = üj  wo  möglich  u und  t als  Functionen  von  A zu  ent- 
wickeln, also  die  Ausflussgcschwindigkeit  zu  berechnen,  welche 
irgend  einer  augenblicklichen  Wasserstandshöhe  h entspricht. 
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und  die  Zeit,  in  welcher  die  anfängliche  Wasserstandshöho 
in  h übergeht.  Dazu  muss  Gl.  (2)  mit  einer  anderen  verbunden  werden, 
die  vom  Gesetze  des  Wasserzuflusses  zum  Ausflussgefässo  abhäugt.  Wenn 
ein  solcher  Zufluss,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  nicht  stattfindet,  so  ist 
das  in  einem  Zeitelemente  dt  durch  den  kleinsten  Querschnitt  A ausflies- 
soudo  Wassen’olumen  = demjenigen,  welches  von  der  niedergehenden 
freien  Oberfläche  F beschrieben  wird,  also 

An  dt  = — Fdh (4). 

u* 

Daraus  folgt  mit  der  Bezeichnung:  TI  = ^ 

du  A ndu  A dH 

dt~  ~~  F ~dh  ~ ~ ' ^ F dh' 


uud  die  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  Gl.  (2)  liefert  mit  den  abge- 
kürzten Bezeichnungen 

k 


0 


A -f  »•  = — 


yl*/  dH 
' F~  dh 


II 


dH 

~dh 


I \A^ 


4-  0 = 0 


(5). 


Die  Integration  dieser  Gleichung,  in  welcher  F und  I bekannte  Func- 
tionen von  h sind,  mit  Berücksiclitigung  des  gegebenen  .\nfangszustaudes 
ergieht  II,  somit  auch  u - — y'-yH  als  Functiou  von  h resp.  u = <f.  ’\^2yII 
bei  nachträglicher  Correction  durch  einen  Geschwindigkeitscoefticienten-, 
daun  ist  nach  Gl.  (4): 

*0 

1 Cf 



h 


Die  Gl.  (5)  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nämlich 
von  der  h’orni: 


dH 

dh 


+ /(A).7/-f  ,f{h)  = 0 


„,i(  rm  = - (|,  _ J,;).,  + 
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Ihr  allgc'inciups  Intt';<ral  ist  mit  if>(h) 


-ß 


/(»!)<(* 


wobei  die  unteren  Grenzen  der  Integrationen  in  dii'ser  Gl.  (7)  und  ini 
Ausdrucke  von  »/’(/(!  willkürlicli  tfewiilill  werden  können  vorbehaltlich  ent- 
sprechender ISestinnniing  der  (’onstanten 

liier  soll  nun  die  weitere  .VusfUhning  dim:h  die  Voraussetzuniien 
vereinfacht  werden,  dass  der  üusscre  Druck  an  der  freien  Ober- 
fläche dos  Wassers  im  Gefäss  und  ausserhalb  der  Mündung 
gleich  gross,  und  dass  der  Ilorizontalschnitt  des  Gefässes  con- 
stant,  also 

h 

Pg  = p,  X = CoHnt.  = F,  folglich  1 = 0,  / = -- 

r 

F- 

ist.  Daraus  folgt  mit  der  Bezeichnung:  — , = m 


f(h)  = - 


(f(h)  = Ul 


Jf{ji)dh  = — (iH  — !)/«/(; 

• fvi^;KiA  = u.f-^L  = - V, 

J i/^(Ä)  / Ä"*  nt  — '2  A"' 

und  somit  nach  Gl. (7): 

tA=  A“-' (c  -I — ^ 

\ ' «/  — 2 A'"- V 

oder  nach  Elimination  von  C mit  Rücksicht  auf  die  Anfangswerthe  h — hg. 


Hg  : 


JT 


Hg 


— hg”'--) 


m 

m — 2 


hg  \hg)  ^ 

= -'”-0  + (f 

M — 2 \ 


■» 

/ )^  m — 2' 

1 — 

- 

i)  (c)' 


h 


'81 


.Während  im  Beharrungszustande  nach  Gl.  (3) 
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}J  1 m 

’2yh  /(  ^ 1 m — 1 

tu 


wäre,  ist  liior  dieses  Verliilltiiiss  in  stetiger  Aenderiing  begriffen  und 
nähert  sicti  der  Grenze 


in 

für  h — - 0. 

m — 2 


Dabei  sind  in  Betreff  des  Antängszustandes,  von  welcliem  der  ünifang 
jener  Aenderung  abbängt,  zwei  Specialfulle  benierkenswertli. 

1)  Wenn  anfangs  ein  permanenter  Ausfluss  stattfand  in 
Folge  eines  den  Ausfluss  in  jedem  Zeitelement  compensirenden  Zuflusses 
von  Wasser  znrn  GetUsse,  der  aber  plotzlieb  (zur  Zeit  t = 0)  gehemmt 
wird,  so  ist  nach  Gl.  (8) 


mit 




/ij,  m — 1 


7/ 

X 


• (9), 


und  es  nimmt  also  , von  — — bis  stetig  zu.  Von  dieser  Aen- 

deriing  darf  aber  mit  äbiiliebem  Recht  abstrabirt  werden,  womit  für  den 
Beliarrungszustand  11  h gesetzt  zu  werden  pflegt,  was  mit  Rücksicht 
auf  die  (’orrection  durch  einen  (ieschwindigkeitscoefticienten  immer  ge- 
schehen kann,  sofern  nur,  wie  gewühnlich,  F ^ llL'l,  also  m ■ lUO  ist 

2)  Wenn  eine  anfangs  geschlossene  Mündung  ])lötzlich  (zur 
Zeit  l — 0)  geöffnet  wird,  also  ll^^  0 ist,  so  nimmt 


H in  T / h 
h m — 2 ' ^0 ' 


(10) 


m m 

von  0 bis  stetig  zu,  ist  also  anfangs  wesentlich  <C  — , so  dass 

m — 2 M — 1 

in  diesem  Falle  die  Zeit,  in  welcher  die  Wa.sserstandshöhe  von  //„  bis  h 
abnimmt,  allerdings  wesentlich  fehlerhaft  gefunden  werden  kann,  wenn 

ilabei  beständig  = - gesetzt  wird  und  wenn  h nur  wenig  <(  /i^, 

h m — 1 . 

insbesondere  wenn  h h^  ist,  unter  /i,  diejenige  Wa.sserstundshöhe  ver- 

Jf  * 

standen,  für  welche  streng  genommen  = . und  welche  also  nach 

h in  — 1 ■ 

Gl.  (10)  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 


()■  )■"  = , - = = .V 

\/*,^/  m — 1 m — 1 

Orftsbof,  theoret.  Maechinanlehre.  1.  4^ 


(11 1. 
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Wenn  übrigcus  m ^ 100,  ist  ihr  zufolge  A,  ^ 0,954  also  stets  su  i 

11  m 

wenig  <[  A„,  (lass  auch  in  diesem  Falle  die  Voraussetzung  ^ 

hei  der  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  Berechnung  der  Zeit  t. 
in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  A„  his  h abnimmt,  voraus- 
sichtlich nur  mit  einem  kleinen  Fehler  gewöhnlich  verbunden  sein  wird, 
wenn  nämlich  h wesentlich  <C  A^,  insbesondere  wenn  A = 0 ist,  d.  h.  die 
Entleerungszeit  des  Gefässes  gesucht  wird. 

Zur  näheren  Prüfung  jenes  Fehlers  hat  man  nach  Gl.  (6) 


\ 


ho  h 


I 


I! 


h H 

mit  * = — , also  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (10)  von  — : 
^0  ^ 


(121 


während  diese  Zeit,  unter  der  Voraussetzung:  , = berechnet  und 

h tfi  — 1 

dann  zum  Unterschied  mit  t'  bezeichnet, 


i 


t 


wäre.  Daraus  folgt 


Ao(l  - VO  - . - (13 


t 1 1 /«/  — 2 1 / dz 

t’  ~ -2  Y m — i 1 _ |/a  J 


(14. 


ein  Ausdruck,  dessen  Worth  sich  offenbar  um  so  mehr  der  Einheit  nähert. 

’ • 

je  grösser  m und  je  kleiner  s ist-  Behufs  einer  angenäherten  Berechnum; 
des  darin  vorkommenden  Integrals  kann  inan  dieses  in  'fheile  zerlegeii 
durch  Zerlegung  des  Unterschiedes  =1  — z seiner  Grenzen  in  Intenalle 
— 1 — Zj,  z,  — Zj,  Zj  — ^ Sii — * von  zunehmender  Grösse,  und 
dann  bei  jedem  Theilintegrale  für  z in  dem  p'aetor  (1  — z"~-)  einen  con- 
stauten  Mittelwerlh  nehmen,  also  etwa 
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I 


setzen.  Werden  dabei  die  Zwischenwerthe,  welche  die  Intervalle  von 
1 — z)  begrenzen,  nämlich 


Zl  *5!  Zs  *4  Z.i  h Zg 

= 0/J9  0,98  0,96  0,94  0,9  0,8  0,6  0,4 

genommen,  so  tindet  man  beispielsweise  für  m = 100  die  folgenden  zu- 

t 

sammengehörigen  Wertlie  von  z und 


1 ^ 

<:  «'”11 

z 

t:t' 

1 z 

j 0,99 

i„59G 

0,94 

1,126 

I 0,6 

1,013 

1 0,98 

1,363  ' 

0,9 

1,073 

0,4 

1,006 

0,9« 

tl 

1,191  j, 

0,8 

i,o;i3 

1 0,0 

0,999 

Sie  lassen  erkennen,  dass  die  in  Rede  stehende  Zeit  nach  Gl.  (13) 
allerdings  erheblich  zu  klein  gefunden  werden  kann,  wenn  h nur  wenig 
<(  ist,  weshalb  dieser  Fall  ausgeschlossen  werden  muss,  wenn  die 
augenblickliche  Ausflussgeschwindigkeit  «,  wie  im  Folgenden 
stets  geschehen  soll,  derjenigen  gleich  gesetzt  wird,  welche 
unter  übrigens  gleichen  und  gleich  bleibenden  Umstünden,  also 
im  Beharruugszustande  stattfinden  würde.  Uebrigens  wird  der 
Fehler  dieser  Voraussetzung  entsprechend  kleiner,  als  er  oben  beispiels- 
weise gefunden  wurde,  wenn  wie  gewöhnlich  F )>  10^,  also  m )>  100 
ist.  Immer  wird  dabei  m so  gross  vorausgesetzt,  dass  (bei  entsprechender 
Wahl  des  Geschwindigkcitscoefficicnten  (f>)  1 gegen  tu  vernachlässigt 

werden,  und  somit  im  Falle  />„  = p die  der  augenblicklichen  Hohe  x der 
freien  Wasseroberfläche  über  dem  Schwerpunkte  A'  der  Mündung  ent- 
sprechende .\ustlussgeschwindigkeit 

u ff 

gesetzt  werden  kann.  Wird  dann  jetzt  mit  A die  Grösse  der  Ausfluss- 
Öffnung  selbst,  der  kleinste  Querschnitt  mit  aA,  und  mit  //  = it(f  der 

43* 
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AusHusscoefficifent  buzeidiuot.  der  Ilorizontalsdinitf  X des  Gefiisses  in  der 
IIülic  X Uber  S abt-r  im  Allftemeiiieii  als  Fiiuetioii  von  x vorausgesetzt,  so 
ist  das  Wa,sscrvüluiiien.  w«ddies  in  einem  Zeitdeinent  dl  austiiesst, 

— Xd.r  II A ^‘'2<fx  .dt 

und  folgt  daraus  die  Zeit,  in  welclier  x von  /<„  bis  h alHiimmt, 

*11 


unter  und  T die  den  anfiiiiKliilien  Wasst Tstandshöheii  und  h ent 
sprecLeudeu  E n 1 1 e e r u n g s z e i t e n : 


des  GetUsses,  d.  li.  die  Zeiten  verstanden,  in  vveldicn  die  freie  Wasser- 
überfladie,  von  jenen  anfanglicdien  Höhen  bis  zur  Höhe  dos  Schwerpunktes 
der  Mündung  niedersinken  würde.  Die?  Hcreclinung  dieser  einzelnen 
Zeiten  nadi  Gl.  (16  ' kann  zwar,  wenn  die  Mündung  in  der  Seitenwand  des 
GefiLsses  sich  befindet,  wegen  der  veriinderten  l’instände  fehlerhaft  sein, 
welche  eintreten,  sobald  die  niedergehewle  WasseroberHiiehe  den  hikdisten 
funkt  der  Mündung  erreicht  hat,  doch  gleichen  diese  Fehler  in  der  Dif- 
ferenz = Tj, — 7*  (Gl.  15)  sich  aus,  wenn  nur  h grosser  ist,  als  die  Höhe 
jene.s  höchsten  Punktes  über  dem  Schwerjmnkte  der  Mündung. 

Jene  Fehlerhaftigkeit  der  Formeln  findet  nicht  statt,  wenn  es  sich 
um  einen  .\usHuss  unter  WiLsser,  nändich  in  ein  anderes  Gefilss  handelt, 
in  welchem  die  freie  Wasseroberfläche  höher  liegt,  als  iler  höchste  Punkt 
der  Mündung,  und  infolge  entsprechenden  AbHiisses  oder  sehr  gros,ser  Di- 
mensionen dieses  Gefässes  auf  constanter  Höhe  erhalten  wird.  Die  Höhen 
X,  h und  /(„  in  den  Gleichungen  (15)  und  16)  sind  dann  von  dieser  äus- 
seren Wasserobertlilche  aus  zu  rechnen,  wenn  das  Gefiiss  als  entleert  be- 
trachtet wird,  sobald  die  Obertliiche  des  Wassers  in  ihm  bis  zu  gleicher 
Höhe  mit  dem  äusseren  Wasser  gesunken  ist. 
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§.117.  besondere  Fälle. 


1)  Wciiu  der  Ilorizontalschuitt  dos  Gefiisses  cunstant  ist 
X = Const.  --  so  lolfit  aus  Gl. (IT))  di('  Zeit  dos  Niodorsinkoiis  der 
vVassorulicrtlaclic  von  der  Hohe  //„  zur  Hölic  h {tdior  dom  Scliworiuiiikt 
1er  Mündung  oder  über  der  ilnssoren  WassoroborHiieho,  jcnachdotn  cs  sich 
um  einen  .\iislluss  in  die  freie  Luft  oder  unter  Wasser  handelt): 


IMe 


t — 

[tA 

der  anfänglichen 


(VA„-y/o 


Wasscrstandshülie  h enfsjtrechende  Lntleerungszeit 


/■’  \/-2k  _ 2Fh 
II A r 1/  ~ j 


(2) 


ist  doppelt  s(»  gross  wie  die  Zeit,  in  welcher  hei  constanter  Wassci'stands- 
hohe  A dasselbe  Wivsservolumeu  F/t  austiiessen  würde. 

2)  Wenn  .der  Ilorizontalschuitt  des  Gefiisses  eine  ganze 
algebraische  Function  2^®"  Grades  des  Abstandes  von  irgend 
einer,  also  von  jeder  hostimmten  Ilorizonlalehene  ist,  d.  h. 


A'  = /’  -1  px  + 

unter  F,  p.  q Constante  verstanden,  unter  F inslm.sondere  ilen  Inhalt  des 
llorizontalsctinittes  für  a:  = O,  so  folgt  aus  Gl. (16)  im  vorigen  §. 

j * I 1 .1 

T ~ — fiFx  - 4 px  ‘ qx- ,dx 

iiA\2rl 

\ /'  2 ^ 2 , 

^ 2/’A^  -1-  ph^  -f  ~qlA) 

fiA  V '2;/  ' .»  / 


1 1 

2h  ( 

> 1 

~ ]iA  1 

1 

1 + 

oder  auch,  weun  G und  7/ die  llorizontalschniUe  des  Gefiisses  für  x — — 
resp.  X = A bedeuten,  durch  Substitution  der  ans  den  Gleiclinngcn 

G ^ F + p !-  n ^ F -i-  ph  4-  q!A 

sieh  ergehenden  Wertlie  von  ph  und  yA*; 
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,,Äf  <,  I ^ :r 


:\F  -! 


f-  HG 
\luiA 


iG  — ID  + -(F 

" 9 


2G  --  Wll 

i 

(»V 


Diiruns  fol^t  diu  Zeit  t,  in  wcddier  die  Wasserstaiidslidhc  von  bis  h ab- 
niinint,  wenn  6'y  und  //„  die  llorizontalsdiuitte  des  Gefasses  für  x = 
resp.  X = bedeuten, 


- '-i 

(HD  1 86.,  + ID  1 

/-'/h,  _ 

HD  1-86  -f  7/1 

2A 

11 

1 5 r 

9 

Tb  r 

9 

Der  Voraussctzun.i':  A'  = F -J-  px  -f-  qx",  auf  welcher  diese  Für- 
mein  bernhen,  eiitsiu-edien  insbesondere  zweierlei  Arten  von  Gefäss- 
fornien;  bei  der  ersten  kann  die  Geliisswand  durch  Itrehnug  einer  Limt 
zweiten  Grades  um  eine  vertieule  llaiijita.xc  entstauden  gedacht  werden, 
bei  der  anderen  durch  Bewegung  eines  ebenen  und  bestilndig  horizontalen 
Polygons  der  Art,  dass  infolge  entsprechender  stetiger  Aenderung  seiner 
Gestalt  und  Grosse  seiiu-  Eckpunkte  auf  beliebigen  geraden  Jdnien  bleil>en. 
ln  specielleren  Fallen  können  dabei  die  Ilorizontalschnitte  (J  und  durch 
F und  l[  resp.  durch  F und  //„  bestimmt  sein,  .so  dass  sic  nicht  besonders 
gegeben  oder  durch  Messung  ermittelt  zu  werden  brauchen.  Im  Falle 
eines  |)rismoidischen  Gefasses  z.  B.,  dessen  WandHiiehe  durch  jene 
Bewegung  eines  ebenen  Polygons  entstanden  zu  denken  ist.  sind  die  beiden 
SpecialßUIc  eines  obeliskförmigen  und  eines  pyramidalen  Gefasses 
bemerkenswerth;  sind  bei  jenem  a.  b und  h'  die  Seiten  der  rechteckigen 
Horizontalschnittc'  F und  II  '.<i  parallel  b parallel  b'\  so  ist: 

a z=  - ; HD  -j-  86'  + y/=  SF  4-  2-.«*  -i-  <i  i)  4-  31/, 


während  bei  dem  i)yramidalen  Gefäs.se 

YG  = - ^ also  6F  4-  86'  4-  //  = SD  j 4V>7/  j-  37/ ist 

3j  Von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  kann  zuweilen  auch  als  Nähe- 
rungsformeln Gebrauch  gemacht  werden  bei  Gefässen  von  complicirter 
oder  solcher  Gestalt,  die  geometrisch  nicht  defiuirbar  oder  nur  unvoll- 
kommen bekannt  ist.  NVenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zeit  l handelt,  in  welcher 
die  Wasserstandshöhe  eines  thcilweisc  abzulassenden  Teichs  (einer 
Wasseransammlung  in  muldenförmiger  Bodenvertiefung'  von  bis  A 'ge- 
rechnet vom  Schwerpunkte  der  Mündung  res]>.  vom  äusseren  oder  Unter- 
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isscrspicftcl,  jeiiachdem  der  Ausfluss  frei  iii  die  Luft  oder  unter  Wasser 
itttindet)  abnelimcn  wird,  dabei  aber  mir  die  aufaiigliebc  Grösse  - 7/„ 
ir  freien  Wasseroberfliiehe  des  Teichs  und  die  grösste  Tiefe  = « 
sselben  bekannt  ist,  so  wird  es  in  der  Kegel  zugleich  am  einfachsten 
id  möglichst  wenig  fehlerhaft  sein,  alle  Ilorizoutalschnitte  ihren  Höhen 
icr  dein  tiefsten  Punkte  proportional  zu  setzen  (wie  wenn  das  Teichbett 
n Uindrehuugsparabolüid  mit  verticaler  Axe  bildete',  also 


> kl 


F z=  -—-T-  //,,  und  r;„  ■. 

ti  /(„ 


IT. 


somit  67’  1-  66’(,  //„  = 


1 ha  -p  5A„ 
a - t h^, 


11. 


ebenso  67’  [ 8 G 


II 


r jj 

a -j-  h 


lf>rt  -|-  57 

‘‘a 


u setzen,  folglich  nach  Gl.  M) 


5). 


i.  118.  Ausfluss  des  Wassers  aus  einem  Gelllsse  mit  constantem  Zufluss. 


ist  wieiler  X der  Horizontalschnitt  des  Gefiisses  in  der  Höhe  x Uber 
dem  8chwer])unkte  der  Mündung  A oder  über  dem  (constant  erbaltenen) 
rnterwa.sserspiegel,  jeiiachdem  es  sieh  um  einen  .\ustluss  in  die  freie  Luft 
oder  unter  Wasser  handelt,  so  ist,  wenn  das  Gelass  einen  constanten  Zu- 
fluss --  - V Cubikm.  pro  Sec.  hat,  die  .Vbnahme  seines  Wassergehaltes  bei 
der  augenblicklichen  Wasserstandshöhe  x im  uiichstfolgeuden  Zeitelemeut  dt: 

— Xdx  — (ftA'\/2ffx  — V)dt 


and  folglich  die  Zeit,  in  welcher  die  Wa.s.serstandshöhe  von  7„ 
geht. 


1 /■  Xdx  . V 

~ - I mit  \a  — — 

iiA\^‘2(j  J \ x — \a  iiA~\'l^ 


in  h über- 


....  (1), 


d-  h.  unter  a die  (mnstante  Was.serstandshöhe  verstanden,  bei  welcher  V 
bubikm.  Wasser  pro  Sec.  ausflicssen  würden. 
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Ist  X constaut  = F.  so  folgt  aus  Gl.  (1): 

Ag  1 

F I / 2 

t 


_ I / 2 / 2 

~ ' !fjyx—ya 


oder  wegen 
’ tlx 


dx 


1 dx 

Vx 


i — ^ ' — r V'*  , 

y X — \'a  y X \ X — y rt 


§-  iif- 


dy  X + V<r  . rf/«(Vx  — ya) 


im  Falle  V = (),  also  a = 0,  übereinstimmend  mit  Gl. (1)  im  vorigen  %. 
Ist  aber  V nicht  = 0,  so  nähert  sich  die  WasserstandslK'dio  h bei  unend- 
lich wachsender  Zeit  mehr  und  mehr  der  Grenze  a abnehmend  oder  zu- 

nehmend,  jenachdem  a — _ also  F CT  1,' 2^r/i„  ist;  nach  Gl. (2)  ist 

-r"'  r 

nämlich  t = oc  für  h = a. 


§ llf>.  Gonimunieirende  Oenisse. 

(/  und  G"  seien  zwei  Wasser  enthaltende  Gefasse,  welche  durch  eine 
Oeffnung  in  einer  gemeinschaftlichen  Wand  oder  durch  ein  Kohr  unter 
Wasser  communiciren;  A sei  die  Grösse  jener  Oeffnung  resp.  der  Quer- 
schnitt des  Verbindungsrohrs  bei  der  iMiimüiidung  in  das  Gefäss  6^',  fall.« 
die  Bewegung  des  Wassers,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  von  G"  nach  Ct’ 
statttindet.  In  irgend  einem  Augenblicke  dieser  Bewegung  seien  X'  und 
X”  die  Grössen  der  horizontalen  freien  Wasseroberflächen  in  G'  resp.  (/\ 
welche  Grössen  vermöge  der  gegebenen  Formen  beider  Gefasse  bekannte 
Functionen  der  Höhen  x und  x‘  jener  OberHawlien  über  einer  gewissen 
festen  Horizontalcbene  sind;  x = x' — x"  sei  die  augenblickliche  Höhen- 
differenz beider  Oberflächen. 

Wenn  keines  von  beiden  Gefässen  einen  Zu-  oder  Abfluss 
hat  ausser  denijouigeu,  der  durch  die  Communication  zwischen 
ihnen  bedingt  wird,  so  ist,  unter  dx’,  dx”  und  dx  sich  entsprechende. 
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1.  h.  in  demselben  Zcitclemcnt  dt  stattfindeude  Aenderungen  von  x,  x \ x 
f erstanden, 

X'dx'  -f-  X"dx"—  ü und  dx' — dx"  = dx, 
also  dx"  ■.  — dx  : — dx  X' : A'"  : A''  A"' 


and  bei  Voraussetxung  eines  gleichen  äusseren  Itrucks  an  den 
freien  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefässcu  das  ini  Zeitelenient 
'U  aus  Cr  in  G"  cinfliessonde  Wasservolnnien: 

, , A''A'" 

(iA  \ 2;ix  .dt  = - X dx  — — - .^„dx. 


Daraus  folgt  die  Zeit  t,  in  welcher  die  Ilohendifferonz  x der  Wasseroher- 
riächon  von  bis  h abuiinmt; 


Zur  Ausführüng  der  Integration  sind  in  den  als  Fiinctioiien  von  x‘  resp. 
x'  gegebenen  (irössen  A',  X"  zuvor  x und  x'  durch  x auszudriieken  ver- 
mittels der  Gleichungen: 

x'  x" 

y X' d.t  -j-  y' X" dx"  = 0,  x'  — x"  = X, 

unter  K und  l"  irgend  zwei  sich  cnt.sprcchendo,  z.  H.  die  Anfaugswerthe 
von  x'  und  x'  verstanden. 

Sind  die  Horizontalschnitte  beider  Gefässe  constant; 


A"  = Cnmt.  = F\  X"  = Cond.  = F", 


so  folgt  aus  Gl.  (1): 

‘ - (iA  F'Z  F" 


Hätte  das  zweite  Gelass  fr'  einen  .\hfluss  der  Art,  dass  die 
Wasserstandshöhe  in  ihm  unverändert  bleibt,  so  würde  der  Erfolg 
otfciihar  derselbe  sein,  als  ob  ohne  solchen  .Vhfluss  F”  unendlich  gross 
wäre;  nach  (H.  ,12)  ist  dann,  weil  F'  als  Summand  neben  F"  verschwindet. 


uhcreinstimniend  mit  §.117,  Gl.  (1). 


(3) 
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Bei  imvcriiiulertcr  Wasserstaudshöhe  im  ersten  Gefässe  6' 
infolRC  cntsprechenJen  ZuHusses  zu  demselben  oder  wegen  uneudlidw-r 
Grösse  seines  Ilorizontalsehuittes  F'  gellt  Gl.  (2'  über  in: 


§.  120.  FUlluiigs-  uml  Entleeningszeit  von  Schleusenkammem. 

• 

Eine  Schifffahrtssch lense  ist  eine  in  einem  Schifffahrtscanal  aa- 
georduete,  die  Continuität  desselben  örtlich  unlerbrechciide  Kammer, 
welche  durch  verticale,  mit  schliessbaren  Schutzoifnungen  versehene  Thor?, 
ein  Ober-  und  ein  Unterthor  beziehungswei.se  gegen  da,s  Ober-  mv- 
Unterwasser  hiu  abgesjierrt  werden  kann,  um  das  der  Schifffahrt  hiniler- 
liebe  Gefalle  h einer  gewissen  (’analstrecke  örtlich  zu  concentriren,  näm- 
lich ein  Schiff,  welches  bei  geschlossenem  Oberfhor  durch  das  geöffnete 
Unferthor  in  die  Schleusenkammer  eingefahren  ist,  bei  wieder  geschh»- 
senem  Unterthor  durch  Oelfniing  der  Schutzen  im  Oberthor  auf  die  Höh? 
/;  mit  dem  steigenden  Wasserspiegel  in  der  Kammer  zu  heben  und  dam« 
durch  das  geöffnete  Oberfhor  nach  dem  Oberwasser  hin  zu  entlass<*n,  oder 
umgekehrt  ein  Stdiilf,  welches  bei  geschlossenem  Unterthor  durch  das  ge- 
öffnete Oberthor  in  die  Kammer  eiufuhr,  nach  Schliessung  des  letzteren 
iliirch  Oetfnung  der  Schützen  im  Unterthor  von  der  Höhe  h nieder-  uDii 
durch  das  geöffnete  Unterthor  nach  dem  Unterwa.sser  hin  zu  entlassen. 
Zur  Bcurtheiluug  der  Zeit,  die  zu  diesen  Operationen  erforderlich  ist 
handelt  es  sich  im  ersten  Falle  um  die  Füllungszeit,  im  zweiten  um  die 
Fntleerungszcit  der  Kammer. 

Bei  dojipelfen  oder  gekuppelten  Schleusen,  bestehend  aus  einer  oberen 
und  einer  unteren  Kammer,  die  gegen  einander  durch  ein  drittes,  das 
Mittclthor  abgesperrt  werden  können,  und  die  aus  praktischen  Gründi’t 
statt  jener  einfachen  Schleusen  dann  Anwendung  tiudeu,  wenn  das  Gefillc 
so  gross  ist,  dass  eine  Verthejluug  der  ganzen  Hebung  oder  Senkung  aut 
zwei  Kammern  zweckmässig  ist,  handelt  es  sich  ausser  der  Füllungsz>-ii 
der  oberen  Kammer  durch  die  Schutzöffnungen  im  Oberthor  und  der  Eut- 
leerungszeit  der  unteren  Kammer  durch  die  Schutzöffnuugen  im  Unterthor 
noch  um  die  Ausgleichungszeit  des  Wasserstandes  in  den  zwei  commum- 
cirende  Gefä.sso  bildenden  Kammern,  nämlich  um  die  Zeit,  in  welcher. 
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wen»  bei  gesclilossenen  Thoren  das  Wasser  anfangs  in  der  oberen  Kammer 
liöher  stand,  als  in  der  unteren,  dieser  Ilöbenunterseliied  bis  Null  abnimint, 
naelideni  die  Schützen  des  Mitteltliors  geöffnet  wiinlen. 

Zur  Herechnung  dieser  verschiedenen  Zeiten  dienen  die  P'ormeln  (2), 
(.S)  und  (4)  des  vorigen  §.,  sofern  die  Seitenwandc  der  Kammern  vertic.il 
oder  nur  so  wenig  geneigt  sind,  dass  ihre  Hori/.ontalschnitte  mit  coustauten 
Mittclwerthen  in  Rechnung  gebracht  werden  können. 

1)  Fülluugszcit  einer  Schleusenkammer  feiner  einfachen 
Schleuse  oder  der  oberen  Kammer  einer  doppelten  Schleuse)  vom  Ober- 
wasser aus,  dessen  freie  Obertlache  dabei  ihrer  sehr  bedeutenden  (irösse 
wegen  als  auf  constauter  IJöbo  bleÜHmd  vorauszusetzen  ist. 


/’’  sei  der  Ilorizonfalschnitt  der  Kam- 


^ — y j gf.gammtü  Grösse  der  Oeffnnng 

^ ^ im  Oberthor, 

I i II  die  Höhe  dieser  rechteckigen  Oetf- 

4,  I niing  mit  horizontalen  und  verti- 

caleu  Seiten, 

^ aiifüngliclic  Ilöhenditferenz  des 
■ Oberwa8sersi>iogels  und  der  freien 

Wa.sseroberHächc  in  der  Kammer,  welche  durch  die  llorizonlalebeue 
des  Schwerpunktes  von  ^-1  in  einen  unteren  und  oberen  Theil  = /ij 
und  Aj  getheilt  werde  iFig.  46,  worin  die  Schütze  im  Unterthor  ge- 
schlossen zu  denken  ist). 

Im  -Vllgemeinen  wäre  nun  dii?  Ftillungszeit  ( streng  genommen  in 


drei  einzelne,  besonders  zu  berechnende  Zeiten  zu  zerlegen,  entsprechend 
einer  Zerlegung  der  ganzen  Steighöhe  A der  inneren  WasseroberHilche  in 
die  Rcstandthcilc: 


In  der  ersten  dieser  Zeiten  findet  durch  .1  ein  freier  Ausfluss  statt  unter 
der  (mittleren)  wirksamen  Druckhöhe  A^ ; in  «ler  zweiten  theilt  die  stei- 
gende Wa.sserobertläche  die  Mündung  -4  in  einen  oberen  Theil  von  der 

Höhe  X und  einen  unteren  von  der  Höhe  u - x,  und  timlet,  während  x 
von  rt  bis  ü verämlerlich  ist.  ilurch  jenen  ein  freier  AusHuss  mit  wirksamer 
it  ,r 

Druckhötie  = Aj  — ^ -)  ^ , durch  diesen  ein  Ausfluss  unter  Wasser 

mit  wirksamer  Druckhöhe  — — - -I-  x statt:  in  der  dritten  endlich 
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a 

orfol>,'t  der  Ausnuss  unter  ^\asscr  bei  einer  von  ^ bis  0 stetig  ab- 

ncliinendcn  Druckhbhe. 

Die  uinstiludlichc  Ik'recbuung  der  zweiten  dieser  drei  Zeiten  ent- 
spricht indessen  kaum  der  Unsicherheit  dos  Ausfiusscocfficienteu  und  dem 
Uberhanj)t  hier  zu  beanspruchenden  Genauigkeitsgrade;  es  ist  tleshalb  vor- 
zuziehen, die  ganze  Fidlungszeit  t in  nur  zwei  Tlieilc  /j  und  zu  fheilen. 
während  welcher  die  WasseroberHächc  in  der  Kammer  um  A,  resp.  A, 
steigt,  und  bei  ilirer  Uerechniing  die  wirksame  Itruckhöhe  beziehungsweise 
constant  = A^  resj).  ---  der  veränderlichen  HohendilTcrenz  der  äusseren 
und  inneren  Wass(‘roberHäche  zu  setzen.  h<ie  wird  daun  zwar  in  IJetreff  t, 
zu  Ende,  in  Betrctf  zu  .Vntäng  etwas  zu  gross  gesetzt,  doch  kann  der 
dadurcli  verui-sachte  Fehler  durch  entsprechend  kleinere  .Vnnahmc  von  >i 
genügend  au.sgcglichen  werden,  wenn  a hinlänglich  klein  im  Vergleich  mit 
A ist. 

Hiernach  ist  nun 

Fh, 

t.  — ' 

(lÄ  V 'Iqh., 


und  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  (mit  F"  ~ F,  A^,  A — 0): 


F | / L>A.  _ UFA, 

uA  y n ~ ,ij  y 2,,/Z 


Streng  genommen  ist  zwar  ii  in  beiden  Formeln  nicht  ganz  gleich;  mit 
einem  constanten  Mittelwerth  alier  ergiebt  sich 


{ 


t,  -L  L 


F Aj  1 2A, 

yuf/A, 


(Is 


2)  Zur  Berechnung  der  Entleorungszeit  einer  Schleusen- 
kammer (einer  einfachen  Schleuse  oder  der  unteren  Kammer  einer  dop- 
pelten Schleuse),  d.  h.  der  Zeit  ihrer  Entleerung  in  dies  Unterwasser, 
des.sen  freie  Oberfläche  dabei  ihrer  hedeutenden  Grösse  wegen  als  aut 
constanter  Höhe  bleibend  vorauszusetzeu  ist,  sei 
F der  Ilorizontakchnitt  der  Kammer, 

A die  gesamnde  Grösse  der  Oelfuung  im  Unterthor, 

A die  anfängliche  Ilöhenditi'erenz  der  freien  WasseroberHache  in  der 
Kammer  und  des  Unterwasserspiegels  (Fig.  4G,  worin  die.  Schütze  iin 
Oberthor  geschlossen  zu  detiken  ist}. 

Es  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Wenn  die  Schutzotfnung  sich  ganz  unter  dem  l'nterwasserspiegel 
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Hifindet,  wie  Fif?.  4tJ  andeutet,  ist  nach  Gl.  (3)  ini  vorifreii  §.  (mit  F'  = F, 

= 0): 


b)  AVeiiii  die  SebutzöHiiuiiK,  deren  gesainmte  Breite  — b sei,  nur 
theihveise  unter  Wasser  lie;;l,  nämlich  durch  die  P'hone  des  (Interwa,sser- 
jpieKels  in  einen  unteren  Tlieil  von  der  Iliilie  und  einen  oberen  von 
der  Hohe  getheilt  wird,  so  findet  durch  jenen  ein  AnsHuss  unter 
Wa,sser  mit  von  /«  bis  0 abnehmender  Druckliöhe,  durch  diesen  ein  freier 
.\usriuss  statt,  der  anderen  Gesetzen  folgt,  sobald  die  mittlere  Druckhöhe 

«V 

bis  .*  ahgenomiuen,  nämlich  die  sinkende  Wasseroberfläche  den  oberen 

Hand  der  Mündung  erreicht  hat.  Indem  aber  die  Umständlichkeit  eines 

» 

diesen  Umständen  vcdlkommen  entsprechenden  Rechnuugsvcrfahrens  mit 
der  nur  in  beschränktem  Grade  beanspruchten  Genauigkeit  des  Resultate.s 
unif  der  Ibiziiverlässigkeit  der  empirischen  t'oefticienten  nicht  in  Verhält- 
niss  stünde,  kann  man  lüflierungsweise  annehmen,  dass  das  in  Gi.  (2)  lie- 
gende Gesetz,  demzufolge  die  Entleernngszeit 


t — 

[lÄ  '2(111 

doppelt  so  gross  ist,  als  die  Zeit,  in  welcher  bei  unverändert  bleibender 
antänglicher  HöhendifTereuz  = h des  Ober-  und  lJnterwassei-s))iegels  das- 
selbe Wasservolumen  = Fh  aiisfliesseu  wünle,  auch  hier  anwendbar  ist, 
und  somit  setzen: 


Der  Umstand,  dass  dadurch  t etwas  zu  klein  gesetzt  wird  (um  so  mehr,  je 
grösser  n,  im  Vergleich  mit  «,  ist),  kann  wieder  durch  entsprechend  klei- 
nere Annahme  des  Cocfficienten  ii  unschädlich  gemacht  werden. 

3)  Ausgleichungszeit  des  Wasserstandes  in  den  beiden 
Kammern  einer  doppelten  Schleuse  bei  geöffneten  Schützen  im 
Mittelthor,  während  das  Ober-  und  Unterthor  nebst  ihren  Schützen  ge- 
schlo.ssen  sind.  Es  sei  (Eig.  47) 

F,  der  llorizontaischnittt  der  unteren, 

F^  der  llorizontalschnitt  der  oberen  Kammer, 

■d  die  Grösse  der  Oeffuung  im  Mittelthor, 
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Fi|{.  47. 


liier, 

/lo  die  anfängliche  Hübe  der  W'asser- 
obcrflüche  in  der  oberen  Kammer 
über  dem  Schwerpunkte  von  J. 
Bei  einer  ähnlich  angenüherteu  Rechnungsweise  wie  in  deu  vorigen 
P’ällen  und  unter  der  Voraussetzung: 


die  anfängliche  Höhe  des  Schwer- 
punktes von  A über  der  Wasscr- 
olxTHächc  in  der  unteren  Kam- 


F,h,  > F,A, 

kann  die  ganze  Ausgleichungszeit  t aus  zwei  Theilen  <,  und  L bestehend 
betrachtet  werden,  so  dass  in  der  ersten  Zeit  <,  die  Wasseroberfläche  in 
der  unteren  Kammer  um  A,  steigt,  in  der  oberen  bis  zur  Höhe  x über 
dem  Schwerpunkte  von  A sinkt,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


i^j(Aj,  x)  — ; 


■A^nAj 


(41 


während  in  der  zweiten  Zeit  t.j  die  HöheudifFerenz  beider  Wasserober- 
flächen von  X bis  0 abnimmt,  und  kann  gesetzt  werden  nach  Gl.  (3)  ini 
vorigen  §.: 


<1 


und  nach  Gl.  (2)  daselbst: 


,uA  F,  X f 9 ' 


also  mit  einem  erfahrungsmüssig  zu  bestimmenden  Mittel werth  von  //: 


< -L  < - 

F^  \ 

■2h, 

F,  1 .'2x\ 

- — 1' 

1 

fiA\f 

a 

f\  ^ 9 > 

Insbesondere  im  Falle:  F, 

=-  a;  = 

- F ergiebt  sich 

4 __ 

^1,2/, 

- u 

-(l'i  — ^‘u 

('•' 

fiA 

2 r 

9 

Was  den  in  diesen  Formeln  vorkoinmenden  Coefficienten  ft  betrifft, 
so  ist  derselbe  am  besten  aus  Beobachtungen  der  bctretfeiiden  Zeilen  t »ii 
Schleusen  von  genau  bekannten  Dimensionen  abzuleiten  um  so  mehr,  als 
er  zugleich  durch  die  Fehler  der  den  Formeln  zu  Grunde  liegenden 
Voraussetzungen  bedingt  wird.  Zuverlässige  solche  Beobachtungen  sin«) 
nicht  zahlreich  bekannt  geworden.  F]rwähuenswerth  sind  die  von  Eytel- 


Digilized  by  Google 


§.  120.  F0LI/ÜNOS-  UND  ENTLEKRI  NOSZEIT  VOX  SCHLECSENKAMMERN.  687 

wein  als  sorgfältig  bczeicbncteu  Beobachtungen  (1799)  des  Bauinspcctor 
Kypke,  betreffend  die  Füllungszeiten  einer  Schleusenkammer  des  Broni- 
berger  Canals.  * Indem  man  dabei  die  Schleusenkammer  erst  so  weit  sich 
füllen  Hess,  dass  die  Schutzöffnung  bei  Beginn  der  Zeitmessung  schon  ganz 
unter  dem  Wasserspiegel  in  der  Kammer  sich  befand,  ist  die  von  diesem 
Augenblicke  an  gerechnete  Füllungszeit  t,  unter  F den  llorizontalscbnitt 
der  Kammer,  A die  Schutzöffnuug  und  h die  anfängliche  Höhendifferenz 
der  Wasserspiegel  verstanden,  nach  (il.  (4)  im  vorigen  §. 


1 

F 1 

/•2h 

I — - , also 

« = — : l 

' 9 

tA  f 

9 

Bei  zwei  verschiedenen  Versuchen  war  in  rheinischem  Fussmaass  ausser 
F = 4284  Ouadratfuss: 

A = und  Quadratfuss, 

A — 7 p und  7 Fuss, 
t — 1763  und  1236  Sceuuden. 

Daraus  folgt  mit  ff  (=  9,81  Mtr.)  = 31,256  Fuss  pro  Sec. 

/t  = 0,613  und  = 0,647,  im  Mittel  ji  = 0,63. 

In  den  Fornudn  (1),  (3)  und  (6)  muss  übrigens,  wie  oben  schon  an- 
gedoutet  wurde,  //  kleiner  gesetzt  werden,  und  aussenlem  können  andere 
Umstände  nach  Maassgabe  von  §.  84  einen  merklichen  Einfluss  auf  diesen 
t’oefficienten  ausUben;  im  Uurchschnitt  wird  dio  Aunalimc:  it  = 0,6  der 
Wahrheit  nahe  kommen. 


2.  Veränderlicher  Ausfluss  von  Luft  und  Dampf  aus  Gefüssen. 

Wenn  in  Betreff  des  Aenderungsgesetzes  des  inneren  Zustandes  die 
Pressung  p einer  bestimmten  Potenz  des  specitischen  Volumens  v projior- 
tional  gesetzt  wird: 

pr'"  ^ Cotml., 

wa.s  nach  früheren  Erörterungen  um  so  eher  geschehen  kann,  je  weniger 
Wärme  von  aussen  niitgetbeilt  resp.  entzogen  oder  durch  innere  Witler- 
stünde  erzeugt  wird,  und  je  weniger  ini  lalle  von  Dampf  derselbe  feucht 

* Eytelwein’s  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  der  Hy- 
draulik. d*’  Anti.,  1842,  S.  129. 
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ist,  bosüiiders  aber  (bei  entsprechender  Hestimmung  des  Exponenten  t»  je 
nacli  den  betretl'enden  üniständen)  dann  gereclitfertigt  ist,  wenn  es  sich 
nicht  sowohl,  wie  bei  längeren  Köhren,  um  die  Ermittelung  der  succMsiveu 
/ustaudsänderungcn  im  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung,  sondern  nur,  wie 
beim  .\usHuss  aus  Gefässen,  um  die  Darstellung  der  Gesetzmä-ssigkeit  einer 
resultirenden  Zustandsjtuderung  fmit  .Vbstraction  von  dem  eflectiven  Gesetze 
der  Zwischenzustände)  handelt,  so  sind  zufolge  den  früheren  Untorsuchungeu 
über  die  permanente  strömende  Bewegung  die  betretfenden  Gleichungen 
für  Luft  und  für  Dam|)f  von  einerlei  Form,  insoweit  die  Temperatur  dalnd 
ausser  Betracht  bleibt,  der  innere  oder  Wänneziistand  also  durch  p und  r 
charakterisirt  wird,  indem  dann  auch  die  Gleichung  des  inneren  Arlteits- 
vermögeus  für  Gase  und  uugesättigte  Dämpfe; 

dU=^  ---  d{pv) 
n — 1 

abgesehen  von  den  verschiedenen  Zahleuwerthen  der  Constauten  w nähe- 
rungsweise selbst  bei  feuchten  \ Dämpfen  zu  Grunde  gelegt  werden  kann 
(§.  110).  Im  Folgenden  werden  deshalb  diese  verschiedenen  Fälle  um  so 
mehr  gemeinschaftlich  behandelt,  als  mit  zunehmender  (’omplication  der 
thatsächlichen  Verhältnisse  nothgedrnngen  d(“r  Anspruch  auf  Genauigkeit 
bei  der  Lösung  specieller  hierher  gehöriger  .Vnfgaben  mehr  und  mehr 
erniedrigt  werden  muss.  Jedenfalls  wird  auch  hier  die  wesentlich  verein- 
fachende Voraussetzung  gemacht,  dass  der  augenblickliche  Zustand 
an  irgend  einer  Stelle  mit  genügender  Annäherung  demjenigen 
gleich  gesetzt  werden  könne,  welcher  unter  übrigens  gleichen 
und  unverändert  bleibenden  Umstünden  bei  permanenter  Be- 
wegung daselbst  sfattfimlen  würde,  eine  .\nnabme,  welche  analog 
ihrer  Prüfung  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  §.  llC.i  ohne  Zweifel  auch 
hier  um  so  weniger  fehlerhaft  sein  wird,  je  länger  die  veränderliche  Be- 
wegung schon  gedauert  hat  bis  zu  dem  .\ugenblicke,  für  welchen  der  Zu- 
stand resp.  ilie  verHossene  Zeit  gesucht  wird. 


§121.  ('oiiiinuiiiclrende  («efUsse. 

Ebenso  wie  früher  (§.  llit)  aus  dem  Falle  dos  .\us-  iiml  Fnntliesseus 
von  Was,ser  aus  einem  in  das  andere  von  zwei  communicirenden  Gefässen 
die  Gesetze  des  .\usHusscs  aus  einem  Gefässe  ohne  Zufluss  in  einen  Raum 
von  constanter  Wasserstandshöbe  resp.  Pressung,  sowie  des  Einflusses  aus 
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cinctn  solchen  Uaume  in  ein  GefUss  ohne  Ahiluss  als  Spcciolfälle  ahgcleitet 
werden  konnten,  verhält  es  sich  offcnhar  auch  hier,  wcnti  nur  anstatt  des 
HorizoutaLschnitts  hier  das  Volumen  des  einen  oder  andern  der  beiden 
Gefässe  unendlich  gross  gesetzt  wird,  und  soll  deshalb  hier  die  Discussioii 
des  allgemeineren  Falles  vorangestellt  werden.* 

Fund  7F seien  die  Volumina  der  beiden  Gefässe,  welche,  gleichartige 
liiftförmige  Flüssigkeiten  enthaltend,  zunächst  von  einander  abgesperrt  sind; 
dabei  seien  die  Pressung  und  das  specilischo  Volumen  im  ersleren  Gelasse 
= Cj,  im  anderen  = (Cp  gegeben,  und  zwar  q„.  Wenn  dann 

in  irgend  einem  .\ugenblicke,  von  welchem  an  die  Zeit  t gerechnet  wird, 
die  rommuuicatiou  zwischen  beiden  Gelassen  bergestollt  wird,  und  A die 
Grosse  der  Mündung  ist,  durch  welclie  die  Flüssigkeit  in  das  Gelass  11' 
cinflies.st,  so  ist  es  die  Aufgabe:  die  Zeit  t zu  linden,  in  welcher  U Kgr. 
der  Flüssigkeit  (Luft  oder  DampfJ  aus  V nach  W überHiessen,  resjj.  in 
welcher  die  Pressung  in  V von  bis  p abniinmt  oder  in  IF  von  bis 
q zunimmt,  sowie  die  inneren  Zustiinde  {p,  r)  und  {q,  w),  welche  dann  in 
den  beiden  Gefilssen  stattlinden,  vorausgesetzt  dass  iliese  Gefässe  gross 
genug  sind,  um  von  der  Ile  w egüng  in  den  weitaus  grössten  Tb  ei  len 
ihrer  Räume  abstrabiren  zu  dürfen,  dass  also  die  lebendige  Kruft 
der  in  der  Tliat  heftig  bewegten  Flüssigkeit  diesseits  und  jenseits  der  Mün- 
dung A doch  einer  verschwindend  kleinen  (ieschwindigkeit  entsprechen 
würde,  wenn  sie  auf  die  ganze  Masse  in  beiden  Gellissen  gleichförmig  ver- 
theilt wird.  Wenn  dann  ausserdem,  wie  es  hier  geschehen  soll,  von  einer 
etwaigen  Wärmetransmissiou  durch  die  Gefüsswändc  abgesehen 
wird,  so  kann  d:is  Aenderungsgesotz  des  inneren  Zustandes  im  Gefässe 
/'  durch  die  Gleichung: 

pe"—  Po’’o” ^1) 

ausgedrückt  werden,  in  welcher  der  Exponent  n insbesondere  für  atmo- 
sphärische Luft  = 1,1 1 und  für  ungesättigten  Wasserdampf  = zu 

setzen,  bei  gesättigtem  Dampf  aber  kleiner  und  von  den  Finständen,  ins- 
besondere vom  Flüssigkeitsgehalt  abhängig  ist.  Das  .tenderungsgesetz  des 
Zustandes  im  Gefässe  IF  ist  bedingt  durch  die  continuirliche  Mischung 
der  in  ihr  befiudlichcn  mit  der  €üus  V her  einströmenden  und  in  11'  zur 


• Eine  mehr  in  die  Einzelheiten  eingehende  L'ntersnchung  desselben  bei 
.\bstractioii  von  Widerständen  entbalten  verschiedene  Aufsätze  von  J.  Hau- 
schinger  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  von  Schlöinilch, 
Kahl  und  Cantor,  .lahrgang  1H»1.'}. 

Oraühuf,  th..vrul.  UuscltiitenlHlire.  1.  44 
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Ruhe  gelangenden  Flüssigkeit,  und  zwar  sind  q und  to  durch  j7,  r,  G be- 
stimmt mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  irgend  einer  Zeit  t die  Zunahme  de« 
Flüssigkcitsgewichtcs  in  W = der  Abnahme  desselben  in  V,  ferner  auch 
die  Zunahme  des  inneren  Arbeitsvermögens  der  Flüssigkeit  in  W = der 
Abnahme  desselben  in  V ist,  welcher  letztere  Umstand  unter  den  hier  zu 
Grunde  liegenden  Voraussetzungen  und  bei  Abstraction  vom  Einflüsse  der 
Schwerkraft  ans  der  allgemeinen  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  hier 
offenbar  ebenso  zu  folgern  ist  wie  bei  der  in  §.  36  früher  behandelten 
Aufgabe  die  dortige  zweite  Gleichung.  Der  erstere  Umstand  wird  aus- 
gedrückt  durch: 


(2-. 


Was  den  anderen  betrifft,  so  sei  das  specitische  innere  Arbeitsvermögen 
der  betreffenden  Flüssigkeit; 


U = f’  -j-  - 
n 


pv 


unter  C und  n Constante  verstanden,  von  denen  letztere  die  obe-n  ange- 
führte Bedeutung  hat.  Im  Falle  gesättigten,  mehr  oder  weniger  feuchten 
Dampfes  sind  freilich  streng  genommen  diesen  Constanten  verschiedene 
Werthe  beizulegen  bezüglich  auf  die  Flüssigkeiten  in  den  beiden  Gefässen. 
besonders  wenn  etwa  im  einen  oder  anderen  derselben  ein  IJebergaug  au.s 
dem  Zustande  der  Sättigung  in  den  der  UelxThifzuiig  stafttiudet;  wenn 
aber  dieser  Fall  ausgeschlossen,  vielmehr  der  gesättigte  Dami)f  als  beständic 
in  beiden  Gefässen  gesättigt  vorausgesetzt  wird,  so  können  die  zweierlei 
Werthe  von  C und  « wenigstens  mit  meistens  genügender  Näherung  durch 
gleiche  Mittehverthe  ersetzt  werden,  und  folgt  dann  aus  der  fraglicheii 
Gleichheit  der  in  entgegengesetztem  Sinne  statttiudenden  Aenderungen  des 
inneren  Arbeitsvermögens  in  beiden  Gelässen  die  Gleichung: 


oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2): 


— 9o)  = (Si. 

Durch  die  4 Gleichungen  (1)  — (3)  sind  im  .Vllgemeinen  je  4 der  Grössen 
Pi  *')  9i  "’i  ^ durch  die  fünfte  bestimmt. 

Was  nun  die  Zeit  t betrifft,  in  welcher  die  fragliche  Zustandsänderung 
seit  Herstellung  der  ('ommunication  zwischen  beiden  Gefässen  erfolgt,  so 
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sei  5 der  Widerstanclscoeflicieiit  für  die  Bewegung  bis  zuin  AusHussquer- 
scliuitte  (bezogen  auf  die  Geschwindigkeit  in  demselben),  d.  li.  bis  zu  dem 
Querschnitte,  in  welchem  die  l’ressung  des  Luft-  oder  Damiifstroms  zuerst 
— q geworden  ist  (das  specif.  Volumen  aber  noch  nicht  = («);  dann  ist 
nach  §.  101  und  §.111  mit 


m 


1 -[  M C ’ ^ « M 1 


(1) 


und  wenn  zunilcbst 


• q 

vorausgesetzt  wird,  so  dass  um  so  mehr  zu  jeder  folgenden  Zeit  grösser 

P 

als  jener  Grenzwertb  und  somit  der  kleinste  Querschnitt  uÄ  ('unter  ii  einen 
äusseren  ('ontractionscoefficienten  verstanden)  mit  dem  Ausfluss(iuerscbnitte 
identisch  ist,  die  Luft-  oder  Damiifmeuge  in  Kgr.,  welche  zur  Zeit  l bei 
gleich  hleiheudeu  Umständen  in  1 Sec.  üherstromen  würde, 


dO 

~dl 


uA 


1 / 

J 

, 4- 1 , 

1 / .)  " 

7 y Ul  / 

? \ m 

/ -a 

y n — 

r 

p)  J 

(G). 


Daraus  folgt  die  Zeit,  in  welcher  die  Pressung  im  Gefilsse  U von  bis  p 
ubniinmt,  resp.  in  W von  bis  q zunimmt,  resp.  (r  Kgr.  der  luftförmigen 
Flüssigkeit  vom  ersten  in  das  zweite  Gefiiss  üherströmen. 


Hu  «II  V 


jenachdem  in  (}I.  ((>)  durch  p.  q oder  (}  die  übrigen  der  Grössen  p,  e,  q,  O 
vermittels  der  Gleichungen  '1)  — (.3)  ansgedrückt  werden. 

fli 

Ist  aber  <1  f 

Po  V«<+1/ 

so  seien  p'  und  q'  diejenigen  correspondirenden  Werthe  von  p und  q, 
welche  mit  lUlcksicht  auf  Gl.  (IJ)  der  Gleichung  entsprechen: 


q ^ Vp,  irq,  _ F ^ / 2 

p Wp  jr  ' m 4 1 ' 


d.  li.  p = 


l>o 


r -I 


q — 


H-  »'<70 


('.»). 


w 


44* 
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Dann  ist,  so  lange  p p'  oder  q <C.  q'  ist,  nach  §.111,  fil.  :'6)  zu  setzen: 


dG 

dt 


und  somit,  jenaclidein  die  Variablen  ansser  t vermittels  der  Gleiclinngen 
(1 ! — GD  durch  p.  q oder  G aiisgeilrückt  werden, 

/ * e” 

jFip)dp  — j<t>{q  dq=  JV{G)dG (IR 

Pu  »u  “ 


Ist  dagegen  p p’  oder  q ^ q\  so  ergiebt  sich,  unter  /,  y,  (/’  dieselben 
Functionen  wie  in  Gl.  (7)  und  unter  den  Werth  von  G verstanden, 
welcher  p = p'  oder  q — q'  eutsj)richt, 


/ =r-  jFyp.dp  -f  ff{p']dp 

Pm  P' 

y y 

= J<l>(q)dq  I J<fiq)dq 

Vu  (f* 

fr  (} 

= fHGG)dG fq>(,G)dG 
0 V;* 


(RR 


Der  in  Rede  stehende  Vorgang  ist  als  beendigt  zu  betrachten,  wenn 
die  Pressung  in  beiden  Gefässen  gleich  gross  = ;>,  = y,  geworden  ist 
bestimmt  nach  Gl.  (3)  durch 


Pi  ?i  = — r.-r-TT^- 


r -f  7F 


(13. 


wenigstens  kann  eine  weitere  Zustandsiinderung,  ein  weiteres  ITeber- 
strönien  von  V nach  W oder  eventuell  ein  theilweises  Zurückströmeu  von 
W nach  F,  dann  nur  infolge  einer  viel  langsamer  statttindenden  Aus- 
gleichung iler  Temperaturen  zwischen  den  beiden  Gerüssinhalten  und  dem 
äusseren  Medium,  wovon  hier  absti'ahirt  wurde,  allmuhlig  erfolgen.  Die 
Zeit  t,,  welche  zu  jener  Ausgleichung  der  Pressungen  erfordert  winl,  ist 
bei  Erfüllung  der  Redingung  (5): 

h — ßfip  oip  ^ 

Po  Vu 

anderenfalls  dagegen,  d.  h.  wenn  die  Redingung  fc()  erfüllt  und  weil  daun 
jedenfalls  auch  p^  <'  //  resp.  q^  q'  ist: 

P’  F f ,*i 

t,  = jFipjdp  -1  Jfip'jdp  — Jft>[q)dq  + Jtf  iq  dq  . . . . 

Pu  P'  Vu  «' 
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§ 122.  Besondere  Fälle. 


1)  Der  Ausfluss  erfolge  aus  einem  Gefässc  vom  Volumen  V, 
welches  keinen  Zufluss  hat  und  in  welchem  der  anfilnglichc 
Zustand  Cp)  herrscht,  in  einen  Raum  von  constauter  Pres- 
sung q <C.  Po  (entsprechend  der  V’oraussetzung  W = oo  nach  Gl.  (3)  im 
vorigen  §.'i,  z.  B.  in  die  atmosphärische  Luft.  Dauu  sind  nach  Gl.  (1'  und 
(2)  im  vorigen  §.  die  Ausflussmenge  = G Kgr.  und  das  specif.  Volumen 
V im  Gefässe  als  Fuuctioueii  der  abnehmenden  Pressung  p in  demselben: 


insbesondere  mit  p = q ergeben  sich  daraus  die  Werthe  von  v und  G am 
- Ende  der  .Vusflusszeit  /j,  d.  h.  nachdem  die  Pressung  im  Gefasse  = der 
constauten  äusseren  Pressung  geworden  ist. 

Zur  Berechnung  dieser  Zeit  /j,  und  zwar  zunächst  im  Falle 


? 

Po 


m 


1 -(-  «j, 


(2) 


erj^iebt  sich  aus  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  durch  Substitution  von 

1 


1 ^ / P \ 

e ~~ 


’ und  dG  ^ ^ 


V -1 

p“  dp: 


•’oPo" 


dt 


- !>► 


dp 


Kl  •’  »1  + 1 

« — 1 VoXPoJ  L'./V  \p) 


oder  mit 


also 


q q 

— Tg  und 

Po  P 


X 


dp  — — 


(3), 
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und 


C — 


naA  1/  " 


dt 


Cdx 

I 1 + ' , ■“ 

^ X " (x"*  - 


Cdx 


I I I 
1+  + 


(x — x) 


/'  dx 

t,  ==  c I 

J f X ••  "•(x"‘ 


*0 


Iiii  Falle 


' (x’"  — x) 

»I 

x„<x'  mit  x = 


(5> 


(61 


ist  dagegen,  so  lan^c  x < ist,  nacli  Gl. (10)  im  vorigen  §.  mit  obigen 


Substitutionen  für  — und  dCf: 

V 


dt 


— Vp"  dp 

' / 


1 1 / , .1 

-„jI 

' 1 + s *’u  Po' 


C'dx 

7r;i 

X " 


wenn  6''  = — 


V 


■ / m -f  I I»  — 

"•'-'[/'T+ 

f m f — 


1 b 


.1/  -zr- 

r {m—\\x 


gesetzt  wird,  also 


l,  : G 


'7i 


dx  / 

dx 

1 / 1 1 ' 

1+  / 

1 / 1 + ' + - 

X " J 

r X ’•  "'1 

(S. 


(x"‘—  x) 


Wenn  die  anfänglielic  Pressung  im  Gcfassc  nur  wenig 
grösser,  als  die  üusscre  Pressung,  also 

<1_ 

Po 


= 1 - xo  = 1 - 
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q 

und  allgemein  s = 1 — x = 1 — - ein  kleiner  Bruch  ist,  so  ist  bei 

V 

Vernachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung: 


1.31 

mit  — - — (10a 

n 2 m 


also  nach  Gl.  ^5 ) wegen  dx  = ~ 


oder  wegen 


Oller,  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  entwickelt 
nach  der  Reihe: 


arc  fin  x ■=■  x -i-  *•'*  -I-  . . . , 

-r  g -r 


oder  auch  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  iin  vorigen  §.  und  auf  die  Bedcu-. 
tungen  von  C und  a nach  obigen  Gleichungen  (4)  und  (10): 
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t,  = 


2V 

nuA 


(1  + 


(l  ^ a^\ 

« — 1 , \ \ ^ 6 


2 V 
naÄ 


\ 

\ 

_ 2rj  \i  + c)|„  r /2  1 1 1 i\  -I 

- naA  y + ly  “ 3'  7 + 4 m)  ' ’ ’• 


'^gPo^'o 


.3 


Es  sei  z.  B.  V — 10  Cubikm..  A — 0,0001  Quadratm.,  ^ = 1 Atu. 
Pf)  = 1,25  Atm.  (§Q  = 0,2)  und  die  Aiifangstemperatur  der  Luft  a 
Gefasse  =17®,  also 

= JiT„  = 29,4 . 290  8526. 


Dann  orgiebt.  sich  nach  Gl.  (12)  mit  ff  = 9,81,  n — 1,41,  ^ = l.Ül. 
also  m = 1,388,  und  mit  a — 0,65,  entsprechend  einer  Mündung  in 
dünner  "Wand: 

= 273  Secunden. 


2)  Eine  luftförmigo  Flüssigkeit  ströme  aus  einem  Kaum 
von  constantem  Zustande  (p,v)  in  ein  Gefäss  vom  Volumen  IT. 
welches  eine  luftförmige  Flüssigkeit  von  derselben  Art  und 
dem  Anfangszustandc  (?oi"’o)  enthält,  so  dass  ffo  <C  p ist.  Diesem 
Falle  entsprechen  die  Gleichungen  des  vorigen  §.  unter  der  Voranssctzuiiir 
F=  oo,  und  man  erhält  aus  Gl.  (2)  daselbst: 

1=,L+  ^ de 

w w„  W ' 

sowie  .aus  Gl.  (3)  in  Verbindung  mit  Gl.  (2): 


? = 7o  + 


^ Po  ^P 

jr  1 1 


für  den  Grenzfall,  dass  p und  v = und  r,,  constant  sind.  Nach  Gl.(l 
im  vorigen  §.,  woraus 


c^dp  -j-  npv“~^  dp  = 0; 


= npv 


folgt,  ist  «aber  jener  Grenzwerth 

dp 

U,n.  = U,n.  I =.  U,n  (-  r*  = »l’«’, 

110  1 \ dv/  ^ ' 

t>y  0 
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also  ?==?.)+  

Durch  diese  Gleichungen  (13)  und  (14)  sind  das  siiecifische  Volumen  tt> 
und  die  Pressung  q bestimmt,  welche  im  Gefösse  stattfinden,  nachdem 
G Kgr.  der  luftförmigen  Flüssigkeit  eingeströmt  sind;  man  findet  daraus 
G und  w als  Functionen  von  q-, 

G=^W^  ~ 1 (15), 

npp  w Wq  npv 

insbesondere  mit  q = p die  Einfiussmenge  und  das  specifische  Volumen 
im  Gefässe  zu  Ende  der  Einflusszcit  , d.  h.  nachdem  die  innere  = der 
constanton  äusseren  Pressung  geworden  ist. 

Zur  Berechnung  dieser  Zeit  sei  zunächst: 


m 

?o  ^ 1 . ”(1  + b) 

p — \m  + 1/  ’ 1 + «b 


(16). 


Dann  ist  nach  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  mit  Rücksicht  auf  vorstehenden  Aus- 
druck i'15)  von  G-. 


oder  mit 


= jr„  und  --  = X 


Cdx 

dt  = — mit  C = 


n' 


1 / '.  ' 

, 1 

r x'‘'{x"' — x) 

naA^ 

(17) 

• (IH), 


« — 1 


/ • (ix 

'■“7m 

./  r x'"(x"^ 


flOV 


•«•) 


IM 

Im  Falle  x = (-  ~ ist  dagegen,  so  lauge  x < 

»I  1 ' 


x'  ist,  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.: 
dt  = - 

npvuA 


■K. 


=.  = Cfdx, 


.7'"  ' m P 

“I“  b ** 
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wenn 


(f—  — c 


na  A 

gesetzt  wird,  also 


I / m~l 

1/  .</»>!>>'  > m 

V T-Tc" 


r («1  — l)j;  “ 


. l i" 


,^=  Cf{/-x^)  + cf- 


, r 


121. 


z) 


Wenn  die  anfängliche  Pressung  ini  Gefässc  nur  wesie 
kleiner,  als  die  äussere  Pressung,  also 

7« 22 

P 


So  — ^ ^0  — ^ 


und  allgeinein  g = 1 — x = 1 — ^ ein  kleiner  Bruch  ist,  so  ist.  wi» 

die  Vergleicliuug  von  Gl.  i5)  und  (1!))  uninittelhar  erkennen  lässt,  cbcns-i 
wie  im  vorigen  Falle  nach  Gl.  (11): 

/" 


<1  — _ 1 (‘  + 6 


wenn  darin  jetzt  nur 


1 _ 1 , :5  1 

« = — statt  a — 1 -f-  “ 

2 m n 2 m 


gesetzt  wird,  also  auch  mit  Uitcksicht  auf  die  Beziehung  zwischen  m.  « 
und  5 '**1*^1'  ^'1-  (‘i ) vorigen  §.  und  auf  die  Bedeutung  von  C nafk 
obiger  Gl.  (18): 


I /(I  + 

« a A 1/ 


;2.1. 


Handelt  es  sich  z.  B.  um  das  Einstnimen  atmosphäri.scher  Lufl  i" 
ein  verdlinntc  Euft  enthaltendes  Geliiss  bis  zur  .Ausgleichung  der  Pre^' 
sungen  innen  uud  auasen,  und  ist  TF  = 10  Cuhikm.,  A = 0,<Xh)l  Qni- 
dratm.,  ;/  = 1 Atm.,  = 0,8  Atm.  (g^,  — 0.2),  die  'femperatur  der 

äusseren  Luft  17",  also 


pc  = Ä7’  = 29,4 . 290  = 8526, 
so  ergiebt  sich  nach  Gl.  i 2.3)  mit  fl  = 9.H1,  n = 1,41,  J = 1,04. 
m = 1,388,  uud  mit  « = 0,65,  eutsirrechend  einer  Mündung  in  doiiner 
Wand: 

/j  = 252  Secuudeu, 
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?twas  weniger,  als  bei  dem  analogen  Beispiel  im  vorigen  Fall,  und  zwar 
•vird  der  Unterschied  nur  bedingt  durch  die  verschiedenen  Coefticienten 
von  §1,  in  den  untergeordneten  letzten  Factoren  der  Ausdrücke  (12)  und 
23);  die  Zahlenwertho  dieser  Factoren  sind  hier  beziehungsweise  1,122 
und  1,036.  Boi  verschwindend  kleinen  Werthen  von  g,  entsprechen 
beiden  Fällen  unter  übrigens  gleichen  Umständen  auch  gleiche  Werthe 
von  <j.  — 

Im  Anschlüsse  an  die  hier  behandelten  Aufgaben  mag  bemerkt 
werden,  dass  bei  gewissen  speciellen  Problemen  der  Maschinenlehre  sich 
noch  complicirtere  Fälle  darbieten,  in  denen  die  Veränderlichkeit  des  Zu- 
standes der  überströmendon  luftförmigen  Flüssigkeit  durch  eine  gesetz- 
niässigc  Veränderlichkeit  der  Ansflussöffnung  A und  der  Gefässräumo  V, 
TV  wesentlich  mit  bedingt  wird,  z.  B.  bei  dem  Einströmen  des  Wasser- 
dampfs ans  dem  Kessel  in  den  Cylinder  einer  Dampfmaschine  und  beim 
.\ii8strümen  aus  diesem  in  die  äussere  Luft  oder  in  den  Condensator, 
während  dabei  der  Kolben  beweglich  und  die  Schieberöffnung  veränderlich 
ist.  Es  lässt  sich  begreifen,  dass  in  solchen  Fällen,  wobei  es  sich  vorzugs- 
weise um  das  Gesetz  der  Pressungsändernng  im  Gefässe  (in  dem  verän- 
derlichen Cylinderraum  einerseits  vom  Kolben')  handelt,  die  Beschränkung 
auf  eine  nur  angenäherto  Lösung  in  noch  höherem  Grade  nöthig  wird. 
In  späteren  Theilen  dieses  Werkes  wird  sich  Gelegenheit  bieten,  specieUer 
darauf  zurUckzukommen  und  dabei  die  hier  entwickelten  Formeln  w'eiter 
zu  verwertheu. 


III.  Bewegung  des  Wassers  in  Cauälen. 

§.  123.  Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

Oben  offene  Leitungen,  in  denen  das  Wasser  mit  einer  theilweise 
freien  Oberfläche  strömt,  sind  theils  natürliche,  thcils  künstliche.  Im 
erstereu  Falle  heisst  die  liCitung  saniint  dem  darin  fliessenden  Wasser  je 
nach  der  Grösse  und  der  Wassermenge  ein  Strom,  Fluss  oder  Bach, 
die  Leitung  aber  das  Bett  des  Stromes,  Flusses  oder  Daches.  Eine  künst- 
liche Sülche  Leitung  pflegt  je  nach  Grösse  und  Beschaffenheit  ein  Canal, 
Graben  oder  Gerinne  genannt  zu  werden,  bei  grösseren  Dimensionen 
insbesondere  ein  Canal,  bei  kleineren  ein  Graben  oder  Gerinne,  jenachdem 
dieljoitung  unmittelbar  im  Erdboden  ausgehoben  ist  oder  aber  die  Wände 
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von  Holz,  Stein,  überhaui)t  von  festen  Materialien  künstlich  gebildet  sind; 
zuweilen  werden  diese  Bezeichnungen  auch  auf  die  betreffenden  Lcituupea 
sammt  dem  darin  fliessenden  Wasser  übertragen. 

Die  Art  der  Wasserbeweguug  ist  in  allen  diesen  Fällen  iin  Weseni- 
lichen  dieselbe,  doch  pflegt  sie  bei  den  einfacher  und  regelmässiger  gestal- 
teten, auf  längere  Strecken  geradlinig  fortgcfUbrten  künstlichen  Leitungen 
reiner  zur  Erscheinung  zu  kommen,  als  bei  natürlichen  Wasserläufcn.  bei 
denen  durch  bedeutendere  Unebenheiten  und  sonstige  Unregelmässigkeiten 
des  Bettes  vielfache  Goschwindigkeitsänderungen  bezüglich  auf  Grösse  und 
Richtung,  Wirbel,  Gegenströmungen  etc.  verursacht  werden,  wobei  dann 
überhaupt  von  einer  Theorie  oder  auch  nur  von  einer  empirisch  zuver- 
lässig ausdrückbaren  Gesetzmässigkeit  wenigstens  bei  dem  gegenwärtigen 
Zustande  unserer  Kenntnisse  kaum  die  Rede  sein  kann.  Die  folgenden 
Untersuchungen  beziehen  sich  deshalb  vorwiegend  auf  solche  Leitungen, 
deren  innere  Wandflächen  (abgesehen  von  geringeren  Unebenheiten,  einem 
verschiedenen  Rauhigkeitsgrade  entsprechend;  im  Ganzen  cylindrische 
Flächen  sind;  eine  solche  Leitung,  sei  sic  übrigens  natürlich  oder  künst- 
lich, von  grossen  oder  kleinen  Dimensionen,  von  diesem  oder  jenem  Material 
gebildet,  ist  im  Folgenden  -gemeint,  wenn  ohne  nähere  Bestimmung  von 
einem  Canal  die  Rede  sein  wird.  Der  stets  sehr  kleine  Winkel,  unter 
welchem  eine  erzeugende  Gerade  jener  Cylinderfläche  — auch  Längen- 
profil des  Canals  genannt  — gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  heisst  der 
.\bhang  des  Canals,  die  Durchschnittslinic  der  Cylinderfläche  mit  einer 
zur  erzeugenden  Geraden  senkrechten  Ebene  (QiicrschnitLscbene)  ein  Quer- 
profil dos  Canals. 

Unter  den  vorausgesetzten  Umständen  und  abgesehen  von  anderen 
Einflü.sscn,  als  denjenigen  der  Schwere  sowie  der  äus.seren  und  inneren 
Reibung  ('abgesehen  namentlich  von  dem  Wellen  bildenden  Einflüsse  de< 
Windes;  ist  die  freie  Oberfläche  des  im  Canal  strömenden  Wassers  eine 
cylindrische  Fläche,  deren  erzeugende  Gerade  horizontal  und  rechtwinkelis: 
gegen  das  lÄingenprofil  dos  Canals  gerichtet  ist  Eine  Normalebene  des 
letzteren  (Querschnittsebene)  schneidet  also  das  Wasser  in  einem  Quer- 
schnitte, welcher  oben  von  einer  horizontalen  Geraden,  im  Uebrigen  von 
einem  Theile  des  Canalquerprotils  begrenzt  wird.  Jener  horizontale  und 
geradlinige  obere  Theil  des  Querschnittsumfanges  heisse  das  Quer  profil 
des  Wassers,  seine  Länge  die  Wasserbreitc;  der  andere  Theil  pflegt 
das  benetzte  Querprofil  des  Canals  oder  kurzweg  das  benetzte  Quer- 
profil genannt  zu  werden.  Eine  zu  den  Querschnitten  senkrechte  Ver- 
tikalebene schneidet  das  Wasser  in  einem  Längen  schnitt,  der  nnten 
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vom  Läugcnprofil  des  Cauals,  oben  vom  Läugenprofil  dos  Wassers  be- 
grenzt wird;  letzteres  ist  im  Allgemeinen  eine  sehr  schwach  gekrümmte 
(’urve. 

Der  Quotient  aus  dem  Inhalte  durch  die  Wasserbreite  eines  Quer- 
schnitts heisst  die  mittlere  Tiefe  desselben,  wogegen  der  Quotient  aus 
jenem  Flächeninhalte  durch  das  benetzte  Querprotil  als  mittlerer  Radius 
(bei  halbkreisförmigem  Querschnitte  = dem  halben  Radius)  oder  auch  als 
mittlere  hydraulische  Tiefe  bezeichnet  zu  werden  ptlegt,  indem  diese 
tTrössc,  ohne  von  der  kurzweg  so  genannten  mittleren  Tiefe  (bei  den  ge- 
wöhnlich viel  breitenm  als  tiefen  Querschnitten)  sehr  verschieden  zu  sein, 
doch  gerade  die  hier  in  Betracht  kommenden  hydraulischen  Gesetze  als 
vorzugsweise  bestimmend  erkannt  wird. 

Der  Höhenunterschied  zweier  Punkte  A nud  B des  Lüngenprotils 
resp.^  der  entsprechenden  zwei  Querprofile  des  Wassers  heisst  das  Gefälle 
der  betreffenden  Strecke  des  Wasserlaufs;  die  Division  des  Gefälles  durch 
die  iJlnge  der  fraglichen  Strecke  liefert  das  mittlere  specihschc  oder 
relative  Gefälle  derselben.  Wegen  der  Kleinheit  des  letzteren  ist  es 
hierbei  ganz  unwesentlich,  ob  die  Länge  der  betreffenden  Strecke  als  die 
Bogenlänge  AB  oder  als  die  Sehnenlängc  AB  oder  als  die  Projection  von 
AB  entweder  auf  das  Längeni)rofil  des  Canals  oder  auf  die  Horizontal- 
ebene  verstanden,  oder  endlich  ob  für  das  definirte  mittlere  relative  Gefälle 
der  (in  Bogenmaass  ausgedrUckte)  Winkel  gesetzt  wird,  unter  welchem  die 
Gerade  AB  gegen  den  Horizont  geneigt  ist;  denn  wenn  dieser  Winkel 
eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  siud  die  Unterschiede  bei  allen 
jenen  verschiedenen  Auffassungen  des  relativen  Gefälles  nur  kleine  Grössen 
dritter  Ordnung,  die  mit  Rücksicht  auf  die  viel  grösseren  wahrscheinlichen 
Fehler  einer  Gefällsbestimmung  durch  Messung  (Nivellement)  nicht  in  Be- 
tracht kommen.  Ebenso  kann  unter  dem  specitischen  resp.  relativen 
Gefälle  au  einer  gewissen  Stelle  sowohl  der  Abhang  der  freien 
Wasseroberfläche  an  dieser  Stelle,  d.  h.  ihr  Neigungswinkel  dn.sclbst 
gegen  den  Horizont,  als  auch  der  Sinus  oder  die  Tangente  dieses  Winkels 
verstanden  werden.  Aus  demselben  Grunde  ist  es  schliesslich  auch  un- 
wesentlich, wenn,  wie  üblich,  zur  Ausmessung  eines  Querprotils  dos  Canals 
und  eines  Wasseniucrschnitts  die  dazu  der  Definition  zufolge  dienende 
Qnerschniftsebene  (Normalebeno  zum  J.ängenprofil  des  Canals)  thatsächlich 
durch  eine  Verticalebenc  ersetzt  wird,  welche,  durch  das  Querprotil  des 
Wassers  gehend,  unter  einem  sehr  kleinen  Winkel  = dem  Abhang  des 
Canals  gegen  die  Querschnittsebene  geneigt  ist,  so  dass  beliebige  Grössen 
(Strecken,  Winkel,  Flächen;  in  einer  dieser  beiden  Ebenen  von  ihren  Pro- 
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jectionen  auf  die  andere  höciistcns  um  sehr  kleine  Grössen  Ordnung 
verschieden  sind. 

' Wenn  das  Liingcnprütil  des  Wa.ssers  nicht  eine  dem  LängenprotiJ  des 
(.Kanals  parallele  Gerade  ist,  so  können  zwar  streng  genommen  die  Ge- 
schwindigkeiten des  Wassers  nicht  in  allen  Punkten  eines 
normal  zu  demselben  gerichtet  sein,  und  ist  also  letzterer  nicht  streng  ge- 
nommen ein  Onerschnitt  im  Sinne  der  betreffenden  Definition  in  §.72; 
indessen  sind  die  durch  jenen  Umstand  verursachten  Abweichungen  von 
der  normalen  Richtung  thatsächlich  viel  kleiner,  als  solche,  welche  durch 
allerlei  unregelmässige  Mischungsbewegungen  im  Inneren  der  Wassermasse 
unter  allen  Umständen  mehr  oder  weniger  bedingt  werden.  Auf  Grund 
der  Annahme  einer  zum  Querschnitte  durchweg  normalen  Geschwindigkeits- 
richtung wird  unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  in  demselben  der 
Quotient  aus  dem  pro  Seeuude  ihn  durchströmenden  Wasservolumen  durch 
den  Inhalt  des  betreffenden  Querschnitts  verstanden.  Wenn  dabei  jenes 
Wasservolumen  selbst  mit  Hälfe  von  Geschwindigkeitsmessungen  au  ge- 
wissen Stellen  des  Querschnitts  bestimmt  werden  soll,  so  ergiebt  es  sich 
= der  Summe  der  Producte  aus  den  Inhalten  aller  Theile  des  Querschnitts 
und  den  ihnen  zugehörigen  Gcschwindigkeiteu.  Die  Theilung  des  Quer- 
schnitts erfolgt  zu  dem  Ende  gewöhnlich  durch  gerade  Linien  senkrecht 
zum  Querprotil  des  Wassers,  kurzweg  Senkrechte  genannt  und  es  wird 
als  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  einem  von  zwei  solchen  Senkrechten 
begrenzten  Thoil  des  Querschnitts  diejenige  Geschwindigkeit  betrachtet 
welche  als  mittlere  Geschwindigkeit  in  einer  gewissen  Senkrechten  von 
Oiach  Schätzung  zu  wählenden  mittlerer  Lage  in  jenem  Elächeutheil  ge- 
funden wird.  Um  aber  letztere,  d.  h.  die  mittlere  Geschwindigkeit 
in  einer  Senkrechten  zu  tindeu,  kann  man  die  in  gewis.sen  Punkten 
derselben  thatsächlich  gemessenen  Geschwindigkeiten  von  diesen  PuukttMi 
aus  als  entsprechende  Strecken  normal  zur  Senkrechten  in  dein  betref- 
fenden lAngenschnitt  ^resp.  der  ihn  vertretenden  Zeichnung)  auflragen 
nnd  die  Endpunkte  dieser  Strecken  durch  eine  stetige  (’urve  verbinden; 
diese,  die  sogenannte  Gesch windigkeitscurve,  begrenzt  dann  zusammen 
mit  der  Senkrechten  und  den  betreffenden  Längenprofileu  des  Canals  und 
des  Wassers  eine  ebene  Elilche,  deren  Inhalt  durch  die  Länge  jener  Senk 
rechten  zu  dividiren  ist,  um  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  ihr  zu  tinden. 
Dabei  ist  es  im  vorliegenden  Falle  völlig  ausreichend,  zur  angenaherten 
Berechnung  des  Inhaltes  der  von  einer  empirischen  Curve  begrenzten 
ebenen  Fläche,  nämlich  hier  der  von  einer  Geschwindigkeitscurve  be- 
grenzten Fläche  sowie  auch  des  Wasseriiuerschnitts  (insbesondere  bei  natür- 
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liehen  Canälen,  deren  Qnerprofil  nur  emi)irisch  bestimmbar,  nicht  mathe- 
matisch detinirbar  ist),  die  allertunfachsten  der  zu  solchem  Zwecke  dienenden 
bekannten  Methoden  zu  benutzen.  — 

Was  die  Buchstabenbezeichnungen  der  vorstehend  erklärten 
(rrüssen  betrifft,  so  soll  in  der  Regel  bedeuten: 
den  Flächeninhalt  eines  Wasserquersebnitts, 
b p den  Umfäng  dcs8ell»en,  nämlich 
h die  Wasserbreite, 
p das  benetzte  Querprotil, 

F 

a — die  mittlere  Tiefe, 

0 

F 

r — den  mittleren  Radius, 

P 

h das  Gefälle  für  eine  gewisse  Caiialstrecke  = /, 
h 

« = - das  mittlere  relative  GefiUle  derselben  resp. 
dh 

a = das  relative  Gefälle  an  einer  gewissen  Stelle, 

dl 

Q das  Wasservolnmen  (Wasseriiuantum),  welches  pro  Sec.  durch  einen 
Querschnitt  strömt,* 

Q 

u = die  entsprechende  mittlere  Geschwindigkeit  in  demselben, 

V die  mittlere  Geschwindigkeit  in  einer  Senkrechten, 
w die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte. 

Die  folgenden  Untersuthungen  beziehen  sich  fast  ausschliesslich  auf 
die  permanente  Bewegung  (den  Beharrungszustand)  des  Wassers  in 
einer  gewissen  Canalstrecke,  welche  dadurch  charakterisirt  wird,  dass  für 
jeden  einzelnen  Querschnitt  dieser  Strecke  die  Grössen  F und  «,  folglich 
auch  Q = Fu  constant  sind.  Das  Wasservolumen  Q ist  dann  auch  für 


* Wenn  in  dem  von  der  strömenden  Bewegung  beliebiger  b'lüssigkeiten 
in  GeHlssen  und  Röhren  handelnden  vorigen  Abschnitte  das  pro  Sec.  durch 
einen  Querschnitt  strömende  Flässigkeitsvolnmen  mit  V bezeichnet  wurde,  so 
geschah  cs  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bei  Gasen  und  Dämpfen  das  Quantum 
derselben  auch  häufig  als  Gewicht  = (}  in  Rechnung  gebracht  wird,  zur  deut- 
lichen Unterscheidung  beider  Arten  von  Quantitäten.  Hier  aber  und  in  spä- 
teren Fällen,  wo  es  sich  nur  um  Wasser  bandelt  «oder  überhaupt  um  eine 
tropfbare  Flüssigkeit,  deren  specif.  Volumen  constant  gesetzt  wird?,  soll  zur 
Bezcichuimg  eines  stets  als  Volumen  verstandenen  Wasserquantuins  der  dazu 
allgemein  übliche  Buchstabe  Q um  so  mehr  benutzt  werden,  als  er  zur  sonst 
auch  üblichen  Bezeichnung  von  Wärmemengen  in  solchen  Fällen  keine  Ver- 
wendung findet. 
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alle  Qaerschaitte  gleich  gross,  wenn  nicht  durch  Nebenleitnngen  (z.  E 
durch  seitlichen  Zufluss  von  Kegeuwasser,  Quellen,  durch  Einsickerung  vos 
Wasser  in  den  Bo<leu,  durch  wässerige  Niederschläge  oder  Verdonstung  aa 
der  freien  Oberfläche  etc.)  eine  Veränderung  von  Q längs  der  betreflFendeii 
Caualstrecke  verursacht  wird,  wie  es  unbeschadet  des  Behamingszustander 
geschehen  kann. 

Im  Folgenden  wird  von  dergleichen  Nebenleitungen  abgesehen,  sofern 
nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  bemerkt  wird,  und  es  ist  dann  also  ia 
Ueharrungsznstande  auch  das  Product  Fu  für  alle  Querschnitte  gleich, 
wobei  jedoch  die  für  -die  einzelnen  Querschnitte  constauteu  Factoren  F 
und  u für  die  verschiedenen  Querschnitte  verschieden  gross  sein  können, 
wenn  sie  nur  einander  umgekehrt  proportional  sind.  Danach  sind  zwei 
Fälle  des  Beharrungszustandes  zu  unterscheiden,  die  gleichförmige  und 
ungleichförmige  permanente  Bewegung,  jcnachdem  F und  u in  den 
verschiedenen  Querschnitten  gleich  gross  sind  oder  nicht.  Das  Längen- 
profil des  Wassers  ist  im  ersten  Falle  eine  dem  Längcnprotil  des  Canali 
parallele  Gerade,  im  zweiten  dagegen  nicht  und  zwar  im  .Allgemeinen  eine 
Curve;  das  relative  Gefälle  ist  im  ersten  Falle  für  alle  Querschnitte  gleich 
und  — dem  Abhang  des  Canals,  im  zweiten  sowohl  von  diesem  als  auch 
im  Allgemeinen  für  die  verschiedenen  Querschnitte  verschieden.  — 

Die  Gesetze  der  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen,  insoweit  sic  von 
technischem  Interesse  sind,  betreffen  vorzugsweise: 

1)  das  Aeuderungsgesetz  der  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt  in 
einem  Querschnitte, 

2)  die  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Geschwindigkeit,  dem  rela- 
tiven Gefälle  und  den  Dimensionen  eines  Querschnitts, 

3)  die  Gestalt  des  Längenprofils  des  Wassers  im  Falle  einer  ungleicb- 
fomiigen  Bewegung, 

4j  die  Gesetze  des  Aufstaues,  d.  h.  der  Erhebung  der  freien  Wasser- 
oberfläche durch  örtliche  Verkleinerung  des  Querschnitts,  wie  solche  be- 
sonders bei  natürlichen  Wa.sserlüufen  zu  technischen  Zwecken  (zum  Betriel»’ 
hydraulischer  Kraftmaschinen),  zu  Verkehrszwecken  oder  behufs  der  Strom- 
regulirung  durch  Wehre,  Brückenpfeiler  und  sonstige  Strorabauten  bewirki 
werden,  und  wobei  es  sich  namentlich  um  die  Beziehung  handelt,  welche 
zwischen  der  Stauhöhe,  den  Dimensionen  des  verkleinerten  Querschnitts 
und  dem  jtro  Sec.  hindurch  fliessenden  Wasservoluinen  statlfindet. 
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a.  Beziehungen  zwischeta  den  Geschwindigkeiten  in  verschiedenen 
Punkten  eines  Querschnitts  bei  permanenter  Bewegung. 

§.  124.  Theoretisehe  Entwickelung. 

Um  zur  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Geschwindig- 
keit w von  Punkt  zu  Punkt  in  einem  Querschnitte  ändert,  an  die  allge- 
meinen Gleichungen  in  §.72  (worin  nur  w an  die  Stelle  von  u zu  setzen 
ist)  anzuknüpfen,  ist  auch  dieser  Querschnitt  (unbeschadet  seiner  prak- 
tischen Behandlung  als  ebener  Schnitt  gemäss  vorigem  §.)  hier  im  Sinne 
von  §.72  als  eine  Fläche  vorzustellen,  welche  die  von  den  materiellen 
Punkten  durchlaufenen  Balinen  rechtwinkelig  schneidet.  Indem  dann  letz- 
tere (bei  Abstraction  von  allen  solchen  Einflüssen,  die  sich  einer  theo- 
retischen Berücksichtigung  entziehen)  als  ebene  Curven  in  den  Läugen- 
schuitten  vorausgesetzt  werden,  welche  von  oben  nach  unten  bei  stetiger 
KrümraungsabiiahmÄ  allinählig  von  den  Längen jtrofilen  des  Wassers  in  die 
geraden  Längenjirotile  des  Ganals  übergehen,  ist  jeder  Querschnitt  eine 
Uyliudertläche,  welche  von  den  Längenschnitten  in  den  Krümmungscurven 
(§.  72)  geschnitten  wird,  während  die  darauf  senkrechten  Normalcurven  hier 
horizontale  Gerade  sind,  den  verschiedenen  Lagen  der  erzeugenden  Ge- 
raden des  cylindrischen  Querschnitts  entsprechend.  Auf  eine  Berührungs- 
ebene des  letzteren  projiciron  sich  indessen  auch  seine  Krünunungscurven 

als  parallele  Gerade,  so  dass  die  in  §.  72  mit  > und  bezeichneton 

T T 

Krümmungen  hier  beide  = 0 sind.  Von  den  Krümmungen  der  Normal- 
schiiitte  des  Querschnitts,  welche  in  irgend  einem  Punkte  desselben  die 
hetreflfende  Krümmungs-  und  Normalcurve  berühren,  in  §.72  beziehungs- 
weise mit  ' > und  —r,  bezeichnet,  ist  zwar  streng  genommen  nur  die  letz- 
(*  Q 

tere  = 0,  indessen  ist  auch  erstere  klein  genug,  um  sie  wenigstens  zur 
Gewinnung  hinlänglich  angenäherter  Ausdrücke  für  die  Componenten  der 
inneren  Reibung  = Null  setzen  zu  dürfen.  Wird  daun  zu  diesem  Zweck 
schliesslich  auch  noch  die  sehr  kleine  Krümmung  der  Bahnen  selbst,  also 

~ = 0 gesetzt  und  berücksichtigt,  dass  mit  = 0 nach  der  hier 

P P P 

(fie 

gültigen  Gleichung  (4,a)  in  §.72  auch  - - = 0 ist,  so  ergeben  sich  nach 

o» 

GraHhof,  tbeoret.  MaBckioonle'bro.  1.  45 
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Gl.  (1)  daselbst  die  Componenten  der  inneren  Reibung  pro  Volumeneinher 
im  Sinne  der  Rahn,  der  Krümmungscuire  und  der  Normalcurve: 


Dabei  ist  R eine  erfabrungsmilssig  zu  bestimmende  Constante.  Ist  ferutr 
(f  der  Winkel,  unter  welchem  die  Rahn  in  irgeud  einem  Punkte  eines 
Querschnitts  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  (enthalten  zwischen  dem  Ab- 
hang = ß der  freien  Wasseroberfläche  an  der  Stelle  des  betreffenden 
Querschnitts  und  dem  Abhang  = ß des  Canals),  so  sind  bei  Vemachläsei- 
gung  kleiner  Grossen  höherer  Ordnung  die  Componenten  der  beschlenm- 
geuden  Massenkraft  nach  den  drei  Coordinatenrichtungen: 

— 9',  K,  = 0 (i\ 

Dabei  ist  der  Dogen  y einer  Krümmungscurve  im  Sinne  von  oben  nacb 
unten  wachsend  vorausgesetzt,  so  dass  mit  Rücksicht  auf  Fig.  27,  S.  33'.‘ 
und  die  zugehörigen  Festsetzungen  daselbst  hier  der  Krümmungshalbuiesser 
Q einer  Rahn  positiv  oder  negativ  genommen  werden  muss,  jenachdem  dk 
Rahn  uach  unten  oder  nach  oben  concav  gekrümmt  ist,  während  ein  posi- 
tiver Werth  des  Krümmungshalbmessers  p'  der  Krümmungscurve  einer 
stromabwärts  concaven  Krümmung  derselben  entspricht.  In  den  Fundi- 
mentalgleichungen  (3),  §.72  und  in  der  Continuitätsgleichung  (4,  a)  daselb?: 
sind  diese  Krümmungshalbmesser  p und  p'  nicht  auch  ohne  Weiteres  un- 
endlich gross  zu  setzen,  wie  es  oben  zunächst  nur  zur  Gewinnung  angf- 
näherter  Ausdrücke  von  Zf,,  ZZj^  und  Ä,  geschah;  es  ist  also  nach  der  Con- 
tinuitätsgleichuug: 

1 ÖiC  1 

W (1*  p’ 

und  nach  rlen  Fundamentalgleichungen  mit  Rücksicht  auf  obige  Ansdrücke 

(1)  und  (2),  sowie  mit  ~ ^ entsprechend  der  Voraussetzung  einer  t>er- 

manenten  Rewegung,  und  wenn  statt  der  spocifischen  Masse  //  das  sped- 
fische  Gewicht  y — tju  cingeführt  wird: 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  hinsichtlich  des  Aenderangs- 
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gesetzes  der  Pressung  in  einem  Querschnitte  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

— stets  ein  sehr  kleiner,  neben  1 zu  vernachlässigender  Bruch  ist: 

9Q 

P = Po  + 79 (4), 

wenn  y von  der  freien  Wasseroberfläche  an  gerechnet  und  mit  y,,  die 

äussere  Pressung  an  dieser  bezeichnet  wird.  Wegen  Gleichheit  dieser 

Pressung  für  alle  Querschnitte  ist  dann  auch  d»,  d.  h.  die  Pressungs- 

o« 

änderung  längs  dem  Bogenelement  ÄA^  = ds  einer  Balm  = y (yj — y), 
unter  y und  yj  die  längs  den  betreffenden  KrUmmungscunen  gemessenen 
Entfernungen  der  Punkte  A und  A^  von  der  freien  Oberfläche  verstanden, 
also  auch  wegen  yj  — y = {(p  — «)  dt-. 

dp  hp 

— = y(g)  — a);  ytp  — = ya (5) 


and  somit  nach  Gl.  (3): 


dy* 


d** 


+ 1 


te*\ 

-t)  = 0 

9Q  ) 


(6). 


In  dieser  Gleichung  kann  nicht  mit  demselben  Rechte  — > gegen  a 

99 

vernachlässigt  werden  wie  oben  - gegen  1,  weil  a selbst  ein  sehr  kleiner 

99 

Bruch  ist;  bedeutet  a die  mittlere  Wassertiefe  und  ß den  Abhang  dos 
Canals,  so  ist  mit  den  Mittelwerthen 


= « und  — = 


— im  Mittel: 


w 


7 = -(«-«  . (7), 
99  90 


welche  Grösse  bei  bedeutender  Geschwindigkeit  und  mässiger  W'assertiefe 
sehr  wohl  mit  dem  relativen  Gefälle  a vergleichbar  sein  kann.  Das  durch 
Gl.  (6)  bedingte  Aonderungsgesetz  der  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt 
eines  Querschnitts  ist  also  wesentlich  abhängig  von  der  Convergenz  oder 
Divergenz  der  Bahnen,  kann  folglich  bei  ungleichförmiger  permanenter 
Bewegung  wesentlich  anders  sein  wie  bei  gleichförmiger.  Wird  aber  die 
weitere  Untersuchung  auf  letzteren,  also  auf  den  Fall  einer  gleichför- 
migen permanenten  Bewegung  beschränkt,  wobei  die  Bahnen  parallele 
Gerade,  die  Querschnitte  parallele  Ebenen  sind,  so  geht  mit  p'  = oc  die 
Differentialgleichung  (6)  über  in: 

+ Tz  — ° 


öy‘ 


Ein  partikuläres  Integral  derselben  ist: 


45* 
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S 

— — - «ä 
2R  ^ 


und  wenn  deshalb  allgemein 


«7  s I 

^ y*  + «^1 

gesetzt  wird,  ergieljt  sich  durch  Substitution  in  Gl.  (8)  für  ir,  die  Be- 
dingungsgleichung : 

1 ^ 

öy*  ^ (1**  “ ’ 

welcher,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Function 

te,  = y.  (s  -f  yi)  rp{z  — yi)  mit  » — V — T 
entspricht,  unter  <fi  und  die  Zeichen  beliebiger  Functionen  verstanden 
Somit  ist: 

uy 


w = — y»  -f  + yO  -f  xf,'(z  — yi). 


Die  Unbestimmtheit  der  Functionen  rp  und  rp  wird  beschränkt  durch 
die  Redinguiig,  dass 

'9'  p ■ '/  1 ■>  • '/  -X 

y -f  t(f,{z  + y,)—  ,f(z  — y<), 

wobei  zur  Abkürzung  <p'(x)  statt  und  V^'(x)  statt  gesetzt  wurde, 

ar  dx 

für  y ==  0 verschwinden  muss,  sofern  wenigstens  von  verzögernden  oder 
beschleunigenden  Einflüssen  an  der  freien  Wasseroberfläche,  die  thatsärhlich 
theils  von  der  Luft  herrühren,  theils  durch  die  abweichende  Molekularbe- 
schaffenheit der  Oberflächenschicht  des  Wassers  bedingt  werden  könnten 
(siehe  8.  32.H  u,  ff,),  abstrahirt  wird;  denn  dann  ist  die  innere  Reibung, 
welche  nach  §.72  in  irgend  eiuem  Punkte  einer  zur  y-.\xe  senkrechten 
(der  freien  Wasseroberfläche  parallelen)  Ebene  pro  Flächeneinheit  derselben 
die 

= -F  Ä V-  ist,  an  der  freien  Oberfläche  selbst  = Null.  Hiernach  ist  also; 
— öy 

<p'  \z)  — tp'(a)  = 0 

für  jedes  *,  so  dass  die  Functionen  (f  und  ip  sich  nur  durch  eine  Constante 
C unterscheiden  können  und 

= C — y*  + 9P(z  + yi)  + y(2  — yi) (10' 


zu  setzen  ist.  Insbesondere  mit  y = 0 ergiebt  sich  daraus  die  Geschwin- 
digkeit an  der  freien  Oberfläche  = G 2<p{z),  und  wenn  dieselbe  mit 


Digitized  by  Google 


1 24. 


THEORKTISCHE  ENTWICKEI.fNO. 


709 


f{z)  bezeichnet  wird,  so  ist  allgemein  (f  iz)  = --  /(z) — C,  insbesondere 

auch 

V (s  -j-  yi)  = 2 /(=  + yO  — j ^ 
und  somit  schliesslich  * 

te  = — y*  + ~/(z  + yr)  -f  ^ fiz  ~ yi) (11). 

Wäre  das  Aeuderungsgesetz  der  Oberflächengeschwindigkeit  längs  dem 
Querprofil  des  Wassers,  also  die  h'uuctiou  / bekannt,  so  fände  man  aus 
Gl.  (11)  die  Geschwindigkeit  w für  jeden  anderen  Punkt  des  Querschnitts. 
Insbesondere  für  den  Fall  eines  unendlich  breiten  Querschnitts  von  gleich- 
förmiger Tiefe,  entsprechend  einer  horizontalen  Geraden  von  unbegrenzter 
Länge  als  Querprofil  des  Canals,  wäre  die  Obcrflächengoschwindigkeit 
also  die  Function  / eine  Constante,  und 


w = 


(12). 


Im  Allgemeinen  ist  die  Function  / von  dc^r  äusseren  Reibung  (Rei- 
bung an  der  (!analwand)  und  von  der  Gestalt  des  benetzten  Querprotils 
abhängig,  nämlich  von  der  Grenz,bcdingung  (.'j)  in  §.72: 


hir  dz  . hw  dy  R, 

4-  — -i- 

öy  du  ()z  ds  R 


(1»), 


wenn  hier  ein  Längcnelement  des  benetzten  Querprotils  mit  du  und  die 
äussere  Reibung  pro  Flächeneinheit  mit  R^  bezeichnet  wird.  Weni)  diese 
Gleichung  ( l.Ti  längs  dem  benetzP'u  Qneri)rotil  integrirt  und  berücksichtigt 
wird,  dass  Jr^  ds  = der  äusseren  Reibung  an  dem  Theil  der  Canalwand, 
welcher  zwischen  zwei  um  die  Längeneinheit  von  einander  entfernten 
Querschnitten  enthalten  ist,  des  gleichförmigen  Beharrungszustandes  wegen 
mit  der  nach  dem  Längenprofil  des  Canals  oder  des  Wassers  genommenen 
Componente  der  Schwerkraft  des  zwischen  jenen  Querschnitten  enthaltenen 
Wassers  im  Gleichgewicht,  also  = (tyF  sein  muss,  so  erkennt  mau,  da.ss 
die  fragliche  Grenzbedingung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 


Die  Function  / muss  nun  so  beschaffen  sein,  dass  durch  Substitution  von  w 


* Vergl.  Bresse,  Cours  de  mecanique  appliqude,  II.  partie,  p.  19.5. 
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aus  Gl.  (11)  diese  Gl.  (14)  erftlllt  wird,  wenn  unter  y und  z die  Coordinatcn 
des  benetzten  Querprofils  verstanden  und  die  Integrationen  über  seine 
ganze  Länge  ausgedehnt  werden.  In  dem  Falle  z.  B.,  auf  welchen  sich 

«7 


öee  bw 

Gl.  (12)  bezieht,  ist  vr  = 0,  ^ = 
02  oy 


Ä 


y,  insbesondere  für  das  be- 


bte 


fcy 

netzte  Querprofil:  ^ = «,  wenn  a die  gleichförmige  Tiefe  bc- 

oy  Je 

dentet;  die  Gleichung  (14)  findet  sich  also  erfüllt  mit  Bücksicht  darauf, 


dass  ajdz  — F ist. 

Wenn  der  Querschnitt  in  Beziehung  auf  eine  Senkrechte 
symmetrisch  ist  und  diese  Symmotrieaxo  als  y-Axe,  das  Querprofil 
des  Wassers  nach  wie  vor  als  *-.\xe  angenommen  wird,  so  ist  die  Ober- 
flächengeschwindigkeit = /(*)  jedenfalls  eine  gerade  Function  von  z,  d.  h. 
f(z)  = /( — *),  und  wenn  ausserdem  dieWassortiefe  vonderSym- 
metrieaxe  aus  nach  beiden  Seiten  stetig  abnimmt,  wenigstens 
nicht  stellenweise  zunimmt,  so  muss  /(*)  mit  wachsendem  Absolut- 
werthe  von  z beständig  abnehmen.  Setzt  man  als  einfachste  Function, 
welche  diesen  Forderungen  entspricht. 


/■(»)  — 

unter  n eine  positive  Constante  und  unter  lo^  die  Maximalgeschwindigkeit 
in  der  Mitte  des  Wasserquerprofils  verstanden,  so  ist: 


/(*  + yO  = '^0  — " (*■  + 2ys»  — y*) 
f{z  - yO  = Wq  — n (s*  — 2y*i  — y*) 
also  nach  Gl.  (11): 

= «^0  — ^ y*  — « (»*  — y*) 


w = iOq  — »ly* 


w«*  mit  m -j-  w = — ~ 


(15). 


Diese  Lösung,  von  welcher  Gl.  (12)  ein  Specialfall  (entsprechend 
n = 0)  ist,  genügt  der  Grenzbedinguug  (14);  denn  wenn  diese  gemäss  der 
Symmetrie  des  Querschnitts  jetzt  nur  auf  die  Hälfte  des  benetzten  Quer- 
profils (auf  einer  Seite  der  y-.\xc)  bezogen  und  somit  auch  /'statt/’ 

gesetzt  wird,  so  wird  sie  mit 

bic  , biß 

. = — 2wy  und  = — 2nz 

oy  Ö2 


‘2mJ  ydz  — ‘2nJ s 


zdy  -f 


fc/F 

2R 


= 0,  d.  h.  »I  = 


'2R 
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feil,  unter  y und  s die  Coordinatcn  des  benetzten  Querprotils  verstanden, 


Vermittels  des  .\usdrucks  (15)  von  tc  crgiebt  sich  die  mittlere  Ge- 
icbwindigkeit  u,  deren  möglichst  einfache  Bestimmung  vorzugsweise 
technisch  wichtig  ist: 


u 


)/iy-  — nz*)dydz 


bei  gegebener  symmetrischer  Querschnittsform  als  Function  der  Geschwin- 
iligkeit  «Cp  und  der  Constanteu  tn,  n,  welche  indessen  durcli  Messung  von 
noch  zwei  anderen  Geschwindigkeiten  bestimmt  werden  können.  Sind  ins- 
besondere dieselben  in  der  Mitte  und  an  den  Enden  des  benetzten  Quer- 
prohls  beziehungsweise  = w,  und  und  wird  die  Wassertiefe  in  der 
Mitte  mit  o,  die  Wasserbreite  mit  '2h  bezeichnet,  so  hat  man: 


= (Cp  — nb-\  n 


(16). 


Ist  nun  z.  B.  der  Querschnitt  ein  Kechteck  mit  den  Seiten  a und 
2i,  so  ergiebt  sich: 


b a 


— 6 ü 


1 

--  >,m 


ü _ J_  ^ «’o  + «’i  + «’i 
3 3 


(17). 


Diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  statt  in  allen  I’nnkten  der  halben 
Ellipse,  deren  Gleichung 


ist,  von  welcher  zwei  Punkte  auch  ohne  Keuntniss  der  Gonstauten  «/,  « 
»der  irgend  einer  besonderen  Geschwindigkeit  sich  augebeu  lassen,  nämlich 
die  Punkte: 

y — ff  = 0,58  ff  ^ E = ”1“  h |/  = -j-  0,586. 


•\d  einer  dieser  Stollen  brauchte  also  nur  die  Geschwindigkeit  gemessen 
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ZU  werden,  um  in  derselben  zugleich  die  mittlere  Geschwindigkeit  « a 
haben,  wenn  das  Aenderungsgesetz  von  le  der  Gleichung  (15)  in  der  Tkit 
ganz  entsprechend  wäre. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Parabelsegment  (grösste  Tiefe  oder  Pfäl- 

* 

höhe  = (7,  Breite  oder  begrenzende  Sehne  — 2i),  so  findet  man 


1 _ 20  iCq  + 8 IT,  + 7 rc, 

5‘  " 35 


und  diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  statt  in  allen  Punkten  der  halb«  r. 
£Ilil)sc,  deren  Gleichung 


»ly*  -j-  »8* 


^ i I 

35 


1 

5 


„i- 


ist,  insbesondere  in  den  beiden  Punkten: 


y = 


4-  0,454. 


Wenn,  wie  gewöhnlich,  der  Querschnitt  eines  natürlichen  oder  kuinst 
liehen  (Kanals  zwischen  einem  Rechteck  und  einem  Parabelsegnient  tot 
gleichen  Dimensionen  a,  4 enthalten,  wenn  er  z.  R.  ein  Trapez  von  der 
Höhe  fl  ist,  dessen  untere  horizontale  Seite  24,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit in  den  Punkten  y — ~ a,  z=-j--^4  voraussichtlich  nar 

wenig  von  der  mittleren  Geschwindigkeit  u verschieden  sein.  — 

Im  Anschlüsse  an  die  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  gefnndent' 
Gl.  (15)  kann  übrigens  für  einen  Querschnitt  von  beliebiger  Form 
die  Geschwindigkeit  w in  irgend  einem  Punkte  einer  Senkrechten  (in  der 
Tiefe  y unter  der  freien  Wasseroberfläche) 

w = Wq  — »ly* (19s 

gesetzt  werden,  unter  le,  jetzt  die  Oberflächengeschw indigkeit  an  der 
SteHe  dieser  Senkrechten  verstanden,  während  m eine  Constante  bedeutet, 
welche  für  verschiedeue  Senkrechte  verschiedene  Werthe  haben  und  dunfa 
Messung  von  noch  je  einer  zweiten  Geschwindigkeit  ausser  b<*stimmi 
werden  kann.  Gemäss  dieser  Gl.  (19)  ist  die  im  vorigen  §.  so  genannt 
Geschwindigkeitscurve  eine  Parabel,  deren  Axe  in  dem  betreffenden  Längen- 
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>rofil  dos  Wassers  liegt.  Ist  also  Wj  die  Geschwindigkeit  im  tiefsten  Punkte 
ier  Senkrechten,  so  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  derselben: 

2 2 1 
» = “’i  + -3  ('<’o  — '^1)  = 's  '"i 

und  mit  Hülfe  der  so  für  hinlänglich  viele  Senkrechte  bestimmten  Werthe 
von  P findet  man  schliesslich  das  Wasserquantum  Q und  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit u des  ganzen  Querschnitts  auf  die  im  vorigen  §.  angegebene 
Weise.  — 

Einem  etwaigen  verzögernden  oder  beschleunigenden  Einflüsse  an  der 
freien  Oberfläche  des  Wassers  kann  schliesslich  dadurch  Rechuung  getragen 
werden,  dass  die  Axe  der  Geschwindigkeitsparabel  in  einen  gewissen  Ab- 
stand y = vom  Längenprotil  des  Wassers  verlegt  wird  (Fig.  48),  welcher 
hoi  überwiegend  beschleunigendem  Einflüsse  (durch  einen  starken  strom- 
abwärts wehenden  Wind)  auch  negativ  sein  könnte.  Dadurch  wird 

»p  = w'  — tu  (y  — Pq)* (21), 

unter  w'  das  Maximum  von  w (für  y = Hg)  ver- 
standen; zur  Bestimmung  der  Constanteu  w',  m, 
Og  wären  jetzt  drei  Geschwindigkeitsmessungen 
an  verschiedenen  Stellen  der  Senkrechten  nöthig. 
Ist  dann  p,  die  Pintfernung  der  Parabelaxe  vom 
Längenprofil  des  Canals  und  a die  Wassertiefe 
an  der  betreffenden  Stelle,  so  ist 
Wg  = le  — »ip^  * und  iPj  = w'  — ;«Pj  ® 
beziehungsweise  die  Oberflächen-  und  Bodengeschwindigkeit,  ferner  nach 
Gl.  (20) 

— «P  -f  iPo  und  -3  tp  -f  — fP, 

bezichiingsweisc  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  oberen  und  unteren 
Strecke  A’Ag  = Ug  resp.  A'A^  = Pj  (P'ig.  48)  der  Senkrechten,  und 
schliesslich 


2 , 1 p„  I 1 "i 

3 + --  --  «^0  + -3  “'i 


die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Senkrechten.  Die 
Substitution  der  obigen  Ausdrücke  von  Wg  und  in  Gl.  (22)  ergiebt 
mit  Pj  = p — Og 
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W m 


— «"o  + 


Daraus  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (21)  zu  entnehmen,  dass  diese  mittlere 
Geschwindigkeit  v in  der  Tiefe 


H — «0  + y \ 


.-24) 


stattfindet,  sofern  sich  dieses  y positiv  und  a ergiebt,  was  mit  dem 
einen  oder  andern  oder  mit  beiden  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  der  Fall 
sein  kann.  Die  Elimination  von  tc  zwischen  den  Gleichungen  (21 1 und 
(23)  liefert  endlich  noch  » in  der  folgenden  Form: 


V = tc 


welche  besonders  einfach  und  von  unabhängig  wird  für  y = — «, 
nämlich 

V = Wg  — — mff* (25'i. 


unter  te,  die  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  der  Senkrechten  verstanden. 


§.  125.  Empirische  Gesetze. 

Die  Entwickelungen  im  vorigen  §.  beruhen  auf  der  Voraussetzung, 
dass  die  materiellen  Punkte  des  Wassers  in  einfach  gesetzmässiger  Weise 
sehr  schwach  gekrümmte  Bahnen  durchlaufen,  welche  bei  gleichförmiger 
permanenter  Bewegung  in  parallele  Gerade  übergehen.  In  der  That  ist 
cs  aber  unausbleiblich,  dass  die  längs  der  Canalwand  hin  fliessenden  Was-ser- 
theilchen  durch  die  in  verschiedenen  Graden  stets  vorhandenen  Hervor- 
raguugen  dieser  Wand  vielfach  seitlich  abgelenkt  werden,  dass  also  Strö- 
mungen entstehen,  die  von  der  Canalwand  nach  oben  und  nach  der  Mitte  hin 
gerichtet  sind,  und  welche  daun  nothwendig  wieder  andere,  entgegengesetzt 
gerichtete  Strömungen  zur  Folge  haben.  Indem  diese  Mischungsbewegungen 
mit  der  Hauptströmung  des  Wassers  im  Canal  iuterferireu,  kann  dadurch 
das  Gesetz  der  Geschwindigkoitsäuderung  von  Punkt  zu  Punkt  eines  Quer- 
schnitts so  wesentlich  modificirt  werden,  dass  es  mit  Zuverlässigkeit  nur 
auf  empirischem  Wege  durch  vielfache  Beobachtung  bestimmbar  ist.  Auch 
können  jene  seitlichen  Strömungen  durch  geringfügige  Umstände,  die  sich 
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der  Beobachtung  entziehen,  so  beeinflusst  werden,  dass  sie  selbst  bei  an- 
scheinend permanenter  Bewegung  an  derselben  Stelle  vielfach  veränderlich 
sind.  Weshalb  dann  unter  der  Geschwindigkeit  in  einem  gewissen  Punkte 
diejenige  Geschwindigkeit  verstanden  werden  muss,  welche  daselbst  unter 
den  obwaltenden  Umständen  im  Mittel  im  Sinne  des  Längenprofils  des 
Canals  oder  des  Wassers  statttindet,* 

Bei  den  ersten  Versuchen  zur  empirischen  Feststellung  der  in  Rede 
stchendou  Beziehungen,  herrührend  von  italiänischen  Gelehrten  und  Ingo- 
uieuren  besonders  aus  Veranlassung  der  Erscheinungen  am  Po,  glaubte 
man  aus  einer  vermeintlichen  Analogie  mit  den  Gesetzen  des  Ausflusses 
aus  Gefässöffnungen  auf  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit  mit  der  Tiefe 
schliessen  zn  müssen,  und  blieb  bei  dieser  irrthümlichen  Meinung  um  so  län- 
ger, als  sie  durch  fehlerhafte  Messungsmethoden  bestätigt  zu  worden  schien.** 
Mariotte  wies  zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts  durch  Beobach- 
tungen nach,  dass  die  Geschwindigkeit,  wie  es  auch  durch  alle  späteren 
Beobachtungen  bestätigt  wurde,  mit  wachsender  Tiefe  abnimmt,  ausser  im 
Falle  eines  Aufstau’s  durch  j)lützlicho  Verengung  dos  Querschnitts. 

Dubuat  suchte  besonders  eine  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit u und  der  Maximalgeschwindigkeit  icq  an  der  freien  Ober- 
fläche festzustelleu,  und  folgerte  aus  38  Beobachtungen  au  kleinen  künst- 
lichen Canälen  von  2 bis  10  Zoll  Tiefe  die  Formel: 


u = Wj  — ViCo  +0,5 ^ . . . (1) 

für  den  pariser  Zoll  als  Längeneinheit.  Prony***  fand  dieselben  Beob- 
.achtungen  in  besserer  Uebereinstimmung  mit  der  Formel: 


im  Mittel  ==  0,816 


(2), 


^ «^0  + 2,372 
iCq  k>0  + 3,153 

wobei  das  Meter  als  Längeneinheit  vorausgesetzt  ist.  Bei  jenen  Uubuat’- 
scheu  Beobachtungen  war  ic,  höchstens  = 1,3  Mtr.  pro  Secunde;  für 
grössere  Geschwindigkeiten,  wenigstens  für  (c,  +■  1,5  Mtr.  ist  nach  Baum- 
garten**** besser  zu  setzen: 


* Aus  dem  hier  erwähnten  Grunde  verdienen  zur  Messung  der  Geschwin- 
digkeit solche  Instrumente  den  Vorzug,  welche  dieselbe  nicht  sowohl  für  einen 
einzelnen  Augenblick,  als  vielmehr  im  Mittel  für  einen  gewissen  Zeitraum  an- 
geben, wie  z.  B.  Schwimmer  und  der  Woltmau’sche  Flügel. 

*•  Hagen,  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  II.  Theil  (1844),  S.  279  u.  ff. 

*•*  Uecherches  pbysico-mathdmatigues  sur  la  thdorie  des  eaux  courantes, 
Paris  1804. 

Annales  des  Fonts  et  Chaussdes,  1848. 
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— = 08  — 
«’o  ’ *''0  + 3,153 


(3-. 


W'oltnian*  folgerte  aus  11  Beobaclitungsrcibon  von  Brünings  am 
Niederrhein  und  aus  einer  solchen  von  Xi  men  es  am  Amo,  dass  die  Ge- 
schwindigkeitscurve  für  irgend  eine  Senkrechte  als  Bogen  einer  Parallel 
mit  vcrticaler  .\xo  betrachtet  werden  könne;  derselbe  wich  indessen  nur 
sehr  wenig  von  einer  geraden  Linie  ab. 

Eytelwoin**,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  die  Voraussetzung 
einer  Abweichung  der  Geschwindigkeitscune  von  der  geraden  Linie  durch 
das  vorhandene  Beobachtungsmatorial  nicht  hinreichend  motivirt  sei,  fand 
durch  Vergleichung  verschiedener  Messiungen  für  den  jireussischen  F uss  als 
Längeneinheit: 

to  =(1 — 0,008y)(Co,  inshesondore  v =(1  — 0,004 a)(CQ  . . (4> 


unter  a die  Wassertiefo  und  unter  die  Oberflächengeschwindigkoit  für 
die  betreffende  Senkrechte  verstanden. 

Wcisbach  setzte  auf  Grund  der  Beobachtungen  von  Ximeues,  Brü- 
nings und  Funk; 

w =^1  — 0.17  V = 0,015  (To (5, 

während  Lahmcyer***  zwar  auch  eine  geradlinige  Gcschwindigkeit.scurn 
annahm,  jedoch  den  Cocfticicnten  m der  Gleichung 

K)  =(1  — »//y)iCo, 

den  Eytclwein  constant,  Weisbach  umgekehrt  jiroportional  der  Wasser- 
tiefe  a gesetzt  hatte,  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachtete,  von  denen 
der  eine  constant,  der  andere  umgekehrt  proportional  a ist.  Er  setzte 
nämlich  für  Metormaass; 


w 


( . 0,13K3\  I 

^0,0160  -f  - - -jyj  "’o 


Danach  wäre  mit  y = ^ n: 


e =(0,931  — ,0,0235  (7', 

Für  diese  mittlere  Geschwindigkeit  v der  Lothrechten  empfahl  indessen 
Lahmcyer  ausserdem  die  empiri.sche  Formel; 


* Theorie  und  Gebrauch  des  hydrometrischen  Flügels.  Hamburg,  1700 
**  Handbuch  der  Mechanik  und  Hydraulik.  Berlin,  1801. 

***  För.ster’s-Bauzeitung,  1852,  S.  158. 
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r = (0,937  — 0,0252  Wo)  (8), 

und  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  u des  ganzen  Querschnitts  im  Mittel: 

M = 0,75  Wo (9), 


unter  im  letzteren  Falle  das  Maximum  der  Oberdächengeschwindigkeit 
des  Wassers  verstanden. 

Eine  parabolische  Geschwindigkeitscurve  mit  horizontaler 
1‘arabelaxe (übereinstimmend  mit  den  Resultaten  der  theoretischen  Unter- 
suchung im  vorigen  §.)  wurde,  wie  es  scheint,  zuerst  von  Defontaine* 
ans  seinen  Geschwindigkeitsmessungen  im  Rhein  abgeleitet.  Besonders 
aber  folgerten  Humphreys  und  Abbot  dieses  Aenderungsgesetz  der  Ge- 
schwindigkeit aus  deu  unter  ihrer  Leitung  ausgeführten,  sehr  ausgedehnten 
Messungen  am  Mississippi**,  und  zwar  fanden  sie  deu  Parameter  m der 
eutsprechendeu  Gleichung  (21)  des  vorigen  §.  direct  der  Quadratwurzel  aus 
der  mittleren  Geschwindigkeit  « und  indirect  dem  Quadrat  der  betreffenden 
Wassertiefe  a proportional,  setzten  nämlich  (siehe  Fig.  48  im  vorigen  §): 

w — io  — \^ku  (10). 

Dabei  soll  der  Coefficient  i für  die  verschiedenen  Senkrechten  desselben 
Querschnitts  gleich  gesetzt,  für  verschiedene  Flüsse  oder  für  verschiedene 
Wasserstäude  und  verschiedene  Querschnitte  desselben  (im  Beharrungs- 
zustande betindlichen)  P’lusses  aber  nähorungsweise  bestimmt  werden  können 
durch  die  folgende  (auf  Metcrmaass  reducirte)  Formel: 

0,2844 

^ ~ 0.4.^7 

F 

unter  r — ' den  sogen,  mittleren  Radius  (§.  12.'})  verstanden.  Nach  dieser 

P 

Formel,  für  welche  übrigens  nur  ein  geringerer  Grad  von  Zuverlässigkeit 

* Bresse,  Cours  de  möcanique  appliquee,  II.  partie,  p.  187. 

**  lieber  diese  Beobachtungen  und  Messungen,  welche  sich  auch  auf 
andere  demnächst  zu  besprechende  Probleme  der  Hydraulik  bezogen  und  mit 
einigen  Unterbrechungen  den  Zeitraum  von  1850  bis  18W)  umfassten,  berichtet 
das  im  Jahre  18(U  erschienene  Werk:  „Report  upon  the  Physics  and  Ilydrau- 
lies  of  the  Mississippi-River  etc.“,  deutsch  bearbeitet  von  II.  Grebenau,  1867. 
Hauptzweck  der  im  Aufträge  des  Congresscs  der  Vereinigten  Staaten  von  Nord- 
amerika ausgefilhrten  Untersuchung  war  <lie  Gewinnung  der  nüthigen  Grund- 
lagen für  Wasserbauten  zur  Regulirung  jenes  Flusses  mit  Rücksicht  auf  die 
Schifffahrt,  besonders  aber  zum  Schutze  der  an  20000  englische  Quadratmeilen 
mnfassenden  Niederungen  gegen  die  Verwüstungen  durch  das  Hochwasser. 
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in  Anspruch  genommen  wird  im  Vergleich  mit  dem  in  der  Gleichung  (10' 
enthaltenen  Gesetz  an  sich,  wäre  z.  B. 

h = 0,338  0,291  0,236  0,181  0,135  0,098  0,070 

für  r = 0,25  0,5  1 2 4 8 16  Mtr. 

Auffallend  sind  die  Angaben  Hnmphreys’  und  Abbot’s  in  Betn-ff 
der  Ilüheulage  der  Axe  der  Geschwiudigkeitsparabel.  Während  frühen 
Messungen  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  zwar  auch  in  der  Regel  als 
etwas  (bis  zu  etwa  0,5  Mtr.)  unter  der  Oberfläche  statttiudend  erkennen 
Hessen,  folgerten  sie  aus  den  Beobachtungen  am  Mississippi  eine  im  Durch- 
schnitt viel  tiefere,  von  der  Richtung  und  Stärke  des  Windes  abhängige 
Lage  derselben  gemäss  der  empirischen  Formel: 

^ = 0,317  -f  0,06  / (12. 

a 

unter  / die  stromaufwärts  gerichtete  Componente  der  Wiudstärke  ver- 
standen, dieselbe  mit  einer  solchen  Einheit  gemessen,  dass  / = 10  einem 
stromaufwärts  wehenden  Orkan,  ein  negatives  / aber  einem  stromabwärt- 
wehenden  Winde  von  entsprechender  Stärke  entspricht.  Eine  grössere 
Genauigkeit  ist  freilich  dieser  empirischen  Formel  nicht  zuzuschreiben, 
weil  die  Windstärke  /=  1 nicht  näher  definirt  wird  (in  Metern  pro  Sec.^ 
auch  die  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  nur  Windstärken  bis  zu  etwa 
/■  = 4 umfassen.  Dass  überhaupt  ein  stromaufwärts  wehender  Wind  die 
Curvenaxe  hinabdrückt,  ein  abwärts  wehender  sie  hebt,  ist  begreiflich;  das? 

aber  -*  selbst  für  / = 0 einen  so  bedeutenden  Werth  haben  soll,  ist  im 
a 

Widerspruch  mit  der  Gesammtheit  früherer  Beobachtungen  und  deshalb 

* 

einer  weiteren  Aufklärung  bedürftig.  Die  Reibung  zwischen  Luft  und 
Wasser  erklärt  die  vermeintliche  Thatsacho  bei  weitem  nicht  allein;  denn 
dann  müsste  «,=  0 sein  für  einen  stromabwärts  gerichteten  Wind,  dessen 
Geschwindigkeit  der  Oberflächengeschwindigkeit  des  Wassers  gleich  ist 
entsprechend  etwa  f — — 1 nach  obiger  Scala,  während  nach  Gl.  (12)  in 
diesem  Falle  = 0,257  a wäre.  Die  hauptsächlichste  Ursache  könnte 
vielmehr  nur  in  den  zu  Anfang  dieses  §.  erwähnten  seitlichen  Strömungen 
gesucht  werden,  wenigstens  wenn  man  fände,  dass  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  mit  der  Unebenheit  und  Rauhigkeit  des  Flussbettes  resp. 
der  Canalwand  zunimmt. 

Humphreys  und  Abbot  verwenden  nun  ihre  Gleichung  (10)  beson- 
ders zum  Zweck  einer  möglichst  einfachen  Bestimmung  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit in  einem  ganzen  Querschnitte.  Ebenso  nämlich  wie  im  vorigen 
f.  aus  Gl.  (21)  die  Gl.  (25)  abgeleitet  wurde,  folgt  hier  aus  Gl.  flO): 
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» = «’k  — ^ (13) 

und  ist  also,  sofern  k nach  Gl.  (11)  nur  von  den  Dimensionen  des  Quer- 
schnitts abhängt,  die  Geschwindigkeit  in  der  Mitte  einer  Senkrechten 
dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  von  der  a priori  uubekaniiteu  Stelle  des 
Maxiraums  w der  Geschwindigkeit  unabhängig,  insbesondere  von  der  schwan- 
kenden Stärke  und  Richtung  des  Windes  nur  insoweit  abhängig  ist,  als  da- 
durch die  mittleren  Geschwindigkeiten  u und  v in  einem  gewissen,  übrigens 
ohne  Zweifel  nur  sehr  geringfügigen  Grade  bedingt  werden  können,  wenn 
Fälle  sehr  heftigen  Windes  bei  den  Beobaebtungeu  ausgeschlossen  werden. 
Tbeilt  man  nun  den  Querschnitt  F durch  Senkrechte  in  Abtheilungeu  = JF 
und  bestimmt  die  Geschwindigkeiten  in  den  Mittelpunkten  der  mittleren 
Senkrechten  dieser  Abtheilungen  (entweder  durch  unmittelbare  Messung 
oder  durch  Interpolation  vermittels  der  in  den  Mittelpunkten  anderer 
Senkrechten  gemessenen  Geschwindigkeiten),  so  ergiebt  sich  aus  Gl.  (13), 
wenn  die  mittleren  Geschwindigkeiten  in  den  Abtheilungen  /IF  denjenigen 
= V ihrer  mittleren  Senkrechten  gleich  gesetzt  werden, 

Qz=  Fu  = ^ (v.AF)  = 2:  (w^.dF)  — \/kit.F 

“ 12^^^  ~ ~ ^ (14), 

welches  u als  ein  etwas  zu  grosser  Näherungswerth  von  u zu  betrachten 
ist,  endlich 

“ + 3^  - V^)  = (V“  + -V*’)' 

0,000494 

■“  576  ~ |/r  + 0,457  

gemäss  dem  Ausdrucke  (11)  von  k. 

Um  die/Erraittelung  von  u noch  weiter  zu  vereinfachen,  nämlich  die 
Ausmessung  der  einzelnen  Abtheilungeu  jdF  des  Querschnitts  und  die  Be- 
rechnung von  u nach  Gl. (14)  zu  ersparen,  empfehlen  Humphreys  und 
Ab  bot  das  folgende  Verfahren.  Ist 

(v)  das  arithmetische  Mittel  aller  Werthe  von  v, 

(“’s)  n n 71  77  71  17  “’s 

für  gleichförmig  (in  gleichen  Abständen)  im  Querschnitt  vertheilte  Senk- 
rechte, so  ist  nach  Gl.  (13)  auch 
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(p)  («.,)  - —yhi 


und  dabei 


l/‘ 

u = — IV 


vdF  um  so  mehr  ]>>  (p),  je  mehr  die  Tiefe  von  beides 


Seiten  gegen  eine  gewisse  mittlere  Stelle  (die  sogenannte  Stromrinne 
bei  natürlichen  Wa.sserläufen)  hin  zunimmt.  Setzt  man  allgemein 

« =•  m (p), 

unter  m eine  erfahrungsmässige  Verhältnisszahl  verstanden,  die  bei  gleich- 
förmiger Wassertiefe  = 1 wäre,  dagegen  z.  B.  für  den  Mississippi  im 
Durchschnitt  = 1,08  gefunden  wurde,  so  kann  die  obige  Gleichung  ge- 
schrieben werden  in  der  Form: 

u + ^ = ot(ipj). 

Daraus  folgt,  analog  wie  oben  Gl.  (15)  aus  Gl.  (14)  gefolgert  wurde, 

u = (16l 

Weil  übrigens  der  Werth  der  Verhältnisszahl  m offenbar  mit  der 
Quersclmittsform  veränderlich  und  a priori  in  irgend  einem  gegebenen  Falle 
unbekannt  ist,  so  wird  der  Zweck  ohne  Zweifel  besser  dadurch  erreicht 
werden,  dass  der  Querschnitt  durch  Senkrechte  in  eine  gewi.sse  Zahl  = s 
solcher  Theile  — AF  getheilt  wird,  welche  wenigstens  .ungefähr  gleich 
gross  sind,  was  auch  bei  unregelmässig  gestalteten  Querprotileu  natür- 
licher Wiisserläufe  ohne  wirkliche  Ausrechnung  in  genügender  Weise  nach 
Schätzung  geschehen  kann.  Wenn  dann  aus  den  in  den  Mittelpunkten 
gewisser  Senkrechten  thatsüclilich  gemessenen  Geschwindigkeiten  * die- 
jenigen = «c,  für  die  Mittelpunkte  der  mittleren  (nach  Schätzung  durch 
ihre  Schwerpunkte  gezogenen)  Senkrechten  jener  « Flächentheile  a\F  durch 
Interi)olation  abgeleitet  werden,  falls  sie  nicht  etwa  unmittelbar  gemessen 
werden  konnten,  so  kann  das  arithmetische  Mittel  dieser  n Geschwindig- 
keiten «t’j  in  Gl. (15)  für  u gesetzt  werden;  denn  nach  Gl. (14,i  ist  im  vor- 
liegenden Falle: 


AF 


1 


„ 2.W,  = - 

r ' n ~ 


* Die  Methoden  solcher  Geschwindigkeitsmessungen  (u.  A.  auch  das  ton 
llumphreys  und  Ahbot  hierbei  angewendete  Verfahren)  werden  in  dem  von 
den  mechanischen  Instrumenten  handelnden  Abschnitte  des  zweiten  Bandes 
dieses  Werkes  besprochen  werden. 
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Noch  ist  zu  bomorken,  dass  auch  das  Acnderungsgesetz  der  Ober- 
lilchcngcscbwiiidigkcit  längs  einem  Querprofil  des  Wassers  von  Hum- 
phreys  und  Abbot  in  genügender  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (1.5)  im 
forigen  §.,  nämlich  für  den  Abstand  s von  der  Stelle  des  Maximums  w^' 
derselben  (vom  sogenannten  Stromstrich)  ausdrückbar  gefunden  wurde 
durch  die  Gleichung: 

Wo  = Wo'  — «z*, 

und  zwar  fanden  sio  n direct  der  Quadratwurzel  aus  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit « und  indirect  dem  Quadrat  der  Wasserbreito  h propor- 
tional, somit 


analog  der  obigen  Gleichung  (10)  für  die  Geschwindigkeitsänderung  nach 
der  Tiefe.  Uebrigens  war  das  Beobachtungsmaterial,  aus  welchem  diese 
Gl.  (17)  gefolgert  wurde,  weniger  umfassend,  als  das  der  Gl.  (10)  zu  Grunde 
liegende,  so  dass  auch  für  den  Coefficienten  Ij,  der  ebenso  wie  der  ent- 
sprechende k in  Gl.  (10)  für  verschiedene  Flüsse  sowie  für  verschiedene 
W.asscrstände  und  Querschnitte  desselben  Flusses  verscbiedcn  sein  mag, 
ein  cinigermaassen  zuverlässiger  Ausdruck  z.  Z.  nicht  angegeben  werden 
kann.  Selbstverständlich  kann  Gl.  (17)  nur  in  solchen  Fällen  als  einiger- 
maassen  zutreffend  erwartet  werden,  in  denen  der  Querschnitt  eine  ziemlich 
rcgelmäs-sige  Form  hat,  insbesondere  das  benetzte  Querprofil  au  keiner 
Stelle  erheblich  convex  nach  oben  ist,  einer  Sandbank  oder  sonstigen  Un- 
tiefe inmitten  des  Stroms  entsprechend.  — 

Die  Geschwindigkeitsmessungen  im  Mississippi  und  die  daraus  ge- 
zogenen Folgerungen  sind  von  G.  Hagen*  einer  Kritik  unterworfen  wor- 
den, wobei  darauf  aufmerksam  gemacht  wird,  dass  von  den  6 verschiedenen 
Gruppen  jener  39  Beobachtungsroilien  die  der  Zeitfolgc  nach  späteren 
viel  rcgelmässigere  Geschwiudigkeitscurven  ergeben  (vermuthlich  in  Folge 
der  von  den  Beobachtern  nach  und  nach  erhängten  Uebung),  dass  aber  die 
von  Humphreys  und  Abbot  behauptete  Geschwindigkeitszunahme  mit 
der  Entfernung  von  der  Oberfläche  bis  zu  einer  gewissen  erheblichen  Tiefe 
«0  gerade  bei  jenen  letzten  und  wahrscheinlich  zuverlässigeren  Beobach- 
tungsreihen  viel  weniger  und  seltener  sich  ausgesprochen  findet,  als  bei 


• üeber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.  Aus  den  Abhandlungen 
der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  18C8. 

Qr*flhof,  thoor^t.  UAHcbineolebro.  I.  4G 
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den  ersten,  ebenso  wie  auch  bei  den  117  Beobaebtungsreihen,  welche  ii 
den  Jahren  1790  bis  1792  von  Brünings  selbst  oder  unter  seiner  Lei- 
tung am  Niederrhein,  an  der  Waal,  am  Leck  und  an  der  Yssel  zu  d>i* 
fraglichen  Zweck  angcstellt  wurden  (wobei  die  Wassertiefen  freilich  am 
höchstens  etwa  '/r.  gross  waren  wie  im  Mississippi),  jene  Zunahme  (ht 
Geschwindigkeit  mit  der  Entfernung  von  der  Obcrflüclic  nur  in  geringer*» 
Grade  und  bis  zu  geringerer  Tiefe  («o<CO,l(i)  beobachtet  wurde. 
diesen  Messungen  von  Brünings  schlicsst  ferner  Hagen  auf  eine  solci* 
Geschwindigkeitsciirve,  welclio  nach  unten  gegen  den  Boden  hin  nicht  nur 
an  Neigung  gegen  die  I.othrechte,  sondern  auch  au  Krümmung  (an  Schneh 
ligkeit  der  Neigungszunahme  gegen  die  Lothrechte)  beständig  zunimo.!. 
und  indem  er  ilemgemäss 

dw  m 

d(a  — y)  (o  — y)" 

setzt,  versucht  er  die  Annahmen  » = 2,  « = 1 und  n — Die  leritc 

ergiebt  sich  sowohl  aus  allgemeiuen  Gründen  als  die  angemessenste,  wi* 
sie  auch  den  regehnä-ssigeren  Beobachtungsreihen  am  Mississippi  und  den 
auf  die  grösseren  Wassertiefen  bezüglichen  Messungen  von  Brünings  vic! 
mehr  entsprechend  gefunden  wurde,  als  die  erste  Annahme,  und  wenigsten- 
ebenso  gut  wie  die  zweite.  Somit  empfiehlt  Ilageu  zu  setzen: 


dw  m 

d(a  — y)  2^«  — y’ 


IC 


, m — I 


IS 


Die  Geschwindigkeitscurve  wäre  danach  eine  Parabel  mit  verticaler  Axe, 
deren  Scheitel  am  Boden  (im  Längen)irofil  des  Canals)  liegt-,  sind  dann  it 
irgend  einem  gegebenen  Falle  durch  zwei  Geschwindigkeitsinessungen  i» 
einer  Senkrechten  die  Constanten  ic,  und  m für  dieselbe  mit  Hücksich! 
auf  Gl.  (18)  bestimmt  worden,  so  ergiebt  sich  daraus  auch  die  Oberflächen- 
geschwindigkeit  w,^  mit  y = 0 und  endlich  die  mittlere  Geschwindigkek 


"i  + -jj  (»«0 


fC,)  = 


I ,c,  = »c,  + I m>'^o(19' 


IJcbrigens  würde  die  Ersetzung  der  ans  rationellen  Erwägungen  her- 
vorgegangenen und  durch  Erfahrungen  unterstützten  Gl.  (21)  im  vorigen 
welche  einer  parabolLschen  Ge.schwindigkcitscurve  mit  horizontaler  .txf 
entspricht,  durch  eine  andere  Gleichung  dieser  Curve  von  lediglich  empi- 
rischem Charakt»!r  doch  wohl  nur  dann  gerechtfertigt  sein,  wenn  letztere 
mit  der  Gesammtheit  aller  zuverlässigen  Messungen  entschieden  besser  i« 
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Einklang  zn  bringen  wäre,  als  jene.  Dies  ist  von  Hagen  nicht  nachge- 
wiesen worden,  weshalb  die  Grieiebung 


w = w — m{y  — «„)* 

einstweilen  vorzuziehen  ist.  Die  Bestimmungen  von  und  m durcli  II um- 
phreys  und  Abbot  bedürfen  freilich  der  Bestätigung  und  sind  besonders 
auf  solche  Fälle  nicht  ohne  Weiteres  übertragbar,  die  von  den  ausser- 
gewöhnlichen  Verhältnissen  des  Mississippi  erheblich  verschieden  sind.  Im 
Allgemeinen  muss  vielmehr  die  Bestimmung  von  m und  w für  joden 
gegebenen  Fall,  und  zwar  für  jede  einzelne  Senkrechte  eines  Querschnitts 
besonders  Vorbehalten  werden,  wozu  die  Messung  dreier  Geschwindigkeiten 
iu  verschiedenen  Punkten  derselben  nothig  ist.  Sind  etwa  ic, , »Cj  die 
in  den  Tiefen  y,,  y^,  y^  gemessenen  Geschwindigkeiten,  so  findet  man  leicht: 

fl  = 1 ~ “ "’s) (20) 

“ ‘2  (w^  — icj  , {y^  _ y,)  — (iP,  — (Pg)  (y,  — y^)  ' ' “ ’ 

m = P ; w’  — (P,  + m(y^  — rtj)*  • (21) 

— lyi —"ü) 

und  damit  dann  die  mittlere  Geschwindigkeit  v nach  Gl.  (23)  im  vorigen  §. 
Die  Benutzung  von  Gl.  (20)  wird  erspart  und  die  Messung  von  zwei  Ge- 
schwindigkeiten ausreichend,  wenn  man  in  weniger  wichtigen  Fällen  für 
<7„  einen  ungefähreu  Werth  nach  erfahrungsmässiger  Schätzung  anuimmt. 


b.  Gleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen. 

§.  12fi.  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Geschwindigkeit,  dem  relativen 
Geflllle  und  den  Dimensionen  eines  Querschnitts. 

I 

Der  gleichförmige  Bcharrungazustand  des  in  einem  Canal  strömenden 
Wassers  ist  an  die  Bedingung  beständigen  Gleichgewichtes  zwischen  be- 
wegender Kraft,  und  Widerstand  für  jede  beliebig  kleine  Canalstrecke  ge- 
bunden oder,  was  dasselbe  ist,  an  die  Bedingung  gleicher  Arbeiten  von 
bewegender  Kraft  und  Widerstand.  Die  bewegende  Kraft  besteht  (abge- 
sehen von  etwaigem  Einflüsse  des  Windes)  nur  in  der  Schwere,  und  ihre 
.\rbeit  ist  pro  1 Kgr.  Wasser  für  die  Längeneinheit  (\  Mtr.)  des  t'anals 
= dem  relativen  Gefälle  «;  ist  also  die  Arbeit  des  Bewegungswiderstandes 
jiro  1 Kgr.  Wasser,  die  sogen.  Widerstandshöhe  pro  1 Mtr.  Cauallänge 
= Äj,  so  ist  die  Bedingung  der  gleicliförrnigen  permanenten  Bewegung: 

',1). 

4ö* 
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Legt  man  nun  die  von  der  relativen  Bewegung  der  Wassertheiki« 
gegen  einander  abstrahireude  Vorstellung  zu  Grunde,  dass  der  Widerstaii 
nur  in  der  äusseren  Reibung  zwischen  Caualwaud  und  Wasser  besteht,  ssä 
bezeichnet  dieselbe  pro  1 Quadratrn.  Wandflächc  mit  R\  so  ist  auf  Gnrd 
der  in  §.  123  erklärten  Bucbstabcnbezeichuungen  ihre  Arbeit  pro  1 Mn. 
Canallänge  und  pro  Secunde  = R'pu,  oder  pro  1 Mtr.  Länge  und  pr.' 
1 Kgr.  Wasser: 

^ R’pu  R'  p R’  \ 

‘ yFu  Y F Y 

analog  Gl.  (2)  in  §.  89  für  die  Leitungswiderstandsböhe  einer  Rohre,  wch 
1 4 

darin  — statt  — gesetzt  wird;  somit  ist  die  Bedingung  der  gleichförmig' s 
r o 

permanenten  Bewegung  auch: 

— = ra (2 

Y 

Nach  Hagen*  waren  Brahms  (17.53)  und  demnächst  Chdzy  (1775 
die  ersten,  welche  auf  Grund  solcher  Vorstellungen  ein  ziemlich  rntrii- 
fendes  .Vbhängigkeitsgesetz  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  h des  in  einein 
Canal  gleichförmig  fliesseuden  Wassers  aufstellten;  indem  sie  die  Reibaui' 
ä'  proportional  setzten,  folgte  für  « die  Formel: 

u = ra (.l. 

unter  k eine  Constante  verstanden,  deren  mehr  zuverlässige  Bestimmen;; 

freilich  erst  später  mit  Hülfe  zahlreicherer  Messungen  möglich  wnnif 

Solche  wurden  besonders  von  Dubuat  (1779)  theils  an  einem  kleinen  im 

Holz  construirten  Canal,  theils  am  Canal  du  .lard  und  am  Haine-Fluss  äuci- 

geführt.  Auf  Grund  derselben  gab  Dubuat  selbst  eine  sehr  CDraplicirt-'’ 

Formel  für  die  mittlere  Geschwindigkeit,  doch  zeigte  Woltman  ihr« 

nicht  weniger  befriedigenden  Anschluss  an  die  einfache  Gleichung  (3- 

Dieselbe  Ansicht  theilte  Eytelwein  (1801),  indem  er  zugleich  aus  dm 

36  Dubuat’schen  Beobachtungen  für  preussisclies  (rheinläudisches)  Fus?- 

maass  k = 90,9  bestimmte,  ein  Werth,  mit  welchem  demnächst  die  Gl. (3) 

zu  sehr  vielseitiger  Anerkennung  und  .\nwenduug  gelangte.  Für  Meter- 

maass  wäre  entsprechend  k = 50,9  und  mit 

^ 1 
— = (IM*  die  Constante  « = — = 0,000386, 


• Handbuch  der  Wasscrbaukmist,  II.  Theil  (1841),  S.  294. 
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i'ofOr  nach  dem  Vorgaugo  Tadini’s  auch  vielfach  in  runder  Zahl 
A = 50 ; fl  = 0,0004 

lu^jenomincu  wurde. 

Prony  betrachtete  den  Widerstand  als  aus  zwei  Tlieilen  bestehend, 
.ou  denen  der  eine  der  zweiten,  der  andere  der  ersten  Potenz  der  Ge- 
ich wiiidigkeit  iiroiiortional  zu  setzen  sei,  legte  nämlich  ebenso  wie  seiner 
Röbreuwiderstandsformcl  auch  hier  den  Ausdruck: 


= flflä  bu 

7 


(§.  89,  Gl.  5) 


zu  Grunde,  und  fand  aus  den  Beobachtungen  Dubuat’s  in  Verbindung 
mit  einer  Messung  von  (Ihezy  am  Entwässerungsgraben  von  Courpalet: 


--  = 0,000309  + 0,000044  u 


(4). 


Etwas  später*  bestimmte  Eytelwein  aus  den  Messungen  von  Dubuat  in 
Verbindung  mit  sulchen  von  Brünings,  Woltman  und  Funk: 


— = 0,000366  a*  + 0,000024  a 


(5), 


nur  wenig  abweichend  von  der  Fonnel,  welche  noch  später  Lalimeycr 
(1845)  zugleich  mit  Rücksicht  auf  eine  grössere  Zahl  eigener  Beobachtungen 
aufstellte: 


R' 

7 


= 0,000378  a*  -f  0,000022  a 


(6). 


Dass  übrigens  die  Ey tel wcin’sche  Formel  (5)  zugleich  mit  seiner 
früheren  Annahme 


E. 

7 


= 0,000386  a* 


so  auffallend  übereinstimmt,  trotzdem  dass  letztere  im  Wesentlichen  nur 
aus  den  Messungen  Dubuat’s  au  seinem  sehr  kleinen  Vcrsuchscanal  ab- 
geleitet war,  erklärte  Hagen**  in  überzeugender  Weise  durch  einen  ver- 
hängnissvollen  Irrthum,  darin  bestehend,  dass  bei  den  Beobachtungen  von 
Brünings  und  Funk  die  GefUlle  nicht  wirklich  gemessen,  sondern  von 
Letzterem  auf  Grund  der  früheren  Eytolwcin’schen  Formel  in  der  Haupt- 


• Abhandlungen  der  Kiinjgl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1813 
und  1814. 

*•  GrundzUge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  1837,  §.37. 
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sacbo  angononimon  worden  waren.  Auch  gegen  die  von  Eytelwein  be- 
nutzten Woltman’schen  Angaben  wurden  später  gegründete  Bedenken  er- 
hoben,* so  dass  sich  die  Beglaubigung  der  seitherigen  Formeln  im  Wesent- 
lichen auf  die  unzureichenden  Messungen  Dubuat’s  reducirt  fand. 

Dem  unter  solchen  Umständen  sehr  fühlbaren  Bedürfnisse  neuer  und 
in  grösserem  Maassstabe  angestellter  zuverlässiger  Beobachtungen  wurde 
erst  vor  mässig  langer  Zeit  entsprochen  theils  durch  die  nach  einer  Rich- 
tung hin  schon  im  vorigen  §.  besprochenen  Messungen,  die  in  den  Jahren 
1850 — 1800  unter  Leitung  von  Humphroys  und  Abbot  am  Mississippi 
ausgefUhrt  wurdeu,  theils  durch  umfangreiche  Untersuchungen,  welche  im 
Aufträge  der  französischen  Regierung  von  1856 — 1864  anfangs  IL  l)arcy 
und  später  nach  dessen  Tode  U.  Ba:;in  leitete.  Je  umfangreicher  das  da- 
durch gewonnene  neue  Versuchsmaterial  ist,  desto  schwieriger  ist  es  frei- 
lich zu  übersehen  und  rationell  zu  verwerthen,  so  dass  in  Betreff  der  da- 
raus abzuleitcnden  Gesetze  und  Formeln  einstweilen  die  Ansichten  der 
Fachmänner  noch  ziemlich  auseinander  gehen. 

Was  zunächst  die  amerikanischen  Messungen  betrifft,  so  haben 
zwar  Ilumphreys  und  Abbot  der  von  ihnen  aufgestellten  Formel  eine 
.\rt  von  ratioueller  Ableitung  zu  gehen  versucht,  w'ohei  sie  besonders  von 
der  Annahme  ausgingen,  dass  zwischen  Luft  und  Wasser  (an  der  freien 
ÜberHäche)  ein  Reibuugswiderstand  von  ähnlicher  Art  und  Grösse  anzu- 
nehinen  sei  wie  zwischen  Wasser  und  Flussbett;  weil  aber  auch  abgesehen 
hiervon  erhebliche  Bedenken  gegen  jene  Ableitung  sich  geltend  inacheu 
lassen,  wie  der  Verf.  an  einem  anderen  Orte**  gezeigt  hat,  so  dass  dem 
Resultat  der  fraglichen  Untersuchung  doch  nur  ein  rein  empirischer  Cha- 
rakter beizulegcn  ist,  so  beschränkt  sich  das  Interesse  auf  die  resultiroude 
Formel: 


fY(i_  _ 

b~-^  p~~ 


in 


Darin  haben  F,  b,  p,  a,  u die  in  §.123  festgesetzten  Bedeutungen;  i ist 
der  durch  die  empirische  Formel  (11)  im  vorigen  §.  ausgedrücktc  Coef- 
ticient,  m dio  gleichfalls  iui  vorigen  §.  bei  Gl.  (16)  daselbst  erklärte  Ver- 
hältnisszahl,  welche  etwas  O 1 ist  und  für  den  Mississippi  im  Mittel  = 1,08 


* Förstcr’s  Ilaiizeitmig,  IH.5‘2,  8.151. 

*•  Referat  Uber  Grcbenau’s  deiitsclie  Kearbeituug  des  Original  werk  > 
von  Ilumphreys  und  Abbot  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Inge- 
nieure, Bd.  XIII  (1869),  S.  289,  353  und  481. 
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^ufuudea  wurde,  endlich  » eine  Coustaute,  bestimmt  zu  59,4  nach  ausgo- 
uhrtcr  licduction  auf  das  Meter  als  hier  durchweg  zu  Grunde  gelegte 
>äugcneinheit.  l)er  Ausdruck  von  « als  Function  der  übrigen  Gröason  er- 
ordert  nach  Gl.  (7;  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung;  wie  der 
V'erf.  a.  a.  0.  zeigte,  ist  es  aber  mit  Rücksicht  auf  die  untergeordnete  Be- 
Icutung  des  Gliedes  mit  ku  vorzuzichen,  aus  jener  Gleichung  zu  folgern: 


J-’V« 

i -1-  p 


4 -f  p 


(«) 


und  die  Werthe  des  Coefficienten 


mit  k — 


0,2844 

Vr’+“Öj57 


(9) 


für  verschiedene  Werthe  von  r und  u tabellarisch  auszureebnen.  Man 
tiudet  z.  B.  mit  m = 1,08  und  » = 59,4  u.  A.  die  in  folgender  Tabelle 
enthaltenen  Werthe  von  C. 


r *»= 

0,25 

0,5 

1 

2 

4 

« 

16 

>t  = 0,5 

7,25 

7,;u 

7,40 

7,50 

7,61 

7,70 

7,80 

U =3  1 

7,:j3 

7,59 

7,05 

7,73 

7,80 

7,88 

7,94 

M =■  1,5 

7,0<! 

7,71 

7,76 

7,83 

7,90 

7,95 

8,01 

u = 2 

7,75 

7,79 

7,84 

7,90 

7,95 

8,00 

8,05 

!! 

7,80 

7,81 

7,89 

7,94 

7,99 

8,04 

8,08 

Sie  sind,  wie  mau  sieht,  so  wenig  verschieden,  dass  cs  stets  genügen  wird, 
den  mit  einem  angenommenen  Nälieruiigswerth  Cj  des  fraglichen  Coefti- 
cienten  berechneten  Näherungswerth  «j  der  mittleren  Geschwindigkeit 
höchstens  ein  mal  zu  corrigiren,  indem  man 


a 


setzt,  unter  € den  jetzt  für  r und  Mj  der  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
des  Cocfticicntcn  verstanden. 

Um  Gl.  (8)  dem  Einflüsse  der  ungenügend  begründeten  Voraussetzung 
eines  an  der  freien  Oberfläche  ebenso  wie  am  Flussbettc  wirksamen  Wider- 
standes zn  entziehen,  welche  Annahme  zur  Folge  hatte,  dass  der  ganze 
Umfang  = 6 -j-  p des  (iuerschnitta  anstatt  des  benetzten  Qucrprolils  p 
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allein  als  wesentliches  Element  in  der  Gleichung  vorkommt,  kann  man  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  nach  den  Messungen  am  Mississippi  im  Durchschnitt 

p = 1,015  b 

war,  statt  Gl. (8)  auch  setzen:' 


Von  der  bisher  üblichen  Gl.  (3)  unterscheidet  sich  dann  Gl.  (10)  immer 

4 

noch  wesentlich  dadurch,  dass  ihrzufolgc  u nicht  sondern  a propor- 
tional wäre.  — 

Die  Beobachtungen  von  Gazin  (von  Darcy  hatten  bis  zu  seiueni 
Tode  nur  die  ersten  Einrichtungen  und  Anordnungen  getroffen  worden 
können)  wurden  theils  an  vielen  bestehenden  künstlichen  Canälen  von  ver- 
schiedenen Formen  und  Beschaffenheiten  augestellt,  theils  und  besonders 
an  einem  bei  Dijon  eigens  zu  diesem  Zwecke  angelegten  Versuchscaual 
von  596  Mfr.  Länge,  2 Mtr.  Breite  und  1 Mtr.  Tiefe,  welcher  sein  Wa.v 
ser  aus  dem  Canal  de  Bourgogno  erhielt  und  in  den  Fluss  rOuche  ah- 
tliesseu  Hess,  und  welcher  zudem  nach  und  nach  mit  veränderten  Quor- 
schnittsformen  und  mit  Wandverkleidungen  aus  verschiedenen  Materialicu 
von  tbunlichster  Glätte  bis  zu  sehr  rauher  Oberfläche  und  mit  verschie- 
denen relativen  Gefällen  (von  0,001  bis  0,009)  zum  Zweck  neuer  Be- 
obachtungsreihen hergestellt  wurde.'*  .Vualog  der  Darcy’schen  Fonnel 
für  den  Leitiingswiderstaiul  von  Röhren  (§.  89,  Gl.  12)  fand  Bazin  auch 
hier  den  Widerstand  ausdriiekbar  durch  die  entsprechende  Formel: 

— = -C  )k*  mit  r = — , 
r \ rj  p 

also  nach  Gl.  (2)  die  mittlere  Geschwindigkeit: 

% 

* Sämmtliche  Messungsrcsultate  und  daraus  gezogene  Folgerungen  sind, 
nachdem  sie  von  der  französischen  Akademie  der  Wissenschaften  geprüft  uod 
günstig  beurtheilt  worden  waren,  im  Jahre  1H65  puhlidrt  worden  in  dem 
Werke:  „Rccherches  hydrauliqnes,  enlreprises  par  Mr.  11.  Darcy,  Inspectenr 
general  des  ponts  et  chauss6es,  eoutinuees  par  Mr.  H.  Bazin.“ 
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u — ; 


(12), 


dabei  aber  die  Coefficieiiteu  « und  h ebenso  hier  wie  dort  in  hohem 
(Jrade  abhän^'i};  von  der  Bescliaffenheit  der  (’analvvaud.  Er  unterschied  in 
dieser  Hinsicht  4 Katcgoricen  und  bestimmte  für  dieselben  a und  b im 
Mittel  wie  folgt. 


1)  Canäle  in  sorgfältig  gehobeltem  Holz  oder  in  Cement: 


a = 0,00015  b ~ 0,0000045 

2)  Canäle  in  behauenen  Quadersteinen,  in  Backsteinen  oder  ungeho- 
beltem Holz: 

<1  = 0,00019  4 = 0,0000133  . - 

3)  Canäle  in  Mauerwerk  von  Bruchsteinen; 

a = 0,00024  4 = 0,00006 

4)  Canäle  in  Erde:  ,,  ■ i 

0 = 0,00028  4 = 0,00035 


Was  die  Vergleichung  der  amerikanischen  und  der  franzö- 
sischen Messungsresultate  betrifft,  so  ist,  wenn  man  von  der  einfachen 
Gleichung  ' 


« = k'Y^ 


(3) 


ausgeht,  beziehungsweise  nach  jenen  und  diesen:  ^ 

4 = ^ (Gl.  10}  resp.  k = — -^=^.  (Gl.  12). 

V«  )/« -i-  ^ 

Wenn  nun  auch  der  Umstand,  dass  bei  den  Untersuchungen  am  Mississippi 
ein  Einfluss  der  Bescliaffenheit  des  Bettes  auf  den  Coefticieuten  c = 0,71  C, 
also  auf  k uiclit  wahrgenommen  wurde,  durch  die  allzu  geringen  Verschie- 
denheiten erklärlich  ist,  welche  in  dieser  Hinsicht  an  den  verschiedenen 
Beobachtungsstellen  dort  stattfanden,  und  wenn  zwar  auch  nach  Gl. (10) 
der  Coefheient  k (wie  die  obige  Tabelle  der  Wertho  von  C erkennen  lässt) 
zugleich  mit  r und  zwar  in  demselben  Sinne  sich  etwas  ändert,  so  ist  doch 
diese  Aenderung  weit  geringer,  als  nach  den  Erfahrungen  von  Bazin; 
besonders  aber  besteht  ein  Gegensatz  zwischen  den  beiderlei  Erfahrungen 
insofern,  als  nach  den  Messuugeu  am  Mississippi  sich  k und  das  Gefälle  a 
in  umgckehrtoiu  Sinne  ändern,  während  Bazin  eine  gleichzeitige  Zu-  und 
.Abnahme  von  k und  « beobachtete,  wenn  auch  nicht  in  so  bedeutendem 
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Grade,  dass  er  sich  zur  Berücksichtigung  dieser  Beziehung  iu  seiner  For- 
mel veranlasst  gesehen  hätte.  Mit  Rücksicht  auf  die  grosse  Verschieden- 
heit der  Umstände,  unter  denen  die  amerikanischen  und  die  franzOsiscUs 
Messungen  ausgeführt  wurden,  braucht  indessen  jener  Gegensatz  der  «■ 
ihnen  gezogenen  F’olgerungen  nicht  einem  Widerspruch  gleich  geachtet  n 
werden;  vielmehr  mag  die  Formel  von  Ilumphreys  und  Ab  bot  für  gro;--f 
Gewrüsser  mit  mässigen  Gefällen  ebenso  zutreffend  sein  wie  die  Bazin’scl» 
Formel  für  kleine  Gewässer  mit  grosseren  Gefällen,  so  dass  diese  zweier- 
lei Beobachtungen  sich  gegenseitig  ergänzen  und  zusammen  berücksichtü: 
werden  müssen,  um  für  den  Coefficienten  k der  Gleichung 


einen  Ausdruck  abzulciten,  der  allen  vorkommenden  Fällen  voraussichüiih 
genügend  entspricht.  Dieser  Ausdruck  müsste  den  Einfluss  dos  Rauliis- 
keitsgrades  der  Canalwand  (des  Flussbettes),  des  benetzten  Querprotil«  r 
(der  Dimensionen  des  Querschnitts)  und  des  Gefälles  « enthalten,  nn-l 
zwar  in  der  Weise,  dass  k mit  dem  Rauhigkeitsgradc  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  mit  r in  gleichem  Sinne,  mit  « aber  wenigstens 
bei  grösseren  Gewässern  iu  entgegengesetztem  Sinne  sich  än- 
dert, während  bei  kleinen  Gewässern  diese  letztere  Beziehung  sich  nir 
zukehren  scheint. 

Der  Aufgabe  ciuer  solchen  Bestimmung  dos  Coeflicieuten  k habem  dit 
Ingenieure  Ganguillet  und  Kutter  in  sehr  gründlicher  Weise  sich  unter- 
zogen*. Indem  sie  dabei  mit  Recht  die  Berücksichtigung  des  Rauhigkeit“ 
grades  durch  einen  einzigen  Coefficienten  n vorzogen,  um  so  eine  meti 
leichte  und  übersichtliche  Interpolation  für  beliebige  Abstufungen  der 
Rauhigkeit  zu  ermöglichen,  als  es  vermittels  der  Bazin’schen  Formel  0- 
in  Ermangelung  einer  Beziehung  zwischen  den  beiden  variablen  Cov&- 
deuten  a und  b geschehen  konnte,  fanden  sie  für  Metermaass 


M = k\ra  mit  k = 


1 + 23  + 
n a 

\ a jyr 


. . (13. 


• Versuch  zur  Aufstellung  einer  neuen  allgemeinen  Formel  für  die  gleifb- 
förmige  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen  und  Flüssen,  gestützt  auf  die  R'“ 
sultate  der  iu  Frankreich  vorgenomnicnen  umfangreichen  und  sorgfältigen  Unter- 
suchungen und  der  iu  Nordamerika  ausgeführten  grossartigen  Strommessungen 
Von  K.  Ganguillet  und  W.  R.  Kutter,  Ingenieure  in  Bern.  Zeitschrift 
österreichischen  Ingenieur-  und  Architekten-Vereins,  Iböl). 
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wonach  in  der  That  k und  n stets  in  entgegengesetztem,  k uind  r in 
gleichem  Sinne  sich  ändern,  während  die  Aondcruugcii  von  k und  « in 
entgegengesetztem  oder  gleichem  Sinne  stattlinden,  jenachdem  r ]>  1 Mtr. 
oder  1 Mtr.  ist.  In  Betreff  des  Rauhigkeitsgrades  werden  6 Haupt- 
kutegorieen  unterschieden  mit  den  folgenden  Mittclwerthen  von  n. 

1)  Canäle  von  sorgfältig  gehobeltem  Holz  oder  mit  glatter  Ccgieutver-- 
kleidung:  n = 0,010. 

2')  Canäle  von  gewöhnlichen  Brettern:  « — 0,012. 

3)  Canäle  von  behauenen  Quadersteinen  oder  gut  gefügten  Backsteinen: 
» = 0,013. 

4)  Canäle  von  Bruchsteinen:  n = 0,017. 

5)  Canäle  in  Erde,  natürliche  Bäche  und  Flüsse:  n = 0,025. 

6)  Gewässer  mit  gröberen  Geschieben  oder  mit  W asserpflanzen : ;/  = 0,030. 

Ganguillct  und  Kutter  prüften  schliesslich  ihre  Formel  für  u mit 

Iliilfo  von  210  verschiedenen  Messungsrcsultatcn  und  fanden,  dass  dabei 
diu  Zahlen  der  Fälle,  in  denen  beziehungsweise  die  Formel  von  Ilum- 
pbreys  und  Abbot,  die  Bazin’schc  Formel  und  ihre  eigene  (bei  schick- 
licher Annahme  von  n gemäss  obigen  Anhaltspunkten)  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit am  wenigsten  abweichend  von  der  Beobachtung  ergaben,  sich 
wie  9:  21:  70  verhielten,  während  die  absoluten  Werthe  der  Abweichungen 
im  Durchschnitt  resp.  90,  13  und  4 Procent  des  beobachteten  Werthes 
von  u betrugen.  Selbst  die  Beobachtungen  am  Mississippi  werden  durch 
Gl. (13)  besser  ausgedrückt,  als  durch  die  Formel  von  Ilumphrcys  und 
Abbot. 

Zur  Erleichterung  des  Gebrauchs  von  Gl.  (13)  haben  Ganguillct 
und  Kutter  die  Werthe  von 


a 


i + 23  + 


0,00155 

« 


uud 


0,00 155\ 
-ja. 


womit  daun 


(14) 


gefunden  wird,  für  verschiedene  Gefälle  und  die  den  obigen  6 Ilauptkate- 
goficon  entsiirechendcn  Werthe  von  n in  Tabellen  zusammengestellt,  welche 
hier  auszugsweise  mitgetheilt  werden  mögen. 
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a 

n 

0,010 

n — 

0,012 

n =s 

0,013 

n 

0,017J 

a 

. b 

a 

b 

a 

b 

a 

O.tXKJl 

138,5 

0,:i85 

121,8 

0,402 

115,4 

0,500 

97,3 

0.054 

0,0002 

130,7 

0,307 

114,1 

0,309 

107,7 

0,4(K> 

89,0 

0,523 

o,(XXi;5 

128.2 

0,282 

111,5 

0,338 

105,1 

0,300 

87,0 

0,479 

0,tKX)4 

120,9 

0,209 

110,2 

0,320 

10.3,8 

0,349 

85,7 

0,4.57 

0,0000 

120,1 

0,201 

109,4 

0,313 

103,0 

0,339 

84,9 

0,444  1 

0,0000 

12.5,0 

0,250 

108,9 

o,;jo7 

102,5 

0,3;32 

84,4 

0.435 

0,0007 

125,2 

0,252 

108,5 

0,302 

102.1 

0,328 

84,0 

0,428 

0,000ö 

124,9 

0,249 

108,3 

0,299 

101,8 

0,324 

83,8 

0,424 

0,0009 

124,7 

0,247 

108,0 

0,297 

101,0 

0,321 

83,5 

0,420 

0,001 

124,5 

0,245 

107,9 

0,295 

101,5 

0,319 

83,4 

0,417  .| 

0,002 

123,8 

0,238 

107,1 

0,285 

100,7 

0,309 

82,0 

0,404 

0,003 

123,5 

0,235 

100,8 

0,282 

100,4 

0,300 

82,3 

0,400 

0,004 

123,4 

0,234 

100,7 

0,281 

100,3 

0,304 

82,2 

0,398  i 

0,005 

123,3 

0,233 

106,0 

0,280 

100,2 

0,303 

82,1 

0,396 

0,006 

123,3 

0,233 

100,0 

0,279 

100,2 

0,302 

82,1 

0,395  ■* 

0,007 

123,2 

0,232 

100,5 

0,279 

100,1 

0,301 

82,0 

0,395 

0,008 

12.3,2 

0,232 

100,5 

0,278 

11X),1 

0,.301 

82,0 

0,394 

0,009 

123,2 

0.232 

100,5 

0,278 

1(K),1 

0,301 

82,0 

0,394 

0,01 

123,1 

0,231 

100,5 

0,278 

100,1 

o,;3oi 

82,0 

0.393 

0,1 

123,0 

0,230 

106,3 

0,270 

99,9 

0,299 

81,8 

0.391  1 

« 

1 

« = 

0,025 

n 

0,030  j 

a 

n 

0,025 

^ 

*1  ==  0.030  j 

a 

b 

rt 

a 

b 

a 1 b 

0,00001 

218,0 

4.450 

211,3 

5,340  ' 

0,0004 

60,9 

0,072 

00,2  1 0,8(XJ 

1 0,000015 

3,157 

1.59,7 

3,7!XI 

0,<KX)5 

00,1 

0,052 

59,4  j 0,783 . 

0,00002 

140,5 

2,512 

133,8 

3,015  , 

o.txxx: 

65,0 

0,040 

58,9  1 0.767  j 

1 0,000025 

125,0 

2,125 

118,3 

2,550 

0,(XXt7 

0,030 

.58,5  ' 0,756  ' 

0,00003 

114,7 

1,807 

108,0 

2,240 

0,0008 

04,9 

0,023 

58,3  1 0.748 

0,000035 

107,3 

1,082 

UX),0 

2,019 

0,0(X)9 

04,7 

0,018 

58,0  1 0,741 1 

I 0,01K)04 

101,7 

1,544 

95,1 

1,852 

0,1K)1 

04,5 

0,614 

57,9  0,736 1 

1 0,00005 

91,0 

1,350 

87,3 

1,020 

0.tX)2 

03,8 

0,594 

57,1  0,713 

: o,o(MX)0 

88,8 

1,221 

82,2 

1,405 

0,003 

03,5 

0,588 

50,8  J 0.705 

; 0,00007 

85,1 

1,128 

78,5 

1,354 

0,004 

03.4 

0,.585 

50,7  0,702 1 

|!  0,00008 

82,4 

1,059 

75,7 

1,271 

0,005 

0,583 

56,0  ■ 0.099 

' 0,00009 

80,2 

1,(XI5 

73,0 

1,2(X> 

0,(X)0 

03,3 

0,.581 

50,0  1 0.698 

0,0001 

78,5 

0,902 

71,8 

1,155 

0,007 

G3,2 

0,580 

50,5  1 0.696  1 

0,00015 

73,3 

0.833 

00,7 

1,0(X) 

0,008 

63,2 

0,.580 

56,5  1 0.69*i 

0,0002 

7U,7 

0,709 

04,1 

0,922 

0,W)9 

03,2 

0,579 

50.5  1 Ü,*>H5  ij 

0,0<XI3 

68,2 

0,704 

61,5 

0,845 

0,01 

63,1 

0,579 

50,5  1 0,694 

1 
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Za  einem  wesentlich  anderen,  mehr  an  Gl.  (10)  sich  anschliessenden, 
ndessen  die  Abweichung  derselben  von  der  ursprünglichen  Gl.  (3)  noch 
ibertreffenden  Resultat  gelangte  Hagen  in  der  schon  im  vorigen  §.  be- 
sprochenen Abhandlung.*  Auf  Grund  einer  kritischen  Sichtung  des  vor- 
handenen Reobachtnngsmatorials,  wobei  übrigens  nur  die  Messungen  an 
natürlichen  Flüssen  und  au  Canälen  mit  Erdwänden  berücksichtigt 
werden  (die  bedeutenden  Abweichungen  der  Messungen  an  Canälen  mit 
anders  gearteten  Wänden,  welche  von  Razin  dem  Einflüsse  der  Ober- 
flüchenbeschaffenheit  zugesebrieben  wurden,  scheinen  Hagen  Veranlassung 
zu  geben,  diese  Me.ssungen  für  weniger  zuverlässig  zu  halten),  legte  Hagen 
im  Ganzen  66  Beobachtungen  zusammengehöriger  Werthe  der  Grössen  r, 
(c,  u seiner  Untersuchung  zu  Grunde,  nämlich: 

A.  19  Beobachtungen  von  Humphreys  und  Abbot  in  amorikanischen 
Strömen  und  Canälen; 

B.  16  Beobachtungen,  angestollt  unter  Leitung  von  Brünings  1790 — 92 
in  den  Niederlanden,  wobei  allerdings  die  Gefälle,  welche  bei  jenen 
im  Uebrigen  sehr  zuverlässig  erscheinenden  Beobachtungen  nicht  mit 
gemessen  wurden,  so  in  Rechnung  gebracht  worden  sind,  wie  sie  heu- 
tiges Tages  in  denselben  Stromstrecken  bei  gleichen  Wassorstäudeii 
(nach  Mittbeilungen  des  Chefs  des  niederländischen  Wasserbaues  Hru. 
Conrad)  sich  darstellen; 

C.  11  Beobachtungen  au  der  Seine  in  Paris,  angestollt  unter  Leitung 
von  Poir^e; 

D.  20  Beobachtungen  an  den  Rigolen  Chazilly  und  Grosbois,  welche 
der  Scheitelstrecke  des  Canals  von  Bourgogno  das  Wasser  zuführen. 
Ausgehend  von  der  angenommenen  Formel 

u = b "Yr  . 

setzte  Hagen  der  Reihe  nach  x = ’/si  ’/i?  Vm  Vs»  Vd  Vs 
stimmte  jedesmal  und  für  jede  der  4 Boobcichtungsgruppen  A,  B,  C,  D den 
wahrscheinlichsten  Werth  des  Coefticienten  ä,  sowie  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  und  den  mit  jenem  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  b nach  der  Formel  berechneten  Werthen  von  «. 
Diese  Fehlerquadratsummen  ergaben  sich  am  kleinsten 

im  Falle  A B C D 

fürx=  % Vs  V«  V* 


* Ueber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.  Aus  den  Abhandlungen 
der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1868. 
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Wenn  hiernach  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x = bis  *1,  rs 
sein  schien,  so  mussten  doch  auch  die  betreffenden  Werlhc  von  i hit- 
sichtlich  ihrer  mcl\r  oder  weniger  guten  Uebereinstinunuug  unter  sich  ßr 
die  4 Fälle  A,  B,  C,  I)  zugleich  berücksichtigt  werden.  Diese  Wert!» 
von  b (bei  Voraussetzung  des  rheinländischen  Fnssmaasses  hinsichtlich  r 
und  «)  sind  für  x = ’/s  V?  — Vs  n’**’  i**'  Falle  B zuirleifi 
versuchsweise  angenommen  worden)  in  der  folgenden  ZusainmensteilBi.c 
enthalten. 


,i 

1 ^ 

.JL_  . 

A 

H 

c 

D 

-ivy 

'k 

125,7 

102,5 

94,80 

50.19 

0..144 

V, 

22,64 

2-2,75 

20,84 

14,52 

0.110 

V4 

9,79 

10,48 

9,94 

7,83 

0,046 

'U 

5,95 

Ü.72 

6,36 

.5,41 

0,026 

'U 

4,28 

4,96 

4,73 

4,23 

0,018 

n 

3,;io 

4,(X) 

3,81 

3,55 

0,016 

Die  letzte  Columne  enthält  die  Summen  der  Quadrate  der  verhältnii- 
massigen  Abweichungen  der  je  4 Werthe  b von  ihrem  arithmetischen  Mii- 
tel  b'-,  dieselbe  ist  zwar  für  x = */,  am  kleinsten,  jedoch  für  x = 
nur  so  wenig  grösser,  dass  mit  Rücksicht  zugleich  auf  die  vorhorgehoinK 
Bestimmung  des  relativ  wahrscheinlichsten  Werthes  von  x nun  schliesslkii 

M = j . . y« 

gesetzt  werden  konnte.  Zur  endgültigen  Berechnung  des  Cnefficienten  J 
wurden  dann  alle  60  einzelnen  Beobachtungen  der  4 Gruppen  als  gleich- 
werthig  zu  Grunde  gelegt,  und  zwar  gemäss  der  Bedingung,  dass  die  Sumni' 
der  Quadrate  der  verhältnissmässigcn  Fehler  ein  Minimum  sei.  So 
ergab  sich  für  rheinländischcs  Fnssmaass  b = 4,329  mit  einem  wahr- 
scheinlichen Fehler  = 0,048,  entsprechend  einem  wahrscheinlichen  Fehler 
der  Geschwindigkeit  = 0,0896  ihres  wahren  Werthes.  Hiernach  w4n' 
für  Metermaass  zu  setzen: 

n 

M = 2,425  yr  y« (151 

Um  dieselben  66  Beobachtungen,  welche  dieser  Formel  zu  Grunde 
liegen,  auch  mit  der  F’ormel  von  Ganguillet  und  Kutter  zu  vergleicheii. 
d.  h.  den  wahrscheinlichen  Fehler  zu  bestimmen,  mit  welchem  Gl.  (13)  bei 
entsprechender  Wahl  des  Coefticienten  » jenen  66  Beobachtungen  anp'- 
passt  werden  kann,  sei  zur  Abkürzung 
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_ ^,3  0,00155 

« yr  w 


so  ist  nach  Gl.  (13) 


X n 

u = X — - yru 

X - - 0 


Setzt  man  nun  vorläufig  x = x„  nach  Schiltzuni^,  so  ist,  unter  m 
die  Zahl  der  Geohachtunfien  verstanden. 


(IG). 
^ G6 


' »*  ^*0  4-  " Vr«  ' 

ein  schon  etwas  corrinirter  Werth  von  x,  und  wenn  die  deinselhen  nach 
Gl. (IG)  ents|irechendeu  NäherunKswcrthe  von  u mit  «j  bezeichnet  werden, 
so  ist,  unter 

a-  — all  -f  g 

einen  weiter  corrigirten  Werth  von  x verstanden,  mit  Rücksicht  auf  die 
Kleinheit  von  g zu  setzen: 


dn^ 

(ix, 


= u.  -I  - 


Der  wahrscheinlichste  Werth  von  g,  verstanden  analog  der  Ilagen’schen 
Rechnung  als  deijenige,  durch  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  ver- 
lihltuissmässigen  Fehler  möglichst  klein,  d.  h. 


2: 


«1  — s «-!  r ^ 

M / 


wird,  ist  nun  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


= 0 


und  liefert  als  (angenälhert)  wahrscheinlich.steu  Werth: 


a:  = a:,  -1-  g 


mit 


x^  -f-  iJ 


r _(«-*)* 

L (a;,  4-  *)“ 


rn. 


Werden  dann  endlich  die  mit  dem  so  bestimmten  Werth  von  x nach 
Gl.  (IG)  berechneten  Werthe  von  u mit  u bezeichnet  zum  Unterschiede 
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von  den  Beobachtuugswerthen  «,  so  ist  nach  den  Principien  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  der  wahrscheinliche  verhältnissmässige  Fehler  r. 
womit  die  beobachteten  Wertbe  von  « = «"gesetzt,  d.  h.  durch  Gl.  (16) 
ausgedrückt  werden  können: 


r = 0,G745 


.\uf  diese  Weise  und  indem  vorläufig  (entsprechend  n — 0,025' 
= 40  gesetzt  wurde,  ergab  sich  = .39,22,  dann  g = — ^1,31,  also 
X = 39,22  — 3,31  = 35,91  (entsprechend  n = 0,0278),  r — 0,123. 

u — u 

Wären  die  66  verbältuissmässigen  Fehler  = genau  nach  dem  Ge- 

u 

setz  der  Wahrscheinlichkeit  vertheilt  gewesen,  so  hätten  absolut  genommen 
33  derselben  <(  0,123  und  ebenso  viele  )>  0,123  sein  müssen,  während 
thatsäcblich  38  derselben  kleiner  und  nur  28  grösser  als  0,123  sich  er- 
gaben in  Folge  des  Umstandes,  dass  unter  den  66  Beobachtungen  sich 
etwa  6 befinden,  deren  Abweichungen  von  Gh  (16)  vorzugsweise  gross  sind, 
so  dass  sie  den  rcsultirenden  wahrscheinlichen  Fehler  r in  überwiegendem 
Grade  bedingen.  Bei  .\usschluss  dieser  vielleicht  weniger  zuverlässigen 
Beobachtungen,  wozu  eine  genügende  Rechtfertigung  freilich  nicht  vor- 
liegt, wäre  r wesentlich  kleiner  gefunden  worden. 

Wenn  nun  auch  zuzugeben  ist,  dass  den  fraglichen  66  Beobachtungen 
die  Hagen’schc  Gleichung  (15)  besser  entspricht,  als  die  Gleichung  (13) 
von  Ganguillet  und  Kutter  bei  angemessener  Wahl  von  »,  indem  der 
walirscheinlicho  Fehler  für  jene  nur  etwa  so  gross  ist  wie  für  diese, 
so  muss  doch  berücksichtigt  werden,  dass  diese  letztere  Formel  eine  gan: 
allgemeine  Gültigkeit  beansprucht,  während  Hagen  seine  Formel  doch  nur 
der  oben  unter  5)  genannten  Hauptkategorio  ((Kanäle  in  Erde,  natürliche 
Bäche  und  Flüsse)  und  zwar  für  Gefiille  <(  0,001  angepasst  hat.  Bei  der- 
selben Einschränkung  wäre  die  Formel  von  Ganguillet  und  Kutter  io 
der  Form  zu  schreiben  gewesen: 

u — X — — Yra  = f{x,y,z) (17  . 

* + ('  + 

unter  afj  = 35,91,  = 23,  *j  = 0,00155  nur  angenäherte  Werthe  von 

y -=  yi  + »/,  » = *1  + g 
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verstanden,  und  wenn  dann  die  wahrscheinlichsten  Wertho  der  Correc- 
tionen  g,  g mit  = /(*i,  yj,  *j)  gemäss  der  Gleichung 


« = «1  + 


fttt,  ö«,  „ ?)«. 

+ V N..  + ' 


^ '• 


öz, 


auf  Grund  jener  G€  Beobachtungen  berechnet  würden,  so  ist  es  kaum 
fraglich,  dass  dadurch  ein  noch  besserer  Anschluss  derselben  an  Gl. (17), 
als  an  Gl.  (15)  erzielt  würde.  Diese  zeitraubende  Rechnung  ist  hier  unter- 
lassen worden,  weil  mit  Rücksicht  auf  die  mannigfach  verschiedenen  Wasser- 
leitungen zum  Getriebe  hydraulischer  Kraftmaschinen  eine  möglichst  all- 
gemeine, wenn  auch  im  Einzelnen  vielleicht  weniger  genau  zutreffende 
Gültigkeit  der  Formel  wichtig  ist.  Zu  diesem  Zwecke  scheint  einstweilen 
die  Formel  von  Ganguillct  und  Kutter  am  meisten  empfehlenswerth.  — 
Bei  der  Aehnlichkeit  der  Einflüsse,  denen  das  in  einer  Rühre  und 
das  in  einem  Canal  flicssende  Wasser  ausgesetzt  ist,  würde  cs  am  nächsten 
liegen,  in  Betreff  der  allgemeinen  Form  des  in  Rede  stehenden  Abhängig- 
keitsgesetzes von  dem  Ausdrucke  der  specifischen  Leitungswiderstandshöhe 
Äj  auszugehen,  welcher  nach  §.  90  sowohl  empirisch  wie  auch  theoretisch 
für  die  Bewegung  in  Röhren  sich  befriedigend  bewährt  hat,  indem  darin 
nur  der  mittlere  Halbmesser  r an  die  Stelle  der  Röhrenweite  d,  also  nach 
§.  90,  Gl.(l) 


gesetzt  wird,  unter  a und  b Coefticienten  verstanden,  von  denen  der  erstere 
besonders  mit  dem  Rauhigkeitsgradc  der  (^analwand  wächst.  Mit  Rücksicht 
auf  die  den  gleichförmigen  Beharrungszustand  charakterisirende  Gl.(l): 
/?,  = « würde  daraus  folgen: 


f " n ~ 


/ ru 

/ 

a -j 

b 

ur 

1 

h 

r 

ur 

entsprechend  am  meisten  der  Bazin 'sehen  Formel  (12)  mit  der  Moditi- 
cation,  dass  dadurch  zugleich  die  von  Bazin  beobachtete  gleichzeitige  Zu- 
und  Abnahme  von  k und  «,  also  auch  vou  l und  « zum  Ausdruck  gebracht 
wäre.  Dass  aber  eine  solche  Beziehung  von  k und  « bei  grösseren  Ge- 
wissem (nach  Ganguillct  und  Kutter  für  r )>  1 Mtr.)  in  umgekehrtem 

Oraflbof.  theoret.  MaHchiuenlehrfl.  I.  4: 
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Sinno  stattfindot,  würde  in  dieser  Formel  nicht  ausgedrückt  sein,  es  sei 
denn  dass  dem  Cocfticient  h eine  theoretisch  kaum  zu  begründende  ent- 
sprechende Abhängigkeit  von  r und  a zugeschrieben  wird.  — 

Bei  der  Benutzung  aller  hier  mitgetheilter  Formeln  muss  man  übri- 
gens stets  berücksichtigen,  dass  sie  aus  solchen  Beobachtungen  abgeleitet 
sind,  bei  denen  das  Querprofil  des  Canals  resp.  Flussbettes  eine  möglichst 
einfache  und  regelmässige  Form  hatte  der  Art,  dass  von  beiden  Seiten  »os 
gegen  eine  gewisse  mittlere  Stelle  hin  die  Wassertiefe  stetig  zunimmt  oder 
zuerst  zunimmt  und  dann  gleich  bleibt,  so  dass  einer  stetigen  Erhe- 
bung des  Wasserquerprofils  eine  stetige  Zunahme  nicht  nur 
des  Querschnittes  F,  sondern  auch  des  benetzten  Querprofils  f 
entspricht.  Letzteres  ist  z.  B.  nicht  der  Fall,  wenn  das  Querprofil  des 
Canals  eine  gebrochene  Linie  mit  verschiedenen  horizontalen  Strecken 
ist;  Fig.  49  zeigt  die  Hälfte  eines  solchen  in  Beziehung  auf  die  mittlere 
Senkrechte  symmetrisch  vorausgesetzten  Querprofils.  Steigt  dabei 

Fig.  49.  das  Vfasser  über  die  Horizontale 

so  dass  es  eben  anfUngt,  die 
horizontalen  Strecken  BC  des  Ca- 
nals auf  beiden  Seiten  des  mitt- 
leren und  tieferen  Theils  zu  über- 
tluthen,  so  nimmt,  während  F nur  allmäblig  zu  'wachsen  fortfUhrt,  p plötz- 
lich um  eine  endliche  Grösse  zu,  also  r um  eine  endliche  Grösse  ab,  und 
es  würden  alle  obige  Formeln  den  offenbar  unrichtigen  Schluss  ergeben, 
dass  auch  die  mittlere  Geschwindigkeit  « und  die  Wassermenge  Q = Fa 
beim  Steigen  des  Wassers  über  BB^^  hinaus  plötzlich  abnehmen,  wenn  man 
nämlich  nach  wie  vor  die  Fonnein  auf  den  ganzen  Wasserquerschnitt 
bezöge.  Letzteres  ist  deshalb  in  solchem  Falle  unzulässig,  und  muss  viel- 
mehr der  Querschnitt  in  gesondert  zu  betrachtende  Theilc  zerlegt  werden 
durch  Senkrechte  an  den  Stollen,  wo  die  Stetigkeitsunterbrechung  des  be- 
netzten Querprofils  stAttfiiulet,  bei  Fig.  49  durch  die  Senkrechten  BB\ 
wenn  das  Querprofil  des  Wassers  ist.  Setzt  man  dann  im  vorliegenden 
Specialfallo 

A^B,^  = AA'  — ■ rt, , Äy/to  = Bit’  = CC'  = rtj, 

A^A  — Ä,,  BC,  — Winkel  BAÄ  = DCi'  = ,4, 

so  ist  F’i  — '2.  A„ABB’  l)^^r==  -|-  a^tg^)  -j-  IV/j  (A,  4- 

= 2(h^  -f-  sfCii) 

/’s  — 2.BCBB'  = a,{2h.^  4 

Pj  — 2 iji.,  4"  "9  {ii 
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und  man  findet: 

jp  

Tj  = ‘ , dazu  k = i-,  nach  Gl. (14)  und  «j  = k^  '\^r^u 

Pi. 

:=  , ,,  k k^  „ „ ,,  ■„  Mg  = k^ 

Pi 

endlich  die  Wassermenge  Q = JF'jKj  -|-  , 

wogegen  Q — Fu  wesentlich  zu  klein  gefunilcu  würde,  wenn  man  dabei 

F'  — + -^21  P = Pi  Pii  r = — und  v = k ~^ra  mit  k ent- 

P 

sprechend  r nach  Gl.  (14)  setzen  wollte,  und  zwar  um  so  mehr  zu  klein, 
je  kleiner  «g  im  Vergleich  mit  n,  und  je  grösser  ig  im  Vergleich  mit  Ä, 
ist,  weil  um  so  mehr  dann  diese  letztere  Berechniingsweise  einen  offenbar 
unmöglichen  wesentlich  verzögernden  Einfluss  des  über  den  Seitentheilen 
BC  des  Canalbodens  langsamer  fiiessenden  auf  das  im  mittleren  Theile 
schneller  fliessendc  Wasser  voraussetzen  würde.  Z.  B.  mit 

4 5 

"i  = «2=  9, .‘5,  Ä,  = 4,  Äg=  10,  tg^  = , »fcß  = — 

Wilrc  — 18,G,  ;>j  — 1.3,  = 1,4308 

/;  = 6,12,  pj  = 21,  rg  = 0,2'J14 
und  dazu  nach  Gl. (13)  und  fl4i  mit  « = 0,0005  und  dem  Rauhigkeits- 
grade n — 0,025: 

itj  — 42,78,  «,  — 1,144;  /g  — 2!),!)4,  u.,  ---  0,361 
Q — F^>l^  -I  /'’gWg—  21,28  I-  2,21  2.3,4!t, 

wogegen  mit 

F ==  P\  /’g  : - 24,72,  V — V\  Pi~  •3*.  ^ — 0,727  1 
k =TT  37,16,  «■—  0,714,  (i  ■=  Fu  — 17,66 

we.sentlich  zu  klein  gefunden  würde.  Wäre  die  Höhe  <7g  noch  kleiner,  als 
0,3  Mtr.  augeuommen  worden,  so  hätte  sich  nach  der  letzteren  Rechnungs- 
weise. die  Wassermeuge  (I  sogar  kleiner  ergeben  können,  als  für  «g  = 0, 
d.  h.  kleiner  als  die  Wassermenge  ; 11,82  Ciibikm.,  welche  durch  den 
bordvollcu  mittleren  Theil  des  Canals  allein  bei  u ~ 0,0005  jiro  Sec. 
fiiessen  würde.  — 

Während  durch  den  hier  besprochenen  Umstand  die  Gültigkeit  der 
aufgestellten  Formeln  beschränkt  wird,  ist  jedoch  andererseits  ein  cou- 
stantes  relatives  Gefälle  a zur  Gültigkeit  derselben  nicht  unbedingt  nöthig. 
Sie  beruhen  nämlich  wesentlich  nur  auf  der  Voraussetzung  eines  gleich- 
förmigen Beharrungszustandes,  charakterisirt  durch  die  Gl.(l;:  J^^  ~ it, 

47* 
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wobei  F und  « für  alle  Querschnitte  der  betreffenden  Canalstrecke  gleich 
sind.  Letzteres  ist  nun  freilich  bei  genau  cylindrischer  Form  des  Canak 
nur  dann  möglich,  wenn  auch  p,  folglich  r und  a für  alle  Querschnitte 
gleich  sind;  bei  nicht  cylindrischer  Form  kann  dagegen  F überall  gleich 
sein  auch  ohne  Gleichheit  von  p,  also  r und  a,  und  ist  dann  zur  Gleich- 
förmigkeit der  permanenten  Bewegung,  also  zur  Gültigkeit  der  Formeb 
(mit  der  obigen  im  Anschlüsse  an  Fig.  49  besprochenen  Einschränkung i 
nur  eine  gleichzeitige  und  solche  Aenderung  von  p und  a,  also  von  r und 
« von  einem  zum  anderen  Querschnitte  erforderlich,  dass  /(r,  ß)  in  allen 
denselben  Werth  hat,  unter  f{r,a)  jene  Function  von  r und  a verstanden, 
welche  gemäss  der  betreffenden  Formel  die  mittlere  Geschwindigkeit  bei 
gleichförmigem  Beharrungszustande  liefert. 

Wenn  freilich  die  ganze  im  Canal  flicssende  Wassermasse  nicht  von 
cylindrischer  Gestalt  und  somit  die  Verbindungslinie  des  Schwerpunktes  5 
irgend  eines  Querschnittes  F mit  dem  Schwerpunkte  des  in  der  un- 
endlich kleinen  Entfernung  d»  stromabwärts  gelegenen  Querschnittes 
gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  ö geneigt  ist,  der  von  dem  Ab- 
hang « der  freien  Wasseroberfläche  an  dieser  Stelle  verschieden  sein  kann, 
so  ist  die  von  der  Schwere  herrührende  bewegende  Kraft  der  zwischen 
F und  Fj  enthaltenen  Wassermasso  = yFds.o,  also  dieselbe  pro  1 Kgr. 
Wasser  und  soihit  auch  deren  Arbeit  für  die  Längeneinheit  dos  Canak 
nicht  = «,  sondern  = ö,  so  dass  es  zweifelhaft  erscheinen  könnte,  ob 
die  Gleichförmigkeit  des  Beharrungszustandes  nach  wie  vor  durch  dir 
Gleichung:  .ßj  = « in  der  That  charakterisirt  ist.  Allein  in  einem  solchen 
Falle  wären  auch  die  Pressungen  in  den  Querschnitten  F und  F,  im  All- 
gemeinen nicht  einander  gleich,  und  würde  die  bewegende  Kraft  der  zwischen 
Fund  F,  befindlichen  Wassermasse  nicht  nur  in  der  nach  SS^  gerichteten 
Componente  ihrer  Schwere,  sondern  ausserdem  in  dem  Ueberschusse  der 
Pressung  in  F über  dieselbe  in  Fj  bestehen.  Betrachtet  man  irgend  ein 
prismatisches  Element  dieser  Wassermasse,  welches  sich  vom  Flächen- 
element  dF  des  Querschnitts  F bis  zum  Querschnitte  F,  erstreckt  längs 
dom  Bogenelemente  ds  einer  Bahn,  die  an  dieser  Stelle  unter  dem  Winkel 
rf!  gegen  den  Horizont  geneigt  sein  nnag,  so  ist  die  nach  der  Bahn  gerich- 
tete bewegende  Kraft  dieses  Wa,sserelementcs,  bestehend  ans  der  betref- 
fenden Componente  der  Schwere  und  dem  Ueberschuss  der  Pressung  auf 
die  Hinterflächo  dF  über  dieselbe  auf  die  Vorderflächc  dF,  mit  Rücksicht 
auf  §.  124,  Gl.  (5) 


= ydFd>..i( 


+ dF 
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= dFds  (^<p  — = Y dF  ds  .a, 

Iso  doch  wieder  nur  bedingt  durch  den  Abhang  der  freien  Wasserober- 
LÜ.chc,  nämlich  pro  1 Kgr.  Wasser  allgemein  = «. 

Diese  Bemerkung  ist  namentlich  auch  wichtig  für  die  spätere  Uutcr- 
uchung  einer  ungleichförmigen  permanenten  Bewegung,  da  für  diese  die 
11.(5)  in  §.  124  und  folglich  auch  die  daraus  gezogene  Folgerung  in  glei- 
;her  Weise  gültig  ist. 


§.  127.  Terschiedene  Aufgaben. 


Wenn  das  Querprofil  eines  Canals  gegeben  ist,  so  sind  durch 
die  Höhenlage  des  Wasscrtiucrprofils  eines  Querschnitts  auch  der  Inhalt 


das  benetzte  Querprofil 


F 

p und  der  mittlere  Kadius  r=  des- 

V 


selben  bestimmt.  Nimmt  man  etwa  eine  gewisse  Horizontale  11^17^^— 
(Fig.  50)  in  demselben  so  an,  dass  jedes  in  Betracht  kommende  Queriirofil 
Fig.  bo.  IIII  des  Wassers  höher  liegt, 

und  bezeichnet  mit  F^  den 
Inhalt,  mit  das  benetzte 
Querprofil  des  unter 
liegenden  Querschnitts,  so 
kann  in  der  Regel  zur  Berechnung  des  Inhalts  = F und  des  benetzten 
Qucrprofils  = p eines  anderen  Querschnitts,  dessen  Wasserqnerprofil  HH 
um  lI^lF  — h höher  liegt,  als  das  beiderseits  hinzukommende 

Stück  H„I1  dos  benetzten  Querprofils  als  gerade  Linie  und  der  Neigungs- 
winkel derselben  gegen  die  Lothrechte  als  unabbängig  von  h be- 

trachtet worden,  so  dass,  wenn  dieser  Winkel  (im  Mittel)  auf  der  einen 
Seite  = , auf  der  anderen  = /l*  ist, 


F = Fo  + I-  tgß^) 


- . . (1) 
V 


P — Po  h{*ecßi  -f  »M^j) 
ist.  Indem  somit  F,  p,  r durch  h bestimmt  sind,  können  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung 

Q = Fu  (2) 

und  die  im  vorigen  §.  besjirochene  Gleichung 

» = fir.uj  (:i), 
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uutcr  f ciu  Functionszeichen  Vorständen,  6 Aufgaben  unterschieden  wenit  a. 
jcnacbdciu  nUmlich  verschiedene  zwei  der  4 Grössen 

h a u Q 

gegeben  sind  und  die  übrigen  gesucht  werden.  Wenn  gegeben  sind: 

1)  h und  rt,  so  findet  man  « aus  (3),  dann  Q ans  (2), 

2)  k und  M,  so  findet  man  Q aus  (2),  a aus  (3), 

3)  h und  so  findet  man  m aus  (2),  daun  n aus  (3), 

4)  a und  u,  so  findet  mau  h aus  (3),  dann  Q aus  (2), 

5)  a und  Q,  so  ergiebt  sich  h aus  der  Gleichung: 

Q — F f{r, «), 
daun  M aus  (2)  oder  (3), 

6)  u und  Q,  so  findet  man  h aus  i2),  dann  a aus  (3). 

Die  meisten  dieser  Aufgaben  erfordern  eine  indirectc  Lösung  durii 
successivo  Näherung,  wenn  nach  Gl.  (13)  im  vorigen  §. 


fir,  u)  = 


1 + 23  + 

« (X 


0,001 55\  n 


1 + ^23  + 


^ / 

\ ra 


V» 


gesetzt  wird.  — Anstatt  an  ein  gegebenes  Querprofil  des  Canals  kaiia 
übrigens  auch  der  Querschnitt  an  gewisse  andere  Bediuguugeu  gebundts 
sein.  Ist  z.  B.  die  Quersebnittsform  gegeben,  so  sind  von  einer  gr- 
wisscu  Dimension  a die  Grössen  F,  p,  r in  der  Weise  abhängig,  dass 

fH 

F = »I«®,  p = na,  r = — a (4 


gesetzt  werden  kann,  unter  in  und  n Vcrbältuisszahleu  verstanden,  di* 
durch  die  gegebene  Qtu'i’scbnittsform  bestimmt  sind.  Die  Aufgaben,  welcb- 
den  G verschiedenen  Fällen  entsprechen,  dass  zwei  der  4 Grössen 

it  a u Q 

gegeben  sind,  können  analog  den  obigen  behandelt  werden  bei  Substitution 
von  a für  h und  der  Gleichungen  (4)  für  die  Gleichungen  (1). 

Beispiel.  — Ein  Entwässerungscaual,  der  eine  veränderliche  Was- 
sermenge abzuführen  hat,  habe  ein  in  Beziehung  auf  die  mittlere  Stak- 
rechte,  symmetrisches  Querprofil  von  solcher  Form,  wie  es  in  Fig.  49  rer 
Hälfte  dargestellt  ist,  und  zwar  sei  (mit  Benutzung  der  dort  gebrauchtci' 
Bezeichnungen)  zur  Zeit  der  grössten  Wassermengo 

rtj  = ffg  = rt, 
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b^  = 2,25ff,  Aj  = 6«,  tgß  = 1,5,  also  >ec()  — 1,8028.* 


Daun  ist  /’i  = = 13,5«* 


13.5 


p^  = 8,1056(1,  r,  = u « = 1,6655« 
8,1056 


/»j  = 15,6056«, 


13,5 


15,6056 


. rt  = 0,8651  rt 


und,  wenn  a = 0,0005187  gegeben  ist,  nach  der  betreffenden  Tabelle 
iin  vorigen  §.  entsprechend  dem  Kauhigkcitscoefficientcn  n = 0,025; 

— + 23  + = 66,1  — 0,187(66,1  — 65,6)=  66,0 

n fx 

(^23  + =:  0,652  — 0,187(0,652  — 0,610)=  0,650 

, , 66  1..50315r 

/■ir,ß)= ..  y0,0005187r  = - 

1 _L  0,65  + yr 

+ Vr 

•1,!U0((  1,398« 

Ari,<t)— , ; - 

0,5037  + y«  0,6988  \ a 

Ist  nun  die  vom  Canal  abzuflihrende  grösste  Wassermenge  Q = 25  Cubikm. 
pro  Sec.  gegeben,  so  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  hier  nöthige  Zerlegung 
des  Querschnitts  in  die  beiden  Thcilc  und  F.^-. 

Q = •/('•i , «)  -f  •/('•s, «) 

1,940  , 1,398 


+ 


0,5037  + y«  0,6988  |-  y 
a = 0,952  Mtr., 


25  = 13,5«» 

Daraus  folgt 
folglich 

b^  = 2,25«  = 2,142  Mtr.,  A„  = 6«  = 5,712  Mtr. 
und  die  Wasserbreite 

A = 2(Aj  f + 3«)=  2A,  y 3A„=  21,42  Mtr.** 


• Diese  Verhältnisse  gehören  einem  Profil  au,  welches  von  Prony  bei 
Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  die  Poutinischen  Sümpfe  mehrfach  angeweudet 
wurde.  Description  hydrographique  et  historiqiic  des  marais  poutins.  Paris 
18:J2,  p.  54  etc.  (Hydromechanik  von  Dr.  M.  Itühimaun,  S.  .307.) 

•*  Kühlmann  (Hydromechanik,  8.309)  findet  für  dasselbe  Beispiel,  je- 
doch aüf  Grund  der  Prony’schen  Gleichung  (4)  im  vorigen  §.  und  indem  er 
den  Querschnitt  als  Ganzes  behandelt,  a = 0,871  und  b - 19,60  Mtr. 
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Wäre  nur  der  mittlere  Thoil  dos  Canals,  Übrigens  ganz  mit  Wasser  angi~ 
füllt,  so  wäre 


F = rt(2A,  + 1,5«)  = 


6« 

8,105G 


0,7ü47 


6fl*  = 5,4378;  p — = 8,105G« 

, l,50315r 

; Ar,a)=  ' =0,7112 

0,65  + Vr 


Q = F./{r,  a)  — 3,HG7  Cubikm. 


Wenn  die  gewöhnlich  abzuführendo  Wassermengo  grösser  wäre,  so  könnU 
man  daraus  Veranlassung  nehmen,  den  mittleren  ThcU.des  Canals  breiter 
oder  tiefer,  die  beiden  Scitenthcilc  entsprechend  schmaler  oder  flacher 
auszufUbren. 


§.  128.  Vortheilhafteste  Quersehnittsformen. 

Bei  dem  Entwurf  eines  künstlichen  (’anals  ist  zu  verlangen,  dass  der 
Zweck  desselben  unter  den  gegebenen  Umständen  mit  möglichst  geringen 
Anlagckostcn  (wachsend  vorzugsweise  mit  der  Grösse  des  Querschnitts  F. 
erreicht  werde,  wozu  in  manchen  Fällen  (namentlich  bei  Canälen  zur  Zu- 
oder Abführung  des  Betriebswassers  hydraulischer  Kraftmaschinen)  die 
weitere  Forderung  hinzutritt,  dass  die  Bewegung  des  Wassers  in  dom  Canal 
einen  möglichst  kleinen  Theil  des  disponiblen  Gefälles  in  Anspruch  nehmeu 
soll.  Wenn  das  Wasserquautum  Q gegeben,  die  Grösse  des  Querschnitts  F 
aber  nicht  (mit  llücksicht  auf  die  Schiflffahrt  oder  auf  sonstige  Umstände'' 
vorgezeichnet,  seine  Form  durch  gewisse  Bedingungen  höchstens  beschränkt, 
aber  nicht  bestimmt  ist,  so  werden  jene  beiden  Forderungen  durch  die 
Wahl  einer  solchen  Querschnittsform  erfüllt,  welche  unter  den  gegeboueu 
Umständen  den  kleinsten  Widerstand  zur  Folge  hat,  für  welche  uämUcli 
bei  gegebenen  Werthen  von  F und  a die  mittlere  Geschwindigkeit  i»,  folg- 
lich auch  das  Wasserquantum  Q möglichst  gross  wäre,  indem  dann  umge- 
kehrt F'  und  « bei  gegebenem  Q möglichst  klein  sind.  Nach  allen  für  » 
im  vorigen  §.  angeführten  Formeln  ist  aber  « bei  gegebenem  « um  so 
grösser,  je  grösser  r ist,  und  kommt  somit  die  Aufgabe  darauf  hinaus,  mit 
Rücksicht  auf  die  sonst  gegebenen  Bedingungen  die  Form  des 
Querschnitts  so  zu  bestimmen,  dass  bei  gegebener  Grösse  F 
desselben  der  mittlere  Radius  r möglichst  gross,  also  das  be- 
netzte Querprofil  p möglichst  klein  sei. 

Wenn  insbesondere  das  benetzte  Quorprofil  eine  aus  einer  gewissen 
Zahl  gerader  Strecken  von  gegebenen  Richtungen  bestehende  gebrochene 
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Linio  sein  soll,  so  entspricht  cs  der  Aafgabc  dann,  wenn  diese  Seiten  von 
gegebenen  Richtungen  einen  Halbkreis  berühren,  dessen  begrenzender 
Durchmesser  im  Wasserquerprofil  liegt;*  durch  den  Radius  a des  Halb- 
kreises und  die  gegebenen  Richtungswinkel  lassen  sich  F und  p so  ans- 
drücken, dass  die  in  den  Gleichungen  (4)  des  vorigen  §.  mit  m und  n 
bezeichnoten  VorhiUtnisszahlcn  nur  von  den  Richtungswinkeln  abhängen. 
Wäre  nur  die  Seitenzahl  gegeben,  so  würde  die  Hälfte  eines  regulären 
(also  auch  einem  Halbkreise  umschriebenen  Polygons  der  Aufgabe  ent- 
sprechen, nnd  zwar  in  um  so  höherem  Grade,  je  grösser  die  Seitenzahl 
gegeben  wäre,  so  dass  sich  schliesslich  der  Halbkreis  selbst  als  diejenige 
Querschnittsform  ergiebt,  welcher  bei  gegebenem  Inhalt  das  absolut  kleinste 
benetzte  Querprofil  zukommt. 

Gewöhnlich  soll  der  Querschnitt  ein  Trapez,  das  benetzte  Querprofil 
eine  gebrochene  Linie  sein,  bestehend  aus  einer  horizontalen  Grundlinie 
und  zwei  geraden  Seitenlinien,  die  unter  gegebenen  Winkeln  nnd 
gegen  die  Lothrcchtc  geneigt  sind.  Ist  daun 

a die  Höhe  dieses  Trapezes  (die  Wassortiefe), 
h die  obere  Breite  (Wasserbreite), 

die  untere  Breite  (Grundlinie  oder  Bodeubreite), 
so  ist  A = -j  rt  {tgß^  4-  tgß^) 

F = . = .((,  + » ^ ft  t '?ft) 


p - b^-\-  a -f-  seeß^) 

a z 

uud  derjenige  Werth  von  a,  durch  welchen  p bei  gegebenen  Werthen  von 
ßi  und  ß^  am  kleinsten  wird,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


<^P 

da 


iffßi  + iffß. 


a‘ 


U 


1-  seeß^  + seeß^  2 --=0; 


d*p  F 

weil  - - = 2 - positiv  ist,  eutsi)richt  ihm  in  der  That  ein  Minimum. 


• Indem  der  hier  in  Rede  stehende  Querschnitt  als  die  Hälfte  eines  in 
Beziehung  auf  einen  Durchmesser  symmetrischen  Querschnitts  betrachtet  werden 
kann,  ist  obige  Behauptung  in  dem  etwas  allgemeineren  geometrischen  Satz 
enthalten,  dass  von  allen  Polygonen,  deren  Winkel  in  bestimmter  Zahl  und 
Reihenfolge  gegeben  sind,  das  einem  Kreise  umschriebene  hei  gegebenem  Inhalt 
den  kleinsten  Umfang  oder  bei  gegebenem  Umfang  den  grössten  Inhalt  hat. 
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Für  diese  relativ  vortheilLafteste  Querschiiittsform  ist  also: 

F \ p 2 — »hl  I 2 — »in  F 

; r = — 
P 


2 a 


• »IH  ß^  2 oiif 

2co»  2cos 


a 

•) 


(4 


Aus  F 
und  daraus  weiter 


b 4-  b,  ap 

a folgt  p 


P 

a 


h + h 

»ec  ß^  -f'  ^f<’ß^ 


;2j 


bl  l — ^i„ß^  l—,inß^  fjt  lii\  . , p i^,\ 

« =-^»ßi  ^~co»ß,  ='ni'"2j  + '^l4“2j 


-(3) 


(4)- 


Dass  das  so  bestimmte  Trai>ez  gemäss  der  obeu  angeführteu  allge- 
meinen Regel  in  der  That  einem  Halbkreise  umschrieben  ist,  dessen  be- 
grenzender Durchmesser  im  Wasserqnerprofil  liegt,  erkennt  man  daraus, 
dass  der  Radius  des  die  Grundlinie  und  die  zwei  SeiUmlinien  des  Quor- 
profils  berührenden  Kreises  = a ist.  Wird  nämlich  einstweilen  dieser 
Radius  mit  tt  bezeichnet,  und  mit  F'  die  Summe  der  Inhalte  der  3 Drei- 
ecke, welche  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zur  gemeiuschattlichen  Spit/e 
und  die  3 geradlinigen  Strecken  des  benetzten  Querprofils  zu  Grundlinien 
haben,  so  ist 


F'  = 


pa 


F'—F  = 


p{a  — a) 


und  weil  F" — F als  Inhalt  eines  Dreiecks  mit  der  Grundlinie  b und  Höhe 

, b{a — a)  , 

= a — rt  auch  = ist,  so  folgt  n — a,  weil  b und  p verschieden 

sind,  nämlich  bi  =:  p — b positiv  ist. 

Für  den  gewohnlicbeu  Fall  eines  sy mnietriscbcn  Trapezes  (ß^ 
= ßi  = ß)  wird: 

F 1 p 2 — »in  ß 

a-  2 a CO»  ß 


h ^ b. 

— = 2»ecß\ 
a a 


cos  ii 


(ö) 

(6)- 


Wäre  ß nicht  gegeben,  so  wäre  bei  gegebenem  Inhalt  /’ 

F . 2 — »in  ß 

« = 2 — = mm.,  wenn  a max.,  also  = mm., 

a CO»  ß 

d.  b.  ß — 30®  oder  wenn  der  trapezförmige  Querschnitt  die  Hälfte  eims 
regulären  Sechsecks  wäre,  in  Ueberoinstimmung  mit  einem  anderen  der 
oben  angeführten  allgemeinen  Sätze. 
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Die  Aulagekoston  eines  Canals  können  Übrigens  auch  noch  von  an- 
deren Umständen,  als  von  der  Grosso  des  Querschnitts,  also  der  auszu- 
h ebenden  Erdmassc  abhängen,  z.  U.  von  der  Kostbarkeit  der  fUr  die  An- 
lage zu  verwendenden  Bodenfläche,  von  der  mit  der  Tiefe  vielleicht  va- 
riablen Beschaffenheit  des  Bodens,  überhaupt  von  mancherlei  Terrainver- 
baltiiissen.  Auch  können  ausser  den  Anlagekosten  und  dem  uötbigon  Go- 
Rillo  noch  andere  Umstände  auf  die  Wahl  der  Dimensionsverhältnisse  be- 
stimmend cinwirken,  z.  B.  bei  Zn-  oder  Ableitungscanälen  hydraulischer 
Kraftmaschinen  die  Rücksicht  auf  Wasserverlusto  durch  Einsickerung, 
wachsend  mit  der  Wassertiefe  und  der  Lockerheit  des  Bodens,  oder  die 
Rücksicht  auf  Störungen  durch  Eisbildung,  wachsend  umgekehrt  mit  ab- 
nehmender Tiefe.  In  vielen  Fällen  kann  es  daher  vorgezogen  werden, 
unter  Verzichtleistung  auf  möglichste  Verkleinerung  des  Bewegungswider- 
standes von  einem  gewissen  Werth  des  Verhältnisses 


a 


uuszugeheu,  welches  im  Allgemeinen  um  so  grösser  anziinehmen  ist,  je 
grösser  F,  je  lockerer  der  Boden  und  je  weniger  kostbar  das  zum  Aus- 
werfen  des  Canals  disponible  Terrain  ist;  meistens  wird  es  grösser  genom- 
men, als  der  durch  Gl.(l)  resp.  Gl.  (6)  bestimmte  Werth.  Für  den  sym- 
metrischen trapezförmigen  Querschnitt  ist  dann 

- = « -f  2secß-,  - = n -f  2tgj;i  . . (7J. 
rt-  a a 

Hierher  gehört  auch  eine  .\ufgabe  von  freilich  mehr  theoretischem, 
als  praktischem  Interesse,  welche  von  Woltmauu  zuerst  aufgestellt  und 
gelöst  worden  zu  sein  scheint,*  die  Frage  nämlich,  welche  Gestalt  dem 
Querprofil  eines  Canals  gegeben  werden  müsse,  damit  bei  ge- 
gebenem Gefälle  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichför- 
migen Beharrungszustandos  für  jeden  vorkommenden  Wasser- 
stand  gleich  gross  sei.  Natürlich  kommt  dabei  nur  derjenige  Theil  des 
Canalquerprofils  in  Betracht,  welcher  oberhalb  dos  Wasscrqnerprotils 
bei  kleinstem  Wasserstaude  liegt;  und  wenn  bei  letzterem  die  Wasserbreitc 
mit  24,  der  mittlere  Radius  mit  r bezeichnet  wird,  so  ist  die  in  der  Auf- 
gabe gestellte  Forderung  erfüllt,  wenn  auch  für  jeden  höheren  Wasser- 
stand, für  welchen  der  Querschnitt  des  Wassers  F,  das  benetzte  Quer- 
profil  = p sei,  der  mittlere  Radius 


* Ilydrumechauik  von  Dr.  M.  RUblmann,  S.  323. 
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— = r — Const.,  somit  vdF — F dp  = 0 

P 

F 

dF  — dp  = r dp 
P 


ist.  Hieraus  folgt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  dem  kleinsten  Wasserstando 
cntsprcclicnden  Wa.sseniucrprofils  17^11^=  2ä  zum  L’i'sprunge  eines  reebt- 
wfinkeligen  Coordinateusystems  der  x,  y im  Querschnitte  angenomnieu  wird, 
und  zwar  die  x-Axo  senkrecht  zu  und  positiv  nach  oben,  so  dass 

bei  Voraussetzung  eines  oberhalb  iZ^ZT^  bezüglich  auf  die  j:-Axe 
symmetrisch  gestalteten  Querprofils 

dF  — 2ydx  und  dp  — 2~^dx*  -J-  rfy*  ist, 


y^  dx^  — r*(rfx*  <Zy*);  dx  - - 


rdy 


Vr*_y» 

X = rln{p  Vy*  — ♦■*)  ”t~  VonHt. 

oder  mit  Const.  = — a — r /»  r,  nnter  a eine  andere  Constante  verstanden; 


o -f-  X = r /» 


±vV- 

r 


(>*)• 


Wegen  y =:  Ä für  x = ü ist 

a = rin 


h + Vi“*  — r* 


Aus  Gl.  (8)  folgt  auch,  wenn  e die  Basis  der  natürlichen  Logarithracn 
bedeutet, 

+ Vf’  ’-v-  e 

2y  = r e -f-  ® / ■ 

Diese  Gleichung,  dem  auf  der  Seite  der  positiven  y-Axe  gelegenen  Zweige 
dos  gesuchten  (’anahjuerprofils  angohörig,  ist  die  Gleichung  einer  Kctten- 
linio,  deren  horizontale  Symmetrieaxe  in  der  Tiefe  a unter  und 

deren  Scheitelpunkt  in  der  Entfernung  r von  der  x-Axe  liegt. 


§.  129.  Einfluss  von  KrUmmnngen. 

Um  den  Einfluss  einer  Canalkrümmung  nnter  solchen  Umstanden  zu 
untersuchen,  dass  dadurch  die  Möglichkeit  eines  ganz  gleichförmigen  Bc- 
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tiamingszastandes  nicht  ausgeschlossen  wird,  werde  angenommen,  die  Canal- 
wandfläche könne  entstanden  gedacht  worden  durch  Bewegung  einer  ebenen 
l'nrve  längs  einer  auf  einem  vcrticalcn  Cy linder  (Radius  = p)  liegenden 
Spirale  von  constantem  und  sehr  kleinem  Steigungswinkel  qpj  der  Art,  dass 
die  Ebene  jener  Cnne  (die  Querschnittsobenc  des  Canals)  von  der  spiral- 
förmigen Leitlinie  beständig  rcchtwinkelig  geschnitten  wird  in  einem  Punkto 
7F  von  fester  Lage  gegen  die  erzeugende  Cur\c  (das  Querprofil  des  ge- 
krümmten Canals).  Beispielsweise  sei  W ein  Punkt  des  Canalquerprofils 
IFi’Q  (Fig.  51)  selbst,  und  zwar  der  innere  (auf  der  concavon  Seite  der 
P‘B-  61-  Canalkrüramung  gelegene)  Endpunkt  des 

Wasserquerprofils  TFQ,  d.  h.  der  Durch- 
/ Y Schnittslinie  zwischen  der  Querschnitts- 
ebenc  und  der  freien  Wasseroberfläche. 
Dieses  Was8erqueri)rofil  ist  jetzt  nicht 
eine  horizontale  Gerade,  seine  nähere  Bestimmung  bildet  vielmehr  einen 
Theil  der  vorliegenden  Aufgabe. 

Der  Querschnitt  werde  auf  ein  rechtwinkcliges  Axensystem  OY,  OZ 
in  seiner  Ebene  bezogen,  dessen  Ursprung  0 in  der  Axe  des  verticalen 
Cylinders  liegt;  die  y-k\c  sei  horizontal  und  positiv  im  Sinne  gegen  den 
Querschnitt,  die  *-Axc  positiv  nach  unten.  Der  Krümmungsradius  der 
Leitlinie  des  Punktes  W,  welcher  streng  genommen  = p(l  -j-  ist, 

kann  wegen  Kleinheit  des  Winkels  mit  demselben  Rechte  = q gesetzt 
werden,  womit  9)9  als  Gefälle  in  der  Entfernung  q von  der  Cylinderaxe 
dem  Sinns  oder  der  Tangente  dieses  Winkels  gleich  zu  setzen  ist;  ebenso 
kann  der  Krümmungsradius  irgend  einer  anderen  Bahn,  die  den  Qner- 
schnitt  im  Punkte  (y, z)  trifft,  = y gesetzt  werden,  und  ihr  Neigungs- 
winkel gegen  den  Horizont,  insbesondere  also  auch  das  Gefälle,  d.  h. 
der  Abhang  der  freien  Wasseroberfläche  in  der  Cylinderfläche  mit  dem 
Radius  y. 

'f  — V\,  ' (!)• 

y 

Die  Ebene  der  erzeugenden  Curve  WPQ  ist  ein  Querschnitt  auch  im 
Sinne  von  §.  72;  die  Krüminungs-  nnd  Normalcurven  in  demselben  sind 
zwei  Systeme  sich  rcchtwinkelig  schneidender  Geraden,  erstere  parallel 
der  y-Axe,  letztere  der  z-Axo,  also 
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§.IÄ 

und  nach  §.72,  Gl.  (6)*  mit  p = — y (wobei  das  entgegengesetrte  V» 
Zeichen  dadurch  bedingt  ist,  dass  dort  y wachsend  vorausgesetzt  wurde  a 
Sinne  von  der  Bahn  gegen  ihren  KrQmmnngsmittclpnnkt  hin,  hier  in  n- 
gekehrten  Sinne):  , 


Hiernach  und  wenn  in  den  Gleichungen  (3),  §.72  ausserdem 


K,  = =z  gq>^  ^ = 0,  K, 
V 


ferner  mit  Rücksicht  auf  den  vorausgesetzten  gleichfurmigen  Beharmi:- 
zustand 


ht 


= 0, 


endlich  ft  = 


7 

ff 


und  wieder  p = — y gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

ö*«:  , 2 ^0  P _ n 

V bz*  ^ y V R ff~  


! 


bp  y IC*  bp 

by  g y ' bz  ^ 


Die  Gleichungen  (3)  bestimmen  das  Aenderungsgesetz  der  Pres- 
sung im  Querschnitte  und  dadurch  auch  die  Gestalt  des  Wasser- 
querprofils WQ.  Wenn  man  behufs  einer  ersten  Annilberoug  für  die 
Geschwindigkeit  w ihren  Mittclwerth  u setzt,  so  folgt  aus  die.sen  Glei- 
chungen einzeln: 

p = Iny  -f /(z),  p = p -f  /-jCy), 
also  aus  beiden  zusammen: 

yu“ 

p — c -f  72  + - y 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  im  Punkte  JV  (y  = p,  2 = 0)  die  Pres- 
sung = Pp  = dem  Atmosidiärendruck  ist, 

f>  = Po  + 72  + - 

ff  P 


* A.  a.  0.  wurde  diese  Gleichung  irrthümlicher  Weise  auf  den  Fall  l>e- 
Bchränkt,  dass  die  ebenen  Querschnitte  alle  derselben  Geraden  parallel  «ad 
eine  Voraussetzung,  welche  tbatsächlich  nur  zur  Folge  hat,  dass  die  gerad- 
linigeu  «Nornialcurven  für  alle  Querschnitte  ]iarallcl  sind. 
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Das  Wasserqacrprofil  ist  dadurch  bestimmt,  dass  in  allen  seinen  Punkten 
p = ist;  seine  Gleichung  ist  also: 

sH ln  ^ = 0 (5). 

9 d 

Ist  die  Wasserbreitc  = b,  so  ist  insbesondere  die  Erhebung  des  Punktes 
Q über  den  Punkt  IV : 


z.  B.  für  — — 0,1 

0,2 

0,4 

(> 

q = 0,010 

0,019 

0,034  Mtr.  für 

q = 0,0.39 

0,074 

0,137  Mtr.  „ 

M = 1 Mtr. 
u — 2 Mtr. 


(C), 


Die  Gleichung  (2)  bedingt  das  Aeiiderungsgesetz  der  Geschwin- 
digkeit im  Querschnitte.  Ist  z.  15.  letzterer  von  nahe  gleichförmiger 
Tiefe  und  verhültuissmässig  grosser  lireite,  so  dass  nach  §.  124,  Gl.  (12) 
für  einen  geraden  Canal  bei  dem  relativen  Gefalle 


w 


% 


i 


gesetzt  werden  könnte  mit  einer  constanten  Oberflächengeschwindigkeit 
so  könnte  für  den  gekrümmten  Canal,  wenn  behufs  einer  ersten  Annähe- 
rung hier  ebenso  von  der  Erhebung  des  Wasseniuerprofils  von  W bis  Q 
abstrahirt  wird,  wie  so  eben  bei  der  angenäherten  Bestimmung  dieser  Er- 
hebung von  den  Geschwindigkeitsdifferenzen  abgesehen  wurde. 


w = /— 


7'P 

2/i 


z-  = J — tn 


Q 

y 


z* 


mit 


m 


7To 

2R 


gesetzt  werden,  unter  / jetzt  die  Oherflächengeschwindigkeit  verstanden, 
die  als  Function  von  y nach  Gl.  (2)  zu  bestimmen  wäre.  Zu  dem  Ende 
hat  man 


<^J  I (>  o 

, -f  „ 3- 

dy  y- 


__  r-f 
(V  ~ rfy* 


{» 

y ’ 


also  nach  Gl.  (2)  mit  2m: 

R 

liL  ^ '/-/■ 

y dy  ily- 


y^  dyV  dy) 


= 0 
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dy 


— - Cond. 


dy 


k 

V* 


/ = — — + Cond.  = YV 

y \Q  y / 


wenn  jetzt  die  Oberfläclicngeschwindigkeit  im  Punkte  W bezeiclinet; 
endlich  ist 


(7\ 


In  Folge  der  Abnahme  des  relativen  Gefälles  von  W bis  Q ist  die  Con- 
stantc  k ohne  Zweifel  negativ. 

Ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  Verhältnisse  wäre  übrigens  schon 
deshalb  nicht  von  erheblichem  technischem  Interesse,  weil  die  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  liegende  Voraussetzung  ungestörten  Fortbestehens  des 
gleichförmigen  Beharrungszustandes  sich  nur  bei  einer  solchen  Canalkrüm- 
mung, die  sich  auf  eine  grosse  Länge  erstreckt,  also  bei  gegebenem  Krüm- 
mungshalbmesser Q einen  grossen  Krümmungswinkel  umfasst,  gegen  die 
Mitte  der  Canalkrüramung  hin  genügend  erfüllt  fände;  am  Anfang  der- 
selben würde  das  Querprofil  des  Wassers  nur  allmählig  aus  einer  hori- 
zontalen Geraden  in  jene  dem  gleichförmigen  Beharrungszustande  iu  der 
Krümmung  entsprechende,  durch  Gl.  (5)  annähernd  bestimmte  Curvo  über- 
gehen, sowie  am  Ende  aus  dieser  Curve  in  jene  horizontale  Gerade,  so 
dass  gewöhnlich,  nämlich  bei  gekrümmten  Canalstrccken  von  massiger 
Länge,  kaum  überhaupt  ein  gleichförmiger  Beharrungszustand  streng  ge- 
nommen ciutreten  kann. 

Um  so  mehr  muss  auf  eine  rationelle  Schätzung  des  durch  Canal- 
krümmungen  verursachten  zusätzlichen  Bewegungswiderstandes 
verzichtet  werden,  welcher  hier  ebenso  wie  bei  Leitungsröhren,  die  auf 
eine  grössere.  Länge  gekrümmt  sind  (§.91),  im  Wesentlichen  als  auf  einer 
Vermehrung  der  inneren  llcibung  durch  nicht  weiter  analysirbare  relative 
Bewegungen  des  Wassers  beruhend  zu  erachten  ist.  Von  dem  Gefälle  A 
des  Wassers  für  die  ganze  (längs  der  Mittellinie  gemessene)  lünge  l des 
gekrümmten  (’anals  muss  ein  gewisser  Theil  h^  zur  Bewältigung  jenes 
Krümmungswiderstandes  verbraucht  werden,  so  dass  der  Werth  von  a. 
welcher  in  den  Formeln  des  §.  12G  als  relatives  GefUlle  hier  einzusetzeu 
wäre,  nur 


ist.  Für  das  l’artialgefälle  h^  mag  dabei  in  Ermangelung  sonstiger  hio- 
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länglich  bewährter  Festsetzungen  einstweilen  auf  Dubuat’s  Empfehlung 
dieselbe  Formel  zu  Grunde  gelegt  werden,  die  den  Krümmungswiderstand 
von  Röhren  ihm  zufolge  annähernd  darstellt,  nämlich  nach  §.  01,  Gl.  (4) 
und  (5): 


Aj  = C »in 


8 v>  «: 
a ■ -2  g 


(8), 


wobei  die  verschiedenen  Winkel  y nach  Analogie  der  Vorschrift  in  §.91 
für  jeden  ciiizcdueu  Fall  zu  bestimmen  sind,  indem  nur  die  Mittellinie  der 
freien  Wasseroberfläche  an  die  Stelle  der  Rohrmittellinic  gesetzt  wird,  und 
insbesondere  bei  constautem  Krümmungshalbmesser  (>  des  inneren  Randes 
der  Canalkrümmung; 


h,  = C »in- 
V 


2 


Q + 


mit  eo»  = 
•2 


(>  + l 


(9), 


unter  ^ den  ganzen  Krümmuugs-  oder  Ablenkungswinkel  und  unter  h die 
WiLsserbroite  verstanden.  Für  den  Coefticienten  C,  dessen  Werth  zudem 
abhängig  von  der  Querschnittsform  und  von  anderen  Umständen  sein  kann, 
fehlt  es  an  ausreichenden  Bestimmungen;  insbesondere  ist  cs  zweifelhaft, 
ob  die  Uubuat’sche  -\ugabc: 


0,0123 

2^7 

hier  ebenso  angenähert  zutreffe  wie  bei  Köhren  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte. 


c.  Ungleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen, 
§.  130.  Fundamentalgleichung. 

Die  für  jeden  einzelnen  Querschnitt  nach  wie  vor  constanten  Grössen 
F(Inhalt)  und  «(mittlere  Geschwindigkeit)  sind  jetzt  für  die  verschiedenen 
Querschnitte  in  solcher  Weise  verschieden,  dass  nur  das  Product  Fu  = Q 
für  alle  Querschnitte  gleich  ist.  Wenn  dabei  auch  die  Canalwand  im  .\11- 
gemciuen  nicht  eine  vollkommene  Cyliuderflächc  sein  mag,  so  werden  doch 
die  Protiländerungen  längs  derselben  als  stetig  und  so  allmählig  statt- 
tindeud  vorausgesetzt,  dass  ohne  allzu  grossen  Fehler  alle  Bahnen  als 
schwach  gekrümmte  und  von  den  ebenen  Querschnitten  fast  senkrecht  ge- 
schnittene Curven  angenommen  werden  können. 

Gratfhof,  theuroi.  MaHchiiienlehre.  I.  48 
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Das  relative  Gofölle,  welches  längs  dem  Canal  im  Allgemeinen  varia- 
bel ist,  sei  hier  mit  <p  bezeichnet;  dasselbe,  nach  der  Rcmerknng  zu  Ende 
von  §.  126  allgemein  auch  gleich  der  bewegenden  Kraft  pro  1 Kgr.  Wasser 
im  Sinne  der  Strömung,  ist  jetzt  als  Summe  von  zwei  Bestandtheilen  zu 
betrachten,  von  welchen  der  eine  (jedenfalls  positive)  = (p  zur  Bewälti- 
gung der  Bewegungswiderstände,  der  andere  (positive  oder  negative,  zur 
Geschwindigkeitsänderung  dient.  Ist  also  m die  Masse  einer  Wasserschicht 
zwischen  zwei  unendlich  nahen  Querschnitten,  so  ist  die  .\enderung  ihrer 
lebendigen  Kraft  längs  dem  Läugenelemcnt  ds  des  Canals: 

d — = mg{<p — rp  )dx. 

Daraus  folgt,  wenn  dy  — <pd»  das  Gefälle  für  die  Länge  ds  bedeutet. 


ff 


F 

P 


und,  sofern  <p  = i/j(r,  n)  nach  §.  126  eine  gewisse  Function  von  r = 
und  von  u ist, 

dy  — ^ %fi{r,u)d» (1\ 


Durch  Integration  ergiebt  sich  daraus  das  Gefillle  von  einem  gewissen 
Querschnitte  F„  bis  zu  einem  stromabwärts  in  der  Entfernung  * davon  ge- 
legenen anderen  Querschnitte  F:  ' 


« — «II  . r 

y = — — h j «V.» 

II 


0 


Wä  ren  Q und  ausser  den  Querschnitten  F„,  F auch  noch  hin- 
länglich viele  dazwischen  liegende  Querschnitte  ihrer  Gestalt 
und  Grösse  nach  bekannt,  so  könnte  das  Integral  näherungsweise  be- 
rechnet und  so  y gefunden  werden.  Nur  in  dieser  Absicht  würde  mau 
freilich  die  Gl.  (2)  kaum  benutzen,  weil  durch  Nivellement  das  Gefalle 
leichter  und  sicherer  zu  hestimmeii  wäre;  indessen  könnte  die  Vorglei- 
chung des  berechneten  und  des  gemessenen  Werthes  von  y als  Controle 
der  Beziehung  u = f{r,<p’)  dienen,  aus  welcher  <p’  = ip  (r, «)  ab- 
geleitet wurde. 

Wenn  ausser  den  fraglichen  Querschnitten  das  Gefälle  y 
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bokaunt  wäre,  so  könnte  Gl. (2)  zur  Bestimmung  von  Q dienen.  Setzte 
man  etwa 

u = kYnf,  also  =-  p = ip[r, 

so  würde  folgen: 


Q-  = 


•ij 


- ^ )-4-  f-P  - 

F„V  ■ J kn<'^ 


(3). 


du 


Insofern  hier  auch  der  Coefficient  k (insbesondere  nach  Gl.  (13)  in  §.  12fi) 
streng  genommen  von  ff'  noch  abhängig  wäre,  würde  es  zwar  meist  ge- 
nügen, für  dieses  f/;’ einen  constanten  Mittelwerth  zu  setzen,  behufs  einer 

ersten  .Annäherung  etwa  rf  = ~ und  dann  mit  dem  so  nach  Gl.  (3)  be- 

s 

rechneten  Näherungswerth  von  Q nöthigeufalls 
, 1 


ff  = 


indessen  würde  auch  einer  solchen  Bestinnnung  von  Q die  directere  Methode 
durch  Gcschwiudigkeitsinessuiigen  in  einem  (Querschnitte  an  einer  Stelle, 
wo  F möglichst  wenig  veränderlich,  also  die  Bewegung  möglichst  gleich- 
förmig ist,  nach  Maassgabe  von  §.12.5  vorzuzielien  sein. 

Von  grösserer  jiraktischer  Wichtigkeit  ist  die  in  den  folgenden  Para- 
graphen zu  behandelnde  Anwendung  obiger  Fundamentalgleichung  (1),  be- 
treffend die  angeuäherte  Vorausbestiinmung  der  Aenderung,  welche  die 
freie  Wasseroberffäche  eines  Flusses  in  Folgen  eines  projectirten  Strom- 
baues erfahren  wird.  Wenn  insbesondere  mit  diesem  Bau  an  einer  ge- 
wissen Stelle  eine  (Querschnittsverkleiiierung  und  in  Folge  dessen  unmittel- 
bar oberhalb  derselben  eine  Krliebung  der  Wa.sserobcrHäche  von  bekannter 
Grösse  verbunden  ist,  so  ist  es  wichtig,  im  Voraus  beurtheilcn  zu  können, 
wie_  dieser  .Aufstau  in  einer  gewissen  von  der  fraglichen  Stelle  aus  strom- 
aufwärts gelegenen  Flussstrecke  sich  geltend  machen  wird. 


§.  1.31.  Allgemeines  Verfahren  einer  angenüherten  Bestimmung  der  freien 

AVasseroberflliehe. 

Das  Bett  einer  gewissen  Flussstrccke  AIS,  die  hinlänglich  gerade  ist, 
um  von  Krümmungswiderständen  abstrahiren  zu  dürfen,  sei  in  Betreff  seiner 

48* 
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Gestalt  und  Lago  gegen  den  Horizont  durch  Nivellement  und  durch  Aa«- 
messuug  gewisser  Qucrprolilc:  P an  der  Stelle  B,  in  der  Entfernung  .it 
stromaufwärts  von  P,  P^  in  der  Entfernung  stromaufwärts  von  P^  etc. 
nüherungsweise  bekannt;  ein  seitlicher  Zu-  oder  Abfluss  von  Wasser  finde 
auf  der  ganzen  Strecke  nicht  statt,  so  dass  im  Beharrungszustande  dasselbe 
Wasserquantum  Q pro  Sec.  durch  jeden  Querschnitt  hiudureb  fliesst.  Bei 
gegebenem  Werth  von  Q sei  auch  die  Lage  des  Wasserquerprofils  in  der 
Ebene  des  Flussquerprofils  P (insbesondere  z.  B.  bedingt  durch  einen  nabe 
stromabwärts  der  Stelle  B projectirteu  Wchrbau,  Brückenbau  etc.)  und 
somit  der  Inhalt  = F,  das  benetzte  Querprofil  = p,  der  mittlere  Radius 
F 

r — dieses  Querschnitts  gegeben.  Die  freie  Wasseroberfläche  der 
P 

Fluss.strecke  AB  wird  dann  näherungsweise  gefunden,  indem  die  I^agen 
der  Wassenjuerprofile  in  den  Ebenen  der  Flussprofile  /\,  P^..  der  Uoiho 
nach  bestimmt  werden,  wozu  nur  nötbig  ist,  die  Gefiille  Ay,  Ay-^ . . . für  die 
Flussstrecken  As,  As^ . . . der  Reihe  nach  zu  berechnen.  Bezeichnet  nun 
den  Inhalt  iind  r,  den  mittleren  Radius  des  Querschnitts  bei  P,,  so 
kann  nacb  Gl.  (2)  im  vorigen  §.,  sofern  nur  As  hinlänglich  klein  ist,  ge- 
setzt werden: 


■ '>'  = -2,  ( d + l''Y’  2.' j + 1'  {'■  • r,  )J  2 ' 

wobei  zwar  F^  und  r,  erst  durch  die  gesuchte  Lage  des  Wasserquerprofils 
in  der  Quersebnittsebene  also  durch  Ay  bestimmt  siud;  nimmt  man 
aber  vorläufig  F^  und  r^  entsprechend  Ay  = 0,  so  liefert  obige  Gleichung 
einen  Näberungswerth  von  Jy,  durch  welchen  corrigirte  Werthe  von  /’j 
und  r,  bestimmt  siud,  mit  denen  nacb  der  Gleichung  ein  corrigirter  Werth 
von  Ay  berechnet  werden  kann  u.  s.  f.,  bis  zwei  aufeinander  folgend  ge- 
fundene Werthe  von  Ay  hinlänglich  wenig  verschieden  siud,  um  die  Rech- 
nung abscbliessen  zu  dürfen.  Offenbar  ganz  ebenso  kann  dann  ilie  laige 
lies  Wasserquerprofils  in  der  Querschnittsebene  P,,  gefunden  werden,  be- 
stimmt durch 


t 


fj 

is, 


+ »/ 


)]  t’ 


indem  als  erster  Näberungswertli  Ay.  — ‘ Ay  gesetzt  wird  u.  s.  f. 

/IS 
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§.  132.  Staucurve  bei  Torunssetzung  eines  cylindrischen  Canals. 


Behufs  einer  weiteren  und  erleichterten  Ausführung  der  im  vorigen  §. 
bchaudeltcu  Aufgabe  werde  die  Canalwaud  (das  Flussbett)  als  eine  Cj‘- 
liiiderfläche  von  gegebenem  Querprofil  vorausgesetzt,  deren  erzeugende 
Geraden  unter  dom  Winkel  u gegen  den  Horizont  geneigt  seien.  Eine  mit 
diesen  Erzeugenden  parallele  und  unter  demselben  Winkel  « gegen  den 
Horizont  geneigte  Ebene  E schneidet  alle  Querschnitte  in  homologen  Hori- 
zontalen //„ //fl  (l’ig.  50,  §.  127),  so  dass  für  jeden  Querschnitt  durch  die 
Höhe  h seines  Wasserquerprofils  über  der  Horizontalen  die  Lago 

dieses  Querprofils  (der  Wasserstand)  sowie  alle  Dimensionen,  insbesondere 
die  Grossen  F,  b,  p,  r (§.  123)  bestimmt  sind.  Irgend  ein  Läugenschnitt 
schneidet  die  Ebene  E in  einer  Neigungslinic  OS  (Fig.  52),  die  freie 
Wasseroberfiiicbe  in  einem  Liingenprofil,  das  hier  die  Stau  cur  ve  genannt 
werde,  und  die  Aufgabe  kommt  hinaus  auf  die  Bestimmung  dieser  Stau- 
curvc  durch  eine  Gleichung  zwischen  ihren  rechtwinkoligen  Coordinaten 
»,  h für  OS  als  Axe  der  s,  die  von  dem  willkürlichen  Anfangspunkte  0 
aus  stromabwärts  positiv  gerechnet  werde. 

Kig.  52.  Ist  zu  dem  Ende  (Fig.  52)  mn  ein  Ele- 

ment der  Staucurvo,  mp  parallel  OS  und  mq 
horizontal,  so  folgt  aus  der  Gleichung 
nq  — pq  — pn 

mit  Itücksicht  darauf,  dass  « ein  sehr  kleiner 
Winkel  ist: 

dy  = ads  — dh (1), 

ferner  aus  Fn  = Q = einer  gegebenen  Constanteii: 

uh 


Fdu  + udF  = 0; 


udF 

du  = 


■ dh 

h 


und  die  Substitution  dieser  .Ausdrücke  von  dy  und  du  in  der  Fundamental- 
gleichung (1),  §.130,  giebt; 

h 

' « (/*  — dh  = — dh  -f-  ip  (r,  u)  du 

J"  9 


b a* 

1-7  — 

rf*  = - - ^ dh  = II  dh 

u — i\)  (r,  u) 


(3) 
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als  Differentialgleichuug  der  Staucurvc,  iudcni h,  r und  « = — 

gegebene  P'unctionen  von  h sind,  somit  auch  H je  nach  der  Annahnäc-  in 
Betreff  der  I-’unction  i/j  eine  bekannte  Function  von  h ist.  Der  recipruke 
Werth  vou  H ist  = dem  Ueberschuss  des  Abliangs  des  Canals  Ober  das 
relative  Gefälle  an  der  betreffenden  Stelle,  nämlich  nach  Gl.  (1)  und  (3): 


I dh  dy 

II  du  di 


a — y 


(4^ 


Im  Allgemeinen  ist  11  nicht  auf  einfache  Weise  oder  überhaupt  nicht 
mathematisch  i uur  emiiirisch)  durch  h ausdrückbar,  so  dass  die  Integratioa 
vou  Gl.  (3)  zur  Berechnung  der  Strecke 


n 


für  welche  die  Wasserstandshöhe  eine  gegebene  Aenderung  vou  h bis  A„ 
erfithrt,  nur  näherungsweise  ausgeführt  werden  kann,  etwa  nach  der 
Simpson’schen  Formel: 

(n  4 + a//,  +..+  -I  77.  j 5, 

unter  n eine  gerade  Zahl  und  unter  77j,  7/,..  die  Werthe  von  77  für 

= h + --  (A„  - /.),  A,  = A + - {/<„  - /<).  - . 
n n 


verstanden.  Indem  man  so  i für  verschiedene  Werthe  von  A berechnet, 
erhält  man  ebenso  viele  Punkte  der  Staucurvc  ausser  dem  gegebenen 
Punkte  (»„,  A„ ) unmittelbar  oberhalb  der  Stelle,  wo  der  .\ufstau  ver- 
ursacht wird. 

Die  Berechnung  der  verschiedenen  Werthe  von  77  wird  wesentlich 
erschwert  durch  die  .\usrechuung  der  betreffenden  Functionswerthe  tf'  r,  m), 
besonders  wenn  dabei  nach  Gl.  (13),  §.  126 


u ■=  k ^r(fj  = 


.1  . ,13  + 
n rf> 


+ ^23  -)- 


0,001 5.0\  n 

^ V V STr 


rtf 


gesetzt  wird,  wonach  die  Berechnung  von  (f‘  = die  Auflösung 

einer  Gleichung  dritten  Grades  mit  der  Wurzel  erfordern  würde. 

Setzt  mau  aber 
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, Im*  p «* 

(f  = tp{r,  «)=__=  , 


F F- 

h M« 


also  „ = II  = 
(In 


p u- 

“ ~~  F I* 


so  kaun  man  sich  mit  einer  angenilhertou  nestimmung  des  in  dem  Aus- 
ilriicke  von  l noch  vorkommenden  (('  begnügen,  entsprechend  einer  ein- 
tuchen .\nnahme  in  Jletreff  der  Gestalt  der  Stancurvo.  Wird  etwa  die- 
selbe vorläufig  als  Kreisbogen  angenommen,  der  das  mit  der  Axe  OS 
vFig.  b’2)  parallele  Längenprofil  W„  (F'ig.  r>3)  des  ungestauteu,  d.  h.  dos 
in  gleicher  Menge  in  demselben  Canal  gleichförmig  fliessenden  Wassers 
Fig.  M.  in  berührt,  und  sind  A,  A„  die 

Punkte  dieses  Kreisbogens,  denen 
A ^ ^ die  Abscissen  *,  »„  mit  IJezug  auf 

Fig.  52  entsprechen,  so  dass  iu  Fig.  53 
ATF=A-/,,,  A„W,  = h„  — h^ 
ist,  unter  A„  den  constauten  Werth  von  h für  das  ungestaute  Wasser  ver- 
standen, so  ist  wenn  AT  und  A„^’,^  den  Kreisbogen  beziehungsweise  in 
A und  A„  berühren  und  die  Winkel  f/ , mit  dem  Horizont  bilden 
= den  relativen  Gefällen  bei  A,  , 

Winkel  ATW  — n — w:  TA„  = TA  = TW 


^ 's 

II 

y H ) Aq  - 

= T„  A„  : 

AW-.TW  AW 

T W 

■'  « " M 

A W A, 

'I'W":  ~ 

~TW^  ~ 

A„IT„  yi 

AW  i/Ä,jr~  1 / 

A W 1 

//<-/,„ 

A..w„y  AW  y 

A,.W„  ~ 1 

/ K — K 

II 

I 

s 

« 

)1/^A 

’ y K - h. 

Aus  <f  ergiebt  sich  f// vermittels  der  diese  letztere  Grösse  defiidrendeu 
Gleichung: 

, u-  udu 

(t>  — <f  y»  = = ~r. 


, 11-  udu 

{•p-<f)ds  = rf  ^ 

woraus  mit  Uücksicht  auf  Gl.  (2)  und  (4)  folgt: 


, M uh  dh  b u- 

ff  —ff  = - - = (n  — if) 

3 i'  d»  J 9 
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<P  = <P  + («  — y)  -7;  - - 
^ 0 


'*'}■ 


Weil  übrigens  für  </■„  in  Gl.  (7)  doch  nach  Schätzung  ein  sehr  kleiner 
Bruch  angenominen  werden  müsste,  so  kann  mau  auch  mit  Rücksicht  auf 
den  nur  sehr  inässigen  Grad  von  Annäherung,  den  diese  ganze  Rechnung 
beansprucht,  in  Gl.  (7)  für  fp  den  etwas  grösseren  Werth  y' setzen,  falls 
nur  f/"„  etwas  reichlich,  etwa  = 0,1  a veranschlagt  wird.  Dadurch  erhält 
man  für  den  vorliegenden  Zweck  genau  genug: 


f/  = (( 


(9, 


Schliesslich  ist  hervorzuhebeu,  dass  die  Anwendbarkeit  von  GL  (5) 
zur  augenäherten  Berechnung  des  Integrals  = »„  — * an  zwei  Bedingungen 
geknüpft  ist  Wenn  insbesondere  für  einen  gewissen  zwischen  den  In- 
tegrationsgrenzen  liegenden  Werth  der  Variablen  A der  Nenner  des 
Ausdrucks  von  7/  = Null,  also  7/  unendlich  würde,  nach  Gl. (6)  ent- 
sprechend = 0,  d.  h.  der  gleichförmigen  Bewegung  des  gegebenen 
fit 

Wasseripiantums  Q in  dem  gegebenen  Canal,  so  würde  das  Integral  eine 
Theilung  und  eine  besondere  Untersuchung  beider  Theilc  erfordeni.  Wenn 
cs  sich  andererseits  ereignen  sollte,  dass  für  einen  gewissen  Werth  von  A 
zwischen  den  Intcgrationsgrenzen  der  Zähler  des  Ausdrucks  von  77. 

folglich  77sclbst  = Null,  — nach  Gl. (6)  unendlich  wird,  entsprechend 

dt 

einer  gegen  das  I^ängenprofil  des  Canals  senkrechten  Richtung  der  Wasser- 
oberfläche, so  würde  dieser  Umstand  das  Stattfindeu  einer  uuUt  dem 
Namen  des  Wassersprunges  oder  der  Wasserschwelle  (ressaut  snjior- 
ficicl)  bekannten,  zuerst  von  Bidono  beobachteten  Erscheinung  andcuten, 
welche,  indessen  auch  eine  besondere  Untersuchung,  erfordert,  weil  die  obize 
Entwickelung  von  Gl.  (6)  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  die  Bahnen 
der  Wasserthcilchen  überall  nur  wenig  gegen  das  Läugenprofil  des  Can;ils 
geneigt  sind. 

In  der  Regel  sind  die  Verhältnisse  von  solcher  Art,  dass  sowohl  der 
Zähler  als  der  Nenner  des  .\usdrucks  von  77  (Gl.  6)  beständig  positiv  ist 
Der  Zähler  ist  nämlich  positiv,  wenn 


ist,  z.  B.  für  f = 0,25  0,5  1 2 4 Mtr. 

0 

u < 1,57  2,21  3,1.3  4,43  6,26  „ 
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uiid 


p 

F k'‘ 


P Q* 
>’5  i-i 


Sofern  ausserdem  mit  wachsendem  h 
h _ h 
F g F^  g 

ohne  Ende  abnehmen,  indem  2>’*  schneller  wächst,  als  h oder  p,  auch  k 
F 

mit  wachsendem  r = — zuiiimmt,  ist  der  Nenner  des  Ausdrucks  von  II 
V 

j»ositiv,  wenn  h grösser  als  derjenige  Werth  ist,  für  welchen,  dem  un- 
gestauten  oder  gleichförmig  flicsseudeu  Wasser  entsprechend,  jener  Nenner 
Null  ist. 

Unter  solchen  Umstünden  ist  also  auch 


1 

Tl 


dh 

du 


1 — 


p u‘ 

F k- 
b «s 


positiv,  nimmt  folglich  h mit  « zu.  An  jener  Stelle,  wo  die  Staucurvc  das 

dh 

Liingenprofil  des  ungestauten  Wassers  berührt,  ist  -■  ==  0;  sofern  aber 

d» 

mit  wachsendem  h oder  s 


I <»  « 

0 U-  P U“ 

f 7 “ f-  e 


dh 


ohne  Endo  abnehmen,  nähert  sich  im  Sinne  der  Strömung  - der  Grenze 

ds 

(t,  nach  Gl.  (4)  folglich  y der  Grenze  Null  um  so  mehr,  je  höher  das  Was- 

dh 

ser  gestaut  ist,  und  zwar  zunehmeud,  (r  abnehmend,  entsprechend  einer 

du 

nach  oben  concaven  Krümmung  der  Staucurve. 


§ 1%{.  Entwickelte  Gleiehuiig  der  Staucurve. 

Das  Integral  der  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  kann  als  ein  geschlossener  Aus- 
druck erhalten  werden,  wenn  für  den  Coefficienten  k ein  constan- 
tcr  Werth  angenommen  wird,  und  wenn  das  Querprofil  des  Canals 
von  solcher  Gestalt  ist,  dass  b,  p,  F ganzen  Functionen  von  h gleich 
zu  setzen  sind,  etwa  nach  §.127 

^ = ^0  

P = Pi)  + »fcßi) 

F,  -f  hb,  + h‘-(lgß^  + tgß,) 
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mit  constanten  MittolwertLcn  von  ß^  und  Beniorkcnswcrth  ist,  das- 
in  allen  solchen  Filllen  die  Stancurve  sich  asymptotisch  deic 
Längenprofil  des  gleichförmig  fliessenden  Wassers  anscbliesst. 
Indem  nämlich 


"*  *»  — * = / 7-/,, 


dh 


wird,  unter  /(h  ) und  /’,(/*)  ganze  Functionen  von  h verstanden,  und  h — i,, 

(entsprechend  = 0)  eine  Wurzel  der  Gleichung /,  (4)  = 0 ist,  voraus- 
d» 


0,  enthält  das  entwickelte  Integral  (dem 
: h — /ig  entsprechend)  ein  Glied  mit  dem 
unendlich  wird. 


gesetzt  dass  nicht  auch  /{h)  - 
I’artialbruch  mit  dem  Nenner 
Factor  /«(A  — 4^),  welches  für  4 

Zur  Ausführung  der  Kechming  ist  es  am  einfachsten,  die  im  vorigen  5. 
mit  E bczeichiictc  Ebene,  welche  die  Querschnitte  in  den  homologen  Hori- 
zontalen U^JI^  schneidet,  in  der  freien  Oberfläche  des  ungestauton  thei 
gleicher  Menge  Q in  gleichförmigem  Beharrungszustando  fliessenden)  Wa.^ 
sers  anzunehmen,  so  d:iss  4^  = 0 ist  und  4 die  Erhebung  der  Wasser- 
oberfläche au  irgend  einer  fstellc  in  Folge  des  Aufstaues  au  einer  gewissen 
stromabwärts  gelegenen  Stelle  bedeutet.  In  den  obigen  Gleichungen  (I 
sind  dann  4^,  beziehungsweise  die  Wasserhrcite,  das  benetzte  Quer- 

prolil  und  der  Querschnitt  des  ungestauten  Wassers.  Schreibt  man  nun 
Gl.  (6)  im  vorigen  §.  in  der  Form: 

4 

d^  _ /’■•*  g 

dh  p <1-  ’ 

“ J- 

dh 

so  folgt  mit  llUcksicht  darauf,  dass  für  4=0  auch  --  = 0 ist,  auf  Grund 

du 

der  Annahme  eines  constantou  Coeflicienten  k (vorausgesetzt  dass  der 

ds 

Zähler  dos  Ausdrucks  von  nicht  = 0 wird): 


dh 

(p 

J'V 


Pa 


3 7.»  i 


(p  = nk“- 


dx 

Th 


1 

« 


9_  Vji  ^ y) 

Pa  \ I f 


F “ 

^ u 

Pü 

, 3 


«4* 

9 


G")- 

^0 

f-') -- 

\Vj  Pa 


b 

Pa 


i-Ji 


.13. 
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Ilierin  wären  b,  p,  F als  Functionen  von  h,  z.  B.  nach  obigen  Glei- 
chungen (1)  einzusetzeu.  Um  aber  ein  biiiläuglicb  einfaches,  praktisch 
brauchbares  Resultat  zu  erhalten,  ist  eine  weitere  Vereiufachuug  nöthig, 
und  zwar  werde  angenommen: 

1)  cs  sei  die  Breite  so  überwiegend  über  die  Tiefe,  dass 
ohne  wesentlichen  Fehler 

p = b,  p^  b^ 

gesetzt  werden  kann,  und 

2)  cs  sei  die  Caualwand  oberhalb  der  freien  Wasserober- 
fläche des  ungestauten  Flusses  hinlänglich  wenig  gegen  die 
Lothrechte  geneigt,  um  ohne  erheblichen  Fehler  auch 

b = b, 

setzen  zu  dürfim,  was  unter  übrigens  gleichen  Umständen  um  so  eher  ge- 
schehen darf,  in  um  je  höherem  Grade  die  Voraussetzung  unter  1)  erfüllt 
ist.  Setzt  man  nun,  unter 


F, 


h h 


die  mittlere  Tiefe  dos  ungestauteu  Wassers  verstanden, 
F a -j-  h 


so  geht  Gl.  ;3)  über  iu: 


fois 


a:,  also  dh  = adj-, 


ak“- 


ds 


_ !/ 

a — 1 « \ — i / 


dx 


(4). 


a -J  H 

Bezeichnet  H das  gegebene  Maximum  der  Stauhöhe,  X — den 

a 

entsprechenden  Werth  von  x,  und  z die  Entfernung  vom  Orte  dieses  Maxi- 
mums stromaufwärts  bis  zu  der  Stelle,  wo  die  Stauhöhe  = h II  ist, 
so  ist  ds  = — rfz,  und  ergiebt  sich  durch  Integration  von  Gl.  (4): 

r / (tk^\ 

z = --_)(.•_/)  


(5) 


H—h 


oder  auch: 
id*\ 


« ß \ ff  / 


(6). 


Bas  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  diejenige  Entfernung,  bis  zu 
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welcher  die  Stauhöhe  von  H bis  h abnehmen  würde,  wenn  dio  Stauenrre 
eine  horizoutalc  Gerade  wäre.  Was  dio  mit  i bezeichneto  Functiou  von  t 
betrifft,  BO  ist  wegen 


1 / 1 


dx 


x^—\  3Var— 1 


X ‘2 
■e-  -h  X \ 


dx 


\ dx  1 (2a;  l)f/a;  1 

’3  X—  1 “ G X-  + X + 1 


dx 


1 


= - dln'x — 1) — , dln[x'^  -f-  x 1) r 

o U J 


+ ( 


dx 

•2x  + 1 * 

V‘i  > 


1 (X-  ly-  1 1>X  + 1 

= d/n  . — — — rrr  d arctfi  - - - 

(>  X-  + X + 1 ya  ya 


^ ya 


(irctif 


■2r_  + J 

y:i 


wozu  eine  beliebige  Constanto  gefügt  werden  kann,  etwa 

1 

so  dass  schliesslich 


ln 


fl+  + i 

(x — 1)^ 


1 

V3 


l>x  -f-  1 
arccotg  — — 


wird;  I = i mit  X statt  x.  Hiernach  ist  für 


(«) 


h = oc,  X = oo  : i = 0 
/»  = 0,  X = 1 : I = oo 

Dio  letzteren  zusammcngchörigeu  Wertlie  bestätigen  die  obige  allgemeine 
Bemerkung,  dass  die  Staucurve  asymptotisch  in  das  Längenprotil  des  Was- 
sers für  die  gleichförmige  permauente  Bewegung  übergeht;  die  erstoren 
lassen  erkennen,  dass  das  zweite  Glied  im  Ausdrucke  (6)  von  z mit  um  so 
geringerem  Fehler  vernachlässigt  werden  kann,  je  grösser  II  und  h bt'i 
gegebenem  a sind. 

Dio  Werthe  von  i für  beliebige  Wertho  von  x zwischen  1 und  3o, 
also  von  — zwischen  1 und  0,  können  der  folgenden  Tabelle*  entnom- 

X 

men  worden. 


• M.  Bresse,  Coiirs  de  mecanique  appliqude,  II.  partie,  l’aris  IW» 
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1 

X 

i 

1 

X 

i 

1 

X 

t 

1 

X 

t 

1 0,999 

2,1834 

0,94^ 

0.8418 

0,800 

0,4198 

0,48 

0,1207 

1 0,998 

1,9523 

0.942 

0,8301 

0,795 

0,4117 

0,47 

0,1154 

1;  0,997 

1.8172 

0.940 

0,8188 

0,750 

0,4039 

0,46 

0,1102 

jj  0,99G 

1,7213 

0,938 

0,8079 

0,785 

0,.39G2 

0,45 

0,10.52 

l|  0,995 

1,G4G9 

0.93G 

0,7973 

0,780 

0,3886 

0,44 

0,1(»(»3 

||  0.994 

1.58G1 

0,9.34 

0,7871 

0,775 

0,3813 

0,43 

0,0955 

0,993 

1,5348 

0,932 

0,7772 

0,770 

0,3741 

0,42 

0,01K)9 

1 0,992 

1,4!K)2 

0.930 

0,7G75 

0,7G5 

0,3671 

0,41 

0,(»865 

I 0,991 

1,4510 

0,928 

0,7581 

0.7G0 

0,3G03 

0,40 

0,0821 

il  0,9fK) 

1,4159 

0,92G 

0,7490 

0,755 

0,353G 

0,39 

0,0779 

l|  0,989 

1,3841 

0,921 

0,7401 

0,750 

0,3470 

0,38 

0,0738 

jt  0.988 

l,a551 

0,922 

0,7315 

0,745 

0,3406 

0,37 

0,0699 

l|  0,987 

1.3284 

0,920 

0,7231 

0.740 

0,3343 

0,36 

0,0660 

|j  0.9HG 

1,:1037 

0,918 

0,7149 

0,735 

0,3282 

0,35 

{»,(»623 

0,985 

1.2807 

0,91G 

0,70G9 

0,730 

(»,3221 

0,34 

(»,0587 

li  0.984 

1,2592 

0,914 

O.G9!M» 

0,725 

0,3162 

0,33 

0,0553 

1 0,983 

1,23!K) 

0,912 

0,G914 

0,720 

(»,3104 

0,32 

0,(»519 

j 0,982 

1,2199 

0,910 

O.G839 

(»,715 

0,3047 

(»,31 

O.Ol.^ 

0.981 

1,2019 

0,908 

0»G7G(i 

0,710 

0,2991 

0,30 

0,0455 

0,980 

1,1848 

0.90G 

0.GG95 

0,705 

0,29.37 

0,29 

(»,(»425 

''  0,979 

1,1G.SG 

0,‘H)4 

0,GG25 

0,70 

0.2K83 

0,28 

0,0395 

!'  0,978 

1,1531 

0,902 

0,töf)G 

0,G9 

0,2778 

0.27 

0,0367 

■\  0,977 

1,1383 

0.!MK) 

0.G489 

0,G8 

0,2677 

(»,26 

0.0,340 

' 0,97G 

1,1241 

0,895 

0,(1327 

0.G7 

0,258(» 

0,25 

0,0314 

’l  0,975 

1,1105 

0,890 

0,G17.3 

0,0G 

0,2486 

(»,2i 

0,0290 

jl  0.974 

1,0974 

0,885 

0,(W25 

0,G5 

(».2395 

0,23 

(>,(»266 

l|  0,973 

1,0848 

0,880 

0,5884 

0,(!4 

(»,2306 

0,22 

0,0243 

il  0,972 

1,0727 

0,875 

0,5749 

0,(15 

(».<2221 

0,21 

0,0221 

il  0.971 

I.OGIO 

0,870 

0,ÖG19 

0,G2 

0,2138 

(»,2(» 

0.0201 

II  0,970 

1,0497 

0.8G5 

0..5494 

0,G1 

0,2058 

(»,19 

0,0181 

1,  0,9G8 

1,0282 

O,8G0 

0,5374 

0,G0 

0,1980 

(»,18 

0,0162 

|!  0,9GG 

1,0080 

0,855 

0..52.58 

0,59 

0,19(»5 

0,17 

0,0145 

|i  0,9G4 

0,981K) 

0,8.50 

o,514G 

0,.58 

0,1832 

0,16 

0,0128 

0,9G2 

0,9709 

0,845 

0..5037 

0,57 

0,1761 

0,15 

0,0113 

l|  0,9GO 

0,9.539 

0,840 

0.49.32 

0..56 

0,1692 

0,14 

0,(X198 

Il  0.958 

0,937G 

0.8.35 

0,1831 

0,55 

0,1625 

0.13 

0,0085 

0,95G 

0,9221 

0,830 

0.473.3  ' 

0,54 

0,1560 

0,12 

0,{H»72 

0.954 

0,9073 

0,825 

0.4(157 

0,5.3 

0,1497 

(»,11 

0,0061 

0,952 

0,8931 

0,820 

0.1511 

0,52 

0,1435 

0,10 

0,0050 

; 0,950 

0,8795 

0,815 

0,4454 

0,51 

(».1376 

0,09 

0,0041 

0.948 

0.8GG5 

0,810 

0,43G7 

0,50 

0,1.318 

(»,08 

0.0032 

0.94G 

0,805 

0,4281 

0,49 

(».1262 

0,07 

0,0025 
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Was  den  in  Gl.  (6)  dem  Coefficienten  i beizulegenden  Werth  betriS. 
so  ist  zu  bemerken,  dass  er  durch  Gl.  (2;  demjenigen  = gleich  gesetr 
wurde,  welcher  eigentlich  nur  dem  gleichförmigen  Beharrungszustando  dr 
ungestauten  Wassers  entspricht: 


" f'o  V «^0 


'8i. 


unter  Mo  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  ungestauten  Wassers  verstanden, 
womit  Gl. (6)  auch  geschrieben  werden  kann: 


= i \ii—h  + 

« L \ g / 


19'. 


Um  aber  ein  Urtheil  über  die  Grösse  des  Fehlers  zu  gewinnen,  der 
durch  die  Annahme  k = Connt.  = begangen  wurde,  ist  di(>ser  Coeffi- 
cient  k für  irgend  eine  Stauhöhe  A,  insbesondere  sein  Greiizwerth  k = K 
für  h — II  auf  folgende  Weise  richtiger  zu  berechnen.  Zunächst  kann 
man  bemerken,  dass  für  den  Theil  c//des  relativen  Gefälles  <f  , welcher  an 
der  Stelle  der  beliebigen  Stauhöhe  h mit  den  Widerständen  im  Gleich- 
gewichte ist,  gemäss  der  Annahme  eines  constanten  Coefficienten  k dit- 
Gleichung  gilt: 


M fl  I /fl  I h (f’ 

«-}-/(  1/  fl  « ' 


Somit  ist  nach  §.  12G,  Gl.  (1.3)  besser: 


-I-  2.3  + 


k = 


0,00155 


«in  4. 

n \ u j y„  h 


Ul. 


insbesondere  k — K für  h — U,  x — X,  wobei  für  — der  Werth  ge- 

n 

setzt  werden  muss,  welcher  aus  der  Gleichung 


1 

n 


— -1-  m • 
n 

i,nt 

I M 


m — 23  -I- 


0,(X)155 

n 


»'  Vfl 


(jfl  — i„) 


1 

» 


mkf^ 

Vfl 
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m 


' V« 


Roispicl.  — Ein  Fluss,  dessen  relatives  Gefälle  « im  gleichförmigen 
1 Joharriingszustande  — 0,0001 15  gemessen  wurde,  hijhe  eine  Breite  i = 70 
>Itr.  und  bei  dem  Wasserquantum  Q = 10  (’ubikm.  die  mittlere  Tiefe 
rt  = 1,05  Mtr.  Wenn  derselbe  bei  dieser  Wassormenge  durch  ein  Wehr 
uni  7/ = 1,5  Mtr.  aufgestaut  würde,  so  soll  ermittelt  werden,  in  welchen 
Kiitfemungen  vom  Wehr  stromaufwärts  die  Stauhöhe  noch 


0,6  0,1  0,2  Mtr. 


betragen  wird.  Hier  ist 


-—  = 0,5142:  fl—  ■’  = 1,0108  Mtr. 

1,05 . 70  ’ ’ // 


mit  ff  — 9,81;  ferner  nach  obiger  Tabelle 


für  ' = = 0,112  : 7 = 0,0871 

X 2,55 


und  für  h = 0,6 

0,4 

0,2 

Mtr. 

also 

1 _ 1,05 

1,05 

1,05 

T 1,65 

1,15 

1,25 

= 0,6.36 

0,724 

0,840 

i = 0,2272 

0,3150 

0,1932 

(«-""*)(/- 

-7)  = 0,1  126 

0,2321 

00 

c 

Mtr. 

V a / 

also  mit  77- 

- A =i  0,9 

1,1 

1,3 

nach  Gl.oj): 

%a  1,0426 

1,3321 

1,7138 

z — 9066 

11583 

14902 

Weil  übrigens  nach  Gl.  (8) 

i-.,  49,52 

und  damit  nach  Gl.  (12) 

= 49,01  entsjirechend  « = 0,0204 
n 

gefunden  wird,  ergiebt  sich  nach  Gl.  (11)  für  A = 77  und  x = X: 

K = 70,47  = 1,42.S 

wonach  sich  eine  grosse  Genauigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  von  z nicht  _ 
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erwarten  lässt.  Derselbe  ist  zwar  ein  um  so  kleinerer  Theil  des  ganzen  s, 
je  grösser  h,  nämlich 

_ 0,14Ü6  0,2321  0.1138 

1,0120  1^3321  l,7llW 

= 0,137  0,171  0,241 

für  h = 0,6  0,4  0,2  Mtr., 

allein  jo  grösser  h,  desto  mehr  ist  auch  der  wahre  Mittelwerth  des  Coefii- 
cienten  k für  die  betrachtete  Strecke  des  aufgestauten  Flusses  von  ver-  , 
schieden,  desto  fehlerhafter  folglich  die  obige  Berechnung  dieses  zweiten  ] 
Bestandtheils  von  *.  — 

Ein  richtigeres  Resultat,  als  nach  dieser  üblichen  Rechnungsweisc, 
ist  zu  erwarten,  wenn  in  der  Gleichung 

i Q“- 

* _ 

"dh  ~ p <2=*  ’ 


von  der  die  vorstehende  Entwickelung  ausging,  dem  Coefficieuten  k ein 
zwar  auch  constanter,  aber  von  4-„  verschiedener,  den  jedesmaligen  Um- 
ständen angepasster  Werth  boigelegt  wird,  etwa  gemäss  Gl. (11): 


1 

fl  1 
H 


y.  + 23  + -r 

n ii 


4 (^-3  + 

n \ 


0,001  r)5 

a 


1 


) V«  , 


mit  A,  = 


u 4 h 


und  x^~  — 


1 


während  — nach  Gl.  (12)  bestimmt  wird.  Mit 
n 

a-  3=0- 

' 0 *1) 


' 0 
Po 


erhält  dann  die  Gleichung  die  allgemeinere  Form: 
1 — 

1 


dH 

~dh 


1 

a 


( 

/C  3_ 

ak,- 

h 

,9 

Po  ' 

.Fl 

1 l. 

H 

Po 

P / 

/■V4  “ 

''  ( 

//.  \ 2 
/*0  \ 

p 

\k) 

Po  ■ 

.f) 

l. 

yo> 

Po 

Anmilimen 

unter  1) 

und 

2)  mit 

• (13;!. 


(3,a) 
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l'  = Po  = » i ir  = — = X-,  dh  = ndx 

T..  a 


cik  * 

^3 


«V 


d.K  - - 


^ ^:=*  — fyj' 


..  , '■  k . 

M + ^ ■ 


dr  . (4,a). 


tth  ^ M " 

Daraus  folgt  mit  = '*  naoli  Gl.  (8)  und  wenn 

<J<' 


c*,  also  c 


f;)“ 


(14) 


gesetzt  wird,  durch  Integratiou  von  H bis  k resp.  X bis  x: 

3 = — fd»  = - 
'>  IC 


A'- 

\ (ja  / 

1 X*  — c^J 

oder  wegen 


7/ 


mit  X = — 


_ r _ _ 1 r „ _ i' 

J — T ~ 7* 

+ (,■■-/•)] 

Dabei  können  i'  und  /'  der  obigen  Tabelle  fUr  die  Argumente 
1 c ac  1 c ac 

7'  ~ X ~ 7+  /•  ’ A"  J ~ 7+“77 

entnommen  werden. 

Für  das  obige  Beispiel: 

a = 1,05;  o = 0,000115;  % = 0,5442;  7/  = 1,5 

ist  = 49,52  und  — = 49,01.  Damit  ergiobt  sich 
n 

für  /i  = 0,6  0,4  0,2 

Ai=7  1,05  0,95  0,85 

x^=  2 1,9048  1,8095 

k — 63,28  61,72  60,20 

c = 0,8492  0,8634  0,8779 

Ornahof,  theort<i.  MaMcbinenlehre.  1.  49 


(9,  a). 


15) 
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ac 


ac  ■ 


1 

.'/  c*  - 
1 
X 

0,8498 

0,8661 

0.8826 

0,540 

0,625 

0,737 

i'  = 

0,1560 

0,2180 

0,3306 

1 

X'~ 

0,350 

0,356 

0,361 

l'  = 

0,0623 

0,0645 

0,0664 

(*•'-  /')  = 

0,0776 

0,1329 

0,2332 

za  — 

0,9776 

1,2329 

1,5332 

z — 

8501 

10721 

13332 

also  um 

565 

862 

1570 

Mtr., 


kleiner,  als  nach  der  frttlieren  Keclinung.  — 

Bei  der  Anlage  eines  Wehrs  behufs  der  Conceutration  eines 
möglichst  grossen  Theils  des  (jefilllcs  einer  gewissen  Fluss- 
strecke zum  Betriebe  hydraulischer  Kraftmaschinen  handelt  es 
sich  gewöhnlich  um  die  Bestimmung  der  Höhe  7/,  um  welche  an  einer  ge- 
wissen Stelle  das  Wasser  höchstens  aufgestaut  werden  darf,  damit  die  da- 
durch bedingte  Erhebung  der  Wasseroberfläche  in  der  Entfernung  a stroc»- 
aufwärts  von  jener  Stelle  höchstens  = h sei.  Diese  Aufgabe  ist  durtt 
succcssivc  Näherung  zu  lösen.  Nach  GI.(‘J)  oder  (il,  a)  ist 

7/  za  -j-  h 

und  zwar  um  so  mehr  kleiner,  jo  kleiner  h ist  und  je  grösser  voraussicht- 
lich 77  sich  ergehen  wird.  Ein  hiernach  vei-suchsweisc  angenommener  Ni- 
herungswerth  von  77  ist  dann  zu  gross  oder  zu  klein,  jeuachdem  der  damit 
zu  berechnende  Werth  von  z grösser  oiler  kleiner,  als  der  gegeheue.  ge- 
funden wird.  Wenn  man  sich  zu  dieser  Hechnuug  und  den  etwa  nöthig 
werilenden  Wiederholungen  derselben  mit  corrigirten  Werthen  von  77  der 
verhosserten  Gleichung  (9,  ä)  bedient,  so  wird  es  doch  wenigstens  zuhLssig 
sein,  (len  mit  einem  ersten  oder  zweiten  Näherungswerth  von  77  nach 
Gl.  (13)  und  (14)  berechneten  Coefticienten  c endgültig  auch  bei  weiteren 
Correclionsrcchnungen  heiziihehalten. 
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§.  134.  Yerschlcdcue  SpecialfUlIe. 


Bei  (len  Untersuch urrcu  in  den  zwei  vorigen  Paragraphen  wurde 
speciell  der  Fall  ins  Auge  gefasst,  dass  das  Lilngenproiil  des  im  nngleich- 
foniiigeii  Bcharrangszustaude  fliessenden  Wassers  (als  Staucurve  im  engeren 
SinnC;  eine  oberhalb  des  geradlinigen  Längenprotils  des  gleichförmig  flies- 
senden Was.sers  gelegene,  nach  oben  schwach  concav  gekrümmte  Curve 
bildet,  deren  Neigung  gegen  den  Horizont  <(  « ist.  Ausser  diesem  tech- 
nisch wichtigsten  Specialfalle  können  indessen  noch  mehrere  andere  statt- 
linden, die  sich  ihrem  allgemeinen  Character  nach  am  übersichtlichsten 
durch  eine  Discussion  der  unter  den  Voraussetzungen  des  vorigen  §.  ent- 
wickelten Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Curvo  erkennen  lassen.  Dabei 
mag,  da  die  durch  Gl.  (9,  «)  im  vorigen  §.  zum  .\usdruck  gebrachte  Cor- 
rcction  nur  bei  der  Benutzung  eines  je  nach  den  Umstünden  verschiedenen 
Stücks  der  fraglichen  Curvo  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  hier  es  sich 
aber  um  die  ganze  Curve,  um  die  Gesammtheit  aller  möglichen  Fülle 
handelt,  von  der  einfacheren  Gl.  (5)  des  vorigen  §.  ausgegüugeu  werden, 
die  darauf  beruht,  dass  der  Coefficient  k constant  = demjenigen  Werth 
gesetzt  wurde,  welcher  eigentlich  nur  dem  gleichförmigen  Beharrungszu- 
stande der  in  dem  betreffenden  cylindrischen  Canal  tliessenden  betreffenden 
Wassermengo  entspricht.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung,  übrigens  unter 
Beibehaltung  der  früheren  Buchstabenbezeichnungen, 


ff 


ffa 


(1), 


i=f{x),  I=f{X),  und  stellt  man  die  ursprüngliche  Richtung  der 
.\bscisseuaxc  (Axe  der  »,  positiv  stromabwürts^  wi(>der  her,  setzt  also 
z = S — s,  unter  S die  Abscisso  des  Punktes  verstanden,  dessen  Ordinate 
h = 11  ist,  so  kann  die  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 


(.  _ 5)  = X - X - (1  - .U>)  (/(»  -/(X)l 

a 

oder  auch,  wenn  hier  mit  h die  mittlere  Wassertiefe,  also  die  Höhe 
des  Wassenpierprotils  über  der  Ebene  bezeichnet  wird,  welche  der  freien 
Oberfläche  des  im  gleichförmigen  Ikharrungszustande  fliessenden  W.a.ssers 
im  Abstande  a darunter  parallel  ist  und  die  Grundebenc  genannt  werden 
mag  (bei  einem  Canal  mit  vcrticalen  Seitenwünden  und  ebenem  Boden  mit 
letzterem  zusammeiifallend),  wenn  somit  h — ax^  II  = aX  gesetzt  und 
die  *-Axe  in  einer  Xcigtingslinie  der  Grundebene  liegenil  angenommen  wird: 

49* 
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u{$~  S)  — k — H—  « a — X») \f  'x 


S und  JI  können  nun  als  Coordinaten  irgend  eines  bestimmten,  thi- 
gens  willkürlich  zu  wäbleudcn  Punktes  der  Cune  betrachtet  werden;  wir! 
insbesondere  //  = 0 gesetzt  und  der  Ursprung  der  Coordinateu  in  diesei 
Punkt  verlegt,  so  dass  auch  S = 0 ist,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der 
Cune  wegen 


/(O)  = arccntn 

ys  y» 


m ■=  h — (1  — k^[f(x)  -j-  «)(i 

mit  //  = = 0,G04G. 

sy3 


Daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf 


df.X) 

dh 


df'x)  dx 
dx  dh 


1 I 


1 —x^  a 


du  1 — du  1 /.*  — 

dh  1 — x^  ' dh  « 1 — x^ 


l3 


rf**  _ 1 — 3(1  — 1 _ 1— ;i='/  X 

dh^  a (1 — X®)*  a ' au  \1 — x^) 


£s  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jcuachdem  X kleiner  oder 
grösser  als  1 ist. 


1)  Im  Falle:  < 1 , «#  < V!?".  “ < f* 

d** 

ist  „ i beständig  negativ,  die  Curve  also  überall  concav  stromaufwärts  ge- 

rt/(* 


lg.  a4. 


krümmt:  Fig.  54 *j.  Ini  Punkte 

A (x  — 0)  beginnt  die  Cnrrc 

......  « 

mit  der  Neigung  — = — gegen 
dx  X“ 

die  *-Axc  und  mit  unendlich  Schwa- 
de» 

eher  Krümmung  wegen  - — = 0; 

dh^ 

bei  wachsendem  * bleibt  zunächst 


*)  Diese  Figur,  Bresse’s  Mecanique  appliqu^e  entiionnnen,  ist  für  A’ •=  0.A 
also  «„  =.  0,.ö477  (ja  gezeichnet,  indem  dabei  für  die  Längen  s der  Maa,ssstab 
200  mal  so  klein  genommen  wurde,  wie  für  die  Höhen  h,  so  dass  auch  n und 
alle  Neigungswinkel  der  Curve  gegen  die  Horizontale  und  gegen  die  a-Axe  ent- 
sprechend zu  gross  erscheinen. 
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— positiv  bis  im  Punkte  B tm  x = X,  h — A«,  jener  Differentialqnotiont 

(IK 

unendlich,  die  Curve  rechtwinkclig  gegen  die  «-Axe  gerichtet  wird  und  nun 

iin  Sinne  der  negativen  *-.\xo  su  verlaufen  aufangt,  indem  — - negativ  wird 

d» 

für  X X.  Bemerkonsw erth  ist,  dass  die  Umkehrung  bei  B mit  einem 
gegen  a sehr  kleinen  Krümmuugshalbmesser  (>  statttindet;  indem  nämlich 
für  X — X 

dh  ’ dh-  na  1 — X^ 

ist,  ergiebt  sich  der  Absolutworth 


0 + rf/rj 


p - ± “ ^ 


a 1 — >1® 

.s  r 


oder  mit  - = (Gl.  1):  p = X(1  — X^)  a 

g iSk 

. . <7<*  i,r>4f)  „ 1 

höchstens  = 0,1575  n für  X^  = — , 

insbesondere  z.  B.  p = 0,000f>18  a mit  dem  Mittelwcrth  X = 50. 


Für  a:  = 1,  h = a,  wird 


0 und  s = — oo  wogen  /(l)  = oo. 


Die  Curve  nähert  sich  asymptotisch  dem  geradlinigen  Längcnprotil  CIF  des 
im  gleichförmigen  Beharrungszustando  fliessenden  Wassers. 

•r,  , , 1 . • 

r ür  X ]>  1 wird  - - wiederpositiv  und  wächst  bis  - - = o für  x = oc. 
««  ds 

Der  entsprechende  Curvoiizweig  CD  geht  asymptotisch  von  der  Geraden 
CW  aus  und  nähert  sich,  jo  mehr  f{x)  in  die  Grenze /{po)  = 0 übergeht, 
mehr  und  mehr  nach  Gl.  ("2)  der  horizontalen  Geraden 
m = A — (1  — X^)  na 

als  zweiter  Asymptote.  Letztere  schneidet  die  Axe  All  im  Punkte  JIi, 
oberhalb  4,  für  welchen 

AII^  = (1  — A»)  g« 

ist,  und  die  Gerade  CW  im  Punkte  L mit  der  Abscisse 

AS.  = u . 

« 
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2)  Im  Kall c:  A 1 , 


>V,  « > 


rfs* 


ist  hestiindig  positiv,  dio  Curvc  also  überall  concav  stromabwärts  ge- 

««’  «.•  «.e 

Fjg.  &5, 

krümmt:  k'ip.  55* t.  Im 
l’iiuktc  A {x==  0)  beginut 
die  Curvc  wieder  mit  der 

Neigung  - = --  gegen 

rf* 

die  Ä-Axe  und  mit  unend- 
lich schwacher  Krümmung. 

. dk 

Bei  wachsendem  r bleibt  — 
di 

positiv  bis  X 1,  A = <? ; indem  dann  ^ — - 0 wird  und  gleichzeitig  » — = cjc, 

di 

nähert  sich  der  Cnrvenzweig  AB  asymjttotisch  dem  geradlinigen  Längen- 
profil Jf'B  des  gleichförmig  fliessenden  Wassers. 

Wenn  x über  1 hinaus  wächst,  wird  ^ negativ;  die  Curve  gehl  von 

ff« 

der  Geraden  WB  im  entgegengesetzten  Sinne  asymptotisch  aus  und  nähert 


sich  mehr  und  mehr  der  zur  «-Axe  senkrechten  Richtung  ( 


dh 


\di  ~ )' 

welche  im  Scheitidpnukte  C für  x — X erreicht  wird.  Der  Krümmungs- 
radius an  dieser  Stelle  ergiebt  sich  analog  dem  Obigen  absolut  genonuneu: 

P = äf?  «• 

Kr  kann  zwar  wesentlich  grös,ser  sein,  als  im  Scheitelpunkte  B ' Fig.  54  . 
ist  indessen  meistens  auch  hier  ein  nur  kleiner  Theil  von  «;  z.  B. 

für  = 4 


0 15.57 


9 

3 

54,42 


0,0062  0,0218  mit  4 = 50. 


*)  Gezeichnet  nach  Bresse,  möcanique  appliquee,  mit  A’ = 2,  indem  da- 
bei unter  entsprechender  Vergrcissenmg  von  n der  Maass.stab  für  die  I.4ngen  t 
im  Verhältnisse  1 : 100  kleiner  genommen  wurde  wie  für  die  Höhen  h. 
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Für  X X wird  — - wieder  positiv  und  nähert  sich  abnehmend  der 
dx 

Grenze  « für  x = oo.  Die  Gleichung  der  t'nrvo  geht  mehr  und  mehr  in 
et*  = A -(-  — 1)  im 

über,  d.  i.  ilio  Gleichung  einer  horizontalen  Geraden,  welcher  sich  der 
t'nrvenzwcig  (7>  asymptotisch  nähert.  Diese  .Vsymptote  schneidet  die  .\xe 
Air  in  der  Entfernung 

All^  = — 1)  /M 

uiiterhulb  von  A.  und  die  Gerade  U'Ji  iin  Punkte  L mit  der  Abscisse 


A!^^ 


1 •!- 


(t 


Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  auf  der  Grenze  zwischen  beiden  bc- 
sjirochenen  Fällen,  d.  h.  für 

^ = 1 , = y'ffa,  t(  = fi 


die  Curve  in  die  durch  A gehende  horizontale  Gerade:  h — a»  übergeht, 
welche  in  der  That  die  Curven  der  Figuren  54  und  55  vollständig  trennt, 
so  dass  die  erste  ganz  darüber,  die  zweite  ganz  durnnter  liegt.  Der  Verlust 
au  lebendiger  Kraft  des  Wassers  wird  in  diesem  Falle  für  jedes  liingen- 
elcment  des  Canals  gerade  verbraucht  durch  die  Arbeit  des  Howegungs- 
widerstandes.  — 

Alle  drei  Zweige  AH,  VB,  CD  der  Curven,  Fig.  54  und  55,  können 
von  thatsächlicher  Hedeutung  sein  für  verschiedene  Aufgaben,  welche  die 
ungleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Canal  be- 
treffen, insoweit  wenigstens  jene  Curven  unter  nur  kleinen  Winkeln  gegen 
die  *-Axe  geneigt  sind,  was  aber  im  Falle  / <^  1 (Fig.  54)  wegen  der 
sehr  scharfen  Krümmung  bei  //  mit  Ausschluss  eines  nur  sehr  kleinen  Cur- 
venstücks  an  dieser  Stelle  in  der  That  der  Full  ist,  ebenso  auch  für  ^ > 1 
I, Fig.  55;  mit  Ausschluss  eines  nur  kleinen  Curvenstüeks  bei  C,  sofern  nicht 
etwa  Z uugewühulich  gross  ist. 

Es  handle  sich  z.  li.  um  den  Beharruugszustand  des  Wassers 
in  einem  Canal,  dem  dasselbe  am  oberen  Ende  aus  einer  Oeff- 
nuug  in  der  Seitenwand  eines  Wasserbehälters  stetig  zufliosst, 
während  es  am  anderen  Ende  entweder  frei  oder  mehr  oder  we- 
niger durch  ein  Hinderniss  gehemmt  und  dadurch  entsprechend 
aufgestaut  abfliesst.  Der  cylindrischo  Canal  entspreche  den  Voraus- 
setzungen, auf  denen  die  obigen  Gleichungen  fl)  bis  (4)  beruhen,  d.  h.  cs 
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-sei  überall  die  Wasserbreite  biulänglich  gross  im  Vergleich  mit  der  mitt- 
leren Tiefe,  um  ohne  erheblichen  Fehler  p = h setzen,  ferner  innerhalb 
der  Grenzen,  zwischen  denen  das  Querprotil  des  Wassers  variabel  ist.  das 
Cauahjuerprofil  hinlänglich  wenig  gegen  die  Lothrechte  geneigt,  um  andi 
b als  constant  voraussetzen  zu  dürfen.  Der  Umfang  der  Oeffnung.  durch 
welche  das  Wasser  in  den  Canal  sich  ergiesst,  bilde  oben  eine  horizontal« 
Gerade  und  falle  im  Uebrigen  mit  dem  Querprofil  des  Canals  zusammen; 
nach  dom  Durchfluss  durch  diese  Oefl"nung  kann  das  Wasser  zunächst  eine 
Contractiou  erfahren,  und  wenn  = äAj  der  kleinste  Querschnitt,  «j  die 
mittlere  Geschwindigkeit  in  demselben  ist,  so  sind  durch  Q = und 

« auch  a and  bestimmt:  siehe  §.  127,  Aufgabe  5). 

Ist  nun  H 1 und  Aj  hi,  so  fliesst  das  Wasser  zunächst  mit 
stetig  wachsender  Tiefe  h im  Canal  weiter,  indem  sein  Längenprotil,  ent- 
sprechend dem  Curvenzweige  AB  in  Fig.  54,  eine  nach  oben  coucav  ge- 
krUmmto  Curve  bildet  bis  h fast  = hi  geworden  ist;  dann  entsteht  ein 
Wassersprung,  indem  das  Längenprofil  sich  plötzlich  bis  zu  der  dem  gleich- 
förmigen Beharrungszustande  entsprechenden  Geraden  CfF  erhebt.  Ist 
Za  bl  a,  so  entsteht  dieser  Sprung  sogleich  nach  dem  Eintritt  des 
Wassers  in  den  Canal,  die  Oberfl.ächo  C'JF  desselben  tritt  zurück  bis  zur 
Wand  des  Behälters  oberhalb  der  Mündung,  und  geht  der  Ausfluss  ans 
dieser  in  einen  sogenannten  Ausfluss  unter  Wasser  über.  Ist  andererseits 
A 1,  so  fliesst  das  Wasser,  wenn  Aj  < « ist,  mit  stetig  wachsender,  w enn 
aber  a bi  Za  ist,  mit  stetig  abnehmender  Tiefe  im  Canal  weiter,  in- 
dem das  lüngcnprofil,  asymptotisch  der  Geraden  TTB  sich  nähernd,  im 
ersten  Falle  eine  nach  oben  convexe,  im  zweiten  eine  nach  oben  concave 
Curve  bildet,  entsprechend  den  Zweigen  AB  resp.  CB  in  Fig.  55.  — Wenn 
das  Wasser  nicht  durch  eine  ringsnmschlosseno  Mündung,  sondern  durch 
einen  oben  offenen  und  unten  bis  zum  Canalboden  sich  erstreckenden  Wand- 
eiuschnitt  in  den  Canal  einflösse  aus  einem  Behälter,  in  welchem  die  Höhe 
der  horizontalen  freien  Wasseroberfläche  über  der  Grundebene  des  Canals 
an  dessen  oberem  Ende  > a ist,  so  würde  das  Wasser  in  dem  Wandidn- 
schnitt  einen  Ueberfall  bilden,  indem  seine  freie  Oberfläche  im  Falle  <C  1 
bis  zur  Geraden  CW,  Fig.  54,  ira  Falle  ^ ^ 1 bis  zum  Curvenzweige  CB. 
Fig.  55,  abfiele  und  daun  das  Wasser  im  ersten  Falle  mit  gleichförmiger 
Tiefe  <i,  im  zweiten  Falle  mit  allmählig  bis  a abnehmender  Tiefe  im  Canal 
weiter  flösse. 

Wenn  nach  eingetretenem  gleichförmigen  Beharrungszustande  das 
Wasser  am  Ende  des  Canals  (Gerinnes)  frei  abfliesst,  nach  dem  Abflüsse 
einen  parabolisch  uiederfallenden  Strahl  bildend,  so  findet  im  Falle  ^ <C  1 
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schon  vorher  eine  stetige  Abnahme  der  Wassertiefe  im  Canal  statt  gemäss 
ilem  Cunenzweige  CB^  Fig.  54,  während  im  Falle  > 1 das  Wasser  bis 
/um  Endo  des  Canals  mit  derselben  Tiefe  a gleichförmig  forttiiesst,  d.  h- 
ii)it  dem  geradlinigen  Längenprofil  WB,  Fig.  55.  Ebenso  verhält  cs  sich, 
wenn  der  Canal  das  Wasser  in  einen  unteren  Behälter  abfliessou  lässt, 
dessen  freie  Wasseroberfläche  die  Querscbniftsebeiio  am  Endo  des  Canals 
in  einer  gewissen  Hiihc  Uber  der  Grundebene,  die  jedoch  - ^ " ist,  schneidet; 
nur  dass,  je  mehr  diese  Höhe  der  Grenze  a sich  nähert,  desto  mehr  im 
F'alle  >1  1 die  Abnahme  der  Wassertiefe  gemäss  der  Curve  CB,  PTg.  54, 

verschwindet,  d.  h.  das  im  Längenprofil  des  Wassers  realisirte  StUck  dieses 
C’urvenzweiges  sich  weniger  weit  gegen  B hin  erstreckt.  — Hat  der  Canal 
eine  nur  mässige  Länge,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass  ein  gleichförmiger 
Beharrungszustand  selbst  nicht  augenähert  eiiitritt,  dass  vielmehr  im  Falle 
A 1,  Aj  Zn  das  aufwärts  concavo  Längenprofil  AB,  Fig.  54,  in  die 
aufwärts  convexe  Krilmmung  des  Wa.sserabsturzes  am  Ende  des  Canals 
übergeht  bevor  der  Sprung  von  B bis  CW  sich  ausbildcn  konnte,  oder  dass 
ini  Falle  / ^ 1 selbst  am  Ende  des  Canals  die  Wassertiefe  noch  merklich 
a oder  > a ist,  einem  Punkte  des  Curveuzweiges  AB  oder  CB,  Fig. 
55,  entsprechend  jenachdem  Aj  » oder  ]>  a war. 

Wenn  aber  der  .VbHuss  des  Wassers  aus  dem  Canal  ein  solches  Ilin- 
derniss  findet,  wodurch  es  aufgestaut  wird,  indem  z.  B.  der  Canal  am  Endo 
dnreh  eine  Wand  gesperrt  ist,  über  deren  oberen  Hand  das  Wasser  hinweg 
Hiessen  muss,  oder  indem  er  in  einen  Behälter  mündet,  dessen  freie  Was- 
seroberfläche die  Querschnittsebene  am  Endo  des  Canals  in  einer  Höhe 
> a über  der  Grundebeno  schneidet,  so  bildet  gegen  dieses  Ende  hin  das 
Längenprofil  des  Wassers  im  Falle  Z • . 1 eine  nach  oben  concave  Curve 
(die  in  den  vorigen  Paragraphen  näher  besprochene  gewöhnliche  Staucurve) 
gemäss  dem  Zweige  CD,  Fig.  54,  dagegen  im  Falle  ^ > 1 eine  nach  oben 
convexe  Curve:  CD,  Fig.  55;  weil  aber  im  letzteren  Falle  die  Gerade  WC 
nicht  stetig  in  die  Curve  CD  übergeht,  so  findet  bei  C eine  sprungweise 
Erhebung  der  Wasseroberfläche  statt.  Die  Staucurve  wird  im  Sinne  CD 
zwar  mehr  und  mehr,  im  Canal  selbst  jedoch  nie  vollständig  horizontal; 
wenn  also  der  Canal  in  einen  grossen  Behälter  mündet,  in  dem  das  Was.ser 
mit  horizontaler  Oberfläche  in  Ruhe  ist,  so  erfolgt  der  Uebergang  der 
Oberfläche  des  im  Canal  flicssenden  Wassers  in  jene  Horizontalebcne  mit 
einer  sehr  schnellen,  wenn  auch  sehr  kleinen  Richtuugsäuderiing,  ent- 
sprechend einem  sehr  schnellen  Verlust  au  lebendiger  Kraft  des  in  den 
Behälter  einfliessenden  Wassers  durch  wirbelförmigc  Bewegungen.  — 
Wenn  endlich  der  Einfluss  des  Wassers  in  einen  Canal  von  massiger  Länge, 
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wäürend  /i,  Xm  im  P’alle  2 <<  1 oder  A,  <[  ff  im  Falle  X 1 ist,  ler- 
bondcu  wflre  mit  behiiidcrtom  Abfluss  und  entsprechendem  Aufstau  am  Enflf. 
so  würde  das  Längenprofil  sich  an  einer  gewissen  Stelle  vom  Curvenzweipf 
AB  sofort  bis  zum  Cnnenzwrcige  CI)  sprungweise  erheben. 

Heispiel.  — In  einen  Canal  mit  ebenem  Boden  und  vcrticalet 
Seitenwänden  tliessc  das  Wasser  durch  eine  Poncelet’sche  Mündna: 
(Fig.35,  S.  462); 

11  sei  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Mittelpunkte  der 
Mündung, 

A(,  die  Höhe  der  letzteren  (viel  kleiner,  als  die  Breite), 

A,  die  Höhe  (Tiefe)  des  von  oben  contrahirten  Wasserstroms  nalh' 
ausserhalb  der  Mündung, 

M,  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  diesem  contrahirten  Querschnitt, 
u der  Ausfluss-,  der  Geschwindigkeits-,  also  - der  Contractions- 

y 

coefhcient. 

Hanii  ist  A,  = — A^ , «j  = 

und  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichförmigen  Beharrungsznsfandes. 


=rr  — J-  also  A "j/ff«  = H 

ff  ff  ■ 

kn  Vff  = //A(,  ^ - 

Ä 

Oller  mit  k = (§.  126,  Gl.  11) 

7?  4-  Vff  r " 

Ist  mm  z.  B.  « = 0,05  nntl  nach  §.85,  entsprechend  einer  Neigung  der 
Schutze  von  ca.  30®  gegen  die  Lothrechto, 

H — 0,75,  — = 0,8  also  (f.  = 0,0375, 

y 

ferner  nach  §.  126  für  den  Rauhigkeitscoefficienten  n — 0.013 

A — 100,  B — 0,3 
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iiud  endlich  = 0,27/,  so  ergiebt  sich  mit  //  = 9,81 : 


Al  = 0,1677,  M,  = 4,ir»:i  V77 

h.u,  nViT 

Hq  =: = 0,6615 

a a 


und  zur  Ilestimniuug  von  a\ 


= 0,02972  liyir. 

0,3  + 

Hiernach  findet  mau  z.  B. 


für  7/ 

— 

0,75 

1 

1,25 

1,5 

Afl 

~ 

0,15 

0,20 

0,25 

-0,30 

Al 

— 

0,12 

0,16 

0,20 

0,24 

“i 

= 

3,596 

4,153 

4,643 

5,086 

a 

= 

0,110 

0,142 

0,172 

0,202 

«0 

-- 

3,924 

4,680 

5,399 

6,043 

II 

14,27 

15,72 

17,28 

18,43 

X 

2,425 

2,505 

2,585 

2,642 

ln  allen  Fällen  ist  hier  « Aj  Xu,  und  fliesst  also  das  Wasser  mit  ah- 
nehraender  Tiefe,  asymptotisch  der  Grenze  a sich  nähernd,  in  dem  Cauale 
weiter  mit  einem  Längenprofil,  welches  dem  Curvenzweigo  CB,  Fig.  55, 
angehört. 

Die  Annahmen  dieser  Beispiele  sind  den  Verhältnissen  angepasst,  wie 
sie  bei  der  Zuleitung  des  Wassers  zu  einem  Poncelet'schen  Bade  Vor- 
kommen. Dabei  jitlcgt  indessen  die  Ijängc  dieses  Zuleitungsgerinnes  von 
der  Schütze  bis  zum  Rade  so  gering  zu  sein,  dass  die  Wassertiefe  nur 
höchstens  wenige  Millimeter  Aj  werden,  und  deshalb  mit  Rücksicht  auf 
die  nicht  sehr  grosse  Zuverlässigkeit  des  hier  = 0,8  angenommenen  Cou- 
fractionscoefficienten  unbedenklich  auch  noch  an  der  Kintrittsstelle  des 
Wa.ssers  in  das  Rad  seine  Strahldicke  = Aj  und  seine  Geschwindigkeit 
= tt,  gesetzt  werden  kann,  l^m  nämlich  die  Länge  = « — der  Canal- 
strccke  zu  berechnen,  für  welche  die  Wassertiefc  von  Aj  bis  A abnimmt, 
hat  man  nach  Gl.  (2) 

« (*  — »i)  = A — A,  -f-  (A»  — 1)  [/(x)  —/'X, )]  fl 
h h 

mit  X—  — und  x,  ~=  . So  findet  man  in  obigen  Fällen  für  Aj — A 

a a 

= 0,002  Mtr.,  also 
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h 

= 0,118 

0,158 

0,198 

0,238 

1 

X 

= 0,9322 

0,8987 

0,8687 

0,8487 

1 

■*l 

/w 

= 0,9167 

0,8875 

0,8600 

0,h4  1 7 

— 0,7782 

0,6447 

0,5586 

0,5118 

/(•r,) 

= 0,7097 

0,6099 

0,537  1 

0,4968 

Ä Äj 

= 1,96 

1,41 

1,15 

1,02 

Die  Wertho  von  fix)  und  f{x^)  konnten  hier  der  Tabelle  ini  vorigen 
§.  durch  Inter])olation  entnommen  werden.  Bei  anderen  Aufgaben,  ent- 
sprechend den  Curvenzweigen  AB,  CB,  Fig.  54  oder  AB,  Fig.  55  können 
indessen  auch  die  Werthe  von  f{x)  für  x 1 gebraucht  worden,  welche, 
gleichfalls  von  Bresse  (mecanique  appliquüe)  tabellarisch  berechnet,  nach- 
stehend mitgetheilt  sind. 


X 

fix) 

X 

X 

A«) 

X 

0,00 

— 0,6016 

0,14 

— 0,1547 

0,790 

0,32.58 

0,944 

■1“ 

0,8'2‘2f* 

0,01 

— 0.5946 

0,45 

— 0,1438 

0,795 

0,3357 

0,946 

0,8354 

0,02 

— 0,584(i 

0,46 

— 0,1327 

0,800 

0,3459 

0,948 

0,8487 

0,03 

— 0,5746 

0,47 

— 0,1216 

0,805 

0,3562 

0,950 

0,8624 

0,04 

— 0,5646 

0,48 

-0,1104 

0,810 

0,3668 

0,952 

0,8767  ‘ 

0,05 

— 0,5546 

0,49 

— 0,0991 

0,815 

0,3776 

0,954 

0,8916  ' 

0.06 

- 0,5446 

0,50 

— 0,0878 

0,820 

0,3886 

0,956 

0,9071 

0,07 

— 0,5346 

0,51 

-0,076.) 

0,825 

0,3998 

0,958 

0,9233  'f 

0,08 

— 0,5246 

0,52 

— 0,0647 

0,8.30 

0,4114 

o,9ai 

0,9402 

0,09 

— 0,5146 

0,53 

- 0,0530 

0,835 

0,4232 

0,962 

0.9580  ‘ 

0,10 

— 0,5046 

0,54 

— 0,0412 

0,840 

0,4353 

0,964 

0.9767 

0,11 

— 0,4946 

0,55 

— 0,0293 

0,845 

0,4478 

0,966 

0,9965  i 

0,12 

- 0,4845 

0,56 

— 0,0172 

0,a50 

0,4(»5 

0,968 

1,0174  I 

0,13 

— 0,4745 

0,57 

— 0,0050 

0,855 

0,4737 

0,970 

1,0396  ij 

0,14 

— 0,4645 

0,58 

+ 0,(X)74 

0,860 

0,4872 

0,971 

1,0512  1 

0,15 

— 0,4.545 

0,59 

+ 0,0199 

0,865 

0,5012 

0,972 

1,0632  ! 

0,16 

— 0,4444 

0,6>0 

+ 0,0325 

0,870 

0,51.56 

0,973 

1,0757 

0,17 

— 0,4344 

0,61 

+ 0,0451 

0,875 

0,5305 

0,974 

1,0886 

0,18 

— 0,4243 

0,62 

+ 0,0584 

0.880 

0,5459 

0,975 

l,102c.i  l| 

0,19 

— 0,4143 

0,63 

+ 0,0716 

0,885 

0,5619 

0,976 

1,1160  ' 

0,20 

— 0,1012 

0,64 

+ 0,0851 

0,890 

0,5785 

0,977 

1,1305  . 

0,21 

— 0,3941 

0,65 

+ 0,0987 

0,895 

0,5958 

0,978 

1,1457 

0,22 

— 0,3840 

+ 0,1127 

0,900 

0,6i:i8 

0,979 

1,1615  1 

0,23 

— 0,3739 

0,67 

+ 0,1268 

0,902 

0,6213 

0,980 

1,1781  ,1 
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1 ^ 

A*) 

X 

m 

X 

fix) 

o: 

A*) 

i 0,24 

- 0,.3G38 

o,(ia 

4-0,1413 

0,904 

(*,0289 

(*,981 

1,1955 

1 0.25 

- 0,3530 

0,09 

4-0,1500 

0,!t00 

0,982 

1.2139 

1 0,20 

— 0,3434 

0,7(» 

4-0,1711 

0.908 

0,(M45 

0,983 

1,2333 

0,27 

— 0,3333 

0.705 

4-0,1787 

0.910 

(*,0525 

0,984 

1,2.538 

1 0.28 

— 0,3230 

0,710 

-1-0.1804 

0,912 

0,0007 

(*,985 

1,2757 

^ (*.29 

— 0,3128 

0,715 

4-  0,1943 

0,914 

0,0091 

0,980 

1.29‘KJ 

, 0..i0 

— 0,3025 

0,720 

4-  0,2022 

0,910 

OjG77G 

(*,987 

1,3241 

' 0,31 

— 0,2923 

0,725 

4-  0,2102 

(*,918 

0,6804 

0,988 

1,3511 

■ 0,32 

— 0,2819 

0,7;K) 

4-  0,2184 

0,920 

0,6953 

0,989 

1,3804 

! 0,33 

— 0,2710 

0,735 

4-  0,2200 

0,922 

0,7045 

0,990 

1,4125 

0,34 

— 0,2012 

0,740 

4 0,2350 

0,924 

0,7i;48 

0,991 

1,4480 

1 0,35 

— 0,2508 

0,745 

4-  0,2434 

0,920 

0,7234 

0,992 

1,4876 

o,;io 

— 0,2403 

0,750 

4-  0,2520 

0,928 

0,7;432 

0,993 

1.5324 

; 0.37 

— 0,2298 

0,755 

-4-  0,2007 

0.930 

0,7433 

(*,994 

1,5841 

P 0,38 

— 0,2192 

o,7i;o 

4-  0,2090 

0,932 

0,7537 

0,995 

1,0452 

'!  0.39 

— 0,2080 

0,705 

4-  0,2785 

0.934 

0,7643 

0,990 

l,72tK* 

1 0,40 

— 0,1980 

0,770 

-p  0.28  ( i 

0,930 

0,77.53 

(*,997 

1,8162 

ii  0,41 

— 0,1872 

0,775 

+ 0,2970 

0,938 

0,7860 

0,998 

1,9517 

; 0,42 

— 0,1705 

0,780 

4-  0,3004 

0,94(* 

0,7982 

0,99!» 

2,1831 

11  0,43 

— 0,1G56 

0,785 

4-  0,3100 

0,942 

0,8102 

1,(HX) 

oo 

Wenn  die  obwaltenden  Verhältnisse  von  den  bei  der  Ableitung  von 
Gl.  (2)  vorausgesetzten  in  höherem  Grade  abweichen,  wenn  insbesondere 
die  VV^assertiefe  nicht  viel  kleiner,  als  die  Canalbroite  ist,  so  ändern  sich 
zwar  die  Curven,  Fig.  54  und  55,  mehr  oder  weniger,  ohne  jedoch  ihren 
allgemeinen  Charakter  zu  verlieren.  In  solchen  Fällen  muss  auf  die  all- 
gemeinere lliffcrentialgleichung  (.3)  des  vorigen  §.  zurUckgegaugen  werden, 
oder  noch  besser,  wenn  zugleich  auf  die  Veränderlichkeit  des  Coefficienteii 
k Rücksicht  genommen  werden  soll,  auf  die  Gl.  (3,  a): 


ds 

dh 


(Fy_ak^^  1 

UJ  V)  P, 


(5). 


Um  aber  hier  zu  praktisch  brauchbaren  Ausdrücken  zu  gelangen,  muss 
man  darauf  verzichten,  die  ganze  Curve  durch  eine  einheitliche  Gleichung 
auszudrücken,  vielmehr  sich  darauf  beschränken,  für  das  jeweils  in  Be- 
tracht kommende  Stück  derselben  einen  angenäherteu  Ausdruck  zu  ge- 
winnen. Handelt  es  sich  z.  B.  um  einen  Canal  von  coüstanter  Breite 
h mit  ebenem  Boden  und  verticalen  Seiten  wänden,  so  ist 
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F h 

— = p = h 2h,  p^  = b 2a 
/o  " 

uud  kann  für  k nach  Gl.  ril)  im  vorigen  §.  der  Mittelwerth 

1 + 

i = 1 ” ? («) 

(iji  — k für  aTj  — 1,  Aj  = a)  gesetzt  werden  mit  Xj  = — , unter  A^  einen 

Mittelwcrth  der  variablen  Wassertiefe  für  die  in  Betracht  gezogene  Caual- 
strecke  verstanden.  Mit  den  Bezeichnungen 
h 0 

= r,  2 - = d,  also  ;>  = J(1  -j-  dx),  pn=  ii  1 + dl, 
a 0 


ferner  mit  - = /l® 


erhält  dann  obige  Ditferentialgleichung  die  Form 


(U  a 

dx  (( 


x'^—X 


1 + d a X®  — ® 

g 1 + d-’^  << 


1 -f  d 


= "[14.  — + e|='dx'[ 

« . X®  — q®  — fj®dx  J 

-3  J 3 

, 3 _ 1 j 3 — (81, 

mit  G — j ^ ^ 

l)a.s  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  nun  zwar  als  ein  geschlossener 
dreigliedriger  Ausdruck  vermittels  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

X®  — fj®  — fj®dx  = ü 

darstellen;  wesentlich  einfacher  wird  aber  die  Lösung  auf  die  schon  tabel- 
larisch lickannte  Function  /(x)  zurückaefilhrt,  indem,  unter  x,  den  Ireroits 
vorhin  benutzten  Mittelwerth  von  x verstanden  (vorausgesetzt,  dass  dieses 
X für  die  betrachtete  (’analstrccke  nur  niässig  variabel  ist), 

X®  — f,  ® — Cj  ®dx  X®  — <r,  ® j 

^ llt; 


4 _ M ^ 

X .®-e ,® 
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- f{r)  mit  X = 

‘’i 


tt» 


/-i  n f(,x  ) -j-  Cond. 


h 

(IO). 


§.  135.  Der  Wassersprung. 


Diese  in  den  vorigen  Paragraphen  bereits  erwähnte  Erscheinung, 
bestehend  in  der  plötzlichen  Zunahme  der  Wassertiefe  h (verstanden  wie 
im  vorigen  §.  als  Höhe  über  der  Grundebene)  au  einer  gewissen  Stelle  des 
('anals,  wurde  zuerst  vou  I3idonc*j  beobachtet,  als  er  u.  A.  in  einem  gc- 
inauertcu  Canal  mit  unter  u — 0,02.3  geneigtem  ebenen  Boden  und  um 
b = 0,.325  Mtr.  von  einander  entfernten  verticaleii  ebenen  Seitenwänden 
eine  gewisse  Wassermengc  Q = 0,0.3.51  Ciibikm.  pro  Sec.  zuerst  in  gleich- 
förinigem  Beharrungszustande,  der  Tiefe  a = 0,061  Mtr.  entsprechend, 
abfliessen  Hess,  dann  aber  durch  ein  Wehr  am  Endo  des  Canals  das 
Wasser  bis  zur  Tiefe  H = 0,28  Mtr.  (in  1 JItr.  Eutiernung  stromauf- 
w.ürts  vom  Wehr  gemessen)  aufstaute;  bis  zu  4,5  Mtr.  Enfernung  vor  dem 
Wehr  blieb  daun  die  Wassertiefe  nach  wie  vor  = a,  wuchs  an  dieser 
Stelle  plötzlich  um  0,125  Mtr.  und  dann  stetig  weiter  bis  II  in  ab- 
nebnicndem  Grade,  entsiirecheud  einer  aufwärts  schwach  convexen  Krüm- 
iniing  der  WasseroberHäche. 

Dieser  Wassersprung  war  also  offenbar  derjenige,  welcher  in  ilcm 
plötzlichen  Uebergauge  des  Dängenprofils  aus  der  Geraden  7171,  Fig.  55, 
in  (len  Curvenzweig  CD  besteht.  Da.ss  er  stattfinden  musste,  ergiebt 
sieb  daraus,  dass  für  einen  Werth  von  h,  welcher  a und  JI  ist, 

^-  = oo  wird.  Xarli  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (6),  §.  1.32 
il» 

für  den  Beharrungsznstand  des  in  einem  cylindrischen  Canale  strömenden 

f 

Wa.s.sers  ist  dies  in  der  That  der  Fall,  wenn 


b H- 
H 


Ql 

n 


(I), 


insbesondere  für  h = Cond.,  somit  F — bh,  wenn 


♦)  Memoires  de  rAcadäniic  de  Turin,  1K20. 
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ist,  b(“i  (1cm  Bidoiie’schcii  Versuche  für  h — 0,10G  Mtr.  — 

Zur  Bcrocliuung  der  Sprunghöhe  mag  /.unilchst  mit  Bresse*)  das 
Priiicip  des  Aiitriehs  oder  der  Rcweguugsgrösseu  benutzt  werden,  nach 
welchem,  wenn  l\  und  F die  Querschnitte  des  Wasserstroms  unmittelbar 
vor  und  hinter  der  Sprungstclle  bedeuten,  der  Zuwachs  an  Bewegungs- 
grösse der  zwischen  F^  und  F in  irgend  einem  Augenblicke  enthaltenen 
Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  (d.  h.  im  Sinne  der  erzeugenden 
Geraden  des  cylindrischen  Canals)  während  des  folgenden  Zeitelements  dt 
gleich  ist  dem  Antriebe,  d.  h.  der  mit  dt  multiidicirten  Summe  aller  anf 
jene  Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  wirkenden  äusseren  Kräfte. 
Wegen  des  lleharrungszustand(*s  ist  jener  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse  = 
dem  üeberschusse  der  Bewegungsgrösse  des  durch  F Uber  dieselbe  des 
durch  /'j  während  dt  Hiessenden  Wassers.  Ist  nun  to  die  Geschwindigkeit 
in  einem  Elemente  dF  von  F^  also  die  durch  dieses  Element  während  it 

y y 

fliesseude  Wassermasse  = — dF.  wdt,  ihre  Bewegungsgrösse  = — dF.  w^dt. 

9 9 

so  ist  letztere  für  das  durch  die  ganze  Fläche  F während  dt  fliessende 
Wasser: 

dtfw^dF=  ^ uFu^di, 

9 ''  9 

unter  ft  einen  Coefficienten  verstanden,  der  vom  Vertheilungsgesetz  der 
Geschwindigkeiten  te  im  Querschnitte  abhängt  und  jedenfalls  1 ht. 
Setzt  man  nämlich  ic  = « -j-  v,  unter  v eine  positive  oder  negative 
Grösse  verstanden,  so  ist  dem  Begriffe  der  mittleren  Geschwindigkeit  « 
gemäss 

y 10  dF  = Fu  + y f dF  = Fu  , also  v dF  — 0 , 

Jw^dF  = Fu^  + 2uJvdF  + Jv*dF  = Fu^  f dF 
d.  \\.Jw^dF  > 

Für  den  Querschnitt  F^  mag  zwar  der  entsprechende  Coeflicieiit  = 
etwas  von  //  verschieden  sein;  wenn  aber  von  dieser  Verschiedenheit  ab- 
gesehen wird,  so  kann  nun  die  Abnahme  an  Bewegungsgrösse  der  zwischen 

*)  M(icani(|uc  appliqude,  t.  II,  p.  245,  im  Anschlüsse  an  eine  von  Beianger 
im  Jahre  1838  aufgestelltc  Theorie. 
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J''^  lind  F momentan  enthaltenen  Wassermassc  im  Sinne  der  Strömunft  für 
• las  Zeitolemcnt  dt 

= ^ fl  (F.h,^  — /’«*)  dt 

a 

gesetzt  werden,  unter  m,  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Querschnitte 
verstanden. 

Was  die  äusseren  Kräfte  betrifft,  so  sind  die  Componente  der  Schwere 
iin  Sinne  der  Strömung  und  die  Reibung  an  der  Canalwand,  welche  sich 
ausserdem  theilweise  gegenseitig  aufheben,  hier  schon  wegen  der  Kürze 
•1er  Canalstrecke  von  bis  F von  untergeordneter  Bedeutung,  so  dass, 
da  auch  der  resultirende  Atmosphärendruck  auf  die  ganze  Oberfläche  nach 
jeder  Richtung  = Null  ist,  als  resultirende  äussere  Kraft  entgegengesetzt 
dem  Sinne  der  Strömung  hier  nur  der  Ueberschuss  des  hydraulischen 
Ucberdrucks  in  F über  denselben  in  F^  in  Betracht  kommt.  Dürfte  man 
aiinehmen,  dass  die  Bahnen  der  Wassertheilchen,  die  zwischen  und  F 
mehr  oder  weniger  gekrümmt  sein  müssen,  in  noch  und  in  F schon 
wieder  ganz  gerade  sind,  so  wäre  der  hydraulische  Ueberdruck  in  F und 
gleich  dem  hydrostatischen  = resp.  = yFi  f^ , also  der  l'eber- 
schuss  des  ersten  über  den  zweiten  = y{F/ — wenn  / und  /j  die 
Tiefen  der  Schwerpunkte  von  F und  F^  unter  der  freien  Wasseroberfläche 
bedeuten.  Wahrscheinlich  aber  sind  die  Bahnen  in  F^  schon  convex  nach 
nuten,  in  F noch  concav  nach  unten  gekrümmt  auzunehmen,  entsprechend 
in  Fl  einer  vermehrten,  in  F einer  verminderten  Zunahme  des  Ueber- 
drncks  von  oben  nach  unten,  so  dass  derselbe  im  Ganzen  für  F -<  yF/,  für 
Fl  yFi/i,  und  um  so  mehr  der  Ueberschuss  des  ersten  über  den  zweiten 
< etwa  = 'rf'iFf—t'ifi) 

sein  wird,  unter  ff  einen  echten  Bruch  verstanden  (ein  Umstand,  der  von 
Br  esse  übersehen  wurde).  Nach  dem  zu  Grunde  liegenden  Princip  hat 
man  also  die  Gleichung; 

yff  (Ff^  FJi)  dt  fl  {Fl  Ul  * - Fn *)  dt 

oder,  unter  fi  jetzt  einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coeffleienten 
verstanden,  der  aus  verschiedenen  Gründen  >■  1 ist  (wegen  Ungleichheit 
der  Geschwindigkeiten  und  wegen  Krümmung  der  Bahnen  in  den  Quer- 
schnitten Fl  und  F): 

Ff-FJi  ='-(/’,«,»-/’«») (.3). 

9 

Da  bei  gegebenem  Querprofil  dos  Canals  / und  /,  durch  /'und  7'\  bestimmt 
sind,  so  können  durch  Gl.  (3)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

Fu  = FiUi 

Orashof,  thour^t.  Maitchioeulehre.  I.  50 
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entweder  F und  n bestiraiiit  werden,  wenn  und  «,  gegeben,  oder  um- 
gekehrt letztere  Grössen,  wenn  erstere  gegeben  sind. 

Wenn  insbesondere  für  den  Fall,  dass  der  Sprung  vom  gleich- 
förmigen lleliarrungszustande  ausgelit, 

Ur.  * 

= l'o  > /i  = J\>  > «1  = "o  '"»1  2^-  = K 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  F bei  gegebenen  Werthen 
von  /o,  Ag  die  Gleichung: 

('-$) 


und  füf  einen  rechteckigen  Querschnitt,  wie  bei  den  Bidone’schen 
Beobachtungen,  mit 


F 


F. 


/,*  — 


a 


h{h  -f  (i) 


(5}. 


Folgende  Tabelle  enthiilt  in  der  4.  Columno  die  nach  dieser  Gl.  [5; 
berechneten  Werthe  von  //  entsi)rechend  den  in  den  .3  ersten  roliimuea 
enthaltenen  Wcrthcn  von  «,  A^,  A,  wie  sic  von  Bido ne  durch  je  16  Jlessungen 
(in  4 Versuchsreihen)  bestimmt  wurden.* 


Nr. 

a 

K 

h 

ft  — ft 

<r 

I,  1 

0,(.»470 

0,0044 

0,1284 

1,209 

— 0,004 

0,990 

0.027 

2 

0,0472 

O,0<)30 

0,1331 

1,;158 

0,085 

1,050 

0.081 

3 

0,0474 

0,0it21 

0,1310 

1,338 

0.005 

1,044 

0,075  , 

4 

0.0404 

0,0906 

0,1328 

1.327 

o.or>4 

1,019 

0.050  * 

II,  1 

O.tNÄ'. 

0,1478 

0,1808 

1,245 

— (t.028 

0,943 

— 0,026 

2 

o,oo;{9 

0,1401 

0,1889 

1,279 

0,006 

0,i)6G 

— 0,003 

3 

o,(h:43 

0,1444 

0,1921 

1,320 

0,053 

0,997 

0,028 

4 

0.0046 

0,1428 

0,l‘t57 

1,380 

0,107 

1,030 

0,061  ' 

5 

0,1523 

0,1972 

1,343 

0,070 

0,983 

0,014 

III,  1 

0,0750 

0,1872 

0,2252 

1,204 

— 0,009 

(»,9tf2 

— 0.067  1 

2 

0,0743 

0,1010 

0,2300 

1,233 

— 0,040 

0,910 

— 0.t»59  ' 

3 

0,0738 

0,1930 

0,2330 

1,255 

— 0,018 

0,917 

— 0,tV>2 

IV,  1 

0,0457 

0,0981 

0,1213 

1,130 

— 0,143 

0,898 

— 0,071  ' 

2 

0,0455 

0,0989 

0,1237 

1.103 

— 0,110 

0,914 

— 0,055 

3 

0,04.55 

0,0989 

0,1303 

1.273 

0,(KK) 

0,976 

0,007' 

4 

0,0453 

0,0998 

0,1289 

1,242 

— 0,031 

0,950 

— 0,013  ., 

*)  Hydromeclianik  von  I)r.  M.  llüblmann,  S.  3<J7. 
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Der  Mittelwcrth  von  ist: 

II  = 1,273 

und  wenn  derselbe  als  wabrsclieinlichster  Werth  mit  //  bezeichnet  wird, 
ao  ist  der  walirsclieinliclie  Felder  einer  einzelnen  Uestimiming  von  //: 

>■  = 0,0745  = 0,0476  = 0,0374  u. 

r 1 5 

Hiernach  ist  Ul.  (5)  als  ein  genügend  correcter  Ausdruck  des  Zusainnien- 
luinges  der  von  Bidone  gemessenen  Grossen  zu  betrachten,  und  kann  da- 
nacli  für  andere  analoge  Fülle  gesetzt  werden: 


l'ehrigens  scheint  sich  ein  noch  etwas  besserer  Ausdruck  zu  ergeben, 
wenn,  mit  Bclanger*  ausgehend  von  dem  l’rincii)  der  Arbeit  oder  der 
lebendigen  Kräfte, 

-‘-2^-  = U‘  -/-  (Ä1  -/.)!  + 

gesetzt  wird,  d.  h.  die  Ahnahinc  der  lebendigen  Kraft  jiro  Sec.  vom  Quer- 
schnitte bis  zum  Querschnitte  F — der  .Irbeit  zur  Pirhehung  (des 
Sehwerpunktes)  von  der  Iliilie  A,  — /j  bis  zur  Höhe  A — f über  der  Grund- 
ebene  plus  dem  Ueberschussc  der  Arbeit  des  Gegendrucks  in  F über  die 
des  Drucks  in  F^,  indem  dabei  der  erfahruiigsmässig  zu  bestimmende 
Coefticieut  r/  die  hierbei  vernachlässigten  Umstände  berücksichtigen  soll, 
dass  thatsächlich  das  mittlere  Geschwindigkeitsquadrat  für  einen  Querschnitt 
(‘tvva.s  grosser  ist,  als  das  Quadrat  seiner  mittleren  Geschwindigkeit,  dass 
ferner  auf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichung  eigentlich  noch  ein  (ilied 
= dem  Arbeitsverlust  durch  innere  Widerstände  hinzugefügt  werden 
müsste,  dass  aber  endlich  ein  Abzug  gemacht  werden  müsste  mit  Uücksicht 
darauf,  dass  der  Ueberdruck  in  F <C  '/Ff,  in  /’i  > anzunehmeii 

ist.  Indem  die  FänttUsse  dieser  verschiedenen  Umstände  sich  zum  Theil 
gegenseitig  auflieben,  lässt  sich  erwarten,  dass  if  nicht  viel  von  der  Finheit 
verschieden  sich  herausstellen  werde.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun  mit 

Q = Fh  — F■^u^ 

-/,)  +/-A  =h-h,...  (7), 

4.'/ 

wodureli  in  Vi'rbindung  mit  Fu  = 7'V«i  entwedi'r  A und  u bestimmt  sind, 


• Nach  seiner  ursprünglichen  Benrheitung  des  rroblcms.  1.S27;  Fssai  sur 
le  niouvement  des  eaux  courantes. 

• :'iO* 
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wenn  A,  und  «,  gegeben,  oder  umgekehrt  h^  und  wenn  h und  « ge- 
geben sind,  vorausgesetzt  dass  9:  als  ein  hinlänglich  eonstanter  Zahlt u- 
werth  erfalirungsmässig  bekannt  ist 

Wenn  insbesondere  für  den  Fall,  dass  der  Sprung  vom  gleich- 
förmigen Heharrungszustande  ausgeht, 

= Fg,  = a,  = «0  und  = A„ 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  h die  Gleichung: 

h—a  = (fh^  1 — [8 

. F h 

und  für  einen  rechteckigen  Querschnitt  mit  - = — : 

■^0  ** 

A*  = <fK(h  + «);  (f  — 

"0  "r  '*) 

Aus  den  Bidone’schen  Messungen  ergeben  sich  hiernach  die  in  der 
vorletzten  Columne  obiger  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  y , und  zwar, 
wenn  das  arithmetische  Mittel 

y = 0,969 

als  wahrscheinlichster  Werth  mit  y'  bezeichnet  wird,  mit  einem  wahr- 
scheinlichen Fehler 

r = 0,6745  I ^ = 0,0347  ==  0,0358  y', 

r 15 

der  im  Verhültniss  zu  y’  noch  etwas  kleiner  ist,  als  der  obige  im  Ver- 
hültniss  zu  (i.  Für  andere  analoge  Fälle  kann  also  auch  nach  Gl.  (9)  ge- 
setzt werden: 


Ob  diese  Gleichung  oder  Gl.  (6)  die  Gesetzmässigkeit  der  Erscheinaig 
richtiger  darstellt,  ob  also  y oder  (i  einen  weniger  veränderlichen  Werth 
hat,  ist  nur  durch  weitere  Versuche  zu  entscheiden.  — 

Nach  Festsetzung  der  Sprunghöhe  kann  nun  auch  der  Ort  de- 
Sprungts  im  Canal  ermittelt  werden  mit  Hülfe  der  in  den  voriges 
Paragraphen  discufirten  Gleichung  des  Längenprofils  für  den  ungleich- 
förmigen Beharrungszustand  des  Wassers,  wenigstens  zunächst  dann,  wea» 
der  Sprung  von  einer  kleineren  bis  zur  Tiefe  a des  gleichförmigen  R'- 
harrungszustandes,  oder  vou  dieser  bis  zu  einer  grösseren  Wassertnf- 
statttiiidet;  denn  dann  ist  vou  den  beiden  Wassertiefeu  vor  und  nach  <!«• 
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SproDgc  die  eine  = a und  folglich  die  andere  durch  die  so  eben  discu- 
tirtc  Beziehung  zwischen  beiden  bestimmt.  Wenn  freilich,  wie  es  bei  einem 
Canal  von  geringerer  Länge  der  Fall  sein  kann,  ein  gleichförmiger  Be- 
harrungszustand gar  nicht  eintritt,  sondern  der  Sprung  sogleich  vom  Curven- 
zweige  äB  bis  zum  Zweige  CD  (Fig.  54  und  Fig.  55  im  vorigen  §.)  erfolgt, 
so  findet  eine  Unsicherheit  in  fraglicher  Beziehung  statt;  soft?rn  indessen 
der  Sprung  jedenfalls  in  der  Nähe  des  Scheitelpunktes  B,  Fig.  54  resp.  C, 
Fig.  55  zu  erwarten  und  an  der  entsprechenden  Stelle  des  Zweiges  C/), 

Fig.  54  resp.  ÄB^  Fig.  55  der  Differentialquotient  — sehr  klein  ist,  so  wird 

ds 

man  wenig  irren,  wenn  man  im  ersten  Falle  die  Wa.ssertiefe  unmittelbar 
nach  dem  Sprunge  nach  Schätzung  etwas  kleiner,  als  die  Ordinate  des  dem 
Punkte  Ä,  Fig.  54,  fär  gleiche  .\bscissc  s entsprechenden  Punktes  von  CD, 
resp.  im  zweiten  Falle  die  Wassortiefe  vor  dem  Sprunge  etwas  grösser, 
als  die  Ordinate  des  dem  Punkto  C,  Fig.  55,  entsprechenden  Punktes  von 
AB  annimmt. 

Beispielsweise  mag  die  zu  Anfang  dieses  §.  erwähnte  speciello  Beob- 
achtung Bidone’s,  bei  welcher  in  einem  Canal  von  coustanter  Breite 
b = 0,325  Mtr.  mit  ebenem,  unter  a = 0,023  geneigtem  Boden  und  mit 
verticalen  Seitenwänden  das  Wasserquantum  Q = 0,0351  Cubikm.  pro 
Secunde  abfloss,  und  wobei  der  Sprung  von  der  Tiefe  a = 0,064  Mtr. 
«les  gleichförmigen  Bebarruugszustandes  bis  zur  Tiefe  h — 0,064  -f-  0,125 
0,189  Mtr.  erfolgte,  rcchnungsmässig  geprüft.,  d.  b.  die  Länge  = — t 

der  (’analstrecke  berechnet  werden,  auf  welcher  die  Wassertiefe  strom- 
abwärts vom  Sprunge  weiter  von  h bis  //  = 0,280  Mtr.  der  Theorie  zu- 
folge zunebmeu  sollte,  eine  Länge,  die  der  Beobachtung  zufolge  ungefähr 
3,5  Mtr.  betrug.  Nach  diesen  Daten  ergiebt  sich  zunächst  für  den  gleich- 
förmigen Beharrungszustaud: 

Fq  — ah  = 0,0208;  "o  — — 1)6875 

-^0 


r 


0 


_/o, 

b 2rt 


0,0459  ; = 51,94 

V'-o« 


und  für  den  Rauhigkeitscoefticionten  des  Canals  nach  §.  133,  Gl.  (12)  rtiit 
Tq  statt  a und 


= 23  + 5^  = 23,07 


« = 0,0148. 
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ludern  nun  hier  die  Glciehungeu  (15)  — (10)  dos  vorigen  §.  Anwendni;; 

linden,  ergiebt  sich  mit 

h + H h. 

h,  = _:r._  ^ = 3,0(51 


k — .11,43  nach  Gl.(G), 
ih  " 

1,5714  ; P = = 0,3244  nach  Gl.  (7) 

9 


und  mit  d = 2 , ~ 0,3338 : 
0 


= 1,1275;  e^  = 1,0408; 


“ 1 + d 

nach  Gl.  (8)  und  ,1  = 0,5412  nach  Gl.  (9).  Endlich  mit 

1 ac,  , 1 ac, 

/ = -f  = 0,^524;  ^==^  = 0,2379, 

also  fix)  = 0,0032  und  /(X')  = 0,0285 
gemäss  der  Tabelle  in  §.  133,  findet  mau  nach  Gl.  (10;  im  vorigen  §. 

~ 7^  * - <-1 ")  « [/(^')  -/(^.]) 

= - (0,091—0,0038)  = 3,8  Mtr. 


d.  Einfluss  plötzlicher  Querschiiittsäuderuugcu. 

§ 13(5.  Vorbemerkungen  und  Ueberslcht  verschiedener  Fülle. 

Plötzliche  oder  weuigstons  auf  sehr  kurze  Strecken  beschränkte  (^uer- 
schnittsänderungen  des  in  Canälen,  (iberhauiit  des  mit  theilweisc  freier  Ober- 
tläche  strömenden  Wassers,  mit  welchen  erhebliche  Kichtungsäuderuugca 
und  Krümmungen  der  von  den  Wassert heilchen  durchflossenen  Gähnen  ver- 
bunden sind,  können  besonders  durch  Wände  verursacht  werden,  die  den 
Wasserstrom  von  unten  oder  von  den  Seiten  oder  in  beiden  Beziehungen 
zugleich  einengen,  indem  die  Wand  eine  oben  offene  oder  wenigstens  nach 
oben  bis  über  die  freie.  Wasseroberfläche  hinaus  sich  erstreckende  Itiircli- 
lirechiiug  hat,  deren  R.and  mehr  oder  weniger  von  der  Canalwaud  entfernt 
ist,  und  welche  hier  als  freie  Wandöffuung  bezeichnet  werde  im  Gcgca- 
satzc  zu  einer  sogenannten  Wümlnng,  d.  i.  einer  rings  umgrenzten  und  vom 
durchflie.ssenden  Wa.sser  ganz  ansgefüllten  Wandöifnung.  Gewöhnlich  ist 
eine  solche  Wand  vertical  und  rechtwinkelig  gegen  die  vcrticalen  Längen- 
schnitte des  Canals  gerichtet,  die  Durchbrechung  der  Wand  aber  rechteckig 
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mit  einem  borizoutalen  unteren  Rande  und  vcrticalen  Seitenrändern,  wie 
OS  im  Folgenden  vorausgesetzt  wird,  sofern  das  Ctogcntheil  nicht  aus- 
drücklich bemerkt  ist.  Man  sagt  daun,  das  Wasser  bilde  einen  Ueberfall 
über  diesem  unteren  Rande,  und  unterscheidet  Uoberfällo,  welche  die 
ganze  oder  nur  einen  Theil  der  Canalbreite  einuehinen,  jeuach- 
dera  der  Wasserstrom  durch  die  Wand  nur  von  unten  oder  zugleich  seit- 
wärts eingeengt  wird. 

Wenn  ferner  die  beiden  Theilo  des  Canals,  welche  oberhalb  und 
unterhalb,  d.  h.  stromaufwärts  und  stromabwärts  von  der  Wand  liegen,  als 
Zufluss-  und  Ahtlusscanal  bezeichnet  werden,  so  pflegt  man  vollkonimeuo 
und  unvollkommene  ücberfällo  zu  unterscheiden,  jenachdem  die  Wand 
von  der  rückwärts  verlängert  gedachten  freien  Wasseroberfläche  im  Ab- 
dusscanal  (dieselbe  au  einer  solchen  Stelle  gemeint,  wo  sie  eben,  die  Be- 
wegung des  Wassers  gleichförmig  geworden  ist)  unter  oder  über  dem 
borizontalen  Ueberfallrande  geschnitten  wird.  Im  Zuflusscanal  verursacht 
die  Wand  einen  Stau,  d.  h.  eine  Erhebung  dos  Wassers  mit  aufwärts  ge- 
wöhnlich schwach  concaver  Krümmung  der  freien  Oberäächo,  die  nur  kurz 
vor  der  Wand  in  eine  nach  oben  convexe  Krümmung  übergeht.  Dieser 
Stau  liefert  die  Druckhöhe,  welche  nöthig  ist,  um  die  im  verengten  Quer- 
schnitte entsprechend  vcrgrös.sorto  lieschwindigkcit  zu  erzeugen,  und  die 
nach  oben  convexe  Krümmung  der  freien  Wasseroberfläche  am  Ende  des 
Zuflusscanals.  ent8i)rechcnd  einem  gegen  die  Wand  hin  zunehmend  wachsenden 
Gefälle,  wird  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  unter  dem  Einflüsse  der 
inneren  Reibung  sich  jene  Geschwindigkeitszunahme  wesentlich  bis  zur 
Oberfläche  erstrecken  muss.  Da  von  dieser  letzten  Strecke  des  Zufluss- 
canals, in  welcher  die  Bahnen  der  Wassertheilchcn  erheblich  convergent 
und  gekrümmt  werden,  und  mit  den  Geschwindigkeiten,  insbesondere  auch 
mit  der  Oberflächeugcschwindigkt'it  zugleich  das  relative  Gefälle  schon  vor 
der  Uebei-fallwand  merklich  zunimmt,  bei  der  Theorie  der  Ueberfälle 
wiederholt  die  Rede  sein  muss,  mag  sie  def  Kürze  wegen  mit  ein(>m  be- 
sonderen Wort,  nämlich  im  Anschlüsse  an  eine  hei  natürlichen,  insbesondere 
grösseren  Was.serläufen  übliche  Benennung  als  Stromschnelle  bezeichnet 
werden.  Bei  Gerinnen  und  kleineren  Canälen  wird  der  Erfahrung  zufolge 
gewöhnlich  angenommen,  dass  ihr  Einfluss  sich  bis  etwa  1 Mtr.  stromauf- 
wärts von  der  Ueberfall  wand  erstreckt. 

Als  besonderer  Fall  ist  der  hemerkenswertli,  dass  der  Zuflusscanal 
durch  einen  hinlänglich  grossen  Behälter  ersetzt  ist,  um  das 
Wasser  iu  demselben  im  Wesentlichen  als  mit  horizontaler  freier  Oberfläche 
in  Ruhe  befindlich  betrachten  zu  können.  Die  Ueberfallwand  ist  daun  ein 
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Thcil  der  Gcfiisswand;  von  einem  Stau  durch  dieselbe  kann  keine 
sein,  nur  von  der  Stromschnelle  infolge  des  Abflusses  durch  die  freie  W«t> 
öffnung  (des  Ueberfalles  über  ihrem  unteren  Rande),  charakterisirt  asa; 
hier  durch  eine  allmählige  Senkung  der  freien  Oberfläche  niit  anfwir: 
convexer  Krümmung  gegen  die  Wandöffnung  hin.  -Andererseits  kann  <k: 
Abflusscanal  ganz  fehlen,  so  dass  das  Wasser  hinter  der  Wand  frei  nieA:- 
fällt;  der  uothweudig  vollkommene  wird  dann  insbesondere  ein  freifi 
Ueberfall  genannt.  Beide  Specialfälle  sind  combinirt  in  dem  Fundameuu;’ 
falle  des  freien  Abflusses  aus  einem  rechteckigen  Einschnitte  ia 
der  verticalou  ebenen  Seitenwand  eines  Gefässes. 

Als  Grenzfall  eines  unvollkommenen  Ueberfalles  ist  endlich  noch  dw  ' 
hervorzuheben,  dass  die  Wand  des  Abflusseanals  sich  unmittelbar  an  des 
Rand  der  Wandöffnung  mit  gleichem  Querprotil  anschliesst,  ein  Fall,  weldnt.  i 
besonders  combinirt  vorkommend  mit  dem  Specialfalle  eines  grösseren  Be- 
hälters mit  fast  ruhigem  Wasser  au  Stelle  des  Zuflusscanals,  auch  als  Ab- 
fluss durch  eine  freie  Wandöffnuug  mit  Ansatzgerinue  bezeichne' 
werden  kann.  — 

Nach  dem  Durchflusse  durch  die  Wandöffnung  kann  der  Wasserstroa 
ebenso  wie  bei  Mündungen  eine  Contraction  erfahren,  wenigstens  untei 
und  au  den  Seiten,  überhaupt  am  Rande  der  Wandöffnung,  bedingt  darrli 
die  mehr  oder  weniger  grossen  Winkel,  unter  denen  die  Bahnen  der 
Wassertheilchen  am  Rande  gegen  die  Normale  der  Ueberfallsebene  conver- 
giren;  unter  der  Ueberfallsebene  wird  dabei  die  Ebene  der  Randlinie, 
d.  h.  der  als  eben  vorausgesetzten  Linie  verstanden,  in  welcher  der  Ran<i 
der  Wandöffnung  von  einer  mit  der  mittleren  Strömungsrichtuug  in  der- 
selben parallelen  Cyliuderfläche  berührt  wird.  Im  weiteren  Sinne  kann  in- 
dessen auch  schon  die  Senkung  der  freien  Wasseroberfläche  im  Bereich 
der  Stromschnelle  als  eine  Contraction  von  oben  betrachtet  werden,  eine 
Auffassung,  welche  dadurch  motivirt  ist,  dass  die  fragliche  Senkung  sidi 
ebenso  wie  die  untere  und  seitliche  Contraction  an  der  Randlinie  einer 
zuverlässigen  rationellen  Beurtheilung  a priori  entzieht  und  deshalb  an, 
einfachsten  mit  ihr  zusammen  durch  einen  empirisch  zu  bestimmenden 
Correctionscoefficieuteii  in  Rechnung  gebracht  wird.  Der  Querschnitt  des 
Wassers  mit  der  Ueberfallsebene  wird  dann  ausser  der  Randlinie  durch  die 
horizontale  Gerade  begrenzt  gedacht,  in  der  die  Ueberfallsebene  von  der 
Ebene  geschnitten  wird,  welche  die  freie  Wasseroberfläche  am  .\ufauge  der 
Stromschuelle  berührt  und  übrigens  meistens  (bei  mässigem  Gefälle  des  I 
Zuflusscauals  und  massiger  Länge  der  Stromschnelle)  ohne  in  Betracht 
kommenden  Unterschied  des  Resultats  auch  als  Horizontalebeue  angc-  j 
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nommcu  wcrdou  kann.  Am  Rande  der  Wandöffnunf;  kann  die  C'ontraction 
(ebenso  wie  es  für  Mündungen  in  §.82  erklärt  wurde)  mehr  oder  weniger 
geschwächt  sein,  jcnachdem  die  Wand  am  Rande  mehr  oder  weniger  abge- 
rundet ist  oder  die  Wasscrtheilchen  durch  mehr  oder  weniger  schräge  Leit- 
Hächen  am  Ende  des  Zutiusscanals  gegen  die  Ueberfallsebene  hin  geleitet 
werden,  ferner  mehr  oder  weniger  unvollkommen  je  nach  der  kleineren  oder 
grösseren  Entfernung  der  Raudlinic  von  der  Wandfläche  des  Zuflusscauals 
resp.  vom  Boden  oder  von  den  Seitenwänden  des  Ausflussbohälters,  end- 
lich mehr  oder  weniger  partiell  (unvollsländigi  jenachdem  die  Coutraction 
an  einem  grösseren  oder  kloineren  Theil  des  Randes  ganz  aufgehoben  ist; 
letzteres  ist  besonders  seitlich  der  Fall  bei  einem  Ueberfall,  der  die  ganze 
Breite  des  Canals  ciunimmt,  dagegen  an  der  unteren  Seite  bei  einer  Wand, 
durch  welche  umgekehrt  das  Was.ser  nur  seitlich  eingeengt  wird. 

In  allen  Fällen  handelt  es  sich  um  die  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  Dimensionen  des  Zu-  und  Abflusscanals  und  der 
Wandöffuung,  den  Höhenlagen  dos  Oberwa sscrspiogels  (am  An- 
fang der  Stromschnelle)  und  bei  unvollkommenen  Ueberfällen  des 
Unterwasserspiegels  (an  der  Stelle,  wo  im  Abflusscanal  die  Bahnen  der 
Wassertheilchen  zuerst  wieder  parallel  geworden  sind  resp.  ein  gleich- 
förmiger Beharrungszustand  eingetreten  ist;,  sowie  endlich  der  pro 
Secunde  überfallenden,  überhaupt  durch  die  Wandöffnung  flies- 
seiiden  Wassermeuge  stattfiuden.  Bei  den  Versuchen  zur  Bestimmung 
der  in  diesen  Beziehungen  vorkommenden  Coustanten  wurden  vorzugsweise 
Oeffuuugen  in  dünnen  Wänden  angewendet,  hergestcllt  durch  eine 
solche  Abschrägung  des  Randes,  dass  dadurch  die  Raudlinic  als  scharfe 
Kaute  in  die  vordere  Fläche  der  ebenen  Wand  verlegt  wurde,  die  Coutraction 
also  möglichst  uugeschwächt  und  ungestört  durch  Adhäsion  des  Wassers 
an  der  Raudfläche  zu  Stande  kommen  konnte.  Die  aus  solchen  Versuchen 
abgeleiteten  Coefticienteii  sind  deshalb  für  manche  übrigens  hierher  ge- 
hörige technische  Anlagen  nicht  ohne  Weiteres  als  gültig  zu  betrachten, 
insbesondere  z.  B.  bei  den  sogenannten  Wehren,  die  zum  örtlichen  Auf- 
stau des  Wassers  eines  natürlichen  Flusses  als  abgerundete  Dämme  mit 
horizontaler  Scheitellinie  quer  durch  den  Fluss  errichtet  und  als  Uober- 
fall-  oder  Grund  weh  re  bezeichnet  werden,  jenachdem  das  Wasser  über 
ihnen  einen  vollkommenen  oder  unvollkommenen  Ueberfall  bildet.  Bei 
denselben  handelt  es  sich  vorzugsweise  um  die  Vorausberechuuiig  der 
Wehrhöhe,  die  bei  gegebener  Wassermengo  des  Flusses  eine  ge- 
wisse Stauhöhe  verursachen  wird,  d.  h.  eine  gewisse  Erhebung  dos 
Obcrwasscrspicgels  (am  Anfang  der  Stromschnellc)  über  der  freien  Ober- 
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flache  des  vor  Anlage  des  Wehrs  hoi  derselben  Wassermenge  in  gleich-  ’ 
förmigem  Beharrungszustande  befindlichen  Flusses. 

Wenn  ein  solches  Wehr  die  Bestimmung  hat,  das  Gefalle  einer  ge- 
wissen Flussstrecke  zum  Zweck  dos  Betriebes  hydrauliseher  Kraftmaschinea 
örtlich  zu  coacentrireu,  so  pflegt  ein  Theil  des  aufgestauten  Wassers  durch 
einen  Canal,  der  unmittelbar  oberhalb  des  Wehrs  vom  Flusse  abgezweiel 
ist,  der  seitwärts  von  diesem  in  einiger  Entfernung  befindlichen  Maschinen- 
anlagc  zugeleitet  zu  worden,  so  dass  das  Wnsserquantum  Q,  welches 
den  Uebcrfall  bildet  und  strömabwärts  vom  Wehr  im  Flussbette 
abfliosst,  nur  ein  Theil  der  ganzen  Wassermenge  desFlusscs  I 
ist.  Zur  Beurtheilung  des  Wehrs  hinsichtlich  seines  Charakters  als  Uebcr- 
fall- oder  Grundwehr,  wozu  die  Kenutniss  der  Höhenlage  des  ünterwasser- 
spiegels  erforderlich  ist,  muss  dann  zunächst  ermittelt  werden,  um  wie 
viel  die  dem  gleichförmigen  Beharrungszustande  entsprechende 
freie  Oberfläche  bei  der  Wassermenge  Q tiefer  liegt,  als  bei 
der  Wassermenge  Q^'i  Ist  zu  dem  Ende  allgemein  (d.  h.  abgesehen  davon, 
ob  <C  Qo  oder  Q„  ist)  der  Querschnitt,  die  Wasserbreite,  das  benetzte 
Quorprofil.  der  mittlere  Kadius  und  die  mittlere  Geschwindigkeit 
bei  der  Wassermenge  b„ 

,,  „ „ Q ^ b p r tt , 

so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Gefälle  in  beiden  Fällen  gleich  = dem 
Abhang  a des  als  cylindrisch  vorausgesetzten  Canals  oder  Flussbettes  ist: 

3 2. 

Q _ ^ 1/  fPoY 


i 1 


/ , 0,00150 . . 

mit  ]i  = ( H I n , unter  »i  einen  Rauhigkeitscocfncicnten  ver- 

\ « / 

standen,  der  hier  durchschnittlich  = 0,025  gesetzt  werden  kann;  endlich, 
wenn  h die  (jiositive  oder  negative)  Hohe  des  Wasserquerprofils  bei  der 
Wassermenge  Q über  demselben  bei  der  Wassermenge  Q,,  und  ,*f  den 
mittleren  Winkel  bedeutet,  um  welchen  zwischen  beiden  das  Camdquer- 
profil  beiderseits  gegen  die  Lothrechte  geneigt  ist: 
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(3). 


= ^0  + /^„  + \ 

P = Pa  + I 

Durch  diese  Gleichungen  '1)  — (3)  ist  h bestimmt,  wenn  b^,  p^, 

a,  ß und  Q gegeben  sind,  und  zwar  ist  A 0,  jenachdem  Q Qq  ist. 

Wenn  die  Dreite  gross  in  Vergleich  mit  der  mittleren  Tiefe 
und  ß ein  kleiner  Winkel  ist,  kann  näheruugsweisc  gesetzt  werden: 


~ 1 ; 


F 


\Po^ 


1 


I 

h\  3 


/'n 


rt  -j-  h 
a ’ 


4- 

V«  + A 


2 A 

3 I 


unter  rt  die  mittlere  Tiefe  bei  der  Wassermenge  verstanden,  also  nach 
Gl.(l): 

1 ^ 

a ^ h / \a-\-hQ 

« ~~  1 1 ^ ~ i 

V« 


....  (1). 


Durch  Einsetzung  des  ersten  Näherungswerthes 

•i 

a h ^ * 

a \ ) 

auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  als  zweiter  Näheruugs- 
werth: 


I 2 


oder  wenn  mit  e = — A die  Erniedrigung  der  WasserobcrHüche  in  dem 
hier  in  Itede  stehenden  Falle  <i  <4  Qo  bezeichnet  wird: 
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Zur  Erleiclitorung  des  Gebrauchs  dieser  Formel  sind  iu  folgender  Tabelle 


die  Werthe  von  x und  y für  verschiedene  Werthe  von  - und  . zu- 

Öo  V« 

sammcngestellt. 




1 , y ! 

j 

X für  = 

Va 

= 

1 

i 

0,5 

1 

■ 1,5  1 

1 2 

' 1 

; 0.2 

0,43')  1 

0,304 

0,419 

0,433  ; 

1 0,443 

0,455 

0,466  1 

‘ 0,489 

0,3 

0,368 

0,49)1 

0,519 

0,533 

' 0,542 

)),5.53 

0..564 

0,586 

!,  0,4 

1 0,305 

0,585 

0,60)1 

0,618 

0,626 

0,64)1 

0,665 

0,5 

0,247 

0,666 

0,683 

0,694 

0,701 

0,7)19 

0,718 

0,735 

0,6 

0,1 '32 

0,740 

0,755 

1 0,763 

0,769 

0,776 

0,783 

0,797 

0.7 

0.141 

0,810 

0,821 

0,828 

0,832 

0,837 

0,843 

0.853 

1:  0,8 

1 1 

0,002  1 

0,876 

0,884 

1 

0,888 

)),891 

)),895  ' 

0,898 

0,906 

\ 

Die  Werthe  von  B können  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  (daselbst  mit 


h bezeichnet)  entnommen  werden. 


§.  137.  Tollkommene  IteberfHlIe. 

Wenn  man  einen  vollkommenen  Ucberfall  als  Grenzfall  des  Ausflusses 
aus  einer  rechteckigen  Mündung  iu  einer  verticalen  Wand  bei  abnehmender 
Wasserstandshöhe  betrachtet,  so  kann  man  nach  §.  79,  Gl.  (7)  das  pro  Sec. 
überfallende  Wasserquantum 

Q = ^~  tih  -V¥g{lfJ- 

setzen,  unter  //  einen  erfahrungsmilssig  zu  bestimmendeu  Coefticienten. 
b die  Ueberfallbreite,  7/j  und  die  wirksamen  Druckhöhen  für  den 
unteren  üeberfallraud  und  für  das  (hier  an  die  Stelle  des  oberen  Randes 
der  Mündung  tretende)  Wasserquerprofil  in  der  Ueberfallsebeue  verstanden. 
Letztere  sind  wegen  Gleichheit  des  an  der  freien  Oberfläche  überall  herr- 
schenden atmosphärischen  Drucks  einfach  = den  Höhen  A,  und  Aj  der 
freien  Wasseroberfläche  am  Anfang  der  Stromschnelle  (siehe  vor.  §.)  über 
den  betreffenden  Stellen  zu  setzen,  wenn,  wie  bei  dem  .Vusflusse  aus  einem 
Einschnitt  in  der  Seitenwand  eines  Gefässes,  die  Ge.schwiudigkeit  zu  ver- 
nachlässigen ist,  die  das  Wasser  am  .\nfang  der  Stromschnelle  schon  be- 
sitzt. Uebrigens  hat  diese  Geschwindigkeit  dieselbe  Wirkung,  als  ob  die 
Wasseroberfläche,  von  der  aus  die  Höhen  A,  und  Aj  gemessen  werden,  uni 
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die  entsprechende  Gescliwindigkeitshöhe  höher  läge,  und  wenn  also  k den 
Mittelwerth  der  letzteren  bezeichnet,  ist  allgemein 

7/j  = Aj  + i-,  U^=  + i. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  von  und  von  den  übrigen  Elementen  des 
Ueberfalles  abhilngt,  ist  indessen  selbst  empirisch  (insbesondere  durch 
Messungen  und  daraus  abgeleitete  empirische  Formeln  von  Lesbros)  nur 
ungenügend  bekannt,  und  wird  es  deshalb  vorgezogen,  das  GefUlle  = A, 
der  Stromschnelle  schou  als  Erscheinung  einer  Contraction  von  oben  zu 
betrachten  und  durch  den  Coefficienten  /i  mit  zu  berücksichtigen.  Wenn 
somit  //j  = i und  = A A gesetzt  wird,  unter  A jetzt  die  zuvor 
mit  Aj  bezeichnetc  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  am  Anfang  der  Strom- 
schnelle über  dem  horizontalen  Ueberfallrando  verstanden,  und  wenn  der 
2 

Einfachheit  wegen  /z  für  — ji  gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

i.  * 

Q = Id  V2g[{h  + (1). 

Je  zusammengesetzter  die  Bedeutung  des  Coefficienten  ft  in  dieser 
Gleichung  i.st,  desto  mehr  ist  seine  einigermassen  zuverlässige  Bestimmung 
auf  einzelne  Specialfälle  beschränkt. 

1)  Für  den  Fundamentalfall  des  freien  Abflusses  aus  einem 
rechteckigen  Einschnitte  in  der  verticalen  ebenen  Seitenwand 
eines  Gefässcs  sind  namentlich  von  Poncclet  und  Lesbros,  später  von 
Lesbros  allein  ausgedehnte  Versuche  angestellt  worden  (in  Verbindung 
mit  den  in  den  §§.  84  und  85  besprochenen  Versuchen  über  den  Ausfluss 
aus  rechteckigen  Mündungen),  und  haben  sich  dabei  iusbesondere  dann, 
wenn  die  Ränder  des  Einschnittes  vom  Boden  und  von  den  Soitenwänden 
des  Gefässes  hinlänglich  weit  entfernt  waren,  um  die  Contraction  als  voll- 
kommen und  vollständig  bezeichnen  zu  können,  die  folgenden  Werthe  von 
II  ergeben,  entsprechend  (nach  Gl.  1 mit  k = 0)  der  Gleichung: 

Q = iihh  yjgk (2), 

und  zwar  erhalten  aus  Versuchen  mit  Ueberfilllen  von  0,2  und  0,G  Mtr. 
Breite  in  dünner  Wand  (Waudöffnung  mit  abgeschrägten  Rändern). 


A=- 

0,01 

0,02 

0,0.3 

0,04  0,06 

0,08 

0,1 

0,15 

0,2  0,3 

i = 0,2://  = 

0,424 

0,417 

0,412 

0,407  0,401 

0,397 

0,395 

0,393 

0,390 ' — 

b — 0,6 : /t  — 

— 

0,418 

0,416^0,412 

1 

0,409 

0,406 

0,400 

0,395 1 0,391 

i ! 

2)  Wenn  der  U eberfall  sich  in  einem  Canal  befindet  (eventuell 
als  freier  Ueberfall  am  Ende  des  Canals),  so  kann  die  mittlere  Geschwindig- 
keitsböbe  A,  die  das  Wasser  im  Querschnitte  F'y  am  Anfang  der  Strom- 
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schnelle  schon  besitzt,  von  merklichem  Einfluss  sein  um  so  mehr,  je  grösser 
flas  Verliältniss 


ist,  unter  h„  die  Wasserbreito  und  unter  /if,  tlie  mittlere  Tiefe  an  der 
Stelle  des  Querschnitts  verstanden.  Indem  dann  aber  die  Coutnwtion 
mehr  oder  weniger  unvollkommen  ist  (eventuell  zugleich  unvollständig  bei 
einem  Ueberfall,  der  die  ganze  Breite  des  Canals  einnimmt),  somit  auch  g 
von  « abliängt,  ist  es  am  cintachsten,  nach  wie  vor  die  Gleichung  (2)  zu 
rirunde  zu  legen  und  dabei  //  als  emiiirische  Function  von  n aus  den 
betreffeudeii  Versuchen  abzuleiten. 

Dergleichen  Versuche  von  Castcl,  angestellt  mit  rebernUleii  bis  zu 
0,75  Mtr.  Breite  und  mit  abgeschriigten  Iliindern,  dienten  vorzugsweise  zur 

Bestimmung  des  Einflusses  des  Verhältnisses  ihuen  zufolge  kann  in 

Gl. '2)  gesetzt  werden: 


ft  = 0,381  + 0,0Ö2 


wenn  - 
"o 


- und  die  Hohe  der  Ueberfallkante  über  dem  Uuter- 


Wiusscrsjnegel  LV*  ist.  Dabei  ist  im  Falle  h = hier  wie  im  Folgeuilcu 
stets  vorausgesetzt,  ditss  die  Seitenwüude  des  Zuflusscanals  wenigstens  ober- 
halb des  üebcrfallraudes  vertical  sind. 

Allgemeine  Gültigkeit  (weuigstcus  bis  n = 0,5)  beauspnicheii  die 
von  Weisbach  aus  seinen  Versuchen  mit  Ueberfullen  iu  dünner  Wand 
bis  etwa  0,4  Mtr.  Breite  abgeleiteten  Besultatc,  wouacli  bei  vollständiger 
(.’ontraction  (hinlänglicher  Entfernung  beider  Seitenränder  der  rel)crfalls- 
ülfnung  von  den  Seitenwänden  des  Canals,  also  b wesentlich  <(  &(,) 

ft  — fi^  = fi^  (1  -j-  1,718  (4  , 

dagegen  bei  Ueberfiillen,  welche  die  ganze  Breite  des  Canals  eiuuchmeiL 

ft  = fi^  — ft^  (1,041  -f  0,36'»3  «*) (5) 

soll  gesetzt  werden  können,  unter  ftg  den  betrefl'eudeu  Coefticienten  der 
I’oncelct-Lesbros’schen  Fiiudamcntaltabelle  verstanden;  siehe  olmn  unter 
Ij  für  b = 0,2  Mtr.  Nachstehend  sind  die  den  Formeln  i,4)  und  5)  für 

verschiedene  Werthe  von  n entsprechenden  Verhältnisse  - ’ und  za- 

/•<>  l‘o 

sammengestellt. 


n es*  : 

0,1 

0,15 

0,2 

0,25 

i 0,3  j 

o,;j5 

! 0.4  : 

t'C/'o  =■ 

l.ÜVH) 

1.001 

1,W3  , 

1,(K*7 

1,014 

1,020 

' 1,044  1 

1,045 

1.04Ü 

1.050 

1,004  j 

1 1.074 

1,080 

1 

1,1IK1  1 
1 1 

und 

za- 

l‘o 

j 0.45 

0.5 

1 1.070 

, 1.107 

1 1.110 

, U.Ö 
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Insbesondere  für  vollkoniniene  Uelterfillle  auf  der  ganzen 
Hreitc  des  Cierinnes  ergab  sicli  aus  Versuchen  von  Borneniann*  aus 
den  Jaliren  18bG,  1807,  1869  und  zwar  aus  im  Ganzen  47  Versnehen, 
wobei 


b = — 1,1. S Mir.,  h = 0,7 

war,  bei  Voraussetzung  von  Gl.  T2): 

/t  — 0,r>673  — 0.12H9 


0,21  Mtr.,  = 0,2  —0,8 
"u 


/A 


•(6) 


mit  einem  wahrscheinlichen  Felder  = 0,0148,  und  bei  V'oraussetzung  von 
Gl.(l): 

h 


ji  — 0,6448  — 0,2777  | 


mit  einem  übrigens  nur  so  wenig  kleineren  wahrscheinlichen  Fehler,  dass 
dadurch  die  Annahme  dieser  Gl.  (1)  statt  der  einfacheren  Gl.  (2)  nicht  ge- 
nügend motivirt  erschien.  Dagegen  zeigte  die  gleichfalls  versuchte  Gleichung 

Q = i,b  (A  k)  y-2j (h-^  iy (7), 

“ ,'T 


welcher  fi  ==  0,6402  — 0,2862 


(8) 


mit  einem  wahrscbeiulichen  Fehler  = 0,013.3  entsprach,  besonders  für  die 
grösseren  Werthe  von  f eine  bessere  Uebereinstimmung  mit  den  Be- 
obachtnngen,  so  dass  Bornemann  die  Gl.  (2)  nnt  //  nach  Gl.  (6)  für 
^ , dagegen  Gl.  (7)  mit  //  nach  Gl.  (8)  für  '>  ^ empfehlen  zu 

fly  3 /Iq  o 

sollen  glaubt.  Bei  der  Benutzung  von  Gl.  (7)  zur  Berechnung  von  Q kann 

= -(~Y 

und  dann  nach  Gl.  (7)  einen  corrigirten  Werth  von  Q berechnen. 

Die  Uesultatc  dieser  Boruemann’schen  Versuche,  bei  denen  der 
I'eberfallranil  auch  durch  .Vbschräguug  scharfkantig  hergestellt  war,  be- 
stätigen nicht  die  Weisbach’schc  Formel  (b): 


man  zunächst  mit  k = 0 einen  Näherungswerth  Q\  damit  k 


/ h \ 2 1 

1,041  + 0,3693  J, 


nach  welcher  //  mit  wachsendem  Verhältniss  — nicht  abnehmen,  sondern 

"o 

wachsen  sollte,  wenn  auch  dieses  Verhalten  dadurch  etwas  abgeschwächt 
wird,  dass  mit  wachsendem  A abnimmt.  Jedenfalls  und  besonders  für 


* Civilingenieur,  Jahrgang  XVI. 
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die  kloinercu  Wcrthc  von  " ist  der  Coeflicicnt  (i  in  Gl.  (2)  nach  Borne- 

K j 

mann  grösser,  als  nach  Castel  und  nach  Weisbach.  Z.  B.  für  =0,25 

ist  nach  Gl.  (G):  //  = 0,505,  dagegen  nach  Gl.  (5)  höchstens  = 0,424. 
1,064  = 0,451  wenig  verschieden  von  //  = 0,443  nach  Gl.  |3);  für 


— =r  0,5  ist  nach  Gl.  (G):  u — 0,480,  nach  Gl.  (5)  höchstens  ebenso  gross. 


0 480  ' 

nämlich  mit  ^ = 0,424. 

1 , 1 o3 


3)  Wenn  die  Uebe  rfallwand  geneigt  ist,  und  zwar  im  Sinne  der 
Strömung  vornüber  unter  einem  gewissen  Winkel  d gegen  die  Lothrechtc. 
so  dass  die  von  unten  dem  Ueberfallrande  zufliesseuden  Wasserthcilchen 
höchstens  um  (90  — d)  Grad  ihre  Bewegungsrichtung  zu  ändern  haben, 
um  die  Ueberfallsebene  zu  durchströnicn,  so  wird  dadurch  hier  die  Con- 
tractiou  geschwächt,  also  fi  vergrössort.  So  fand  Weisbach  bei  einem  die 
ganze  Breite  des  Gerinnes  einnehmenden  freien  Ueberfalle  (ontsprccheud 
der  obigen  Gl.  2) 


fl  0,447  für  d = 2G,5“,  f/  ■=  0,467  für  d = 45", 
zusammenzufassen  in  der  Gleichung: 

fl  =r  0,418  + 0,00108  d, 

also,  wenn  fiQ  (hier  = 0,418)  den  Werth  von  fi  für  d = 0,  d.  h.  für  die 
verticale  Wand  bedeutet, 

fl  = //„  (1  -f  0,0026  d) .>....  (9. 

Ist  die  Wand  unter  einem  gewissen  Winkel  = d'  Grad  im  umge- 
kehrten Sinne  geneigt,  so  ist  //  //„,  z.  B.  nach  Boileau  = 0,973  fi^ 

für  d'  = 18,5  Grtod,  cnLsitrcchond 

fl  = ft^  (1—0,0015  d") (10. 

Ein  schräger  Zufluss  anderer  Art  findet  bei  Ueberfälleu  daun  statt 
wenn  die  übrigens  verticale  Wand  unter  einem  gewissen  Winkel 
= d Grad  gegen  die  zur  Bewegungsrichtung  des  Wassers  senk- 
rechte Ebene  geneigt  ist,  Boileau  fand  in  solchem  Falle 


fl  = 0,942  fi^  für  d = 45",  ft  = 0,911  fig  für  d = 65", 

entsprechend  ft  — //„  (1  — 0,0013  d) (IF. 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  unter  b in  Gl.  (2)  stets  die  ganze  Länge  des 
horizontalen  Ueberfallrandes  verstanden  wird. 

Eine  grosse  Zuverlässigkeit  in  Betreff  der  Anwendung  auf  andere 
Verhältnisse  können  die  Beziehungen  (9)  — fll)  bei  der  geringen  Zahl  der 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  nicht  in  Anspruch  nehmen. 
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4)  Bei  einem  Ueborfallwcbr,  gebildet  durcli  einen  abgerundeten 
Damm,  dessen  horizontale  Sclicitellinie  höher  liegt,  als  der  Unterwasscr- 
spiegel,  ist  jener  .\brundung  wegen  der  Cocfficient  //  grösser,  als  unter 
soust  gleichen  Umständen  für  einen  Ueberfall  Uber  sebarfliautigem  Rande, 
wenn  auch  nicht  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  Coutractiou  geringer 
ist,  weil  die  Reibung  des  mit  vermehrter  Geschwindigkeit  au  der  Über- 
flächo  dos  Wehrdammes  hin  fiiessenden  Wassers  eine  Verkleinerung  dos 
Gcschwindigkeitscoefficicnten  verursachen  muss,  als  dessen  Product  mit 
einem  Coutractionscoefficienten  der  rcsultirendc  Coefficient  //  betrachtet 
werden  kann.  Für  solche  Ueberfallwehrc  mit  FlügelwUnden,  wodurch  eine 
seitliche  Coutractiou  verhindert  wird,  soll 

nach  Eytelwein:  //  — 0,57 
2 

nach  NVcisbach:  fi  = — . 0,8  — ■ 0,53 


(12), 


zu  setzen  sein,  vorausgesetzt  dass  die  Geschwindigkeit  des  ziifliessenden 
Wassers  besonders  in  Rechnung  gebracht  wird  wie  durch  obige  Gl.  (1). 
Darin  ist  hier  1 

2</  VF’o/ 

unter  Fq  den  Querschnitt  des  aufgestauten  Wassers  (am  .\nfang  der  Strom- 
schnelle)  und  unter  Q^,  das  pro  Sec.  hindurch  tliessende  ganze  Wasser- 
(juantum  des  Flusses  verstanden,  welches  hier  grösser  ist,  als  das  den 
Ueberfall  bildende  = Q,  wenn  der  Ueberschuss  Q,,  — Q durch  einen 
dicht  oberhalb  des  Wehrs  abgezweigten  Canal  fortgeleitet  wird.  Ist  nun 
die  Höhe  — U gegeben,  bis  zu  der  das  Wasser  (am  .\nfang  der  Strom- 
schnelle) über  der  freien  Oberfläche  K des  bei  dersell)en  Wassernienge 
im  gleichförmigen  Beharrungszustande  belindlichen  Flusses  durch  das  Wehr 
aiifgestaut  werden  soll,  so  ist  dadurch  also  k bestimmt,  und  ergiebt  sich 
die  erforderliche  Höhe 


= //—  h 

der  Scheitellinie  des  Wehrs  über  der  Ebene  K durch  Substitution  des 
Aiistlrucks  von  h nach  Gl.(l): 

a:  n—(  -I-  /■'•')  ' ! i (1.3) 

V//Ä  V 2y  ^ 

vorausgesetzt  dass  dieses  r — f gefunden  wird,  unter  e die  der  .Ab- 
zweigung des  Wassen(uantums  — — Q entsprechende,  nach  tlen  An- 

galmii  im  vorigen  §.  zu  berechnende  Erniedrigung  des  Unterwasserspiegels 
unter  die  Ebene  E verstanden;  anderen  Falls  wäre  der  Ueberfall  unvoll- 
kommen und  das  Wehr  nach  den  Regeln  dos  folgenden  §.  als  Grundwehr 
zu  berechnen. 


Or*Bhof,  thevrvt.  Maschinenlehre.  I. 
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§.  13:. 

Uebrigcns  kann  eine  solche  Berechnung  der  Wehrhöhe  mit  einem  cos- 
stanten  Werthe  von  //  (=  0,57  resp.  0,53)  auf  grosse  Zuvorlilssigkcit  nicii! 
Anspruch  machen,  da  sich  annchmen  lässt,  dass  die  bei  UcberfdlJen  mit 
scharfkantigem  Rande  constatirte  Abhängigkeit  des  Coefticienten  (i  von  den 

Verhältnisse  n resp.  ~ grosscntheils  durch  die  Veränderlichkeit  des  Ge- 
"n 

fällcs  der  Stromschnelle  bedingt  wird,  die  auch  bei  Aufhebung  der  untere:. 
Contraction  durch  Abrundung  des  Ueberlällrandes  sich  gleicher  Weise 
geltend  machen  wird.  Es  ist  deshalb  vielleicht  richtiger,  auch  hier  die 
Gl.  (2)  mit  dem  Boruemanu’scben  Ausdrucke  (6)  von  fi  für  breite  Ueber- 
fälle  zu  Grunde  zu  legen,  sofern  nur  letzterer  wegen  Abrundung  des  Ueber- 
fallrandes  entsprechend  vorgrössert  wird.  Diese  Vcrgrosscrung  hätte  naci 
Gl.  (9)  im  Verhältnisse 

1 + 0,0026.90  = 1,234 

zu  geschehen,  wenn  jener  Formel  eine  unbeschränkte  Gültigkeit  znge- 
sclirieben  und  die  untere  Contraction  bei  einem  Ueberfallwehr  als  voll- 
kommen aufgehoben  betrachtet  werden  dürfte;  weil  aber  Beides  nicht  der 
h’all  ist,  mag  mit  Rücksicht  zugleich  auf  den  vermehrten  Reibungswiderstan  i 
des  Wehrdamraes  nach  vorläutiger  Schätzung  der  Ausdruck  (6)  nur  mit  1.1 '> 
(entsprechend  d = 58®  nach  Gl.  9)  multiplicirt,  also 

« = 0,642  —0,142  \/  ~ (14 

f Aq 

gesetzt  werden.  Darin  ist  = a ~\~  JI,  unter  a die  mittlere  Tiefe  de 
ungestauten  Flusses  bei  der  Wassermengc  verstanden,  und  entspräcb- 

[I  = 0,57  dem  Verhältnisse  ~ Wird  dieser  Nähorungswerth  vm 

// mit bezeichnet,  so  findet  man  aus  Gl.  (2)  ilen  entsprechenden  Nähemng'- 
wertli  von  h : 

h'  = f _ j ; damit  //  = 0,642  — 0,142 
■/i'i  V 2//  ^ 

'j 

A = /,' y ; x=Il  — h 

Es  sei  z.  B.  ein  kleiner  Fluss  von  b = % Mtr.  Breite,  dessen  Wass'^r- 
menge  (i„  — 4,8  Cnbikm.  bei  a = 0,4  Mtr.  mittlerer  Tiefe  beträgt,  dorr'' 
ein  die  ganze  Breite  h einnehmendes  quer  durch  den  F’luss  zu  erbauend-' 
gerades  Wehr  um  = 1,1  Mtr.  aufzustauen  behufs  Fortlcitung  von  l.e 
Cnbikm.  des  aufgestauten  Wa.sscrs  durch  einen  abgezweigten  Canal,  so  das? 
Q = 3,2  C'ubikm.  Wasser  pro  Sec.  den  Ueberfall  bilden.  Hier  ist 
/(„  — 1,5  Mtr.,  = 12  Quadratm.,  also  k = 0,00815  Mtr. 
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lacL  Gl.  (12),  und  mit  //  = 0,57  nach  Gl.  1.3): 

X — n — h --  1,1—0,285  = 0,815  Mtr. 
lio  Uölio,  bis  zu  welcher  sich  das  Wehr  über  die  Oberflilchc  des  ungestauten 
^’lusses  erheben  muss. 

Nach  den  Gleichungen  (15)  findet  man  hier  nahe  denselben  Werth, 
lümlich  mit  //’  = 0,57: 

ä'—  0,293;  ,«  = 0,579;  A = 0.290 ; x = 0,810  Mtr. 


§.  138.  rnToIlkommene  UeberfUIle. 

llei  einem  unvollkommenen  Ucberf.alle  sei  die  Höhe  des  Oherwasser- 
ipiegcls,  h,  die  Hohe  des  Uuterwasserspiegels  über  dem  horizoufalon  Ueber- 
•allrandc,  ersterer  verstanden  au  einer  Stelle  (etwa  1 Mtr.  stromaufwärts 
ron  der  Wand,  nämlich  am  .\nfang  der  Stromschnelle),  wo  er  noch  fa.st 
jben,  letzterer  an  einer  solchen  Stelle  in  ähnlicher  Entfernung  stromab- 
ivärts  von  der  Wand,  wo  er  wieder  fiust  eben  geworden  ist,  h = Äj  — 
lie  Ilöheudifl'ercnz  beider  Wasseroberflächen,  übrigens,  wie  im  Vorher- 
gehenden, b die  Ucberfallbreite  und  k die  der  mittleren  Geschwindigkeit 
,m  Querschnitt  am  -Anfang  der  Stromschnelle  entsprechende  Höhe. 
Wenn  dann  wieder  das  Gefölle  der  Stromschnelle  als  eine  Contractionser- 
icbeinung,  somit  das  Kechtcck  = i/ij  als  Durchflussoffnnng  betrachtet  wird, 
m kann  d>cse  in  zwei  Thcile  zerlegt  werden  der  Art,  dass  das  Wasser  im 
iberen  von  der  Höhe  h einen  eigentlichen  (vollkommenen)  Ueberfall  bildet, 
iurch  den  unteren  aber  wie  durch  eine  Mündung  unter  Wasser  hindurch- 
fliesst.  Das  den  unvollkommenen  Ueberfall  bildende,  pro  Sec.  durch  die 
^anzc  Wandöffnung  fliessonde  Wasserquantum  ist  dann  mit  Rücksicht  auf  ^ 
Gl.  (1)  im  vorigen  §. 

Q = i ( /Q  P + k^T~kh  + -I-  • (IX 

wie  namentlich  von  Weisbach  empfohlen  würde,  indem  er  zugleich //j  = 

2 

- ,//j  und  (für  Ueberfillle  über  mehr  oder  weniger  breiten  und  abgerundeten 

Dämmen,  wie  sie  zu  technischen  Zwecken  ausgeführt  zu  werden  pflegen) 
gj  = 0,8  setzte. 

Durch  Unterdrückung  der  Geschwindigkeitshöho  k vorbehaltlich  der 
Berücksichtigung  ihres  Jlinflusses  durch  entsprechende  Wahl  der  Coeffi- 
cienten  //,  und  //g  geht  Gl.  (1)  über  in: 

Q = b (/t,h  -\-  ;uh^)  (2), 
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eine  Formel,  welche  insbesondere  von  Redtenbacher  empfohlen  wurde, 
und  zwar  mit 

//,  = 0,57  und  //j,  = 0,62 

gleichfalls  mit  Rücksicht  auf  solche  Verhältnisse,  wie  sic  bei  technischei 
Ausführungen  Vorkommen. 

Uehrigens  beruhen  sowohl  jene  von  Weisbach  als  namentlich  die~^ 
von  Redtenbacher  angegebenen  Zuhleuwerthe  der  Coeflicienten  zai 
Theil  nur  auf  unsicherer  Schätzung.  Ausgedehnte  Versuche  wurden  zwo: 
von  Lesbros  angestellt  und  daraus  auf  Grund  der  Formel 

Q = itbh^^2<jh  ;3, 


in  welche  Gl.  (2)  mit  //j  = — tt  übergeht,  die  in  der  folgenden  Ti- 

belle  enthaltenen  Wertho  von  //  abgeleitet: 


h 

'[  K 

h 

K 

1 h 

" 1 \ 

ft 

h 

K 

ft 

h 

h, 

fl 

j t),0Ö2 

O.205 

0,lX»‘t 

0,600  ' 0,01 

0,.531 

0,2 

0,507 

0,55 

o,4ra; 

0,36:5 

0,01 

0,596  ! 0,045 

0,.526 

0,25 

0,.502 

0,6 

0,459 

I 0,004 

0,4 :10 

0,015 

0,580  1 0,05 

0,.522 

0,3 

t),497 

0,7 

0.444 

: 0,005 

0,406 

0,02 

0,570  1 0,06 

0,519 

0,35 

t).492 

0,8 

0,427 

0,(HKi 

0,556 

0,025 

0,557  ! O.tKS 

0,517 

0,4 

0,487 

0.9 

0,4t  i9 

, 0,(K)7 

0.5i»7 

0,03 

0,546  0,1 

0,516 

0,45 

0,480 

1,0 

0,390 

0,(X>8 

0,035 

0,537  0,15 

0,512 

0,5 

0,474 

-\bgeseheu  davon  indessen,  dass  die  grosse  Verschiedenheit  diew 
Wertho  gegen  die  .\ngemessenheit  von  Gl.  (3)  als  Ausdruck  der  Ge^u- 
mässigkeit  der  in  Rede  stehenden  Erscheinung  spricht,  wurden  auch  dk 
I/esbros’schen  Versuche  unter  solchen  Verhältnissen  angestellt,  welche  flr 
die  technischen  .\nwendungen  von  wenig  Interesse  sind;  sie  beziehen  sich 
auf  schmale  Ucbertallo  (i  — 0,25  Mtr.),  die  nur  einen  Theil  der  Caa»*- 
breite  eiuuehmen. 

Technisch  werthvollere  Versuche  wurden  in  den  Jahren  1866, 
nnil  186t)  von  Borneniann  angestellt  mit  Ueberfällen  auf  der  ganiei 
Breite  (A  — A„  = 1,135  Mtr.)  des  (’anals,  hergestellt  durch  cingcsetrii’ 
Bretterwände  von  verschiedenen  Höhen,  deren  oberer  horizontaler  Rawi 
gegen  das  Unterwasser  hin  abgeschrägt  war.*  Nachdem  mit  Hülfe  der  m 

* Bei  Oelegenheit  dieser  Versuche  wurden  die  im  vorigen  §.  angefflhti« 
Resultate  in  Betreff  vollkommener  Ueberfulle  auf  der  ganzen  Breite  d« 
Canals  nur  nebenbei  gewonnen,  indem  zur  Erzielung  verschiedener  Höhen 
in  einem  ,\l)stande  .‘1,7  Mir.  stromabwärts  von  der  IJebertällwaud  eine  ajidff* 
Bretterwand  eingebaut  wurde,  über  der  das  Wasser  frei  überfallend  in  eine! 
.\ichkasten  zur  Was.-.erinessioig  abfloss  i 
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§.  138. 


jowoimcncn  36  brauchbaren  Gruppen  zusainmciigehöriger  (je  als  Mittel 
uis  melirereu  einzeliieu  Messungen  erbaltcneii)  Werthc  der  Elemente  Q. 
Äjj  und  der  zur  Bestimmung  von 


X- 


- f '' 


1 


(■») 


ücnenden  Wassorticfe  im  Querschnitte  bh^  zunächst  die  Lcsbros’scbe 

Gl.  f3)  geprüft  und,  wie  zu  erwarten,  untauglich  gefunden  worden  war, 
wurden  vermittels  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  (’ocfticicnteu  von  (H.  (E  zu 


//i  0,2203;  //j  — 0,(H)53 

berechnet  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler 

r - 0,2045  von  — ^ . 

Ä(A  -1  X-)  V2^,/<  -!-  X) 


Üebrigens  ergab  sich  r noch  etwas  kleiner,  nämlich 

r - 0,1070, 

als  bei  Voraussetzung  der  zugleich  einfacheren  und  somit  emj)fehlens- 
wertheren  Gleichung: 

Q .=  b ]%(/,-{-  Xi  |//,(X  -j-  X)  + itjKj (5), 

.1 

erhalten  aus  Gl.  fl)  durch  Unterdrückung  von  Xi  in  dem  Gliede  mit  //j, 
entsj)recheud  dem  Ersatz  von  Gl.  (1)  im  vorigen  §.  durch  Gl.  (7)  duselhst, 
die  wahrscheinlichsten  Werthc 


//,  = 0,2162;  ~ 0,0026  (6) 

aus  den  Versuchen  abgeleitet  wurden. 

Wenn  man  in  Gl.  (5):  /»  — ^ A,  — sedzt  und  daun  Q als  Function 
nur  von  A^  betrachtet,  so  tindet  man  leicht,  dass  es  ein  Maximum  von  Q 
giebt  für 


A,  = 


2//j  — 3//, 
3Q/s  — //,) 


+ !•■)  — 0,5123  \Ji^  -{■ 


(7) 


bei  Einführung  der  ZahlenwcrtlK'  (6)  von  //,  und  //^.  Von  der  durch  dieses 
Aj  bestimmten  Höhenlage  des  Unterwasserspiegels  ausgehend  würde  somit 
nicht  nur  dxs  Steigen,  sondern  auch  das  Sinken  desselben  bei  gleich  blei- 
iK'udeii  übrigen  Elementen  eine  Abnahme  von  Q zur  Folge  liabim,  falls  die 
Gleichungen  (5)  und  (6j  wenigstens  für  solche  Verhältnisse  als  zuverlässig 
betrachtet  werden  dürfen,  die  den  durch  Gl. (7)  bestimmten  nahe  kommen. 

Indessen  kann  der  wahrscheinliche  Fehler  r — 0,107,  mit  welchem 
uach  Gl.  (5)  und  (6)  die  Grösse 
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= 0,21  G2  + 0,!)02G  r 

A(A  + k)  y-ig{h  + k)  h k. 

gesetzt  wurde,  iu  Vergleich  mit  dem  Wertii  dieser  Grösse  seH»st  i boi  do« ' 
Versuchen  zwischen  0,484  und  17,63  liegend)  doch  zu  gross  werden,  sh 


dass  hei  den  kleineren  Werthen  des  Verhältnisses 


(bei  den  Vit- 


h K 

suchen  zwischen  0,0606  und  18,18  liegend)  der  obigen  Gl.  (5)  oder 
nigstens  den  Werthen  (6)  von  //j  und  //g  eine  hiulängliche  Zuverlässigk' i: 
zugeschriebeu  werden  könnte,  wie  auch  schon  daraus  zu  entuehmeu  ht 
dass  für  = 0,  d.  h.  für  den  Uebergang  des  unvollkommenen  Ueberfili'; 
in  einen  vollkommenen  die  Gl.  (5)  mit  Gl.  (7)  im  vorigen  §.  der  Form  naci; 
identisch  wird,  dass  dagegen  daun  nach  Gl.  (8)  daselbst  dem  Gocfticicntei 
/z  = //j  ein  wesentlich  anderer  Werth  beigelegt  werden  muss,  als  0,2161 
Unter  diesen  Umstünden  ist  cs  vorzuzieheu,  auf  eine  allgemeine  Git- 
tigkeit  der  Formel  zu  verzichten  und  wenigstens  für  solche  Fülle,  in  denca 

das  Verhültniss  — , unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  die  Cocfficientct 

h -f-  k 

fty  und  /Zj  besonders  zu  bestimmen.  So  fand  Ilorncmanu 

für  — 3,  also  , - < 0,75 

h + 4-  A,  * 

//,  — = 0,3418;  /Zg  = 0,8361  

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler 


r = 0,0724  von 


b{h  + 4)  V2^(Ä  + 4) 


-\uf  Grund  dieser  neuen  Werthe  von  /z,  und  //,  wird  nun  auch  die  Uöh 
Aj,  welche  nach  Gl.  (7)  dem  Alaximum  von  Q unter  sonst  gegebeiion  l’»- 
stünden  cutsiiricht,  eine  andere,  uänUich 

Ag  ==  0,4320  (Al  +4) (7,*. 

und  es  lässt  sich  irrwarten,  dass  sie  sich  noch  kleiner  und  richtiger  ergeb.- 
hütU',  wenn  die  wahrscheinlichsteu  Werthe  von  iz,  und  /Zj  für  noch  kleiner 

Grenzwertho  der  Verhältnisse  , und  entsprccbni>' 

A -f-  A Aj  -j-  4 

kleineren  Zahl  der  vorliegenden  Versuche  abgeleitet  worden  wären. 

Für  grössere  Werthe  dieser  Verhältnisse  sind  zwar  die  ZahlcnwcrtF 
(6)  von  /Zj  und  /Zg  iu  hinlänglichem  Einklang  mit  den  Versuchen;  weil  aber 
in  solchen  Fallen  das  Glied  /i^h^  in  Gl.  (5)  wesentlich  )>  /Zji  A -}-  k,  i.‘L 
Hess  sich  erwarten,  dass  ein  meist  schon  genügender  Ausdruck  des  geectz- 
mässigeu  Verhaltens  durch  die  einfachere  Gleichung 
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Q = (ihh^  + k) 


It*) 


gewälirt  werden  würde.  Bei  Voraussetzung  derselben  fand  Bornemann 
aus  den  betreffenden  12  seiner  36  Gruppen  zusammeugeburiger  Vorsuebs- 
wortLc: 


ft  ==  0,9216  für 


A 4-  >l- 


S.>  3, 


h,  + k 


0,75 


(10) 


mit  dem  wabrscbeiulichen  Feblcr 
r = 0,3125  von 


Q 


h{h  + k)  y-2<j{h  4-  k)  4- 


entsprechend  einem  wahrscheinlichen  Fehler  des  Coeflicienton  fi  selbst,  der 
liOcbstens  etwa  = 0,1  sein  kann. 

Diese  Gl.  (9)  gewährt  den  Vortheil,  dass  sie  eine  dircctc  Berechnung 
der  Wassermonge  Q gestattet  auch  mit  Rücksicht  darauf,  dass  k von  ihr 
abhängt.  Durch  Substitution  des  Ausdrucks  (4)  von  k erhält  man  nämlich: 


Bei  der  Benutzung  von  Gl.  (5)  zu  demselben  Zweck  kann  mau  bemerken, 
dass  dieselbe  aus  Gl.  (9)  durch  die  Substitution 

= lt\  (7*  -|-  ^‘)  -f~  (12) 

hervorgeht.  Mit  iih^  = /iik  + //jAj , eutsj)recheud  der  vorläufigen  An- 
nahme k — 0,  findet  man  also  aus  Gl.  (11)  einen  Näherungswerth  Q’  von 

(i.  damit  k = und  dann  aus  Gl.  (12)  einen  corrigirten  Werth 

‘2g\bh^/ 

von  //Aj,  endlich  mit  diesem  aus  Gl.  11)  einen  corrigirten  Werth  von  Q. 

Bei  einem  Grundwehr  (unvollkommenen  Ueberfallwehr),  gebildet 
durch  einen  abgerundeten  Damm,  dessen  horizontale  Scheitellinie  tiefer 
liegt,  als  der  Unterwasser.si)icgcl,  ist  der  Cocfficient  //^  in  Gl. (5)  resp.  /< 
in  Gl. (9)  ohne  Zweifel  grösser,  als  er  von  Bornemann  bei  scharfkantigem 
Ueberfallrando  gefunden  wurde;  in  welchem  Grade  freilich  die  Abrundung 
durch  Schwächung  der  nntoren  Contraction  den  betreffenden  t!ocfficientcn 
vorgrössert,  kann  nur  durch  spcciello  Versuche  mit  Zuverlässigkeit  er- 
mittelt werden.  Wahrscheinlich  wird  mau  indessen  nicht  sehr  irren,  wenn 
man  in  solchen  Fällen  im  .Anschlüsse  an  die  Borucmanu’schen  Bestim- 
mungen (8)  von  /Zj  und  bis  auf  Weiteres  etwa 

/Zj  = 0,35;  /Zg  = 0,9  für  Ag  •<(  0,75  (Aj  -j-  A)  . . . . (13) 
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setzt,  dagegen  in  Gl.  (0)  statt  des  Wcrtlies  (10): 

^ — 0,98  für  hi  > 0,75  (A,  (14). 


Behufs  der  Anlage  eines  solchen  Wehrs  ist  vor  Allem  die  Ilöhc  zu 
herechnen,  welche  ihm  unter  gewissen  Umstünden  gegeben  werden  muss. 
Ist  dann  wieder,  ebenso  wie  bei  dem  im  vorigen  §.  unter  4)  berechneten 
üeberfallwehr,  das  pro  Sec.  durch  jeden  Querschnitt  strömende  ganze 
Wasserquantum  des  Flusses  für  den  vorausgesetzten  Zustand  desselben.  Q 
der  Theil  von  Qq,  der  über  das  Wehr  hinweg  flicssen  soll,  während  der 
andere  Theil  — Q,,  — Q von  einem  dicht  oberhalb  des  Wehrs  abgezwoigten 
Canal  aufgenommen  wird,  ist  ferner  //  die  gegebene  Stauhöhe  über  der 
freien  Oberfläche  E des  bei  der  Wassermenge  im  gleichförmigen  Bt'- 
harrungszustande  befindlichen  Flusses  und  e die  nach  §.  136  zu  berechnende 
Emiedi'igung  des  Unterwasserspiegcls  in  Folge  der  Reduction  des  Wasser, 
quantums  von  <?„  auf  Q,  endlich  * die  gesuchte  Tiefe  der  Scheitcllinio  des 
Wehrs  unter  der  Ebene  E,  so  hat  mau 

h^  — X II , hi  = X — <! , h ~ II  r , 

also  nach  Gl.  (5)  mit  A = ( 

x = h.  -I-  c = {H-\r  e -r  A)  + r (15), 

//*4  + c A) 

vorausgesetzt,  da.ss  sich  hiernach  a:  )>  e ergiebt,  widrigenfalls  die  Höhe 
des  Wehi's  als  eines  Ueherfallwehrs  im  engeren  Sinne  nach  Gl.  (13)  im 
vorigen  §.  zu  bereelmen  wäre.  Gewöhnlich  ist  hierbei  Aj  0,75  (Ä,  A) 
und  kann  also  //j  = 0,35  und  //,  — 0,9  gesetzt  werden. 

Wenn  z.  B.  die  Aufgabe  zu  Ende  des  vorigen  §.  unter  Beibehaltung 
der  Baten: 

ff  = 0,4  Mtr.,  A = 8 Mir.,  = 4,8  Cubikm.,  Q — 3,2  Cubikm. 

dahin  ahgeändert  wird,  dass  die  Stauhöhe  H nur  0,15  Mtr.  betragen  soll 
so  ist 

Fq  = 8 . 0,55  = 4,4  Quadratm.,  k = 0,0606  Mtr. 

Um  nun  zunächst  die  Grösse  e nach  Gl.  (5),  §.136  zu  herechnen,  können 

die  Coefticienten  x und  g dieser  Gleichung  der  dort  niitgetheilten  Tabelle 

Q 2 Ä , 

entnommen  werden  entsprechend  ■ - — — und  dem  Werthe  von  . Bic 

Q„  3 

Grösse  1)  ist  aber  nach  der  betrcfl'endcn  Tabelle  in  §.  126  durch  das  Ge- 
fälle u für  den  gleichförmigen  Beharrungszustand  des  Flusses,  welches  ins 
vorliegenden  Falle  = 0,003  sei,  und  durch  den  Rauhigkeitscoefticienten 


Digitized  by  Coogle 


§.  138. 


OKUKDWKHB. 


8oy 


n bestimmt.  Letzterer  könnte  aus  « und  den  übrigen  Daten  der  Aufgabe 
nach  Gl.  (12),  §.  133  abgeleitet  werden;  weil  iudossou  der  Coefticient  x nur 

B 

in  untergeordnetem  Grade  von  ^ ubhängt,  genügt  für  den  vorliegenden 

V« 

Zweck  die  Annahme  eines  Mittelwerthcs  von  »,  etwa  n — 0,025,  welchem 
und  u = 0,003  nach  der  Tabelle  in  §.126 

B — 0,588 , also  — = 0,93 

y« 


(I  2 

entspricht.  Hiermit  und  mit  — — — ergiebt  sich  aus  der  betreffenden 

3 

Tabelle  in  §.  136 

X = 0,798  und  y = 0,158 
und  aus  Gl.  (5)  daselbst 


1 — a:  1 1 — y --  jj  = 0,0833  Mtr. 


.letzt  kann  die  Tiefe  x der  Scheitelliuie  des  Wehrs  unter  der  Wasser- 
oberfläche E dos  ursprünglichen  Flusses  nach  Gl.  (15)  berechnet  werden, 
und  ergiebt  sich  mit  //,  = 0,35  und  = 0,9 

j;  = 0,1851  — 0,1143  + 0,0833  = 0,1541  Mtr.  > e, 

/ij  = 0,3041  Mtr.,  = 0,0708  Mtr.  0,75  (ä,  k) 
zu  nachträglicher  Uechtfertignng  des  Gebrauchs  von  Gl.  (15)  mit  den  an- 
genommenen Werthen  von  //j  und 


§.  133.  Freie  WaudülTiiuiig  mit  Ansatzgeriuue. 

.Am  Ende  eines  cylindrischen  ('anals  (Zuflusscanals)  betindo  sich  eine 
vcrticalc  Wand  mit  ciuer  rechteckigen  freien  Oeffnung,  d.  h.  einem  oben 
oflTenen  Kiiuschnittc  mit  einem  horizontalen  unteren  Kande  und  zwei  vorti- 
calen  Soitenrändern.  .An  diese  Wandöffnung  schliessc  sich  ein  sogenanntes 
.Ansatzgerinno  an,  d.  h.  ein  cylindrischer  Abflusscanal  in  solcher  Weise, 
dass  die  Handlinio  der  Wandöffnung  ein  Querprofil  dieses  Canals  ist.  Das 
fuii  Ende  des  Zuflusscauals  durch  die  Wand  aufgestautc  AVasser  bildet  dann 
einen  unvollkommenen  Ueberfall,  indem  es  die  freie  Wandöffnung  durch- 
strönit.  um  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit  im  .Ansatzgerinne  abzufliessen. 
Die  Eigenthümlichkeit  dieser  besonderen  Art  eines  unvollkommenen  Ueber- 
falles  besteht  aber  darin,  dass  die  Tiefe  des  horizontalen  üoberfallrandes 
unter  dem  Unterwassersidegel  ein  Maximum,  nämlich  (bei  Beibehaltung 
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der  im  vorigen  §.  gebrauchten  Buchstabenbezeichnungen)  zugleich  die  dem 
gleichförmigen  Beharrungszustande  entsprechende  Wassertiofe  im  Abflus»- 
caual  ist;  dabei  wird  das  Gefälle  = a des  letzteren  als  hinlänglich  gross 
vorausgesetzt,  um  den  Eintritt  dieses  gleichförmigen  BeharrungsznstanJes 
schon  in  mässiger  Entfernung  von  der  Ueberfallwand  zu  ermöglichen. 

Sofern  nun  hier  hg  ein  verhältnissmässig  grosser  Theil  von  Aj  zu  sein 
pflegt,  kann  nach  Gl.  (9)  und  (11)  im  vorigen  §.  gesetzt  werden: 

Q = ,ubhgyFff(/r+j)  = (ibhg  \ j 

unter  « das  Verhältniss  der  Wasser<iuerschnitte  ira  Ansatzgerinne  und  im 
Zuflusscanal  (am  Anfang  der  Stromschnolle  vor  der  Ueberfallwand ' ver- 
standen. 

Schlicsst  sich  das  Ansatzgerinne  an  eine  freie  Oetfuuiig  in  der  Seiten- 
wand eines  grösseren  Behälters,  so  wird  mit  A = 0,  « = 0: 

Q = (ihhgy'2gh  — (ibhg  y2y(Aj — hg) (2j. 


In  Folge  der  besonderen  Bedeutung  von  hg  steht  nun  aber  diese 
Grösse  hier  noch  in  einer  anderen  Beziehung  zu  Q,  die  ausserdem  nament- 
lich vomGefiille  « des  Ausatzgerinuos  abhäugt;  nach  §.126,  Gl.  (13)und(14) 
ist  nämlich 


Q 

bhg 


— kyret 


mit  k = 


r 


b -\-  '2hg 


3X 


unter  A und  li  Coeflicienten  verstanden,  die  von  der  Beschaffenheit  der 
Wände  des  .Vnsatzgerinuos  sowie  von  a abhängig  sind  und  (dort  mit  a und 
b bezeichnet)  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  entnommen  werden  können. 
Durch  Ul.  (2)  und  (3)  sind  zwei  der  Grössen 


Q b Aj  hg  tc 

bestimmt,  wenn  die  übrigen  gegeben  sind  uud  //  bekannt  ist.  Zur  .Ab- 
leitung von  fl  aus  Versuchen  müssten  alle  diese  Grössen  ausser  einer 
durch  Messung  bekannt  sein. 

Dergleichen  Versuche  von  Lesbros  mit  Ansatzgerinuen  von  b = u,2 
Mtr.  Breite  und  « = 0 bei  3 Mtr.  Länge  oder  « =;  0,1  bei  2,5  Mtr. 
Länge  haben  wenig  praktischen  Werth.  In  dem  horizontalen  Gerinne 
(n  = 0)  konnte  ein  gleichförmiger  Beharrungszustand  des  abfliessenden 
Wassers  gar  nicht  cintreten,  musste  vielmehr  die  Wassertiefe  bis  zum 
Endo  stetig  abnehmen  und  das  Versuchsresultat  durch  die  zufällig  benutzte 
Länge  des  Gerinnes  = 3 Mtr.  wesentlich  bedingt  sein.  Bei  dem  ungi- 
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■wöhnlicb  grossen  Gcßille  « = 0,1  war  (lagogeii  so  klein  im  Vergleich 
mit  Aj,  dass  Gl.  (2)  auf  diesen  Fall  nicht  passt  und  die  Verhältnisse  sich 
denen  eines  freien  Ausflusses  näherten;  auf  Grund  der  Gleichung 

Q = iibh^  V 

wurden  in  der  That  die  Wertlie  von  /i  nur  wenig  kleiner,  als  die  in  §.  137 
unter  1)  für  b — 0,2  Mtr.  angegebenen  gefunden. 

Nach  Dubuat  und  nach  Eytelwein  ist  fOr  solche  Verhältnisse,  wie 
sie  bei  technischen  Ausführungen  vorzukommen  pflegen,  in  Gl.  (1)  oder  (2j 
der  Coeflicient  fi  — 0,75 — 1 zu  setzen,  wachsend  mit  den  Dimensionen 
des  Abfliisscauals,  dagegen  um  so  kleiner,  je  vollständiger  und  vollkommener 
die  Contraction  sich  ausbilden  kann*.  IJei  der  Unsicherheit  dieser  weiten 
Grenzen  dürften  einstweilen  auch  für  den  vorliegenden  Fall  die  Dorne- 
inann’schen  Vorsuebe  mit  unvollkommenen  Ueberfällen  den  zuverlässigsten 
Anhalt  gewähren.  Setzt  man  danach  für  den  Fall,  dass  nur  am  unteren 
scharfkantigen  Hände  Contraction  stattfindet  abgesehen  von  der 
übereil  Contraction  durch  Senkung  der  Wasseroberfläche  in  der  Strom- 
schnelle) 

li  = 0,92  gemäss  Gl.  (10)  im  vorigen  §., 
so  mag  nach  Analogie  von  §.  81  unter  4;  bei  vollkommener  Contrac- 
tion auch  an  den  Seiten: 


0,92 


/'I 


1 r+  h, 


nahe  = 0,92 


b -f- 


gesetzt  werden;  wenn  aber  auch  am  unteren  Itande  durch  .\brun- 
dung  die  Contraction  als  aufgehoben  zu  betrachten  ist: 


" “ [‘  + -2(i  +-!;)]  = (‘  + 

.\ls  Beispiel  diene  die  folgende  Aufgabe  d’Aubuisson’s**: 

Aus  einem  Flussbassin  (einer  sogen.  ,\nsi»ammngi  wird  ein  Quantum 
Wasser  unter  der  Bedingung  gekauft,  dass  dasselbe  durch  einen  recht- 
winkligen. 4 Mtr.  breiten  Ausschnitt  in  der  Dammkappe,  dessen  Schwelle 
2 Mtr.  unter  dem  tiefsten  Wasserstande  des  Ba.ssins  angeordnet  ist,  ab- 
geleitet werde.  Das  gekaufte  Wasser  soll  nach  einer  205  Mtr.  entfernten 
Sti'lle  zum  Wasserradbetriebe  uml  zwar  iu  der  Weise  fortgeleitet  werden. 


* M.  Itühlmnnn,  llydromecbanik,  S.  328. 

••  Traitö  d'liydraulique,  p.  150  nach  M.  Kühlmanu’s  Hydromechanik, 
S.  330. 
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dass  der  Wasserspiegel  am  Ende  des  .mit  gleichem  Querschnitt  an  den 
Ausschnitt  sich  anschliessenden  Leitungscauals  0,44  Mtr.  unter  dem  Nitean 
des  Samrnelhehälters  beim  kleinsten  Wasser  desselbeu  liegt.  Welche  Wasser- 
menge (Q)  wird  hiernach  (hei  dem  vorausgesetzten  niedrigsten  Wasserstande' 
der  Canal  fortzuleitcu  haben,  welches  relative  Gefalle  («)  wird  derselbe 
erhalten  müssen,  und  wie  gross  wird  die  Wassertiefe  (h^)  iu  ihm  sein? 
\'on  den  5 Grössen  Q,  b,  Aj,  h^,  n sind  hier  nur  zwei: 

b — \ Mtr.,  A,  = 2 Mtr. 

gegeben,  dagegen  hat  man  zur  Berechnung  der  übrigen,  wenn  l — 265  Mir. 
die  gegebene  Länge  des  Canals  bedeutet,  ausser  den  Gleichungen  (2)  und 
(3)  noch  die  weitere  Bedingung; 

Aj  — Ag  -j-  /«  = 0,44,  also  A^  — 265«  = 1,56. 

Bei  ringsum  scharfkautigom  Rande  des  Einschnitts  wäre  nach  Gl.  4) 


//  = 0,92 


0,877, 


wofür  aber  nach  Schätzung  //  = 0,9  gesetzt  werde  besonders  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  schon  durch  dio  gegen  die  Lothrechtc  geneigte  I.Ägc 
der  dem  Bassin  zugekohrten  Seitenebenc  des  Dammes  die  Contraction  am 
unteren  Rande  der  Oeffnuug  geschwächt  wird  (d’.Vubu issoii  setzt  hier 
//  0,905).  Unter  der  Voraussetzung  ferner,  dass  der  Canal  in  Bruch- 

steinen ausgefiihrt  wird,  kann  nach  §.  126  sein  Rauhigkeitscoefticient  « - 
0,017  gesetzt  werden.  Nimmt  man  nun  A^  versuchsweise  zwischen  1,56 


und  2 Mtr.  an,  so  findet  man  dazu  « 


1,56 


265 


damit  und  mit  n = 


0,017  die  Coefticienten  A und  B nach  §.126,  dann  der  Reihe  nach  r,  k 
und  Q nach  Gl.  (3),  endlich  auch  Q nach  Gl.  (2),  und  ist  nun  die  .\iinahmc 
von  A^  so  lange  zu  corrigireu  bis  beide  Wcrtlie  von  Q genügend  überein- 
stimmen. .Vuf  diese  Weise  ergiebt  sich: 


A^  ^ 1,809  Mtr.,  « = 0,00094,  Q — 12,61  Cubikm.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  das  .Vns.atzgerinne  nicht,  wie 
hier  vorausgesetzt  wurde,  einen  ebenen  Boden  mit  dem  Gefälle  « und  ver- 
ticale  ebene  Seitenwände  hat,  vielmehr  sein  Querprofil  und  entsprechend 
die  Randlinic  der  Wandütl'nung  von  irgend  einer  anderen  Form  ist,  statt 
Gl.  il)  und  (3)  gesetzt  werden  kann: 
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Ä F - 

Q = kF\'ra  mit  k = - r = (')i 

■ 1+  '■ 

I > 

unter  F den  Wassorquerschnitt  im  Ansatzgerinne  und  unter  p das  benetzte 
Quorprofil  desselben  verstiindcn.  Der  Wertb  von  //  ist  dann  aber  niclit  mit 
{gleicher  Annäberuug  wie  oben  auf  Grund  bekannter  Erfahrungen  anzugeben. 


§.  140.  Aufstau  des  Wassers  durch  seitliche  tiuerschnittsTercnguiig. 


Eine  Quersclinittsvercngung  des  Wasserstroms  nach  der  Breite,  näm- 
lich durch  Wände  mit  vcrticalcii  Rändern,  die  bis  zum  Canalboden  hinab- 
rcichen,  wird  namentlich  bei  Flüssen  durcli  Br ückenji feiler  verursaclit. 
Ist  dabei  für  den  unverengten  und  ira  gleichförmigen  Bidiarrungszustande 
befindliclien  Fluss: 

a die  mittlere  Tiefe,  b die  Wasserbreitc  entsprechend  der  Wassermenge 
Q = abu,  also 

u die  mittlere  Geschwindigkeit,  ist  ferner  bei  gleiclier  Höhe  der  freien 
Wasseroberfläche 

b^  die  durch  die  Pfeiler  verminderte  Wasserbreitc, 

«1  die  möglicher  Weise  zugleich  etwas  veränderte  mittlere  Tiefe  zwischen 
den  Pfeilern,  und  ist  endlich 

A die  Höhe  des  durch  die  (iuerschnittsverengung  verursachten  Staues, 
d.  h.  die  Höhendifferenz  des  Ober-  und  Unterwassers])iegels  etwas 
stromaufwärts  resp.  stromabwärts  von  den  Pfeilern,  nämlich  am  An- 
fang der  Stromschnelle  vor  resp.  jenseits  der  Wollen  und  Wirbel 
hinter  den  Pfeilern, 

so  kann  nach  Analogie  der  für  unvollkommene  Uebcrfälle  bei  verhältniss- 
mässig  kleiner  Höhendifferenz  A geltenden  Gleichung  (U)  in  S.  138  gesetzt 
werden: 


Q — -|-  i)  mit  k — 


1 


Q ]* 

.(«  -I-  A)b, 


vorausgesetzt  dass  der  gewöhnlich  nur  kleine  Aufstau  mit  keiner  erheb- 
lichen Vergrös.sernng  der  ursprünglichen  Wasserbreite  b verbunden  ist. 
Daraus  ergiebt  sich  für  die  Stauhöhe: 


<i 

7 Y-(  " v" 

},(lti^b^)  '«  -j-  A) 

-IgA 
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worin  gewöhnlich  = « gesetzt  und  auf  der  rechten  Seite  weniptens 
behufs  einer  ersten  Annilherung  h neben  a vernachlitssigt  werden  kann. 
Was  den  Coefficienten  fi  betrifft,  so  ist  nach  Eytelwein,  Na  vier  und 
Gauthoy  anzunehmen: 

(I  = 0,85  bei  Pfeilern  mit  rechteckigem  llorizontaldurchschnitt,  also 
ebener  und  vom  Wasserstrom  rechtwinkelig  getroffener  Vordertläche. 
(i  = 0,9  — 0,95  bei  Pfeilern,  deren  Vordertheil  unter  einem  grösseren 
oder  kleineren  Winkel  ebenflächig  zugeschärft  ist, 
fl  — 0,95  bei  halbkreisförmig  abgerundetem  Vordertheil, 
fl  = 0,95  - 0,98  bei  spitzbogenförmig  abgerundetem  und  zugleich  zu- 
geschärftem Vordertheil  der  Pfeiler. 

Bei  der  Schwierigkeit  der  diesen  Angaben  zu  Grunde  liegenden  Mes- 
sungen von  h (erschwert  besonders  durch  die  im  Vergleich  mit  h seihst 
oft  nicht  unbeträchtlichen  Unregelmässigkeiten  der  freien  Wasseroberfläche 
kann  ihnen  eine  gros.se  Sicherheit  nicht  zugoschrieben  werden.  Auch  winL 
da  die  Contraction  nicht  nur  von  der  Gestalt,  sondern  auch  von  der  Breite 
der  Pfeiler  abhängt,  und  der  Aufstau  nicht  nur  durch  die  vergrösserte 
Geschwindigkeit  im  verengten  Querschnitt,  sondern  auch  durch  die  Reibunc 
dos  Wassers  an  den  Pfeilern  bedingt  wird,  der  Coefficient  fi  ohne  Zweifel 
zugleich  von  der  Zahl,  von  der  Länge  und  Breite  und  von  der  Oberfläcben- 
beschaffenheit  der  Pfeiler  abhängig  sein,  so  dass  die  obigen  Werthe  von  // 
nur  als  für  mittlere  in  diesen  Beziehungen  übliche  Verhältnisse  passend 
betrachtet  werden  können. 


IV.  Bewegung  freier  Wasserstrahlen. 

§.141.  SteigliOho  springender  Strahlen.  Erfahrungsresnltate. 

Die  ältesten  Versuche  über  die  Hohe,  bis  zu  welcher  ein  ans  einer 
Mündung  in  die  freie  Luft  vertical  aufwärts  ausfliessender  Wasserstrahl 
unter  übrigens  gegebenen  Umstünden  aufsteigt,  wurden  zu  Anfang  des 
vorigen  Jahrhunderts  von  Mariotte  angestcllt  bei  Druckhöhen  bis  zu 
55  par.  Kuss  mit  kreisförmigen  Mündungen  in  der  dünnen  Wand  von 
4 und  6 Linien  Weite.  Spätere  Versuche  von  Bossut,  Weisbach  (1818) 
und  von  Baumgarten  waren  kaum  ebenso  umfassend  wie  jene  ältesten, 
so  da<?s  sic  höchstens  zur  (’ontrole  der  Mariottc’schen  Versuche,  nicht 
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aber  zur  näheren  Feststellung  des  dadurch  noch  sehr  unbestimmt  gelassenen 
Gesetzes  dienen  konnten,  nach  welchem  die  Steighöhe  von  der  Austluss- 
geschwindigkeitshühe  sowie  von  der  P’orm  und  Weite  der  Mündungen  ab- 
hängt. Ausgedehntere  Versuche  darüber  sind  erst  1856  und  1859  von 
Wcisbach  bei  Druckhöhon  bis  zu  21  Mtr.  mit  verschiedenen  Mündungen 
und  Mundstücken  von  4 bis  25  Millim.  Mündungsweite  angestellt  worden*. 
Ist  II  die  Ucberdruckhöhe  des  ausflicssendcn  Wassers,  gemessen  an  einer 
Stelle  dicht  vor  der  Mündung  resp.  dem  Mundstück  und  vermindert  um 
die  kleine  Höhe  der  Mündungsebeuc  über  dieser  Stelle,  also 

//=  (1  -t-  g)A, 

unter  h die  Ausflussgeschwindigkeitshohe  und  unter  g den  Widerstamls- 
coefficienten  der  Mündung  resp.  des  Mundstücks  verstanden,  ist  ferner  » 
die  von  der  Mündungsebenc  aus  gerechnete  Steighöhe  des  vertical  auf- 
steigenden  Strahls,  so  hatte  Mariotte  aus  seinen  Versuchen  für  Kreis- 
mUndungen  in  der  dünnen  Wand  die  Formel  abgeleitet: 


11  = « 


für  deu  par.  Fass  als  Ijängeneinheit, 


= * (1  -j  0,01026«;  für  das  Meter 


insbesondere  entsprechend  den  Mündungen  von  6 Linien  Weite;  für  die 
engeren  Mündungen  wurde  die  Widerstandshöhe  = II — « ihrer  Weite 
ungefähr  umgekehrt  proportional  gefunden.  Bossut  fand  deu  Eintluss 
der  Mündungsweite,  also  der  Strahldicke,  in  demselben  Sinne  nicht  ganz 
so  bedeutend,  constatirto  aber  einen  Eintluss  der  Strahlrichtung  insofern 
als  eine  kleine  Abweichung  derselben  von  der  Lothrechten  eine  merkliche 
Vergrösserung  der  Steighöhe  bewirkt.  D’Aubuisson  setzte  auf  Grund 
der  Versuche  von  Mariotte  und  Bossut: 


« = 7/(1  — 0,017/). 

Nach  Weisbach  stimmen  diese  Formeln,  deren  bestimmte  Zahlen- 
coefficienten  wesentlich  an  die  Voraussetzung  einer  kreisförmigen  Mündung 
v.on  ungefähr  6 jiar.  Linien  = 13,5  Millim.  Weite  in  dünner  Wand  ge- 
bunden sind,  selbst  ihrer  allgemeinen  Form  nach  nur  für  77  <(  5 Mtr. 
genügend  mit  den  thatsächliclien  Verhältnissen  überein.  Er  legte  der  Ver- 
gleichung seiner  Versuche  die  Formel 

^ 

* « -f  fll  + -/7/ä ' 

zu  Grunde,  indem  er  die  Coeflicienten  «,  (1,  / für  die  verschiedenen 


* Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1861,  S.  113. 
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Weiten  und  Arten  von  Mündungen  besonders  bestimmte.  Bei  grosseu 
Wertben  von  H verliert  sie  zwar  auch  ihre  Anwendbarkeit;  deun  da  es 
nicht  denkbar  ist,  dass  von  einer  gewissen  Grenze  an  » abnebmeu  soUtf. 
während  II  wächst,  vielmehr  höchstens  * asymptotisch  einer  gewissen  Grenie 
sich  nähern  wird,  während  II  ohne  Ende  zunimmt,  so  kann  Gl.  (1)  nur  bi« 
zu  solchen  Wertheu  von  II  zutreffend  sein,  die  kleiner  als  diejenigen  = IL 
sind,  für  welche  ^ 

- .—V  jj  “äin'hch: 

u -j-  ^II  -(-  yll^ 

a + <?//  -1-  yll^  — iriß  I 27/7-)  ^0;  //  = j,'  " = II,  . (2'. 

Bis  zu  11  = 7/j,  unter  den  oberen  Grenzwcrfli  von  II  bei  seinen  be- 
treffenden Versuchen  verstanden,  fand  übrigens  Weisbacb  die  Gl. (1)  bei 
entsprechender  Bestimmung  von  «,  j^,  y stets  iu  guter  Uebereinstinmiunc 
mit  den  Versuchen;  ob  sie  auch  noch  mehr  oder  weniger  darüber  hinaus 
mit  Zuverlässigkeit  zu  Grunde  gelegt  werden  kann,  wird  davon  abhäugen. 
ob  77,  mehr  oder  weniger  • ^ II,  war. 

Von  allgemeinen  Kesultatcn  der  Weisbach’schen  Versuche  sind 
folgende  bemerkenswerth: 

1)  Bis  zu  77  = 2 Mtr.  ist  ohne  merklichen  Kehler: 


2j  Unter  übrigens  gleichen  Umständen  ist  — um  so  grösser,  je 

grösser  das  Verbälfniss  des  Inhaltes  zum  Umfange  der  Mündung  ist,  in.«- 
besondere  also  grösser  bei  kreisförmigen,  als  bei  quadratischen  und  anders 
gestalteten  Mündungen. 

3)  Bei  innen  abgerundeten  kurzen  cylindrischen  und  couischen  Aii- 
satzröhren,  bei  denen  keine  oder  nur  eine  sehr  schwache  C’ontraction  des 

ff 

austretenden  Strahls  stattfiiidet,  ist  grösser,  als  bei  Mündungen  in  der 

dünnen  Wand,  vermuthlich  weil  der  im  letzteren  Falle  mit  iieriodi.sch  al>- 
wechsclnden  Anschwellungen  und  Zusammenzichungen  emiwr  steigende 
Strahl  dadurch  mehr  Veranlassung  zu  Widerständen  bietet. 

Bei  den  folgenden  .Viigaben  über  die  aus  den  einzelnen  Versuchs- 
reihen abgeleiteten  Wert  he  der  Coefficienten  cc,  /7,  7 von  Gl.(l'  b<'- 
dcutet  d (len  Durchmesser  einer  kreisförmigen  Mündung  in  Millimetern, 
während  77,  und  77»  (in  Metern  ausgedrückt)  die  oben  angeführten  Ite- 
deiitungeii  haben. 
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a.  Mündungen  in  der  dünnen  Wand. 
a.  Kreisförmige  Mündungen. 


d 

a 

Y 

7/. 

11, 

4,0 

1 

Ü,02ü31 

0 

2,0 

oc 

7,1 

1 

0,01035 

0,(X)1185 

12,6 

29,0 

10,0 

1 

0,01158 

0,(RHJ582 

21,8 

41,5 

14,1 

1 

0,00778 

0,000004 

17,9 

40,7 

2.5,5 

1 

0,00094 

0,000228 

13,7 

00,2 

Hiernach  ergeben  sich  für  diese  Durchmesser  d und  für  verschiedene 
Werthe  von  iZ  beispielsweise  die  folgenden  Verhältnisse 


1 

— --.1 

d = 4 

d = 7,1  1 

d = 10  1 

d = 14,1  1 

d = 2.5,5  ! 

1 

0,974 

0,988 

0,988 

0,992  1 

0,999 

I 

2 

0,950 

0,970  1 

0,970  : 

0,982  ' 

0,997 

3 

0,927 

0,960  i 

0,902 

0,972 

0,995 

1' 

4 

0,905 

0,943 

0,947 

0,901 

0,993 

5 

— 1 

0,925 

0,933 

0,949 

0,990 

i 

ll 

1 

6 

— 1 

0,905 

0,917 

0,930 

0,980 

' 

7 

1 ' 

0,885 

0,901 

0,923 

0,982 

8 

j — 

0,803 

0,885 

0,908 

0,978 

! 

9 

1 

0,841 

0,809 

0,894 

0,974 

10 

' 

0,818 

0,853 

0,879 

0,909 

11 

— 

0,790 

0,835 

0,803 

0,903 

12 

— 

0,772 

0,818 

0,847 

0,958 

13 

— 

0,749 

0,801 

0,831 

0,951 

i 

14 

— 

0,720 

0,784 

0,815 

0,945 

i 

15 

— 

0,703 

0,7ü() 

0,798 

0,939 

i 

16 

_ 

0,081 

0,750 

0,782 

0,932 

17 

— 

— 

0,733 

0,705 

— 

18 

— 

— 

1 0,710 

0,749 

— 

1 

19 

— 

— 

1 0,099 

0,732 

— 

i 

20 

— 

— 

I 0,083 

0,710 

— 

ji.  Eine  quadratische  Mündung  von  7,8  Millim.  Seitculäuge,  also  un- 
gefähr gleichem  Inlialt  mit  der  kreisförmigen  Mündung  von  10  Millim. 
Durchm.,  (Ä’j  =21,1  Mtr.)  gab: 

« = 1 ; ß = 0,02024  ; 7 = 0,000'J40 ; (//,  = 32,6  Mtr.), 
also  bei  gleichem  7/  ein  bedeutend  kleineres  «,  als  die  kreisförmige  Mün- 
dung von  gleicher  Grösse. 

GrsHhof,  thportti.  MaHclitnenloUro,  I. 
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I).  Coniscbc  und  couoidischc  Mundstücke. 

«.  Kurzes  conoidisclies  Mundstück  mit  allmähligem  Ueberpang  in 
die  ebene  Gefilsswand  nach  innen  und  cylindrisebem  Verlauf  nach  ausstMi 
zu  der  10  Millini.  weiten  Mündung.  (//,  = 17,8  Mtr.) 

« = 1,0272;  (i  = 0,00018;  y = 0,000‘J56;  (//*  = 32,8  Mtr. 


_ 

;/  1 
1 

8 

II 

8 

11 

1 " 

« 't:? 

l| 

' 

1 

H 

ü 

1 ' 

0.972 

6 

0.940 

i 

; 11 

0,871 

16 

0,781 

^ 1 

0,9(!9 

0,929 

12 

0,855 

1 17 

0,762 

3 i 

0.9G1 

8 

0,916 

13 

0,837 

18 

0,744 

4 

0,9.58 

9 

0,!M)1 

14 

0,819 

1 1» 

0,725 

5 

0,950 

10 

0,887 

15 

0,801 

j 20 

0,705 

^ li.  Kurzes  conisches  Mundstück  mit  innerer  Abrundung  von  10 
Milliin.  Mtindungsweito,  20  Milliin.  Weite  am  inneren  Ende,  40  Millim. 
Lüngo.  (7/i  — 20,5  Mtr.) 

« = 1,0102;  (4  0,00711  ; y ~ 0,000106;  (/f*  = 50,0  Mtr.) 


11  1 * 

1 II 

1 H 

8 

u 

H 

8 

H 

8 

3 

1 ' 0,977 

7 

0,921 

13 

0,850 

19 

0,770 

2 0,969 

8 

o,;tio 

14 

0,838 

20 

0,757 

.3  0,9(;i 

9 

0,898 

15 

0,824 

21 

0,744 

4 0,952 

10 

0,886 

16 

0,810 

22 

0,730 

5 ! 0.942 

11 

0,874 

17 

0,797 

23 

0,717 

6 1 0,932 

12 

0,862 

18 

0,784 

24 

0,704 

y.  Längeres  conisches  Mundstück  mit  innerer  Abrundung  von  10 
^lillim.  Mündungsweite,  38  Millim.  Weite  am  inneren  Ende,  145  Millim. 
Länge.  (//,  = 18,1  Mtr.) 

« = 1,0153 ; ß = 0,00037  ; 7 = 0,000859 ; (77*  =■  34,9  Mtr.) 


: 7/  1 

8 

H 

, II 

.s 

II. 

! 8 

^ H 

H 

9 

B 

!i  1 

0,95.5 

' 6 ; 

0,928 

i 

0,867  1 

i’ 

16 

0,787 

2 

0,9.52 

" 7 

0,918 

12 

1 0,853 

17 

0,76.9 

|i  3 1 

0,949 

8 i 

0.907 

13 

0,837  I 

18 

Qßm 

0,942 

l|  !'  1 

0,894 

1 14  1 

0,820  1 

19 

0,734 

i:  i 

o.9;>6 

10 

! 

0,881  1 

1 1 

0,804  j 

20 

0,716 
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6.  Längeres  und  weiteres  conisclies  Mundstück  mit  innerer  Ab- 
rundung von  14,1  Milliin.  Mündungsweite,  HH  Millim.  Weite  am  inneren 
Ende  und  105  Millim.  Länge,  erhalten  aus  dem  vorigen  Mundstück  durch 
Verkürzung  um  40  Millim.  (//j  = 13,5  Mtr.) 

« 1,0216-,  ß = 0,00239;  y = 0,000327;  (/f,  =-  55,9  Mtr.) 


1 

ll 

* 

7/ 

1 " ! 

II 

1 " 

II 

11 

8 

If  1 

1 * 

0,977 

b 

0,960 

! 9 

0,935 

13  ' 

0,903  i 

2 

0,973 

6 1 

0,951 

! 10 

0,9-28 

: 

0,891  j 

0,969 

7 . 

0,919 

11 

0,9-20 

15  1 

0,881 

1 ^ 

t*,965 

® 1 

0,912 

1 

0,911 

u\ 

l 1 

0,871 

f.  Conische  Ansatzrölire  mit  innerer  Abrundung  von  16  Millim. 
Mündnngsweite,  51  Millim.  Weite  am  inneren  Ende  und  245  Millim. 
I.änge.  (Versuche  nur  mit  grösseren  Druckhühen  von  5,3  Mtr.  bis  7/j  = 
17,7  Mtr.) 

ff  — 1,060;  ß = —0,00529;  y — 0,000718;  {If^  --  38,4  Mtr.) 


T 


j 

n 

H 

* 'i  II 

" l| 

s 

R 

H 

8 

" li 

5 

0,950 

9 

0,934 

13 

0,898 

: 17  ! 

(t,849  Ij 

j 

6 

0,949 

10 

0,927 

14 

0,887 

li  18  I 

0,835  'i 

1 

7 

0,945 

11  - 

0,918 

15 

0.876 

ll  11'  ! 

0,820  1] 

! 

8 

0,940 

12 

0,909 

IG 

0,863 

1 20 

0,806  |j 

c.  Cylindrische  Ansatzröhren. 

ff.  Versuche  mit  einer  Röhre  von  10  Millim.  Weite  und  50  Millim.  Länge 
ohne  innere  Abrundung  ergaben  für  7/  = 0,55  bis  2,58  liltr.  mit 

g 

sehr  geringen  Unterschieden  --  = 0,683  im  Mittel.  Anderen  Versuchen 

zufolge  ergab  sich  der  Ausfluss-  oder  Geschwindigkeitscoefficient  für  die- 
selbe Röhre:  n=  <p  = 0,825,  und  ist  also  die  Ansflussgeschwindigkeitshöhe 

^ = A =:  ---  = 0,681  77 

fast  genau  = der  Steighöhe  *,  woraus  geschlossen  werden  kann,  dass  der 
dem  aufsteigenden  Strahl  eigcnthümliche  (von  der  Mündung  oder  dem 
Mundstück  unabhängige)  Widerstand  bei  mässigen  Steighöhen  sehr  gering, 
da.ss  insbesondere  auch  der  Druck  des  zurückfallenden  Wassers,  der  von 
der  Steighöhe  kaum  wesentlich  abhängig  sein  kann,  stets  von  uutergeord- 

.52* 
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uctem  Einflüsse  ist;  eine  Folgerung,  die  freilich  in  Widerspruch  zu  seit 
scheint  mit  der  Beobachtung  Bossut’s,  dass  eine  kleine  Neigung  d« 
Strahls  gegen  die  Lothrechte  eine  merkliche  Vergrösserung  der  Steighöhe 
zur  Folge  hat. 

ji.  Dieselbe  Röhre  mit  innerer  Abrundung  lieferte  ein  ähnliches 

Ergcbniss.  Bei  //  = 0,38  bis  2,58  Mtr.  war  im  Durchschnitt  ~ = 0,939, 

II 

während  durch  andere  mit  Wassermessung  verbundene  Versuche  für  die- 
selbe Ansatzröhre  //=;</  = 0,97  gefunden  wurde  entsprechend 

g i = 0,941  n. 

Versuche,  welche  Weisbach  bei  grösseren  Druckhöhen  mit  cylindri- 
schen  Ansatzröhren  anstcllte,  sind  von  geringerem  Interesse,  da  dergleichen 
zu  technischen  Ausführungen  von  springenden  Strahlen  kaum  Vcrwendnog 
finden'  — 

In  Betreff  der  Steighöhe  hohler  Strahlen,  und  zwar  bei  sehr  be- 
deutenden Druckhöhen,  wurden  von  M.  Rühlraaun  einige  Messungen  an 
der  grossen  Fontaine  zu  Ilorrcnhausen  ausgofülirt.*  Die  Mündung  der- 
selben ist  eine  Kroisringfläche  mit  conischer  Wasserzuleitung,  ihr  äussertT 
Durchmesser  = 2G8  Millim.,  der  innere  = 259  Millini.,  also  die  Breite 
= der  Wanddicke  des  hohlen  Strahls  dicht  oberhalb  der  Mündung  = 4.5 
Millim.  Durch  besondere  Versuche  wurde  der  Ausflusscoefficient  fi  = 0.96 
gefunden;  was  aber  das  Verhältniss  der  Steighöhe  » zur  Druckhöhe  ifvor 
der  Mündung  betrift't,  so  ergab  sich: 

j-  = 0,865  für  II  = 33,6  und  ^ = 0,831  für  II  = 36,1  Mtr. 

Dürfte  man  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Einfang  der  Mündunc 
als  vorzugsweise  maassgebend  für  dieses  Verhältniss  betrachten,  so  wäre, 
wenn  auch  wegen  der  im  Inneren  des  hohlen  Strahls  ohne  Zweifel  nur 
geringen  Bewegung  der  Luft  vom  inneren  Umfang  der  Ringfläche  nur  ein 
kleiner  Theil  mitgerechuct,  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Umfang  also 
nur  wenig  <[  4,5,  etwa  = 4 Millim.  veranschlagt  wird,  der  vorliegende 
hohle  Strahl  in  der  fraglichen  Hinsicht  zu  vergleichen  mit  einem  vollen 
Strahl  von  höchstens  etwa  1 6 Millim.  Durchm.  au  der  Mündung.  Indem 

aber  selbst  bei  7/  = 36  Mtr.  das  Verhältniss  — noch  grösser  gefunden 
wurde,  als  es  nach  Weisbach ’s  Versuchen  der  conischen  Ansatzröhre  von 

* Hydromechanik  von  Dr.  M.  R Uhl  mann,  S.  430. 
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5 Millim.  Müiidaugswdtc  bei  H ==  20  Mtr.  entsprechen  würde,  so 
heint  daraus  gefolgert  werden  zu  müssen,  dass  ausser  dem  Widerstande 
vischen  Wasser  und  Luft  an  der  OberHächo  des  Strahls  noch  ein  anderer 
cscntlich  mitbcstimmend  einwirkt,  der  (vermuthlich  von  inneren  relativen 
■ewegungen  der  Wassertheilchen  gegen  einander  herrührend)  bei  einem 
ollcii  Strahl  grösser  ist,  als  bei  einem  hohlen. 


§.  142.  Versueh  einer  theoretischen  Entwickelung. 

L)ic  Steighöhe  eines  springenden  Wasserstrahls  wird  offenbar  durch 
*o  mannigfache  und  complicirte  Einflüsse  bedingt,  dass  eine  in  befrie- 
ligcndem  Maasse  zutreffende  Analyse  und  mathematische  Formuliruug  der- 
selben kaum  zu  gewärtigen  ist.  Indessen  könnte  man  wenigstens  versuchen, 
Jas  Gesetz,  nach  welchem  diese  Steighöhe  s für  den  einfachsten  Fall  einer 
vollen  kreisförmigen  Mündung  von  ihrem  Durchmesser  und  von  der 
u* 

Höhe  h — — abhängt,  die  der  Ausflussgeschwindigkeit  u firn  kleinsten 

Querschnitte  des  event.  contrahirten  Strahls)  entspricht,  seiner  allgemeinen 
Form  nach  durch  eine  theoretische  Entwickelung  richtiger  darzustellcu, 
als  cs  durch  die  bisherigen  lediglich  empirischen  Formeln,  insbesondere 
durch  die  Weisbach’sche  Gleichung  (1)  im  vorigen  §.  erreicht  wird. 
Denn  abgesehen  davon,  dass  die  letztere  nur  eine  Beziehung  zwischen  s 
und  7/  = (1  -j-  g)  A zum  Ausdruck  bringt,  thut  sie  auch  dies  in  einer 
Weise,  welche  nur  für  ziemlich  eng  begrenzte  Werthe  von  7/  mit  ge- 
nügender Annäherung  zutreffend  sein  kann,  für  grössere  Werthe  von  7/ 
ein  geradezu  widersinniges  Resultat  giebt,  in  der  Grenze  schliesslich  > = 0 
für  n = oo. 

Aohnlich  wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer  Röhre  (§.  90) 
kann  auch  hier  ein  Widerstand  an  der  Oberfläche  und  ein  anderer  im 
Inneren  des  Wasserstrahls  unterschieden,  entsprechend  die  specifische  Wider- 
standshöhe  (Widerstandshöhe  pro  Längeneinheit  = Widerstandsarbeit 
pro  Gewichtseinheit  Wasser  und  pro  1 Mtr.  Strahlhöhc)  in  zwei  Theile 
und  /,  zerlegt  werden.  Von  demjenigen  Theil  = /j,  welcher  der 
inneren  Reibung  entspricht,  ist  anzunehmen,  dass  er  dasselbe  Gesetz  be- 
folgt wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer  cylindrischen  Röhre,  so 
lange  der  contiiiuirliche  Zusammenhang  des  Strahls  erhalten  bleibt  und  die 
Wassertheilchen  sehr  schwach  gekrümmte  Bahnen  verfolgen,  wie  es  wenigstens 
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Im  unteren  Theile  des  Strahls  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  der  Fall  bt 
ist  also  für  den  Querschnitt  in  der  Höhe  x über  der  Mündung 
y der  Durchmesser, 
z die  mittlere  Geschwindigkeit, 

t = tz  die  Umfangsgeschwindigkeit  (f  <C  IX  so  *st  nach  §.90,  Gl. (12j: 

vinn  — t)  s , 2 

= Ä -i (1. 

. 7 r y 

unter  / das  specif.  Gewicht  des  Wassers  und  unter  R die  Coustautc  der 

inneren  Reibung  verstanden. 

Der  W^iderstand  an  der  Oberfläche  des  Strahls  ist  hier  von  anderer 
Art  wie  derjenige,  welcher  durch  die  Rauhigkeit  der  Wand  einer  Lcituugs- 
rülirc  verursacht  wird;  er  rührt  daher,  dass  eine  gewisse  Luftmasse  dareb 
Adhäsion  mit  empor  genommen,  d.  h.  die  oberflächliche  Geschwindigkeit  z’ 
dos  Wiisserstrahls  ihr  mitgethoilt  wird.  Gemäss  den  Vorstellungen  vom 
Wesen  des  Gaszustandes  (§.51)  wird  nämlich  die  Strahloberfläche  beständig 
von  neuen  Luftmolekülen  getroffen,  denen,  indem  sie  refleetirt  wenlea 
neben  ihrer  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  vertheiltcn  mittleren  Trans- 
lationsgeschwindigkeit U zugleich  in  verticaler  Richtung  die  Gescliwindig- 
keit  % der  reflectirenden  Fläche  mitgetheilt  wird.  Ist  also  m die  Gesammt- 
masso  der  Luftmolcküle,  welche  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flächeneinheit 
treffen,  somit  diese  Masse  pro  1 Sec.  und  pro  1 Mtr.  Strahlhohe.  so 
ist  m.Tys'  die  derselben  vertical  aufwärts  pro  Sec.  ertheilte  Bewegung^ 
grosse  oder  der  entsprechende  vertical  abwärts  gerichtete  Widerstand  und 
/Hjryz'*  die  Arbeit  dessolbeu  pro  Sccundc.  Diese  Widerstandsarbeit  pre 
1 Mtr.  Strahlhohe  nnd  j)ro  Gewichtseinheit  Wasser  oder  der  betreffende 
Thcil  der  spccif.  Widerstandshühe  ist  folglich: 

p »(.Tyz  ® 4>»t-  22 

~ ^ i ~ r y ~~  y ' 

7 J y*» 

f 

Die  Masse  m lässt  sich  berechnen,  und  so  ein  Urtheil  über  das 
Grossenvcrhältniss  von  .F,  und  /j  gewinnen.  Ist  nämlich  U'  der  Mittel- 
werth  der  zur  reflectirenden  Fläche  normal  gerichteten  Geschwiudigkeits- 
componeiiteu  der  Luftmoleküle,  so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  durch  die 
Reflexion  diese  Normalgeschwindigkeit  in  — U'  verwandelt  wird,  der  ent- 
sprechende Druck  pro  Flächeneinheit  (die  Pressung  der  Luft): 

p = m ,2U' 

= der  Aenderung  der  Rewegungsgrösse  im  Sinno'dcr  Normale  pro  Flächt  b- 
und  Zeiteinheit.  Was  aber  U'  betrifft,  so  denke  man  sich  um  irgend  einet 
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Punkt  A der  reflectiroiuleii  Fläche  als  Mittelpunkt  mit  dem  unendlich 
kloiueu  Halbmesser  r eine  der  Luft  zngekehrte  Halbkugel  beschrieben  und 
aus  derselben  durch  zwei  KreiskegelHächen,  deren  Seiten  mit  der  Flächen- 
uormalü  die  Winkel  95  und  (f  -|-  dff  bilden,  eine  nnendlich  kleine  Zone 
herausgeschuitteu.  Das  Verhältniss  der  letzteren  zur  Halbkugeltliiche: 


2jTrin'nrr  . rcf(r 


ist  dann  die  verhältnissmässige  Zahl  der  LuftmolekUle,  die  unter  dem 
Neigungswinkel  (p  gegen  die  Normale  die  Fläche  trelieu,  und  da  für  dic- 
sclbcu  die  mittlere  Normalgcschwiudigkoit  = Ucoup  ist,  ergiebt  sich; 


U' 


U cos  (fl . sin(pd(f 


1 


•'S 


sitirp  . dsiiKf 


U 


Somit  ist  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  U nach  ül.  (6;  in  §.51: 

2C^  U 


(3), 


unter  T die  absolute  Temperatur  der  Luft  und  unter  li  die  Constante  der 
Zustandsgleichuug  pv  = RT  verstanden,  also 
4w£*  4pf* 

a = = — • , insbesondere  — 0,0832  t- 

7 rV^gliT 

für  p = 10333,  7 = 1000,  tj  ~ !J,81 , R = 2!t,t  und  T = 2t<5. 
Nach  §.90,  Gl.  (4)  ist  aber  andererseits  der  Coefficient  h des  Ausdrucks 
von  /j  für  eine  mittlere  Wassertemperatur  von  etwa  12®  C. 

b — 0,000004 
7?  (i 

und  somit  ' ' y = 20800  £*y (1) 

A * 

für  mittlere  Verhältnisse.  Hiernach  lässt  sich  annehmen,  dass  in  der  Regel 
sein  wird,  sofern  nämlich  der  Durchmesser  y nicht  sehr  klein  ist. 
Aus  Gl.  (1)  und  (^2;  folgt  nun  die  NViderstaudshöhe  für  das  Element 
dx  der  Strahlhöhe: 

dH  B^dx  — {E^  -f  /,)  dx  = * -I-  h dx 

und  sofern  dicselhe  zusammen  mit  dx  selbst  der  Abnahme  = — d — der 
mittleren  Geschwindigkoitshöhe  gleich  i.st,  ergiebt  sich: 


zdt 

9 

also  wegen  y-z  = dht. 


unter  d hier  den  Durchmesser  nicht 


der 
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Mündung,  sondern  dos  kleinsten  Querschnitts  des  coutrahirten 
Strahls  verstanden,  auf  den  sich  auch  die  mittlere  Ausflnss- 
gcschwindigkcit  « bezieht. 


ri 


zdz 

nj,t 

-|-  Bz'* 


A — 


0 

Streng  genommen  sollte  hier  die  Integration  nicht  von  0,  sondern  von 
einem  kleinen  endlichen  Werth  «j  als  unterer  Grenze  an  ausgefiihrt  werdeiu 
wenn  Mj  die  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  welcher  am  Gipfel  des  Strahls 
die  Wasserthcilchen  in  den  Scheitelpunkten  ihrer  aufwärts  convexen  Bahner, 
seitlich  abHiessen,  oder  es  sollte  von  obigem  Integral  (5)  noch  das  zwischen 
0 und  Uj  genommene  abgezogen  werden,  welches  wegen  Kleinheit  von  i 
zwischen  diesen  Grenzen 


"1 


0 


gesetzt  werden  kann.  Dabei  ist  u^  bestimmt  dureb  das  Gleichgewicht  der 
aufwärts  gerichteten  Ceutrifugalkraft  und  der  abwärts  gerichteten  Schwer- 
kraft, also 


unter  q den  Krümmungsradius  im  Scheitelpunkte  der  Bahnen  verstanden 
Bei  geneigten  Strahlen  braucht  zu  dieser  Ilorizontalgcschwindigkeit  «j  am 
Gipfel  nichts  von  der  verticalen  Anfangsgeschwindigkeit  verwendet  zo 
werden,  und  wird  darin  zum  Theil  der  Grund  liegen,  dass  solche  Strahlen 
bei  geringer  Neigung  etwas  höher  steigen,  als  ganz  vorticalc.  Hier  mag 
indessen  auch  für  letzteren  Fall  der  in  Kode  stehende  Umstand  ausser  .\cht 
bleiben,  da  er  ohne  Zweifel  weit  geringfügiger  ist,  als  andere  demnächst 
noch  zu  besprechende  Einflüsse,  die  sich  im  oberen  Theil  des  Strahles 
geltend  machen. 

Aus  Gl. (5)  ergiebt  sich,  wenn  das  dem  Obigen  zufolge  meist  unter- 
geordnete Glied  mit  B einstweilen  ausser  Acht  gelassen  und  auch  k ib 

von  so  mässiger  Grösse  vorausgesetzt  wird,  dass  Au  i ein  der  Einheit  nicht 
nahe  kommender  ächtcr  Bruch  ist: 


» 


1 

n 


f- 

J 1 -f  Azi 


(1  Az  2 yt -s® — . . .)  zifz 
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1 /M*  21.1  , \ 

_ ^ / 4 « 2 ^ \ 

2ff  \ 7 d “ ~ 5 “ ■ 7 


oder  iiähcrungswoisG; 


1 


2-/ 


^ ^ 7 « ’ + T y/‘ 


mit  u = — (iy/ig  . . (fij. 


4 « 

7 Tl  " ' ' d 

Wenn  man  dagegen  bei  sehr  kleiner  Mündungsweite  d in  Gl.  (.5)  nur  das 
Glied  mit  B berücksichtigte,  hätte  man 


fl 

I / zdz 
g j 1 4-  '.03^  ~ 


/»(i  + /;«*) 

2gB 


/iu“-—  ^ ir-n^  -f  i IPh'' 


nahe 


M- 

2.7 


. 1 

^ + 2 rf*  “ 


‘2gB 

mit  = i J V2y  . . (7). 


I 4 


I1<M  der  gleichen  Form  der  Ausdrücke  ((5)  und  (7)  be/üglich  auf  h kann 
dann  schliesslich  gesetzt  werden: 

" ft 

(8). 


/<  . , n , 

! = - — mit  2«i  = — 


1 -|-  '2myh 


d^ 


I)ic  durch  diese  Gleichung  ansgedrückte  Beziehung  zwischen  s und  d 
scheint  nun  zwar  den  Versuchen  ziemlich  gut  zu  entsprechen,  und  auch 
was  die  Beziehung  zwischen  « und  /»  betrifft,  ist  cs  an  und  für  sich  nicht 
unangemessen,  dass  ihr  zufolge  » und  h gleichzeitig  ohne  Ende  wachsen, 

so  jedoch,  dass  das  Verhältniss  y sich  der  Grenze  Null  nähert  und  so  » 

schliesslich  von  einerlei  Grössenordnung  nicht  mit  h,  sondern  mit  wird. 

s 

Indessen  lassen  doch  die  Wcishach’schen  Versuche  erkennen,  dass  , mit 

/I 

wachsendem  h schneller  abnimmt,  als  es  nach  Gl.  (8)  der  Fall  wäre.  Der 
Grund  liegt  vcrmuthlich  darin,  dass  hei  der  Hcrleitung  dieser  Gleichung 
ein  andauernd  continuirlicher  Zusammenhang  des  Wasserstrahls  und  eine 
einfach  gesetzmässige  Bewegung  aller  Wassertheilcheu  iu  sehr  schwach  ge- 
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krümmten  Bahnen  vorausgesetzt  wurde.  Je  höher  aber  das  Wasser  crop<»r 
steigt,  desto  mehr  wird  thatsiiehlich  von  aussen  nach  innen  forts<‘hreiteii'; 
der  continuirliclie  Zusammenhang  gestört,  indem  nach  vorhorgcgangenor 
Kräuselung  der  ursprünglich  glatten  Oberfläche  mehr  und  mehr  Tropfen 
vorübergehend  oder  dauernd  sich  ablöseii,  durch  Mischung  mit  Luft  der 
Strahl  sich  trübt  und  immer  mehr  Wasserthcilchen  in  verschlungenen  u»l 
stark  gekrümmten  Bahnen  zu  bewegen  und  sieh  gegenseitig  zu  stossen  *b- 
fangen.  Der  dadurch  bedingte  Widerstand,  mit  Rücksicht  auf  weichet 
Gl.(H)  einer  Correctiou  um  so  mehr  bedarf,  je  grösser  h und  * sind,  läs>! 
sieh  zwar  nicht  rationell  näher  analysircn,  so  dass  man  sich  anf  eine  Au- 
naiime  beschränken  muss,  die  ihre  Rechtfertigung  nur  nachträglich  dun'li 
genügende  Uebereinstimmung  der  resultirenden  Formel  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Versuche  finden  kann;  wenn  man  aber,  unter  i die  mittlere  Ge- 

s* 

sebwindigkeit  und  unter  Z — — die  entsprechende  Gesehwindigkeitshöhe 

'^9 

in  der  Höhe  x über  der  Mündung  verstanden,  die  fragliche  Widerstands- 
höhe rfÄ  für  ein  Strahlclement  = ^Zdx  setzt,  so  erscheint  es  am  einfachsten, 
den  Widerstandscoefficienten  C zunächst  versuchsweise  i)roportional  i,  etwa 
— 2 ca:  zu  setzen,  da  die  ihn  bedingenden  Einflüsse  mit  x wachsen.  Wäre 
dann  dieser  Widerstand  der  einzig  vorhandene,  so  müsste  die  Abnahme 
der  mittleren  Gesehwindigkeitshöhe  für  das  Strahlclement  dx: 

— dZ^dx  4-  dli  = (1  !-  2cxZ)dx 

sein,  woraus  die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

^ -f  2 ca:ir  -f  1 = 0 

dx 

hervorgeht,  deren  Integral,  unter  e die  Basis  der  natürlichen  Logarithmci; 
und  unter  C eine  von  den  Integrationsgreuzen  abhängige  Constantc  ver- 
standen, 

„ — f iexdz  / f f lcxdt  , , 

z ~ e ■’  v'—j  * 

— ca*/  !•  c%*  . 

= . ((-/.  Jr) 

oder  Ze  -\-  j f dx  ^ C 

ist.  Daraus  folgt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  x = 0,  Z = h zusamracn- 
gehörige  Werthe  sind,  indem  0 als  untere  Grenze  dos  Integrals  genommcii 
wird : 

cz*  cx~ 

Ze  -(“  J ^ ^ 

I) 
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* j 

/(  — 1"  e dx  = /(*) (0). 

0 

Hiornacli  ist  die  in  Kode  stehende  Widerstandshöhe  für  den  ganzen  Strahl: 

h — « = /(«)  — * 
und  wenn  damit  die  früher  bestimmte  (Gl.  8): 

h — * = ^ h 

/ 

conibinirt  wird,  ergiebt  sich  im  Ganzen: 

h — Ä = 2iH!i'^h  -(-  /(*)  — *;  h = -j-  J\*)-  ■ • (H)). 

Daraus  folgt  für  die  anfängliche  Geschwindigkeitshohe  h,  welche  der  Steig- 
höhe » entspricht: 

'\^h  = m»  -j- i)  ® -!“/(«) (11)- 

Die  P'unction  /(«)  kann  mit  Hülfe  algebraischer  oder  der  üblichen, 
durch  tabellarische  Ausrechnung  bckauiiten  transcendeuten  Functionen 
nicht  als  ein  geschlossener  Ausdruck  dargestellt  werden.  Durch  lleihcn- 
cntwickelung  erhält  man  aber 


c'‘x*  , f’a:”  - , 


s 

f[g)  _= J dx  — J' -j~  "f"  ■ ^ 

0 

= * 1 L \ -I- 

V ' 3 ' lü  ' 42  ^ y 


1 /(*)  = 1 ^ ‘ ® + • • mit  i 


3 ’ 


wofür  gesetzt  werden  kann:  , 

i/(«)  = e'^^'  = 1 -f  (f  + -1-  iii^  + ...)  + 

+ i (,•*  + 2XP  -f  ...)  -f  -i  + ...)  -f  .. 

. , , 1 'J  , ^ 

2 = 10’  ^=ft 


It  i“  X 


1 _ •) 

Ö ~ 14  ’ 


2 1 _ 8 

5 6 105 


Beschränkt  man  sich  für  solche  Werthe  von  wie  sic  praktisch  Vorkommen 
können,  auf  die  beiden  ersten  Glieder  der  Beiheuentwickclung  des  Ex- 
ponenten von  e,  setzt  also 
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/(*)  = »■« 


= « . 10 


•).0 


^ p gt) 

= «.10  = « . «uw»  . (««*  (1  -|- 

untor  n und  p crfahrungsmässig  zu  bestimmende  Coefücienten  verstanden, 
so  ist  nach  Gl.  (10)  und  (11): 


VA 


— = 2m'^h  «um . /^r  [««*(!  f***)] (12) 

» 

= ms  -|-  yo««)*  -)“  s.num.lg  [««*(1  -|-  p«*]  . . . (13). 


Die  Cocflicicutcn  » und  p werden  ohne  Zweifel  vom  kleinsten  Durch- 
messer d des  Strahles  abhängig  und  zwar  insbesondere  n vcrmuthlich.  wie 
»I,  um  so  grösser  sein,  je  kleiner  d ist;  namentlich  aber  lässt  sich  bei  der 
Uebertraguug  dieser  Gleichungen  auch  auf  nicht  kreisföonigo  Mandnngec 
(wobei  unter  d der  mittlere  Durchmesser  = dem  4 fachen  Quotient  des 
Inhalts  durch  den  Umfang  zu  verstehen  ist)  eine  wesentliche  Abhängigkeit 
der  Coeflicienten  n und  p von  der  Mündungsform  erwarten,  indem  die 
Zertheilung  des  Strahls,  die  den  dadurch  gemessenen  Widerstand  bedingt, 
besonders  bei  eckigen  uud  gerippten  Querschnittsfomen  früher,  als  bei 
runden,  in  gleichem  Grade  sich  ausbildcn  wird. 

Für  nicht  sehr  grosse  Werthe  von  h hat  Gl.  (12)  einen  ähnlichen 
Charakter  wie  die  von  Wcisbach  bewährt  gefundene  empirische  Formel 
(1)  des  vorigen  §.;  dadurch  aber,  dass  das  dortige  Glied  mit  IP  im  Nenner, 
welches  die  Zulässigkeit  jener  Formel  auf  die  Voraussetzung  7/  <C  7/j 
nach  Gl.  (2)  daselbst  beschränkte,  hier  (bei  Entwickelung  des  num  lg  in 
eine  Reihe)  durch  Glieder  mit  Potenzen  von  « ersetzt  ist,  wird  die  Mög- 
lichkeit nicht  ausgeschlossen,  dass  Gl.  (12)  resp.  (13)  bei  angemessener 
Bestimmung  der  Coellicicnteu  auch  weit  über  die  Versuchsgreuzen  hinaus 
hinlänglich  zutreffend  sein  kann.  — 

Zur  Prüfung  von  Gl.  (12)  mögen  beispielsweise  die  Weisbaeh’schea 
Versuche  bei  grösseren  Steighöhen  mit  dom  kurzen  conischen  Mundstück 
von  10  Millim.  Mfludungsweite  (siehe  vor.  §.  unter  b,  ß)  benutzt  wenlen. 
deren  Ergebnisse  in  der  folgenden  Tabelle  aufgeführt  sind.  Darin  bedenU-t 
zl  die  Differeuz  des  beobachteten  uud  des  nach  Weisbach’s  betreffender 
Formel 

= 1,0162  + 0,007107  77  -f  0,000406  77- 
s 

berechiioton  Worthos  von  — . 

s 
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Nr. 

• H 

n 

beob. 

8 

- ber. 
s 

• 

J 

1 

4,330 

4,543 

1,0492 

1,0569 

0,0077  I 

2 

5,704 

6,138 

1,0761 

1,0751 

— 0,0010 

3 

8,030 

8,895 

1,1077 

1,1115 

0,0038 

4 

10,795 

12,793 

1,1851 

1,1736 

— 0,0115 

5 

12,451 

15,509 

1,2456 

1,2241 

— 0,0215 

6 

15,653 

20,519 

1,3109 

1,3330 

0,0221 

n 


kann  in 


Zur  Bestimmung  der  Geschwiudigkeitshöhen  A = ^ ^ ^ 

Ermangelung  specieller  Angaben  Uber  den  Widerstaudscoefdeienten  g des 
fraglichen  Mundstücks  derselbe  = 0,0162  gesetzt,  nämlich  angenommen 

werden,  dass,  je  kleiner  H ist,  desto  mehr  sich  — der  Grenze  1,  also  — 

» g 

U 

der  Grenze  — nähert,  dass  also  der  obigen  Weisbach’schen  Formel  zu- 
h 

folge  ^ = 1,0162  ist.  Hiernach  sind  die  Werthe  von  h nnd  — für  die 

h g 

6 Versuchsnummem  in  der  weiter  unten  folgenden  Tabelle  berechnet.  Um 
dann  zu  Näherungswerthen  der  Coefticienten  m,  n,  p von  Gl.  (12)  zn  ge- 
langen, kann  man  die  6 Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  * und  h 
als  Abscissen  und  Ordinaten  auftragen,  eine  stetige  Curvo  verzeichnen,  die 
sich  den  entsprechenden  6 Punkten  mit  möglichster  Ausgleichung  der 
augenscheinlichen  Unregelmässigkeiten  resp.  Beobachtungsfehler  anschliesst, 
nnd  derselben  dann  drei  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  g und  h 
am  Anfänge,  in  der  Mitte  und  am  Endo  des  verzeichneten  Curvenstücks  ' 
entnehmen,  welche  durch  Einsetzung  in  Gl.  (12)  die  erforderlichen  3 Glei- 
chungen zur  Berechnung  von  m,  »,  p liefern.  Denselben  Dienst,  wie  dieses 
graphische  Ausgleichungs-  und  Interpolationsverfahron,  leistet  indessen 
auch  Weisbach's  empirische  Formel,  aus  welcher  man  findet: 


für  «j  — - 5 
Jr^  = 5,327 
also  Aj  = 5,242 


10 

11,544 


*3 1 b 

7/3  = 19,637 


A3  = 11,360 


«3=  19,324 
^=  1,0484  -*  = 1,1360  — 1,2883. 


Damit  ergiebt  sich  nach  Gl.  (12),  wenn 

/ff  (y  — 2>«  yAj^  = 7,,  lg  — 2;«  yA,  j = 7.^, 


/^(^j-2,»  v'A;j  = 


= 7, 
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gesetzt  wird,  m = 0,0053  als  Wurzel  der  Gleichung 


p z=  0,04 


15Z, 


GZ, 


Z,j— 4Z, 

1 G Zj  — Z^ 


= 0,00004G; 


0,01  Z^ 
r -|-  lOÖ 


- = 0,(MX>413. 
P 


Folgende  Tabelle  cntliiilt  die  mit  diesen  Zalileinverthen  von  »«,  «,  p nacli 
Gl. '12)  berechneten  und  ihre  Unterschiede  ,i  von  deu  beobachteten  Ver- 
... 

lialtnissen  — . 

s 


Nr.  1 

s 

h 

\ 

‘ — bcol). 

1 — her. 

1 s 

1 

rr 

4,330 

4,471 

1,0325 

1,0404 

0,0079 

2 1 

5,704  ^ 

6,040 

1,0.589  ; 

1,0575 

— 0.0014 

3 1 

8,030  1 

8,753 

1,0901 

1,0948 

0,0047 

' 4 

10,795  ’ 

12,589 

1,1662 

1,1.555 

— 0,0107 

' 1 

12,451 

15,262 

1,2257 

1,2015 

- 0,0242 

ll  " , 

15,653  1 

1 20,192 

1.2900 

: 

1,3133 

i 1 

0,0233 

Oie  Fehler  A sind  im  Allgemeinen  etwas  grösser,  als  nach  Weisbach’s 
empirischer  Formel,  doch  nur  in  solchem  Grade,  dass  durch  pas,sende  Cor- 
rection  der  hier  benutzten  Nillierungswerthe  von  »i,  »,  p eine  wenigstens 
ebenso  kleine  Summe  der  Fehleniuadrate  erwartet  werden  kann.  Nament- 
lich aber  wird  Gl.  (12;  mit  den  solcher  Weise  bestimmten  Coeflicienten 
vermuthlich  auch  für  solche  Steighöhen  s (im  Gegensatz  zur  Weisbach’- 
scheu  Formel)  noch  hinlänglich  zutreflfeud  bleiben,  wolcbc  die  Vorsuchs- 
werthe  « erheblich  übertreffeu. 


V.  W c 1 1 0 n b c w e g u n g dos  Wassers. 

§.  143.  ErklArungen  und  Bezeichnungen. 

Die  Wellenbewegung  des  Wassers  ist  im  Gegensätze  zu  der  bisher  be- 
trachteten strömenden  Bewegung  dadurch  charakterisirt,  dass  die  mate- 
riellen Punkte  geschlos.sene  Bahnen  in  wiederholter  Folge  durchlanfea 
Jede  dieser  wiederholten  und  zwar,  wie  wenigsteus  bei  der  theoretischen 
Entwickelung  vorausgesetzt  wird  oder  als  Folge  der  Abstraction  von  Wider- 
ständen sich  ergiebt,  ganz  gleichen  Bewegungen  desselben  materiellen 
Punktes  heisst  eine  Schwingung  desselben;  die  Zeit,  welche  sie  erfordert, 
in  der  also  die  ringförmige  Bahn  ringsum  oder  die  begrenzte  Balm  hin  und 
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her  durchlaufen  wird,  heisst  die  Sch wingnngsdauer  und  sei  mit  2r 
bezeichnet. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  freie  Wasseroberfläche  eine  hori- 
zontale Ebene  JF  bildete,  bevor  durch  eine  Störung  des  Gleichgewichtes 
die  Schwingungen  erregt  wurden,  geben  sich  diese  durch  stetig  gekrümmte“ 
Erhebungen  und  Senkungen  der  Oberfliiehe  zu  erkennen,  welche  sowohl 
in  demselben  Augenblicke  neben  einander,  als  auch  an  derselben  Stelle 
nach  einander  mit  stetigen  Uebergängen  abwcchselungsweise  sich  folgen. 
Den  Erhebungen  entsprecheu  W^ellenberge,  den  Senkungen  Wcllen- 
thälor,  unter  welchen  Bezeichnungen  hier  die  ganzen  vertical  unter  den 
gehobenen  resp.  ge.senkteu  Theilen  der  freien  Oberfläche  gelegenen  Wasser- 
inassen  verstanden  werden  sollen.  Ein  Wellenberg  zusammen  mit  einem 
angrenzenden  Wellenthal  heisst  eine  Welle. 

Die  lange  Dauer  der  in  einer  sehr  ausgedehnten  und  tiefen  (von  der 
äusseren  Reibung  an  festen  Wänden  also  wenig  beeinflussten)  Wassermasse 
erregten  Wellenbewegung,  nachdem  die  erregenden  Kräfte  aufgehört  haben 
zu  wirken,  z.  B.  die  Dauer  von  24  Stunden  und  darüber  der  auf  oflfeuem 
Meere  durch  einen  Sturm  erregten  Wellen  nach  dem  Aufliören  desselben, 
lässt  auf  eine  sehr  geringe  innere  Reibung  schliessen,  wie  sie  nur  möglich 
ist,  wenn  die  ursprünglich  in  Berührung  befindlichen  Wasserelemente  be- 
ständig in  Berührung  bleiben.  Die  stetig  gekrümmte  veränderliche  Fläche, 
iii  welche  dann  der  Ort  aller  materiellen  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer 
horizontalen  Ebene  lagen,  bei  der  Wellenbewegung  übergeht,  heisst  eine 
Wellenfläche,  insbesondere  die  freie  Oberfläche,  welche  auch  stets  von 
denselben  Wasserolcmeuten  gebildet  wird,  die  Wellenoberfläche. 

Die  folgenden  mathematischen  Entwickelungen  beschränken  sich  auf 
cy lindrische  Wellen,  welche  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  je  zwei 
materielle  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer  zu  einer  gewissen  Vertical- 
ebene  V senkrechten  Geraden  ö lagen,  beständig  in  einer  solchen  Ge- 
raden bleiben  und  dabei  congruente  ebene  Bahnen  durchlaufen,  die  mit 
der  Verticalebeno  F parallel  sind;  die  Wellcnflächen  sind  zu  dieser  Ebene 
F senkrechte  Cyliuderflächen.  Je  drei  aufeinander  folgende  der  parallelen 
Geraden,  in  denen  die  Wollenoberfläche  von  der  Horizontalebene  W ge- 
schnitten wird,  bestimmen  durch  ihre  Abstände  die  Länge  eines  Wellen- 
berges = ili,  eines  Wellenthales  = sowie  die  ganze  Wellenlänge: 
Aj  -f-  ^ = 2L  Die  grösste  Erhebung  = pj  der  Welle  über  JF  heisst 
die  Höhe  des  Wellenberges,  die  grösste  Senkung  = pg  unter  7U  die  Tiefe 
des  Wellenthales,  ihre  Summe  = 2p  die  ganze  Wellenhöhe.  — Die 
dauernde  Ausbildung  cylindrischer  Wellen  setzt  eine  im  Sinne  der  Geraden 
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0 unbegrenzte  Ausdehnung  des  Wassers  oder  eine  Begrenzung  desselben 
durch  ebene,  mit  den  Quersclmittscbenen  V parallele  Wände  voraus;  die 
Entwickelungen  fiir  solche  Wellen  reduciren  sich  auf  eine  Untersuchun? 
in  der  Ebene,  nämlich  in  einer  Querschuittsebene  F,  in  welcher  die  jr-Aio 
horizontal,  die  y-Axe  vertical  angenommen  wird;  sie  schneidet  die  Wellen- 
flächen in  Wellenlinien,  die  Wellenoberfläche  in  der  oberen  Wellen- 
linie. 

Es  sind  zweierlei  Arten  von  Wellen  zu  unterscheiden:  fortschrei- 
tende und  stehende  Wellen.  Erstere  sind  das  unmittelbare  Resolut 
einer  örtlichen  Störung  des  Gleichgewichtes,  indem  die  dadurch  an  der  be- 
treffenden Stelle  verursachte  Wellenbewegung;  ihrerseits  wieder  eine  Gleich- 
gewichtsstörung in  der  nächsten  Umgebung  bedingend,  nach  und  nach  zu 
immer  entfernteren  Theileu  der  Wassermasso  fortgepflauzt  wird;  die  Fort- 
pflanzungsrichtung ist  die  Richtung,  in  welcher  die  Wellenlänge  ge- 
messen wird,  nach  den  obigen  Bezeichnungen  für  cylindrische  Wellen  die 
Richtung  der  *-Axe.  Die  beständige  Berührung  der  ursprünglich  sich  be- 
rührenden Wasserelemente  bedingt  eine  gleiche  Schwingungsdauer  aller 
materiellen  Punkte  einer  Welle  und  während  dieser  Dauer  die  Fort- 
pflanzung der  Bewegung  auf  eiuo  der  Wellenlänge  gleiche  Strecke;  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  fortschreitender  Wellen  ist  deshalb; 

X 

ta  — — . 

T 

Stehende  Wellen  resultiren  unter  Umständen  aus  der  Interferenz 
von  zwei  Wellenzügen,  d.  h.  stetigen  Folgen  einzelner  fortschreitender 
Wellen,  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortgepflanzt  werden,  bei 
cylindrischeu  Wellenzügen  insbesondere  durch  Interferenz  des  normal  gegeu 
eine  verticale  ebene  Wand  hin  fortschreitenden  mit  dem  von  ihr  reflectirten 
Wollenzuge. 

Bei  einer  fortschreitenden  cyliiidrischon  Wolle  bewegen  sich  (abge- 
sehen von  einer  mit  der  Fortpflanzung  verbundenen  Veränderung  der  Welle) 
alle  materiellen  Punkte  eiuer  Wellenlinie  in  gleichen  Bahnen  mit  glcicbeu 
GoseUwindigkeiten  an  entsprechenden  Stellen  derselben;  die  Phase  aber 
ist  für  alle  diese  stetig  aufeinander  folgenden  Punkte  stetig  verschieden, 
d.  h.  sie  befinden  sich  gleichzeitig  an  verschieden  gelegenen  Stellen  ihrer 
Bahnen.  Bei  einer  stehenden  cylindrischeu  Welle  sind  umgekehrt  die 
Bahnen  und  au  entsprechenden  Stellen  derselben  die  Geschwindigkeiten 
der  materiellen  Punkte  einer  Wellenlinie  stetig  verschieden;  dagegen  ist 
die  Phase  in  demselben  Augenblick  für  die  dem  Wellenberge  angehörenden 
und  ebenso  für  die  dem  Wellenthale  augehörenden  Punkte  die  gleiche. 
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für  die  einen  und  anderen  nur  insofern  verschieden,  als  diese  zwei  Gruppen 
von  materiellen  Punkten  sich  gleichzeitig  an  entgegengesetzt  gelegenen 
Stellen  ihrer  Bahnen  bezüglich  auf  die  Ebene  W befinden.  Wie  die  Bahnen 
und  Phasen  für  die  verschiedenen  einer  fortschreitenden  oder  stehenden 
Welle  angehorenden  materiellen  Punkte  nach  verticaler  Richtung  variabel 
sind,  ist  von  den  Umstünden,  insbesondere  vou  Gestalt  und  Lage  der  die 
Wassermasse  begrenzenden  festen  Wände  und  von  der  Wassertiefe  abhängig. 


§ 114.  Wellen  von  sehr  kleiner  lllihe. 

Trotz  der  Beschränkung  auf  cylindrische  Wellen  und  der  Ab-  < 
straction  von  Widerständen  ist  die  streng  systematische  .\bleitung 
der  Gesetze  der  Wellenbewegung  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der 
Hydraulik  mit  erheblichen  Schwierigkeiten  verbunden.  Die  Entwicklung 
ist  deshalb  gewöhnlich  weiter  vereinfacht  worden  durch  die  Voraussetzung 
Ij  einer  constanten  Wassertiefe  = /»,  2)  einer  im  Vergleich  mit 
der  Wellenlänge  und  der  Wassertiefe  sehr  kleinen  Wellenhohe 
und  so  kleiner  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte,  dass  die  ent- 
sprechenden Gesell  windigkeitshöhen  sehr  klein  selbst  im  Vergleich 
mit  der  Wellen  höhe  sind.  ' 

Bei  Zugrundelegung  der  im  vorigen  §.  näher  bezeichncten  Coordinaten- 
axen  der  x und  ;/,  von  denen  die  letzt»>re  nach  unten  positiv  gesetzt  und 
zu  denen  noch  eine  auf  beiden  senkrechte  z-Axe  hinzugefügt  gedacht  werde, 
sind  die  betreffenden  Componenten  der  beschleunigenden  Schwerkraft  als 
einzig  hier  wirksamer  Massenkraft: 

A'=  O,  r U; 

es  existirt  also  eine  Kräftefunction  (§.  70),  nämlich 

^ = .W  < 

deren  Differcntiahinotienten  nach  a’,  y,  z resp.  = A',  1',  Z sind.  Sofern 
ausserdem  die  Bewegung  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgeht,  liesteht  auch 
nach  der  betreffenden  Bemerkung  in  §.70  (S.  390}  eine  Geschwindig- 
keitsfunctiou  f/  , d.  h.  eine  Function  der  (’oordinateu  und  der  Zeit  t, 
deren  Differentialquotienten  nach  x,  y,  z den  Geschwindigkeitscoinponenten 
nach  den  betreffenden  Axon  gleich  sind,  welche  Function  aber  hier  nur  x, 
y,  t enthalten  kann,  da  die  Geschwindigkeitscomponenten  im  Sinne  der  z- 
Axe  für  die  vorausgesetzten  cylindrischeu  Wellen  = 0 sind;  nach  Gl.  (0,  a) 
iu  §.  70  entspricht  sie  deshalb  der  jiartiellen  Diflerentialgleichung: 

Grunhof,  tboorut.  Mattcltiueiilehrt».  I. 
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^ + SV* ■’ 

Werden  nun  die  Geschwindigkcitscomponenten  im  Sinne  der  x-Aif 
und  der  y-Axe  beziehungsweise  mit  u und  v bezeichnet,  so  ist  nach  Gl.  (5 
in  §.  70  wegen  //  = Connt. 


,-lf^  = 


hq>  M*  + r* 

S7  2 


wobei  die  Integration  in  J dp  sich  nur  auf  die  Coordinaten  bezieht;  wiro 
sic  aber  insbesondere  auf  die  freie  Oberfläche  bezogen,  an  welcher  in 
irgend  einem  Augenblicke  die  Pressung  p überall  gleich  f=  dem  Atni<- 
spbärendruck)  ist,  so  wird  J dp  = 0,  und  wenn  zudem  der  Anfangsp>unk; 
der  Coordinaten  in  der  Ebene  IP,  d.  h.  in  der  ursprünglichen  liorizontai<-i 
Wasseroberfläche  angenommen  wird,  so  dass  y mit  der  W’ellenhöhe  toe 


einerlei  Grössenordnung  ist,  so  kann 


M*  + r’ 


nach  der  obigen  Vorau- 


setzung  unter  3)  gegen  yy  vernachlässigt  werden.  Hiernach  geht  für  die 
Wellenoberflächc  die  in  Rede  stehende  Gleichung  über  in: 

= ^ 

sie  ist  nach  Einsetzung  des  y = 0 entsprechenden  Ausdruckes  von  nr 

Of 

als  die  angeuäherte  Gleichung  der  Wellenobcrfläche  zu  betrachten, 
d.  h.  es  ist,  wenn  diese  Gleichung  allgemein  auch  mit 


bezeichnet  wird, 


/■(*,  y, «)  = 0 

?>/  - 


und  es  muss  also  nach  §.70,  Gl.  (7)  die  Function  y für  alle  Punkte  der 
Wellenobcrfläche,  da  für  dieselbe  ^ (proportional  dem  Cosinns  des  Rieb- 

O JT 

tungswinkels  der  Normale  gegen  die  x-Axe)  gemäss  der  Voraussetzncc 
unter  2)  zu  vemacblilssigcn  und  wegen  der  vorausgesetzten  cylindriscben 

Welleuform  auch  =Oist,dcrpartiellenDifferentialgleichungeutsprechen; 

02 

: 

Eine  andere  Grenzbedingung  zur  näheren  Bestimmung  der  übrigens  bbt 
durch  die  allgemeine  Continuitätsgleichung  (1)  bedingten  Function  g er- 
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iebt  sich  daraus,  dass  nach  der  Voraussetzung  unter  1)  das  Wasser  unten 
urch  eine  horizontale  feste  Wand  begrenzt  sein  soll,  wonach  gemäss  §.  70, 
II.  (») 

= ()  für  tf  = /« (4) 

ein  nmss.  Setzt  man  nun 

<p  = XV, 

nter  X eine  Function  nur  von  x und  (,  unter  F eine  Function  nur  von  y 
iid  t verstanden,  wodurch  die  Grenzbedingungen  (31  und  (4)  übergehen  in: 

<1»(XF)  ^<^F  „ . , , 

' Vr-  -.93:  tur  y = 0 (3,«; 


j ist  nach  Gl.  (1): 


,--  = ()  für  y 
^ ^ öy*  “ 


nd  wird  dieser  Gleichung  genügt  durch: 


>v  „■ 

(,.5  = W "" 


nter  a eine  von  x und  y unabhängige  Grösse  verstanden.  Das  Integral 
er  zweiten  dieser  Gleichungen  (5)  ist: 

— rttf  tiw 

Y—A^e  + B^e 

■ die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen)  oder  mit 

gA  — ah 

Al  — Ae  ; = Ae 


Y = Ae 


«(*—»* 


+ e J . 


rorin  A,  ebenso  wie  a,  von  x und  y unabhängig  ist.  Indem  nach  dieser 
lleichnng 


[- 

'y  L 


ni.li- Ml  , —nih—!)) 

e -j-  c 


(t,  entspricht  sie  der  Bedingung  (4,ffl. 

Um  auch  der  Bedingung  (3,<i)  möglichst  einfach  Genüge  zu  leisten, 
'erde  die  noch  speciellere  .\nnahme  gemacht,  dass  a und  X auch  von  t 
nabhängig  sind,  dass  also  a eine  Constante,  X eine  blosse  Function  von 
ist,  woraus  nach  (5) 

„„  V 7,  • 1 ; 7- 

— =r  — f/**A  ; A — Bsin{iix  -f-  o; (i 

ox^ 
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folgt,  uutcr  B und  h Constautc  verstanden.  Durch  diese  Annahme  gtit 
die  Bedingung  (3,n)  über  in: 

h*r  ör  ^ 

= g für  y = 0 


unu  mit  Rttcksiclit  auf  Gl.  (0)  in 


d*A 

<lt^ 


«lA— jfl 


-j_ 


— .9.4« 


«(*  — .»>  — <i(*  — jr 

f -f  <• 


i 


für  y — o. 


also 

d^A 


dl^ 


= —yAa 


riA  — tth 

r + e 


= —Z-  A 


mit  T 


= * \ 


— <iA 


das  Integral  von  01.(8)  ist: 

. /Jf  \ .ft  — ^ 

A — Vond.  smy  t -f-  Cond.]  — ( 


ln 


i'  1 


unter  H-  eine  Constante  verstanden,  und  wenn  der  constante  Factor  in  deaj 
Factor  B von  X einbegriffen  wird.  Schliesslich  ist  dann  (f  = A'l'  mit 
Rücksicht  auf  Gl.  (G),  (7)  und  (10): 


, . /t— \ . , 

(f‘  = B .i/H  I .T  j sin{nx 


«(*  — »)  , 

<•  -f  c 


• (11 


Dieser  .\usdruck  von  (f  enthält  die  Lösung  des  Problems  auf  Gmmi 
der  gemachten  .\nnahnien,  d.  h.  er  lehrt  eine  inögliche  Beweguugsart  d<s 
Wassers  unter  dem  Eintiuss  der  Schwere  nach  einer  Störung  des  Gleichge- 
wichtes kennen.  Indem  die  ihm  entsprechenden  Geschwiudigkeitscoin- 
ponenten 


= ^ und  r = 


(i  iV"  \ 

- Jij  haben,  ist  die  Bewegung  eine  periodische  von 


der  Dauer  2r;  und  indem  da.s  Yerhältniss  u-.v  von  der  Zeit  unabhängii! 
ist,  bei  der  Kleinheit  der  Bahnen  aber  die  GeschwiudigkeitscomponeutcB 
M,  V im  Puukte  {x,  y)  auch  als  diejcnigeu  eines  materiellen  Punktes  b»*- 
trachtet  werden  können,  der  zu  irgend  einer  Zeit  iin  Puukte  (x,  y)  sich  be- 
fand, so  folgt,  dass  jeder  materielle  Punkt  in  gerader  Linie  schwingt. j 
Richtung  und  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  variireii  in  demselbt-a 
Augenblicke  von  Punkt  zu  Punkt  in  der  Flüssigkeit,  doch  haben  « und  » 
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gleichzeitig  für  alle  materiellen  Punkte  ilasselhc  Vcrhältniss  = »in 


zu  den  diesen  Punkten  zukorainendoii  Maximalwerthen,  und  zwar  die  Vor- 
ticalgeschwindigkciteu  v zugleich  in  Beziehung  auf  das  Vorzeichen  überall 
da,  wo  sin  iax  -f-  V)  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Verticaleheneu  A',  die  in 
den  Abständen 


/ = 


it 

a 


(12' 


von  einander  entfernt  zur  a:-.\xe  senkrecht  sind,  theilcn  also  die  Wa.sser- 
ina.sse  in  solche  Theile,  dass  für  alle  Punkte  je  eines  Theils  die  Phase  in 
demselben  .Augenblicke  gleich  ist;  die  geradlinigen  Bahnen  der  materiellen 
Punkte  sind  für  jene  Verticalcbcnen  K horizontal  und  werden  mit  der  Ent- 
fernung von  ihnen  mehr  und  mehr  geneigt,  schliesslich  vertical  in  Ebenen, 
die  mit  jenen  in  gleichen  .Abständen  parallel  sind.  Biese  Umstände  charak- 
terisiren  die  Bewegung  als  eine  stehende  AVcllcnbow  eguug,  und  zwar 
ist  r die  halbe  Schwinguugsdaucr,  ü die  Länge  eines  Wellenbergs  oder 
Wellenthals,  also  die  halbe  Wellenlänge;  die  mit  K bezeichneten  unver- 
änderlichen Verticalebcnen  trennen  die  Wellenberge  und  Thäler,  indem 
sic  die  WcllenobcrHächc  in  den  sogenannten  Knotenlinieii  schneiden. 

Die  Gleichung  der  Welleuoborflächc  oder  der  oberen  Wollen- 

linio  ergiebt  sich  aus  Gl.  (2)  durch  Einführung  des  .Ausdruckes  von  , 
welcher  y = ()  entspricht: 

(l  — ^ \ / '■*  I — 

y = •tj«in(trx  -f-  -r  ^ j ...  . (1‘1). 

Diese  Linie  theilt  in  ihren  unveränderlichen  Durchsebnittspunkten  mit  der 
i-.Axe  (Knotenpunkten)  dieselbe  in  gleiche  Strecken  = A;  in  den 
Mitten  dieser  Strecken  wird  y periodisch  am  grössten  und  kleinsten  — q 
und  — p,  und  zwar  ist  p,  d.  h.  die  halbe  Wcllenhöhe 


Q 


Bjt 


....  (11). 


Während  nach  Gl.  (9)  und  (12)  zwischen  r,  >l  und  h eine  bestimmte  Be- 
ziehung stattfindet,  enthält  die  Beziehung  zwischen  p,  ).  und  A,  die  sich  aus 
Gl.  (9),  (12)  und  (11)  ergiebt,  eine  unbestimmte  Uonstanfe  li.  Sofern  aber 
von  diesen  Grössen  nur  h gegeben  ist,  bleibt  nicht  nur  p,  sondern  auch  ). 
unbestimmt. 

Diese  letztere  Unbestimmtheit  rührt  zum  Theil  davon  her,  dass  eine 
seitliche  Begrenzung  des  Wassers,  deren  Berücksichtigung  durch  die  Voraus- 
setzung cylindrischer  Wellen  nur  im  Sinne  der  *-Axe  entbehrlich  gemacht 
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ist.  auch  im  Sinne  der  x-A\o  nicht  in  Hetracht  gezogen,  dass  al*o  in  diesen 
Sinne  «las  Wasser  stillschweigend  als  unbegrenzt  angcnoniiiien  wurde.  Wmi 
es  aber  etwa  durch  zwei  zur  x-Axe  senkrechte  feste  Ebenen  begrenzt  ao- 
genonunen,  deren  (llcichungcn 

X = 0 und  X = l 

ö® 

seien,  so  muss  nach  §.  70,  Gl.  (8)  für  sie  bcstiiiulig  — 0,  also 

co>{ax  -j-  Ä)  = 0 für  X = O und  x — l , 

d.  h.  eo»h  — 0 und  cos{al  -|-  ^)  = G sein,  von  welchen  Bedingungen 

die  zweite  mit  Rücksicht  auf  die  erste  übergeht  in:  1111(0!)  — O.  Unter 

III  und  M ganze  Zahlen  verstanden,  ergiebt  sich  also: 

.T  njt 

' b = C2,i,  + 1)-;  «»=  ^ 

und  nach  Gl.  (12):i  — — . Die  festen  verticalen  Wände  entsprechen  den 
n 

Mitten  eines  Wellenbergs  oder  Wellenthals,  d.  h.  die  äussersten  Knoten- 
linien sind  um  ^ / von  ihnen  entfernt. 

2 2n 

Bio  C’onstanten  a und  i sind  also  auf  zwei  andere  zurückgefuhrt. 
welche  ganz«’  Zahlen,  als  solche  freilich  nach  wie  vor  unbestimmt  sind.  I»ic 
vollständige  Bestimmung  aller  Constanten  könnte  nur  bei  ausserdem  gege- 
benem .‘Vnfangszustande  versucht  werden,  wozu  aber  die  durch  Gl.  (11 . dar- 
gestellte particuläre  Lösung  im  Allgemeinen  nicht  ausreichen  würde,  di« 
Function  «/;  vielmehr  einer  Summe  ähnlich  gebildeter  Ausdrücke  gleich  ge- 
setzt werden  müsste,  deren  Constante  li,  a,  b,  fl-  verschiedene  Werthe 
haben  können. 


Wichtiger,  als  diese  Verallgemeinerung  und  zugleich  vollständige  IV- 
stimmung  der  Lösung  zur  .\n))assung  an  einen  beliebig  gegebenen  .\ufangs- 
zustaiul,  ist  die  übrigens  .auf  demselben  Princip  beruhende  Verwendung  von 
Gl.  (11)  zu  einer  solchen  anderen  particulärcu  Lösung,  welche  die  Be- 
wegungsgesetze fortschreitender  Wellen  bei  Voraussetzung  unbegrenzü  r 
Ausdehnung  des  Wassers  im  Sinne  der  x-Axe  kennen  lehrt.  Setzt  man 

nämlich  in  Gl. (11)  zuerst  J = o,  ü ^ U,  dann  J = fl  = — ^ 


so  folgt: 


<H*  — ,y>  , — a t*  — #)] 

U <f  = 1!  fin  .T  mii  (ox) 

c + c 

) 

L J 

/ t \ 

a{li~ffl  — — .«f«l 

2 : <i  — B as\  — .’t]  cv»  (iix) 

e -r  « 

VT  / 

J 
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und  da  auch  die  Summe  dieser  Ausdrücke  eine  Lösung  sein  muss,  mit 

jt 


B cos 


(l-x) 


«{*  — #)  , — #)■ 
« + <’ 


(15). 


hx' 


h<f 

öy 


Hiernach  sind  y, , m = . - , p = ^ und  . ' periodische  Functionen 


hff 

hl 


l X 

von  I 

T X 


j . Derselbe  Bcwegungsziistand,  welcher  zur  Zeit  l im  Punkte 

(x,  y)  stattfindet,  findet  zur  Zeit  t -j-  dl  im  Punkte  (x  dx,  y)  statt,  wenn 

^ \ (ix  ^ 

denselben  Werth  hat,  d.  h.  wenn  — = — ist. 

r XJ  dl  r 

ludern  übrigens  nach  wie  vor  2r  die  Periode  ist,  in  welcher  dieselbe  Phase 
an  derselben  Stelle  wiederkehrt,  sowie  2X  die  Strecke,  um  welche  zwei 
Punkte  im  Sinne  der  x-.\xc  von  einander  entfernt  sind,  welche  gleich- 
zeitig dieselbe  Phase  haben,  so  charakterisirt  die  Lösung  (15)  eine  fort- 
schreitende Wellonbowogung  mit  der  Schwingungsdauer  2r,  der 
2.7t 

Welleulänge  2X  = und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
a 

w — — im  Siunc  der  ;r-Axc.  Letztere  ergiebt  sich  nach  GL  (0): 

T 


— iih 

c . 

— mit  a = 

X 


(16). 


<1* 

<r  -f  c 

h h — »h 

Ist  insbesondere  ^ sehr  gross,  also  auch  fiA  = .t  — , so  kann  e 

gegen  e vernachlässigt  und  somit 


(17) 


gesetzt  werdeu.  Ist  aber  umgekehrt  sehr  klein,  so  dass 


ah  — fiA 

e = 1 -(-  nA ; c =1 


ah 


gesetzt  werden  kann,  so  wii’d 

T = 


X 

VyA’ 


= VyA 


(D<). 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  im  Allgemeinen  von  der 
Wassertiofe  und  der  Wellenlänge  abhängig,  ist  näheruugsw  eise 
der  Quadratwurzel  einer  dieser  beiden  Grössen  proportional, 
wenn  dieselbe  im  Vergleich  mit  der  anderen  sehr  klein  ist 
(immer  unbeschadet  des  Umstandes,  dass  die  Wclleuhöhe  der  Voraussetzung 
zufolge  sehr  klein  im  Vergleich  mit  beiden  ist). 
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Die  Glcichuiifi  der  oberen  Wellenlinie  ergiebt  sich  aus  GL (2' 


durch  Substitution  des  y 


0 entsprechenden  Werthes  von  , also  mit 


der  Bedeutung  von  p nach  Gl.  (14): 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Sinus-Linie,  die  mit  der  Geschwindigkeit 
w = ~ im  Sinuc  der  x-Axo  fortgleitct;  p ist  auch  hier  die  halbe  Wcllen- 

hölie  = der  Höhe  eines  Wellenbergs  oder  der  Tiefe  eines  Wcllenthals. 

Zur  Bestimmung  der  Bahn,  welche  irgend  ein  materieller  Punkt  bei 
dieser  Wellcubencgung  beschreibt,  seien  x,  y seine  Coordinaten  zur  Zeit 
t = 0.  und  X -f-  ^ y Ay  die  Coordinaten  zur  Zeit  t.  Daun  sind  seine 

Gesell windigkeitscomponenten  mit  ItUcksiclit  auf  Gl.  (15)  und  mit  a =■ 


Daraus  folgt  durch  Integration  mit  — = w und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  / = 0,  s = 0,  //  = 0 zusammengehörige  Werthe  sind: 


B 

1 r 

7 1 x\ 

■ 

w 

e + f 

1 C08 

[r-x) 

.7 

B 

’‘  = ~To 


«(*  — .¥)  —■<(*  — ») 
e — e 


f »tu 


und  ergiebt  sich  daraus  durch  Elimination  von  t mit 

B r <i(*  — y)  — »ll  B r n(k  — n) 

+'  j’  — J 

[|-"’(r’')]  + = ‘ 


als  Gleichung  der  Bahn  des  materiellen  Punktes  bezüglich  auf  zwei  Co- 
ordinatenaxen  der  §,  ij  parallel  ^don  .\xen  der  x,  y,  deren  .\nfangspmikt 
aber  der  Ort  des  betreft'endcn  Punktes  zur  Zeit  < = 0 ist.  Die  Bahn 
ist  eine  Ellipse  mit  der  horizontalen  Ilalbaxe  a und  der  verti- 
calcu  Ilalbaxe  (i\  letztere  sind  verschieden  für  verschiedene  Tiefen  y 
unter  der  Oberfläche.  Indem  nach  Gl.  (14)  die  halbe  Wellenhöho 
/l.T  X I «A  — nA.  liuw  t ftA  — nh 
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(l 

0 


ist.  so  folgt 
und  somit  nach  Gl.  (16)  auch 


9 1 


o(*— »'  , —aik  — y) 

e + ^ . 

oh  —ah 
e -j-  e 


a 

Q 


aih  — }/)  — fl(A  — ff) 

^ + ^ . 

ak  —ah  ’ ^ 

e e ^ 


n(h  — ff)  — rt(A— ff) 

e — e 

ah  — ah 

fi  e 


. . . (20). 


An  der  Obcrhilchc  (y  = 0)  ist  = (>,  am  Boden  (y  = A)  ist  li  = 0; 
überall  ist  u wenigstens  = ß. 


Ist  insbesondere  — sehr  gross,  also  auch  ah  = :t  — sehr  gross,  so 


kann  gesetzt  werden: 


die  Bahnen  sind  Kreise,  deren  Radien  nach  der  Tiefe  hin  von  q bis  Null 
abnohnien. 

Ist  ^ sehr  klein,  so  wird: 


rt 


1 l 
h h 


■ oov 


die  horizontalen  Ilalba.xen  iler  elliptischen  Bahnen  sind  überall  gleich  und 
viel  )>  p,  die  verticalen  Halbaxcn  nehmen  nach  oben  hin  proportional  der 
Höhe  über  dem  Boden  bis  q zu. 


§.  14.5.  Wellen  von  grosserer  HOhe. 

Die  Untersuchung  der  Wellenbewegung  ist  im  vorigen  §.  unter  so 
einschränkenden  Voraussetzungen  angestellt  worden,  dass  es  zweifelhaft  ist, 
ob  überhaupt  oder  mit  welchem  Grade  der  Annäherung  die  dabei  ge- 
wonnenen Resultate  auch  als  noch  für  Wollen  von  grösserer  Höhe  gültig 
betrachtet  werden  dürfen.  Besonders  kann  die  Voraussetzung  einer  im 
Vergleich  nicht  nur  mit  der  Wellenlänge,  sondern  auch  mit  der  Wasser- 
tiefe sehr  kleinen  Wellenhöho  allzusehr  den  thatsächlichen  Umständen 
widersprechen,  und  in  allen  Füllen  erscheint  durch  jene  Voraussetzung 
die  Continuitätsbedingung  von  so  mitcrgeordneter  Bedeutung,  dass  die  Ver- 
hältnisse dabei  sich  möglicher  Weise  ganz  anders  gestalten,  als  bei  Wellen 
von  grösserer  Hohe. 
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Eine  diese  Mängel  vermeidende  und  den  teehnisebeu  Anforderungen 
eiitspreeheude,  wenn  auch  nicht  in  jeder  Hinsicht  hefriedigende  Theorie  der 
Wellenbewegung,  und  zwar  bei  Voraussetzung  fortschreitender  cylindrischcr 
Wellen,  hat  Hagen*  aufgestellt  (zum  Theil  in  nahem  Anschluss  an  eine  von 
Gerstner  1802  veröffentlichte  Abhandlung);  sie  liegt  den  Entwicklungen  der 
folgendcu  zwei  Paragraphen  im  Wesentlichen  zu  Grunde.  Der  allgemeine  Gang 
dieser  Entwicklungen  besteht  darin,  dass  die  rein  geometrische  Bedingung  des 
continuirlichen  Zusammenhanges  bei  unveräudcriichcm  specihschem  Voluiiieu 
des  Wassers  zuerst  für  sich  in  Betracht  gezogen  wird,  indem  dadurch  schon 
gewisse  Einzelheiten  der  Erscheinung  sich  ergeben,  deren  Kenutniss  die 
nachfolgende  Untersuchung  vereinfacht;  diese  hat  sich  nämlich  dann  nur 
noch  auf  die  i’rUfung  zu  erstrecken,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen 
die  allgemeinen  dynamischen  Gesetze  eine  solche  Bewegung  gestatten,  auf 
welche  die  geometrische  Betrachtung  in  Verbindung  mit  gewissen  a priori 
gemachten  Annahmen  führte.  Durch  dieses  indirecte  Verfahren  und  durch 
diese  Zerlegung  der  hydrodynamischen  in  die  allgemeinen  dynamischen 
Gesetze  und  in  die  geometrische  Continuitätsbediugung  vermied  Hagen 
die  Schwierigkeiten,  die  sich  einer  dirccten  und  mehr  systematischen  Be- 
handlung nach  Analogie  der  Entwickelung  des  vorigen  §.,  jedoch  ohne  die 
einschränkenden  Voraussetzungen  derselben,  entgegenstcllen. 

Als  Anschauungsmittel  vergleicht  Hagen  die  Wellenbewegung  des 
Wassers  mit  der  Erscheinung  eines  vom  Winde  bewegten  Getreidefeldes, 
welches  infolge  des  Hin-  nnd  Herschwankens  der  Halme  den  Anblick  von 
Wellen  gewährt,  deren  senkrecht  gegen  die  Windrichtung  sich  erstreckende 
Kämme  in  der  Richtung  des  Windes  fortschreiten.  Analoger  Weise  wird 
die  in  Wellenbewegung  bchudliche  Wassermasse  als  ein  System  von  Wasser- 
faden  betrachtet,  welche  die  im  ruhigen  Wasser  vertical  über  einander 
liegenden  Wassertheilchen  beständig  enthalten;  diese  Fäden,  in  continuir- 
licher  Berührung  unter  sich,  neigen  und  krümmen  sich  iin  Allgemeinen  ah- 
wochsclungsweise  nach  der  einen  und  anderen  Seite,  indem  sie  zugleich 
länger  oder  kürzer  und  entsprechend  dünner  oder  dicker  werden.  Trifft 
der  obere  Endpunkt  eines  solchen  Fadens  auf  den  Scheitel  eines  darüber 
hingehenden  Wellenberges,  so  hat  er  bei  verticalcr  Stellung  seine  grösste 
liängc  und  kleinste  Dicke.  Im  Verlaufe  des  Fortschreitens  der  Wolle 
neigt  und  krümmt  er  sich  dann  mehr  und  mehr  im  Sinne  dieser  fortschrei- 

• „lieber  Wellen  auf  Gewässern  von  gicichmässiger  Tiefe.“  Abhandlungen 
der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  ISfil;  ctwii 
weniger  vollständig  in  Hagen’s  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  111.  Theii 
beeufer-  und  Hafenbau,  1.  Band,  §.  1 bis  §.  4. 
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tcnden  Bewegung,  wird  dabei  kürzer  und  dicker  und  erreicht  seine  grösste 
Neigung  ungofiihr  dann,  wenn  sein  oberer  Endpunkt  durch  die  horizontale 
übcrfiächo  dos  ruhigen  Wassers  oder  durch  die  Grenze  zwischen  Wellen- 
berg und  Wellcnthal  hindurch  geht.  Von  diesem  Augenblicke  an  nimmt 
die  Neigung  wieder  ab,  während  Länge  und  Dicke  fortfahren  kleiner  resp. 
grösser  zu  werden  bis,  wenn  der  Faden  auf  den  Scheitel  des  Wellenthales 
trifft,  er  wieder  gerade  gestreckt  ist  und  dabei  seine  kleinste  Länge  und 
grösste  Dicke  erreicht  hat;  weiterhin  neigt  er  sich  nach  der  anderen  Seite, 
indem  er  wieder  länger  und  dünner  wird  u.  s.  f.  Ob  dabei  der  Fuss  des 
Wassorfadciis  selbst  mit  hin  und  her  geht,  oder  ob  er  feststeht,  wie  bei  dom 
Gctreidehalme,  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  von  der  Wassertiefe  abhängig. 

Um  die  Continuitätsbedingung  auszudrücken,  denkt  sich  Hagen  die 
Wassermassc  im  Kuhezustandc  durch  horizontJÜc  Ebenen  in  Schichten  von 
unendlich  kleiner  Dicke  abgetheilt,  und  betrachtet  die  Veränderungen 
dieser  stets  dieselben  materiellen  Punkte  enthaltenden  Schichten  bei  der 
regelmässig  ansgebildctcu  Wellenbewegung;  sie  bestehen  in  einer  wellen- 
förmig-cylindrischen  Krümmung  ihrer  Grenzflächen  uiiii  in  einer  periodischen 
Aenderung  der  ursprüngÄch  gleichförmigen  Dicke  jeder  solchen  Schicht, 
wobei  dieselbe  wegen  des  coutinuirlicheu  Zusammcidiangcs  der  verschie- 
denen Schichten  natürlich  unter  den  Scheiteln  der  Wellenberge  am  grössten, 
tler  Wellenthäler  am  kleinsten  sein  muss.  Stellt  man  sich  zwei  materielle 
Punkte  A'  vor,  die  beziehungsweise  in  der  oberen  und  unteren  Fläche 
einer  solchen  Schicht  ursprünglich  vertical  übereinander  lagen,  und  denkt 
sich  eine  durch  AA'  im  Sinne  der  Fortiiflanzungsgcschwiudigkeit  to  ge- 
legte Vcrticalcbeue  V iu  diesem  Sinne  mit  der  Geschwindigkeit  w fortbe- 
wogt, während  die  materiellen  Punkte  A,  A'  ihre  Bahnen  durchlaufen,  so 
sind  die  Spuren  L,  L'  dieser  Punkte  auf  der  Ebene  Fzwei  W'ellenlinien, 
die  den  wellenförinigeu  Flächenstreifen  begrenzen,  iu  welchem  die  be- 
trachtete Schicht  von  der  Verticalcbeno  V geschnitten  wird.  Indem  nun 
der  continuirliche  Zusammenhang  in  der  Schicht  selbst  (in  Verbindung  mit 
der  Unveränderlichkeit  des  •pccitischen  Wasservolumens)  offenbar  verlangt, 
dass  die  geraden  Verbindungslinien  A A'  jo  zweier  materieller  Punkte  wie 
A,  A'  gleichzeitig  gleiche  Elemente  des  wellenförmigen  Flächenstreifens 
durchlaufen,  so  folgt,  dass  die  Schichtdicke  in  irgend  einem  Punkte  um- 
gekehrt proportional  sein  muss  der  relativen  Geschwindigkeit  des  mit 
diesem  Punkto  zusammeufallenden  materiellen  Punktes  gegen  die  mit  der 
Geschwindigkeit  w im  Sinne  von  w bewegte  Ebene  V,  oder,  was  dasselbe 
sagt,  dass  die  vertical  gomessoue Schicbtdicko  überall  umgekehrt 
proportional  sein  muss  der  relativen  Ilorizoutalgoschw  indig- 
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kcit  des  betreffenden  materiellen  Punktes  gegen  die  bewegte 
Ebene  V.  In  der  Mitte  eines  Wellenberges,  wo  die  Schichtdicken  am 
grössten  sind,  müssen  die  fraglichen  relativen  Geschwindigkeiten  am  klein- 
sten, in  der  Mitte  eines  Wellenthals  am  grössten  sein;  die  Bewcgungisrich- 
tungen  der  materiellen  Punkte  stimmen  dort  mit  der  Fortpflanzungsriclitung 
überein,  während  sie  hier  entgegengesetzt  sind.  — 

Wo  in  den  folgenden  Paragraphen  kurzweg  von  Wasserfilden  und 
Wasscrschichtcn  die  Rede  ist,  sind  diese  Ilezeichnungcn  in  dem  durch  die 
vorhergehenden  Bemerkungen  bestimmten  Sinne  zu  verstehen. 


§,  14(5.  Wellen  bei  unendlich  grosser  Wassertiefe. 


Es  werde  angenommen,  dass  die  Verbindungslinien  der  gleichzeitigen 
Oerter  aller  ursprünglich  in  einer  lothrechten  Geraden  gelegenen  inate- 
riellcn  Punkte  mit  gewissen  festen  Punkten  M dieser  Geraden  beständig 
einander  parallel  bleiben. 

Um  zu  prüfen,  ob  und  unter  welchen  Umstünden  dieso  .\nnahme  mit 
der  Continuitütsbedingung  verträglich  ist,  seien  B A und  /?'  A’  (Fig. 

die  in  der  Zeit  t gleichzeitig  durch- 
laufenen Wege  von  zwei  materiellen 
Punkten,  die  ursprünglich  in  der 
Lothrechten  BB'  unendlich  nahe 
beisammen  lagen,  M und  M'  zwei 
Punkte  der  letzteren  von  solchen 
X Lagen,  dass  der  .\niuihme  zufolge 
die  Winkel  BMA  und  B'  M'  A' 


Fijf.  56, 


c 


cA 


o 

B 


M 


\J>lU 


stets  einander  gleich,  augenblicklich  = (p  sind.  Sind  ferner  y und  y <iy 
die  Tiefen  der  Punkte  M und  M"  unter  einer  gewissen  IIorizoiitalel>ene, 
so  ist  der  Radiusvcctor  MA  = r eine,  Function  von  y und  (f  , während  y 
unabhängig  variabel,  dagegen  <f  eine  Function  von  t ist;  der  Radiusvcctor 

. , (tr 

MA , demselben  <p  entsprechend,  ist  also  = r -f-  dy.  Es  seien  ferner 

CA  und  (f  A'  entsprechende  Bögen  der  im  vorigen  §.  mit  L und  //  be- 
zeichneten  Wellenlinien,  nämlich  die  Spuren,  welche  die  betrachteten  zwei 
materiellen  Punkte  auf  der  mit  der  Fortpflaiizungsgoschwindigkeit  w der 
Wellen  in  deren  Sinne  bewegten  Verticalebcne  V in  der  Zeit  t hiuter- 
lassen,  so  dass  BC  — B'C^  — MO  = wt  ist.  ln  Beziehung  auf  OM  ab 
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x-Axe  und  OC  als  z-Axe  sind  dann  die  Coordinaten  des  Punktes  A der 
'Wellenlinie  CA: 

X — ict  — ruincf  \ z = rco»(p fl). 

In  diesem  Punkte  ist  die  vertical  gemessene  Licke  des  zwischen  den 
Wellenlinien  CA  und  C A'  enthaltenen  Flächenstreifeiis  nach  der  Figur: 
AD  = Al  + = rfy  -f  ID. 

Ist  aber  der  Winkel,  unter  welchem  die  Tangente  der  Wellenlinie  CA 
im  Punkte  A gegen  die  z-Axe  geneigt  ist,  verstanden  als  der  Winkel,  um 
welchen  OZ  im  Sinne  ZOX  gedreht  werden  muss,  um  jener  Tangente  pa- 
rallel zu  werden,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  das  unendlich  kleine  Dreieck 
IDA',  dessen  Winkel  bei  I und  1)  resp.  = y und  sind, 

m = U = - ^ ■'y  («■»»  + «“f) 

atft  y 

ö r / dz  \ 

AD  — dy  j (-)• 

Die  relative  Ilorizontalgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  in  A 

dx 

gegen  die  bewegte  Ebene  V ist  — - , und  wenn  das  Product  aus  der- 
• d( 

selben  und  der  Dimension  AD,  welches  der  Continuitütsbedingung  gemäss 
in  allen  Punkten  der  Wellenlinie  CA  gleich  gross,  also  unabhängig  vou  (f 
sein  muss,  mit  P bezeichnet  wird,  so  ist  also 


P 


i^  \ COS^) 


5r\  dx 
by/  dt 


■ stn  y 


br  dz 
f)y  dt 


und  tindet  man  durch  Substitution  der  den  Gleichungen  '1)  entsi)rccheudeu 
Ausdrücke: 

dx  d<f  ör  d(f‘ 


= w — ri'osu  - — xma  ^ 
dt  ^ dt  ^ h(f  dt 

dz 


dy 


dq 

^t=-rs.nq  - 

br  dq  / b»- 

— I fc  ..  H r 


-|  cosq 


b r d q 
hq  dt 


(3) 


by  dt 


dq 


by 


) 


cotq 


uni  q 


dt  J 
br  dq, 
isq  dt 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  q.,  wenn 
dq  w br 

dt  r by 


(4). 


br 

•V  = 


ff  dr 
r dy 


(fo 


gesetzt  wird.  Daraus  folgt,  dass  die  materiellen  Punkte  sich  iu 
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kriüsfürniigeii  nabncii  mit  constanten  Winkelgcsch  wimligkeiten 
bewegen  können,  und  indem  dann  letztere  gemäss  der  zu  Grunde  liegen- 
den Annahme  auch  für  alle  Puuktc  gleich  sind,  nämlich  , unter 

dt  T 

2t  die  gemeinschaftliche  Schwingungsdaucr  verstanden,  so  folgt 


dr 

r 


mit  X = wT  = der  halben  Wellenlänge,  also,  wenn  r = q für  y = O ist: 


in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (21)  in  §.  144,  weuii  nur  die  horizontale 
Ebene,  in  welcher  die  Mittelpunkte  der  von  den  oberflächlichen  materiellen 
Punkten  durchlaufeneu  Kreisbahueu  liegen,  statt  der  ursprünglichen  hori- 
zontalen Wasseroberfläche  (mit  der  sie  nur  bei  verschwindend  kleiner 
Wellenhühe  zusammeufällt)  hier  als  die  Ebene  angenommen  wird,  von  der 
aus  die  Tiefe  y gerechnet  wird;  (>  ist  danu  auch  hier  die  halbe  Welleu- 
höhe.  Die  Radien  der  kreisförmigen  Bahnen  nehmen  nach  Gl.  (6)  mit  der 
Tiefe  ab,  sind  aber  erst  in  unendlicher  Tiefe  = Null,  wie  es  am  Boden 
der  Fall  seiu  müsste. 

Durch  die  Gleichungen  TI),  worin  auch 

ICt  = t =z  ~ 

T Sl 


gesetzt  werden  kann,  ist  irgend  eine  Wellenlinie  als  eine  gestreckte 
Cycloide  char akterisirt,  d.  h.  als  die  Curve,  welche  irgend  ein  Punkt 
dos  Kreises  zum  Radius  r beschreibt,  wenn  dieser  Kreis  mit  einem  anderen 

zum  Radius  — concentrisch  verbunden  und  letzterer  auf  einer  Geraden 

abgewälzt  wird.  Wäre  p = — , so  wäre  die  obere  Wellenlinie  eine  ge- 

.T 

wöhnliche  Cycloide,  entsprechend  scharfkantigon  Scheiteln  der  Wellenberge; 
die  Mittelpunkte  der  vou  den  obersten  Wassertheilchen  durchlaufenen 

Bahnen  lägen  dann  um  ^ über  der  ursprünglichen  horizontalen  Wasser- 

4U 

Oberfläche.  In  der  That  ist  aber  bei  Wellen  auf  dem  Meere  selbst  nach 

dem  heftigsten  Sturme  immer  viel  — , nach  Beobachtungen  von 
X JT 

Stanley  höchstens  = ‘ jg,  nach  Scoresby  nur  = 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  untersuchen,  ob  und  unter  welchen  Bedin- 
gungen diese  Bewegungen,  zu  denen  die  geometrische  Betrachtung  geführt 
hat,  den  dynamischen  Gesetzen  entsprechen.  Ihnen  zufolge  muss  aber  für 
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jedes  unendlich  kleine  Wassertheilchen,  wenn  es  in  einer  Kreisbahn  mit 
constanter  Geschwindigkeit  sich  bewegen  soll,  die  resnltirende  beschleuni- 
gende Kraft  auf  die  blosse  Centripetalkraft  sich  reduciren,  oder  sie  muss 
mit  der  Centrifugalkraft  im  Gleichgewicht  sein,  die  für  ein  Wassertheil- 
chen bei  A (Fig.  56)  die  Richtung  MA  und  die  Grösse  rro*  hat,  wenn  zur 
Abkürzung  die  Winkelgeschwindigkeit 

dq>  X xw 


gesetzt  wird.  Die  beschleunigende  Kraft  ist  aber  die  Resultante  der  loth- 
rechten  Schwerkraft  = g und  des  auf  die  Masseneinheit  des  Wassertheil- 
chens  bezogenen  Drucks  = iV,  den  es  an  seiner  Oberfläche  von  der  an- 
grenzenden Wassermasse  (an  der  freien  Oberfläche  zum  Theil  von  der 
Luft)  erfährt,  und  welcher  normal  zu  der  betreffenden  Wellenfläche  ge- 
richtet ist  (bei  A,  Fig.  56,  im  Sinne  AN  normal  zur  Wellenlinie  CA), 
wenn,  wie  vorläufig  angenommen  werde,  die  Pressung  nur  von  einer  zur 
anderen  Wellenfläche  variabel,  iu  allen  Punkten  derselben  Wellenfläche 
aber  gleich  ist.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  N,  g und  der  Contrifugal- 
kraft  rw*  im  Punkte  A (Fig.  56)  wird  dann  ansgedrückt  durch  die  Glei- 
chungen: 


N sin 


N cos 

Daraus  folgt; 


— N cos tp  — rto*  sincf 
N sin  = g — rro*  coscf 


— tgxp  = 


g — rco^  eosff 
rfo~  aintf 


(8). 


Nach  Gl.  (3)  ist  aber  auch  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  und  (7): 

dx  w — reo  eosep 
dz  rojsinefi 

und  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  beider  Ausdrücke; 


g = weo 


(9) 


(10) 


in  IJebereiiistimmung  mit  Gl.  (17)  in  §.  141. 

Schliesslich  ist  nur  noch  die  Annahme  gleichförmiger  Pressung  irgend 
einer  Wellcnfläche  zu  prüfen.  Wird  zu  dem  Ende  mit  ds  ein  I,ängen- 
element  der  Wellenlinie  CA  (Fig.  56),  mit  dn  ihre  bei  A normal  gemes- 
sene Entfernung  von  der  unendlich  nahe  benachbarten  Wellenlinie  C A' 
bezeichnet,  und  das  bisher  betrachtete  Wassertheilchen  als  ein  gerades 
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prismatisches  Wasserelement  vorausgesetzt,  dessen  Querschnitt  in  der  Ebene 
der  Figur  = dadn  uud  dessen  dazu  senkrechte  Länge  = 1,  dessen  Masse 
also  = ftdadn  ist,  so  ist 


J\'.  /<  da  dn 
da 


~ fjNdn 


der  Unterschied  der  specitischen  Pressungen  in  eutsprechenden  PÜnkten 
der  Wellenflächen  CA  und  C" A'-,  und  da  in  einer  Wellenfläche,  nämlich 
in  der  von  der  Atmosphäre  gleichförmig  gedrückten  Wellenoherfläcbe  die 
in  Rede  stehende  Annahme  zutrifft,  so  bedarf  ihre  allgemeine  Bestätigung 
nur  des  Nachweises,  dass  A'rf/i  oder  mit  Rücksicht  auf  Fig.  50,  worin  AD 
die  vertical  gemesscue  Entfernung  der  Wellenlinien  CA  und  C'A’  be- 
zeichnet, dass 

A'.  Alt  ma  — —'j  = N ain  ij.' . AD 


auf  Grund  der  bisherigen  Resultate  eine  von  dem  besonderen  Punkte  A 

der  Wellenlinie  CA,  d.  h.  vom  Winkel  (f  unabhängige  Grösse  ist.  In  der 

That  ist  aber  nach  Gl.  (2)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5),  (7)  und  (9): 

AD  rot  ( . — rcoaiiKf 

= 1 -L  — [aina  - - -]  coa  (f 

dy  «•  \ tc  — rojcoatf 

w — rcucoa(i  — iwcoau  — rw)  „ 

w w-  — trvjj- 

w — roj  coa  ff  ic(w  — roj  coaif  } 

uud  somit  nach  Gl.  (8)  iiinl  (10): 


N ainxff . AD  = [(c*  — (»-fo)*)  dy 

unabhängig  von  <f  . 

Das  wichtigste  der  gewonnenen  Resultate  ist  die  Beziehung  (10) 
zwischen  der  Wellenlänge  ;2P.)  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  tc. 
Sie  lehrt  zwar  insofern  nichts  Neues,  als  sie  mit  Gl.  (17)  in  §.144  über- 
einstimint;  doch  ist  es  wichtig,  ihre  Gültigkeit  als  unabhängig  von  dem 

Verhältnisse  ^ der  Wellenhöhe  zur  Wellenlänge  erkannt  zu  haben.  Xacb- 

träglich  ergiebt  sich  auch  die  Voraussetzung  unter  .3)  in  §.14  4 als  noth- 
wendige  Folge  des  ersten  Theils  der  Voraussetzung  unter  2)  da.selbst,  dass 
(j  sehr  klein  im  Vergleich  mit  X sei;  denn  das  Verhältniss  der  Geschwin- 
digkeitshöhe eines  materiellen  Punktes  zur  Wellenhöhe  ist  au  der  Wellcu- 
oberfläche,  wo  es  am  grössten  ist,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (7)  und  f,  10^: 

({lOJ  - (>  /.T«',* ()  Jt-  y JT  (» 

•2y.  2p  -ly  \ X / ly  X .1  4 / ' 
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Beobachtangeu  auf  dem  Meere,  die  zur  Prüfnug  von  Gl.  (10)  dienen 
köunen,  sind  von  W.  Walker  in  der  Bai  von  Pljnnouth,  von  Stanley  und 
von  Scoresby  im  atlantischen  Ocean  angestellt  worden;  sie  lassen  im  Durch- 
schnitt eine  so  gute  Uebereinstimmung  mit  der  Gleichung  erkennen,  wie 
die  Unsicherheit  der  Messungen  auf  einem  in  der  Fahrt  begriflenen  Schiffe 
erwarten  lässt.  Eine  besonders  gute  Uebereinstimmung  zeigte  auch  eine 
von  Hagen  angeführte  Messung  des  Lootsen-Cominaudeurs  Knoop  auf  dem 
Haffe  in  der  Nähe  von  Swinemünde;  sie  ergab  X = 3,92  Mtr.,  w — 
3,485  Mtr.,  entsprechend  g = 9,73  Mtr.  nach  Gl.  (10).  Indem  aber  hier 
die  Wassertiefe  nur  etwa  4,4  Mtr.  betrug,  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die 
gefundenen  Gesetze,  soweit  sie  die  Bewegung  der  oberen  Wassorschichtcu 
betreffen,  auch  bei  solchen  Wassortiefen  von  mittlerer  Grösse  hinlänglich 
zutreffend  sind,  dass  wenigstens  auf  die  Beziehung  zwischen  w und  X die 
jedenfalls  abweichende  Bewegung  in  der  Nähe  des  Grundes  keinen  merk- 
lichen Einfluss  hat. 


§.  147.  Wellen  bei  kleiner  und  gleichfünniger  Wassertiefe. 

Um  die  Bewegung  der  Wassertheilchen  in  diesem  Falle  zunächst 
durch  Beobachtung  im  Allgemeinen  kennen  zu  lernen,  benutzte  Hagen 
nach  Analogie  der  Weber’schcn  Wellenrinne  einen  parallelepipedischeu 
Kasten  mit  horizontalem  Boden  und  verticalen  Seitenwändeu,  12  Fuss  lang, 
4 Zoll  breit  und  hoch;  in  den  Mitten  der  längeren  Seitenwände  befanden 
sich  durch  Glasscheiben  geschlossene  Oeffnungen  zur  Beobachtung  der 
Vorgänge  im  Inneren  des  in  diesem  Kasten  befindlichen  Wassers.  Indem 
es  Hagen  darauf  ankam,  bei  jedem  Versuche  nicht  eine  einzelne,  sondern 
eine  lange  Reihe  möglichst  gleichmässigcr  Wellen  zu  erzeugen,  an  denen 
dieselben  Erscheinungen  wiederholt  beobachtet  und  die  erforderlichen 
Nlessungen  vorgenommeu  werden  könnten,  war  die  Erregungsvorrichtung 
wesentlich  von  derjenigen  verschieden,  die  Weber  bei  seinen  bekannten 
Versuchen  angewendet  hatte;  sie  bestand  aus  einer  den  Querschnitt  der 
Kinne  beinahe  amsfullendcn  rechteckigen  Scheibe,  welche  an  dem  einen 
Ende  der  Rinne  durch  eine  Kurbel  und  Schubstangen  so  bewegt  wurde, 
da.s3  sic  Schwingungen  um  ihre  untere  Kante  ausführte,  während  diese  zu- 
gleich über  dem  Boden  der  Rinne  hin  und  her  oscillirte.  Die  Weiten  der 
.Schwingungen  um  die  untere  Kante  sowie  der  geradlinigen  Schwingungen 
dieser  Kante  selbst  konnten  zwischen  weiten  Grenzen  geändert  werden. 

(iranhof,  ibnoret.  1.  51 
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(Icsgloidicn  dio  Zahl  der  Schwingungen  in  einer  gewissen  Zeit.  Zur  mittel- 
baren lieobachtung  der  Bewegungen  der  Wassertheilchen  erwies  sich  am 
brauchbarsten  ein  Glimmerblättchen  von  1 Zoll  Breite  und  Höhe,  drehbar 
gemacht  um  einen  feinen  Draht,  der  durch  das  in  der  Mitte  gespaltene 
Blättchen  hindurchgezogen  und  in  den  Oesen  eines  ans  eben  solchem  Draht 
gebildeten,  an  zwei  Fäden  aufgohängten  Rahmens  horizontal  und  leicht 
drehbar  gelagert  war;  das  Blättchen  war  unten  etwas  beschwert,  so  dass 
es  im  ruhigen  Wasser  sich  oben  vertical  stellte,  wog  aber  so  sainnit  Axe 
und  Rahmen  nur  0,34  Gramm  und  gab  sehr  geringe  Bewegungen  im 
Wasser  sicher  an. 

Das  wichtigste  Resultat  dieser  Versuche  bestand  in  der  Wahrnehmung, 
dass  das  Glimmerblättchen  sich  nur  hin  und  her  bewegte,  ohne  sich  alt- 
wechselnd vorwärts  und  rückwärts  überzuueigen,  und  zwar  geschah  dieses 
nicht  nur  dann,  wenn  dio  die  Wellen  erregende  Scheibe  in  lothrechter 
Stellung  hin  und  her  bewegt  wurde,  sondern  auch  im  anderen  Grenzfalle, 
wenn  der  untere  Rand  an  derselben  Stelle  hlieh  und  die  Scheibe  folglich 
nur  nach  vorn  und  hinten  sich  überneigte.  Die  im  letzteren  Falle  dem 
Wasser  mitgetheilte  Bewegung  konnte  also  bei  so  geringer  Wassertiefe 
sich  nicht  weit  fortsetzen  und  war  im  Abstande  von  4 Fuss  schon  voll- 
ständig in  die  einfiich  parallele  Verschiebung  der  vorticalen  Wasserfäden 
übergegangen.  Es  zeigte  sich  auch,  da.ss  dio  leichten  und  feinen  Stauh- 
massen,  die  am  Boden  der  Rinne  sich  nach  und  nach  ansammelten,  mit 
jeder  Welle  ebenso  weit  hin  und  her  geschoben  wurden  wie  das  Glimmor- 
blättchon  selbst. 

Die  Wellenbewegung  kann  man  sich  somit  im  vorliegenden  Falle 
darin  bestehend  denken,  dass  die  verticalen  Wasserfäden,  indem  sie  bestän- 
dig gerade,  vertical  und  gleichförmig  dick  bleiben,  in  horizontaler  Richtung 
sich  hin  und  her  bewegen,  in  einem  Wellenberge  sich  zusammenschioben 
und  dabei  entsprechend  dünner  und  länger  werden,  in  einem  WellenthaJi- 
dagegen  sich  auseinander  bewegen  und  dabei  entsprechend  dicker  nn«l 
kürzer  werden.  Alle  materiellen  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer  verti- 
calen  Geraden  lagen,  bewegen  sich  in  geschlossenen  Bahnen  so,  dass  ihre 
gleichzeitigen  Oerter  in  denselben  stets  in  einer  verticalen  Geraden  liegen, 
die  horizontalen  Durchmesser  dieser  Bahnen  sind  gleich,  die  verticalen 
nehmen  mit  der  Entfernung  vom  Boden  zu  und  sind  an  diesem  selbst  = 
Null.  Wären  diese  Bahnen  Ellipsen,  wie  bei  der  Untersuchung  in  §.  144 
sich  ergeben  hatte,  wäre  « die  für  alle  gleiche  horizontale,  ß die  für  die 
einzelnen  Bahnen  verschiedene  verticale  Halbaxe,  und  wäre  für  eine  solche 
Rahn  (Fig.  .bC)  jV  der  Mittelpunkt,  U der  obere  Scheitelpunkt,  HA  der  von 
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ihm  aus  gerechnet  in  der  Zeit  t durclilaufeiio  Bogen,  so  wären  in  Beziehung 
auf  rechtwinkelige  Coordinatonaxen  der  g und  tj  mit  dem  Anlängspunktc 
M (die  |-Axe  horizontal  und  positiv  ün  Sinuc  von  w,  die  ;/-Axc  jmsitiv 
im  Sinuc  MB)  die  Coordinateu  des  Punktes  A-. 

^ = asitiff,  = li  cos  (f (I\ 

unter  (f  den  Drehungswinkcl  BMA,  der  Geraden  MA,^  in  der  Zeit  t ver- 
standen. wenn  A,  der  Punkt  ist,  in  welchem  die  liOthreclite  durch  A einen 
um  M mit  dem  Radius  ct  beschriebenen  Kreis’  auf  derselben  Seite  der 
-Vxe  schneidet,  auf  welcher  der  Punkt  A liegt.  l)abei  wäre  a consfanf, 
eine  Function  von  y,  wenu  mit  y hier  die  Höhe  des  Punktes  M über  dem 
horizontalen  Boden  bezeichnet  wird.  Fm  aber  die  Möglichkeit  einer  Cor- 
rcctur  jener  in  §.  144  unter  allzu  beschränkten  Voraussetzungen  gefundenen 
Itesultato  offen  zu  lassen,  soll  übrigens  unter  Beibehaltung  der  erklärten 
Huchstabcubedeutungen  und  der  Gleichungen  (Ij  nur  als  Function  zu- 
gleich von  y und  von  rp  angenommen  und  nun  geprüft  werden,  ob  und  wie 
dann  diese  Gleichungen  mit  der  rontinuitätsbediugung  und  mit  den  dyna- 
mischen Gesetzen  in  Einklang  gebracht  werden  können. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Figur  56  im  vorigen  §.,  in  der  jedoch  die 
X-  Axe  um  die  Strecke  y abwärts  verseboben  gedacht  werde,  so  dass  sie  in 
den  Boden  fällt,  sind  die  Coordinateu  des  Punktes  A der  Wellenlinie  CA 
gemäss  den  Gleichungen  (l): 


X = wt  — asin(p\  s = y -f-  jicosrp  (2). 

(ix 

Daraus  ergiebt  sich  die  relative  llorizoiitalgeschwindigkeit  = des  in 


betiiidlichen  materiellen  Punktes  gegen  die  im  Sinne  von  lo  mit  der  Ge- 
sell« indigkeit  tc  bewegte  Verticalebeue  V.  Indem  aber  die  gleichen  Win- 
keln y entsprechenden  Punkte  A und  A’  von  zwei  unendlich  nahe  benach- 
barten Wellenlinien  CA.  (fA'  jetzt  in  einer  Verticalen  liegen,  ist  die  ver- 


tical  gemessene  Breite  des  von  ihnen  begrenzten  Flächenstreifens 


hz 


(wobei  jetzt,  einem  positiven  rfy  = MM’  entsprechend,  M'  oberhalb  M, 
If  ^ C oberhalb  BAC  in  Fig.  56  liegend  zu  denken  ist),  und  folgt  dann 
aus  der  in  §.  145  formulirton  Contiuuitätsbodingung,  dass 


dl  hy 


— a ooscf 


einen  von  <[  unabhängigen  Werth  haben,  also  = to  sein  muss,  entsprechend 
coKff  — 0.  Daraus  ergiebt  sich 
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äff 

dl 


1 

a CO»  (f 


w — 


w 


1 . cosit ! 

«y 


w 

u 


bß 

_ Jy 

bß 

1 -I  fo*y. 

oy 

dtp 


und  daraus  weiter,  weil  der  Annahme  zufolge  <r,  also  auch  - ^ unabhängig 
b '-f 

von  y ist,  = einer  Function  /{ff  ) nur  von  y,  also  mit  Rücksicht  da- 
rauf, dass  für  y = 0 aucli  ß = 0 sein  muss,  ß — y/{<f  )-  Mit  der  kür- 
zeren Ilezeichnung  / für  f((p)  ist  somit 

»/  = y/cosff-,  z = y{\  + fco»fp)  (3) 


dtp 

di 


!f  _ / 

« 1 -f-  f cos  <P 


(41. 


Remerkenswerth  ist,  dass  (unabhängig  von  der  Function  /)  die  von  der 
^-Axo  und  der  betreffenden  Wellenlinie  begrenzten,  abwechseluugswcise 
über  und  unter  der  |-Axo  gelegenen  Flächeuräurne  gleich  gross  sind.  Nach 
obigen  Gleichungen  ist  nämlich  ein  Elementarstreifen  einer  solchen  Flache: 


tj  dx  = y f cos  ff  {tc  dt  — a cosfp  d(f  ) 

-f-  / CO»  (jf; 

7 

7jdx  = y</s 


/I  -f 

= y/cnsff  ^ — cos  ff  j adff  = yacosfp  dtp 


[h 


Dio  ganze  Flüche  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Schnittpunkten 
der  Wellenlinie  mit  der  g-Axe  ist  also  = 2«y,  entaiirechend  einer  Aen- 
derung  von  g um  2«.  Daraus  ist  zu  schliesseu,  dass  jede  Wellenfläche  die- 
•selben  materiellen  Punkte  enthält,  die  ursprünglich  in  der  Horizontalebene 
der  betreffenden  Punkte  M lagen,  und  dass  insbesondere  für  die  mate- 
riellen Punkte  an  der  Oberfläche  y = h ■=  der  mittleren  oder  ursprOng- 
licheu  Wassertiefo  ist. 

Die  noch  unbestimmt  gebliebene  Function  / ist  jedenfalls  so  be- 
schaffen, dass 

Skv)  = /(—  9) 


ist,  entsprechend  einer  symmetri.schcn  Gestalt  der  Hahn  in  Beziehung  auf 
die  ?j-A\e.  Ausserdem  sind  ihre  Fonstanten  bedingt  durch  die  Verhält- 
nisse der  Wellenlänge  = 2/1  zur  Constanten  « und  der  Wellenhöhe  = 2p 
zur  Wassertiefe  h.  Nach  Gl.  (1),  (3)  und  (5)  ist  nämlich 


'/ 


dff 

y J COSif: 


f 


dff. 
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85,‘} 


= = 

<f  = — 71  — T 0 

Die  Wcllcnhöhe  ist  aber  die  Differenz  der  Werthe  von  »/,  welche  y = Ä, 
(f  = 0 und  y h,  <p  = :i  entsprochen,  somit  nach  Gl.  (3): 


,/(0)  +/W 

Ä_— 


(8). 


Zur  näheren  Bestimmung  der  Function  /(«jp)  müssen  die  dynamischen 
Verhiiltuis.se  berücksichtigt  werden.  Dazu  werde  ein  Wasscrelemcnt  be- 
trachtet, welches  von  zwei  der  «-Ebene  parallelen  Ebenen,  deren  Ent- 
fernung = 1 ist,  und  von  zwei  zur  x-Axe  senkrechten  Ebenen,  deren  ver- 
änderliche Entfernung  = dx  ist,  begrenzt  wird.  Ist  m seine  Masse,  dm 
die  Masse  eines  der  Elemente  zweiter  Ordnung,  in  die  cs  durch  eine 
Schaar  von  Ilorizontalebcncn  zerlegt  worden  kann,  so  ist  seine  lebendige 
Kraft: 


L 


J \dtj  \ 2 L \dtj  J \dt) 


Ist  aber  ;/j  = hf  coxp  der  Werth  von  /;  für  y — h,  so  ergiebt  sich  mit 


u-cos-(p  cos(f 


■ f sin(f>y 


(rr 


df 


mit  f — ^ oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  M): 


dtp 


1 h 


mw‘ 


f*cos^<p  + ^ 


....  (9). 

(1  + fco*qY- 

Die  .\cndcrung  dL  dieser  lebendigen  Kraft  bei  der  Bewegung  dos 
Wasscrelcmcntes  um  rfg  im  Sinne  der  |-.\xc,  entsprechend  der  .\enderung 
dfp  dos  Winkels  rp,  muss  der  gleichzeitigen  Arbeit  der  auf  das  Wassor- 
cleinent  wirkeuden  Kräfte  gleich  sein.  Wenn  dabei  von  der  inneren  und 
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äusseren  Reibung  abgesehen  oder  dicselljc  durch  den  (wie  bei  den  Ilagcn- 
sclien  Versuch  on)  beständig  wirkenden  Antrieb  als  immer  gerade  aufge- 
wügen  vorausgesetzt,  und  wenn  ferner  berücksichtigt  wird,  dass  die  Arbeit 
des  Atmosjdiäremlrucks  auf  die  OI)ertIäche  des  Wasserclemeuts  von  con- 
stantem  Volumen  = Null  ist,  so  sind  jene  Kräfte  nur  die  Schwere  und 
die  Pressungen  des  angrenzenden  Wassers  auf  die  vordere  und  hintere 
h'läche,  nämlich  auf  die  beiden  zur  senkrechten  Sciteutiächen  des 

Wasserelementes,  welche  Pressungen  dabei  ohne  Rücksicht  auf  den  At- 
mosphärendruck zu  berechnen  sind.  Insoweit  übrigens  diese  beiden  Pres- 
sungen einander  gleich  = P sind,  ist  die  algebraische  Summe  ihrer  Ar- 
beiten und  der  Arbeit  der  Schwerkraft  mff  des  Wasserelcmeutes  — Null. 
Werden  nämlich  //  und  z in  der  Folge  auf  die  freie  Oberfläche  bczogein 
eutsiircchcud  y = A,  so  dass  nun 


tj  = /t/cos(f  \ z = A(1  -f-  f cot<p) 


(lO'i 


ist,  und  sind  bei  der  betrachteten  elementaren  Bewegung  dos  Wasscr- 
clomeutes  ödx  und  dz  die  Aenderuugon  seiner  Dicke  und  Hohe,  so  ist 
wegen 


und  /»y  = yzdx 


die  fragliche  Summe  von  Arbeiten: 

— Pödx  — mg  [zAdx  -|-  dxdz)  = — d{zdx}  = 0, 

mg 

weil  zdx  = coustant  ist  Hiernach  ist,  wenn  X (positiv  im  Siune  der 

a:-Axo)  den  Unterschied  der  Pressungen  auf  die  beiden  Flächen  des  Wasser- 
clcmentcs  bedeutet, 

rfi  = — Xd^:  L j Xd^  = Votigl ( 11 1. 

Darin  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dz  = d{h  -f  //)  — rf/y, 

X = yz{ — dzj  = — - zdx  .gj=  — mg  . 

' g dx  •’  dx 

also  wegen  = -f  dx  nach  Gl.  (51: 

/ A4  = — ^ / ,/d,/  = — „ gh/^coz^(f. 

Die  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Ausdruckes  von  L in  Gl. 

• mw- 

(11)  ergiebt  nach  Division  mit  — y , unter  C eine  Constaute  verstaudea. 
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SÖÖ 


1 Ä“ 

pcos-(f  + — , {// cos  <f  —ß  siiuf)'^ 

ö tt“ 

(1  + fcosqY 

Nacli  §.  111,  Gl. (18)  und  (22),  wiirc 


— ^h  pcos^ff.  = C . (12). 


w — gh  und  //  = Qeosfp,  also  / ^ ^ = O; 

und  ginge  dadurch  die  Bedingung  (12)  über  in: 

8 I M'"  • . 

+ 3 

— cos^if.  = Const. 

, 0 V 

1 4-  ^ cos  (fl  j 

Man  erkennt  daraus,  dass  die  Gültigkeit  jener  Lösung  wesentlich  an  die 

Voraussetzung  verschwindend  kleiner  Werthe  von  % und  — (nach  141, 

h a 


1 <' 

4 a 


Gl.  22  von  einerlei  Grössenordnuug  mit  ^)  gebunden  ist. 

Bei  den  Versuchen  von  Hagen  war  aber  \ ziAveilen  fast 

h 

gar  nahe  = 1.  Unter  solchen  Umstünden  kann  man  versuchen,  durch  die 
den  Gleichungen  (6)  und  (8)  entsprechende  allgemeinere  .\nnabme: 

_/■  = ^ (1  -[■  pcosff  -j-  qcos^rf  -j-  rcos^ff  -j-  s cos' (f,  -{“•••)  • • • (l-l) 

bei  passender  Bestimmung  der  Coefficienten  p,  q,  r,  s .. . eine  wenigstens 
besser  zutreffende  Lösung  zu  erhalten.  Wenn  mau  diesen  Ausdruck  von 
/ und 


(p  -|-  •iqcos‘^(f  brcos^cf  Iscos^tf  sinif. 


in  Gl  (12)  substituirt,  zur  Abkürzung 


('  o « 

n = V " = ^ 


2 ’ 


b — 


— a — 1 — ab 


setzt,  die  Gleichung  mit  . multiplicirt  und  ihre  linke  Seite  in  eine  nach 

Potenzen  von  coscp  fortschreitende  Keihe  entwickelt,  so  erhült  mau  als 
erste  Annäherung  wenn  nämlich  in  den  Coefficienten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  coscf  kleine  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigt  werden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  «,  p,  g,r,  s ...  mit  einander  vergleichbare 
kleine  Brüche  erster  Ordnung  sind,  während  a und  b mit  der  Einheit  ver- 
gleichbare Zahlen  sein  können): 

1 -j“  “ P — ”)  cos(f  ncos^(f  -|-  2 [.')  q — (2  n')  p — («  — 1 ) ;;]  los^if 

2 (7  r — (4  — a'j  q\  cos^(f  -j-  2 [ü*  — (G  — a' ) rj  vos'‘(f  -j-  • • • — Voiisl. 
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Diese  Glcidiunf,'  wird  unabhängig  von  (p  erfüllt,  wenn 

Const.  = 1 ; a — 

1 1 (, 


3/) 


^'"=3  ”-3  A 


1 / ft® 

\q  ~ 2p  + {,!  — \)n  — an  — p ■,  y =r  - ^3  — — - j 


i\  e 

h 


7r  4y;  r — ^ q 

. 6 4.6 

‘J«  = (ir;  « = — r=_  -^  etc. 


gesetzt  wird.*  Da.s  benrcrkcnswerthestc  Resultat  ist  die  Gleichung: 

- , . jA  1 1 0- 

ß = rt  — 1 _ «Ä  = 0 ; Ä = ^-  = 1 = 1 _ 

/ gf* 


.3  a- 


1 ./  9h 

V 


(li- 


Mit  demselben  Grade  von  Annäherung  ist  die  halbe  Wellenlänge  nach  GLt" 

71 

H ( CI** 

X — /i  — j d(p{l  — p coscp  — q cos^cp  — . . ) = jtA  — . . (15'. 

0 

Durch  die  letzte  Gleichung  wird  die  erste  der  Beziehungen  (22)  ii 
§.  144,  welche  dort  für  sehr  kleine  (streng  genommen  vcrschwindcih; 


• Indem  hiernach  die  Cocflicicntcn  q,  r,  n . . . mit  p vergleichbare  Gnisfcn 
liabcn,  insbesondere  mit  « > e 


9 > 


8 (. 
15  h ' 


d. 


ist,  war  cs  nicht  gerechtfertigt,  dass  Hagen  von  vom  herein 


f *=  U + pcosp) 

setzte  und  die  Glieder  mit  cr>.s‘q  und  den  höheren  Potenzen  von  cos<f  in  der 
zu  erfüllenden  identischen  Gleichung  vernachlässigte. 

**  Wenn  Hagen  statt  dessen 
a 

‘ (»  fl  + peosq  Vi  — 'j>*  (' 

0 

setzte,  so  Ist  die  vermeintlich  grössere  Genauigkeit  dieser  Beziehung  illusorisch 
mit  Rücksicht  auf  die  unbeachtet  gebliebenen  Glieder  der  Function  f und  der 
dynamischen  Bcdiugungsgleichung. 
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klciuc)  Wcrtho  vou  — , also  vou  und  bei  Voraussetzuug  eines  gleichfalls 

sehr  kleinen  (verschwindend  kleinen)  Werthes  von  ^ gefunden  wurde,  als 

h 

angeniihert  gültig  auch  für  solche  Werthe  von  ^ bostiUigt,  die  mit  der 

« 

Einheit  vergleichbar  sind,  und  für,  wenn  auch  kleine,  doch  nicht  sehr 

kleine  (verschwindend  kleine)  Werthe  von  v-  Die  Fortpflanzungsgoschwin- 

h 

digkeit  w ist  dann  aber  nach  Gl.  (14)  wesentlich  grösser  als  nach  §.114, 
Gl.  (18),  und  cs  wird  der  Widerspruch  sogar  noch  erheblicher,  wenn  aus 
der  allgemeinen  Gleichung  (16)  von  ie  in  §.  114  bei  Voraussetzung  eines 

weniger  kleinen  Werthes  von  «A  = .t  ^ mit 

e = 1 a/t  — a-/i- ; c =1  — uA  — nVi* 


1/g  2«A  _ 1 

/ !/^‘  _ 

/ g/i 

r « 2 -|-  «*A^  I. 

' . 1 0,0 

/ ' ” " 1 / 

' jr/t  \ 

1 + - aVt^- 

1 + ö( 

■t) 

gefolgert  wird,  wilhrend  nach  den  obigen  Gleichungen  (14)  und  (15) 


■K-Ii 


wäre.  Unter  diesen  1,'mstanden  war  die  Messung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  besonderem  Interesse;  folgende  Zusammenstellung  ent- 
hält die  von  Hagen  gefundenen  Werthe  von  w (in  Zollen  pro  Sec.i  als 
Mittelzahlen  von  je  10  (einzeln  freilich  sehr  unsicheren)  Messungen  bei 
verschiedenen  Wassertiefen  A (in  Zollen)  nebst  den  entsprechenden  Wer- 

tben  von  y[yA  und  | ■^  letztere  würden  Gl.  (14)  mit  Rücksicht  da- 
rauf entsprechen,  dass  (>  immer  fast  = « und  nur  für  /i  ■ 1 Zoll  merk- 
lich <C  u beobachtet  wurde.  Hie  Grosse  « betrug  ’/i  '/a  ^ell. 


i A 

Vgh  \ 

I 

1 ^ 

19,3  j 

19,3 

23,7 

1,23  1 

1,5 

•23.7 

24,9 

29,0 

1,17  1 

2 

27,4 

27,8 

33,5 

1,21 

2,5 

30,6  1 

33,2 

37,5 

1,13  1 

3 

33,6  1 

37,7 

41,1 

1.09  I 
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Wie  man  sieht,  ist  für  ä > 1 Zoll  immer  w ]>■  vveuu  anth 

I /3 

< 1/  — gh\  indem  aber  die  Abweichung  von  Tjl. ' 14),  wie  die  Zahlen  der 

letzten  Columne  nachweisen,  mit  abnehmender  Wassertiefe  zuuimnit^  aljti 
mit  wachsendem  Einflüsse  der  bei  der  obigen  Entwickelung  nicht  spccicll 
in  Rechnung  gebrachten  Reibung,  kann  es  richtig  sein,  wenn  Hagen 
diesem  Umstande  die  Abweichung  zusebreibt. 

ln  noch  höherem  Grade  musste  die  Reibung  sich  geltend  niachcn. 
wenn  der  Erreguugsapparat  ausser  Gang  gesetzt  wurde;  die  horizoutalcc 
Schwingungen  dauerten  dann  zwar  noch  einige  Minuten  fort  und  nahnren 
vorübergehend  sogar  eine  grössere  Ausdehnung  au,  wogegen  die  Wcllen- 
hühe  sofort  viel  kleiner  und  bald  unmessbar  klein  wurde. 

Aehuliche  Geschwindigkeitsmessungen  sind  in  sehr  grosser  Zahl  von 
Scott  Rüssel  in  einer  Wollenrinne  von  20  Fuss  Länge,  1 Fass  Breite 
und  Höhe  angestellt  worden,  von  denen  Hagen  zwar  anerkennt,  dass  sie 
in  gewisser  Hinsicht  mit  grösserer  Schürfe  ausgeführt  wurden,  als  sein 
eigener  Apparat  zuliess,  dabei  aber  findet,  dass  sie  die  Erscheinung  in  all- 
zu verschiedenen  Stadien  der  Entwickelung  umfassten,  als  dass  befrie- 
digende Schlüsse  aus  den  vielfach  widerspruchsvollen  Messungsresultateu 
gezogen  werden  könnten.  Uebrigens  fand  auch  Scott  Rüssel  mit  weni- 
gen Ausnahmen  w >-  im  Durchschnitt 

w = VV(7*  + (0  • 


§.  148.  Wellen  bei  grösserer  gleiehförmlger  W’assertiefe. 

Indem  sich  gezeigt  hat  (siehe  die  Bemerkungen  zu  Ende  von  §.  146), 
dass  bei  endlicher  liud  selbst  bei  nur  mässiger  Wassertiofe  von  wenigen 
Metern  die  Beziehung  zwischen  der  Wellenlänge  / und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit w für  die  oberen  Wasserschichten  nicht  merklich  von  der- 
jenigen 


verschieden  ist,  die  hei  Voraussetzung  einer  unendlich  grossen  Wasser- 
tiefe  gefunden  wurde,  nimmt  Hagen  au,  dass  bei  beliebiger  nicht  sehr 
kleiner  gleichförmiger  Tiefe  die  ganze  Wassemiasse  durch  eine  gewisse 
Ucbergangsfläche  so  in  zwei  Theile  gethoilt  werden  könne,  dass  die  Be- 
weguugsgesetze  des  oberen  Theils  dieselben  sind,  welche  nach  §.  140  bei 
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uucudlich  grosser  Tiefe,  die  des  unteren  Thoils  dieselben,  welche  nach 
§.147  bei  sehr  kleiner  Tiefe  für  die  ganze  Wasscrmassc  gelten  würden, 
lu  der  Uebergaugsfliiebo  müsste  dann  freilich  beiden  Bewegungsarten  die- 
selbe Bahn  der  Wassertheilcben  entsprechen,  also  nach  §.  146  eine  Kreis- 
balin;  weil  aber  das  nach  147  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  wird  ange- 
nommen, dass  hier  für  die  materiellen  Punkte  des  unteren  Systems  wenig- 
stens der  horizontale  und  verticale  Bahndurchmesser  einander  gleich  sind, 
und  somit  nach  §.  147,  Gl.  (15)  mit  a = (>  die  Hohe  h der  Grenzdächc 
über  dem  Boden: 

(1) 

•T 

gesetzt,  unter  2/1  die  gemeinschaftliche  Wellenlänge  beider  Systeme  ver- 
standen. Ist  dann  7/  die  ganze  Wassertiefe  und  2p  die  Wcllcnhöhc,  so 
bestimmt  Gl.  6)  in  §.  146  den  Bahndurchmesser  2r  für  die  in  der  Grenz- 
fläche befindlichen  matorielh'U  Punkte: 


r 


H 

h 


(2). 


Bezüglich  auf  den  Grad,  in  welchem  die  Wellen  sich  ausbilden,  macht 
uun  Hagen  die  weitere  Annahme,  es  gestalte  die  Bewegung  sich  so,  dass 
die  innere  Keibung  zwischen  den  Wassorfäden  einer  ganzen  Welle  im  Ver- 
hültniss  zur  lehendigon  Kraft  derselben  ein  Minimum  ist;  aus  dieser  Be- 
dingung leitet  er  die  Gleichung 


r 


ab,  und  besitzt  dann  wegen 


r ^ P 
p ^ Jf  ' H 


und 


p _ p Ä 

h H'  U 


in  (2)  und  (3)  zwei  Gleichungen  zwischen  den  3 Verhältnissen 

aus  welchen,  wenn  eines  derselben  bekannt  ist,  die  beiden  anderen,  somit 
bei  ferner  gegebenem  Worthe  einer  der  4 Grössen  JI.  h,  p,  r auch  die  an- 
deren gefunden  werden  können. 

Abgesehen  von  der  zwoifelliaften  Berechtigung  jener  der  Gl.  (3)  zu 
Grunde  liegenden  Annahme  erscheint  nun  aber  auch  schon  die  Zerlegung 
der  Wassermasso  in  zwei  verschiedenen  Beweguugsgesetzen  folgende  Thoiie 
als  eine  wenig  befriedigende  Lösung  des  Problems.  Bio  ihr  entsprechende 
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discontiiluirlichc  Gcataltsänderung  der  Bahnen  in  der  Grenzfläche*  wnnii' 
schon  licrvorgehoben.  Ebenso  wenig  ist  cs  denkbar,  dass  die  WasscrGides 
in  iliren  unteren  Thcilen  ganz  geradlinig  bleibend  nur  hin  und  her  gvher. 
und  erst  oberhalb  der  Grenzfläche  plötzlich  eine  periodische  Krümmunr 
und  Neigung  von  endlicher  Grösse  annehmen.  Dass  endlich  dem  unteren 
Wcllensystein  eine  im  Verhältnisse  y:i:y2  grössere  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit, wie  dem  oberen,  nämlich  nach  Gl.  (14)  ira  vorigeu  §. 


zugcscbrieben  werden  müsste,  wird  von  Hagen  selbst  als  ein  berechtigtes 
Bedenken  zugostanden,  wenn  auch  abgeschwächt  durch  die  Hinweisung  auf 
den  Einfluss  der  Reibung  und  auf  den  Umstand,  da.ss  die  Wcllenbewcgnnr 
sich  erfahrungsmässig  niemals  ganz  regelmässig  gestaltet. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  letzteren  Umstand  genügt  allerdings  eine 
nur  angenüherte  Lösung,  aber  es  wird  eine  solche  vorzuziehen  sein,  durch 
welche  der  einheitliche  Charakter  der  ganzen  Erscheinung  gewahrt  und 
jede  offenbar  unmögliche  Unstetigkeit  der  Uebergänge  im  Inneren  der 
Wassennasse  vermieden  wird.  Das  geschieht,  wenn  die  Lösung  des 
Prohlems  für  Wellen  von  sehr  kleiner  Höhe  nach  §.  14  4 als  an- 
genähert  gültig  auch  fürgrösscre  Wellenhöhen  betrachtet  wird; 
in  der  That  können  die  Entwickelungen  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen als  Rechtfertigung  ebenso  gut  dieser  Annahme  wie  der  llagcn’ 
sehen  Vorstellung  verwerthet  werden,  indem  die  Bewegungsgesetze  Ikö 
sehr  grosser  Wassertiefc  (§.140)  als  giu*  nicht,  bei  sehr  kleiner  Wasser- 
tiefe  (§.  147)  wenigstens  iiicht  als  erheblich  abhängig  von  der  Wellcnhöhc 
erkannt  wurden.  Auch  ist  es  möglich,  ila.ss  die  Erscheinungen,  wie  sie 
Hagen  für  diesen  letzteren  Fall  in  seiner  Wellenrinne  beolwchtete,  durch 
die  Interferenz  der  directen  mit  den  von  der  verticalen  Endwand  der 
Wellenrinne  reflectirton  Wellen  beeinflusst  wurden,  dass  insbesondere  bei 
unbegrenzter  .\usdehnung  des  Wassers  nach  der  Fortpflanzungsrichtung 
auch  schon  bei  kleiner  Wassertiefc  eine  von  unten  nach  oben  zunehmende 
Grösse  der  Horizontalbewegung,  entsprechend  einer  periodischen  Neigung 
und  Krümmung  der  Wasserfäden,  beobachtet  worden  wäre.  Die  zu  Ende 
von  §.  146  angeführte  Beobachtung  der  zusammengehörigen  Werthe  A = 
.3,92,  te  = .3,485,  A = 4,4  Mtr.,  aus  welcher,  indem  ihr  g = 9,73  nach 
Gl.  (10)  jenes  §.  entspricht  die  Anwendbarkeit  dieser  Gleichung  und  der 
ihr  entsprechenden  Annahme  gleichförmiger  Kreisbewegungen  der  mate- 
riellen Punkte  auch  für  massige  Wassertiefen  gefolgert  wurde,  kann  ebenso 
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gut  als  Bestätigung  der  allgemeineren  Gl.  (16),  §.144,  gelten,  aus  welcher 
y = 9,75  folgen  würde. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  die  Continuitütsgleichung  (1)  in 
§.  144: 


welcher  der  Ausdruck  (15)  von  <f  daselbst  genau  entspricht,  von  der 
\'oraussctzung  einer  sehr'  kleinen  WellcnhOhe  unabhängig  ist,  dass  also 
auch  die  elliptischen  Bahnen  der  materiellen  Punkte,  welche  aus  den  be- 
treffenden Ausdrücken  ihrer  Geschwiudigkeitscompoueuten 


H 


h<(:  d g 

Öjc  dt 


und 


V 


fty 


dt 


da.selbst  gefolgert  wurden,  der  Continuitätsbedingung  ohne  Einschränkung 
entsprechend  sind.  Nur  die  dynamische  Bedingungsgleicliuug  und  die  daraus 
gezogenen  Folgerungen  (wozu  Gl.  (14)  für  die  halbe  Wellenhöho  (/,  Gl.  (16) 
für  die  Fortpffanzungsgeschwindigkcit  w,  sowie  die  specicllon  Ausdrücke 
(20),  der  Ilalbaxeu  a,  ß der  elliptischen  Bahnen  gehören)  wurden  durch 
die  Voraussetzung  sehr  kleiner  Wellenhühcn  vereinfacht  und  in  ihrer  all- 
gemeinen Gültigkeit  beschränkt,  was  aber  deshalb  weniger  bedenklich  ist, 
weil  diese  dynamische  Gleichung  bei  der  Abstraction  von  Bewegung.swider- 
ständen  ohnehin  nur  auf  angenäherte  Gültigkeit  .Vnspruch  machen  kann. 

Nach  §.  144,  Gl.  (9)  und  (16)  ist  mit 


, .’iA  , . c — e 

n = uh  = - und  /(«)  ■=  - - 

c -j-  c 

die  halbe  Schwingungsdauer:  • 


(4) 


/ jtX  1 

g 7(«) 


I /t  _ J ^ 

r ,j  nj\n) 


und  die  Fortpllanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen: 


(•'■>) 


w = 


(6). 


Folgende  Tabelle  zusammengehöriger  Werthe  von  ?»,  f{n),  n f{ti)  und 
erleichtert  den  Gebrauch  dieser  Formeln;  /(«)  ist  zugleich  das  be- 


n 


ß 


treffende  Verhältniss  = des  vcrticalen  und  des  horizontalen  Bahndurch- 

(( 

messei's  an  der  übertläche. 
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§.  149.  Wellen  bei  nnsrleiclifSrmif'er  Wassertiefe. 

Der  feste  Boden,  welcher  die  in  Wellenhewegnng  begriffene  Wasser- 
niasse  von  unten  begrenzt  und  welcher  bei  endlicher  Tiefe  bisher  als  eine 
horizontale  Ebene  vorausgesety.t  wurde,  sei  iin  Allgemeinen  irgend  eine 
Cylinderfliiche,  deren  Erzeugende  denjenigen  der  gleichfalls  cjlindriseben 
Wellenfliichen  parallel  ist.  Es  ist  dann  anzunehnien,  dass  ilen  Wellen,  wie 
sie  auch  übrigens  an  verschiedenen  Stellen  je  nach  der  variablen  Wasser- 
tiefe  h verschieden  sich  ausbilden  mögen,  doch  überall  dieselbe  Beriode. 
d.  h.  derselbe  Werth  von  r zukommt.  Indem  dann  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit w proportional  Z — wt  variabel  ist,  bleibt  es  nur  frag- 
lich, wie  die  Lfliigc  und  die  Höhe  der  W'llcn  mit  der  Wassertiefe 
sich  ändert;  es  sind  Z und  q für  irgend  eineu  Werth  vou  A zu  bestimmen, 
wenn  etwa  x = und  q — (>„  für  A = Aj  gegeben  sind. 

Was  X betrifft,  so  folgt  aus  der  näherungsweisc  auch  hier  ohne  Zweifel 
gültig  bleibenden  Gl.  (5)  im  vorigen  §.  und  aus  der  Bedingung  r = Conti^ 
dass  sich  «/(»)  proj)ortional  A ändert;  wie  aus  der  Tafel  der  zusammen- 
gehörigen Werthe  von  n und  w/(«)  ersichtlich  ist,  jindert  sich  aber  « = 

in  gleichem  Sinn,  jedoch  in  geringerem  Grade  wie  «/i,«),  folglich  ^ in 

gleichem  Sinn  und  geringerem  Grade  wie  A,  mithin  auch  x in  gleichem 
Sinn  und  geringerem  Grade  wie  A.  Zu 

«/(«)  = = /(.«J 1 1 

'^0  ^0 


Digitized  by  Coogle 


§.  148.  WE1.LEN  BEI  lTNOI,EICHFÖBMIOF.R  WASSEHTXEPK.  863 

findet  man  « aus  der  Tafel  und  damit 


Die  Bestimmung  von  (<  erfordert  eine  weitere  Bedingung,  die  bei 
-\bstraction  von  Bewegiingswiderstiinden  naturgemäss  darin  besteht,  dass 
die  lebendige  Kraft  aller  Wellen  gleich  ist.  Um  für  diese  einen  Ausdruck 

jt 

zu  gewinnen,  kann  man  bemerken,  dass  nach  §.141,  Gl.  (19)  mit  « = - 

die  Geschwindigkeitscomponenfen  u und  v eines  materiellen  Punktes  im 
Sinne  der  a;-Axo  und  der  y-Axe  folgende  .\usdrUcke  haben,  wenn  hier  die 
y-Axe  positiv  nach  oben  gesetzt,  nümlich  mit  y die  Höhe  des  horizontalen 
Bahndurchmessers  des  materiellen  Punktes  über  dem  Boden  hezeiebnet  wird. 


Dabei  hatte  die  horizontale  x-Axe  eine  feste  Lage  und  war  positiv  im 
Sinne  von  w.  Wird  sie  aber  in  der  Verticalebene  liegend  angenommen, 
auf  welcher,  während  diese  im  Sinne  von  w mit  der  Geschwindigkeit  to 
sich  bewegt,  der  materielle  Punkt  eine  Wellenlinie  als  Spur  verzeichnet, 
und  wird  sie  entgegen  dem  Sinne  von  w positiv  gesetzt  (Fig.  5G  in  §.  14C), 
so  ist  bei  entsprechender  Lage  des  Anfangspunktes  wt  — x statt  x zu 
setzen,  also  mit  / = wt 


Hiermit  ergiebf  sich,  wenn  y die  specif.  Masse  des  Wassers  bedeutet, 
die  lebendige  Kraft  einer  ganzen  Welle: 

i). 


0 
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...  /•  1 
oder  wegeu  jsm-{nx)  dx  = jcos-{aXj  dx  = = ,,  — 

o ~ ~ 

"}  + 


<> 


0‘ß  , 

e e 


— uy  \ • 


I 


dy 


k 

(CX  h-(  f -'»//  , - 

2 jy 


d {iay} 


(/.T  B-  / 2 ah  —iah'\ 

- - (f  f 

^ \ J 


oder  endlich,  da  nach  §.  144,  Gl.  (141 


B‘ 


— 


T- 


,T*  ( n*  —ah 

j 


ist,  also  nach  §.144,  01.(9) 
ff'J- 


/y* 


ff  / (tk  ~ {$h  \ / «A  — «A  \ 

( <■  + « J V ~ * ) 

fix  ,9(»^  yx  ).Q-  1 

Jj  


y . 


•2  a “i  JT 

unter  y — fig  das  specitische  Gewicht  des  Wassers  verstanden.  Hiemaclj 
ändert  sich  die  Wellenhohe  umgekehrt  proportional  der  Quailratwurrcl 
aus  der  Wellenlänge,  und  mau  tiudet,  wenn  letztere  dem  Obigen  zufolge 
für  irgend  eine  Wassertiefe  h ermittelt  ist. 


'C\ 


Es  laufe  z.  B.  ein  aus  dem  Meere  kommender  Wellenzug.  dem 
bei  /i|,  = 8 Mtr.  W'a,ssertiefe:  /l,,  = 5 Mtr.,  q„  — 0,333  Mtr. 
entspricht,  auf  einen  Strand,  so  dass  die  Wellen  bei  immer  kleinerer  Wasser- 
tiefe  sich  ausbilden  müssen.  Hier  ist  w„  = 1,G  x — - 5,026  so  gross.  da.‘s 
/(wy)  = 1 gesetzt  werden  kann,  und  mau  tiudet  daun  nach  Gl.  (1),  (2,  und 
(6)  mit  Hülfe  der  Tabelle  im  vorigen  §. 

für  h = 4 2 1 Mtr.  Tiefe 

nf(n)  = 2,513  1,257  0,C28 

»I  = 2„544  1,411  0,885 

;.  =.  4,940  4,114  3,550  Mtr. 

(I  = 0,335  0,353  0,395  „ 

Dass  mit  abnehmender  Wa.ssertiefe  die  Wellenlänge  abnimmt  und  die 
Wellenhohe  zunimmt,  wird  durch  die  Erfahrung  bestätigt.  Wenn  die  Tiefr 
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h bis  zu  einer  gewissen  Grenze  abnimmt,  beginnt  die  Brandung,  d.  h. 
die  Ueberstürzung  der  Wollenscheitel.  Sofern  sich  annehmen  lässt,  dass 
dies  dann  der  Fall  sein  muss,  wenn  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen 
Punktes  an  der  Oberfläche  im  oberen  Scheitelpunkte  seiner  Bahn,  d.  h. 
wenn  das  Maximum  von  u = der  P'ortpflanziingsgeschwindigkeit  w ge- 
worden ist,  ergieht  sich  aus  Gl.  (3)  und  (4)  und  dem  Ausdrucke  von  w 
nach  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  die  folgende  Bedingung  für  den  Beginn  der 
Brandung: 


Ba 


( n* 


ah  — nk 

9 e + ^ 

(l  ah  — ah 

e — e 


= Q 


/ g_ 

' hf{n) 


• (7), 


also  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (0)  und  (2): 


oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1): 

_('o,  \/%  ~ Y’ 

/(«)r  jt  V»/  \.T  /(«„)/ 


5 


Zu  dem  durch  die  erstero  dieser  Gleichungen  bestimmten  Wertlie  von 
/(m)  findet  mau  n oder  »/(«)  mit  Hülfe  der  Tabelle  im  vorigen  §.,  und  dann 
nach  der  zweiten  Gleichung  die  Wassertiefe  A,  bei  welcher  die  Brandung 
eintritt,  nach  Gl.  (7)  die  entsprechende  halbe  Wellenhohe  p.  P’ür  das  obige 
Beispiel,  wobei  /(«o)  = 1 gesetzt  werden  konnte,  ergieht  sicli 
h = 0,508  Mtr.,  p = 0,455  Mtr. 

Messungen  zur  Controle  dieser  letzteren  Beziehungen  (7 ) und  (8) 
liegen  nicht  vor.  Sollten  sie  nicht  hinlänglich  sich  bestätigt  finden,  so  wäre 
»s  dadurch  erklärlich,  dass  die  Reibung  in  um  so  höherem  Grade  die  Be- 
A'cgting  beeinflusst  und  dass  überhaupt  die  hier  nach  §.  144  zu  Grunde  ge- 
egten Bewegungsgesetzc  um  so  mehr  einer  Correctioii  bedürftig  sein  mögen, 
e kleiner  h und  je  grösser  p ist  (§.  147i.  Wenn  insbesondere  die  auf  den 
Strand  laufenden  Wellen  durch  einen  starken  Wind  getrieben  werden,  der 
ine  Anhäufung  von  Wasser  auf  dem  Strande,  eine  P>liebuug  der  mittleren 
V'asseroberfläche  daselbst  verursacht,  so  ist  mit  der  oscillirenden  Wellen- 
(j  ratthof,  theoret.  M»8cbiDebluhrt».  I.  65 
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bewcgung  selbst  im  Beharrungszustande  eine  strömende  Bewegung  rer- 
bundcn,  die  oben  landwärts,  unten  als  Rückströmnng  seewärts  gerichtet 
ist;  die  Brandung  kann  dann  schon  bei  erheblich  grösserer  Wassertiefr 
beginnen.* 


VI.  Druck  zwischen  Flüssigkeiten  und  festen  Körpern  bei 
ihrer  relativen  Bewegung. 

a.  Druck  des  Wassers  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 

§.  150.  Druck  eines  freien  Wasserstrahls  auf  eine  feste  Fliehe. 


Es  werde  zunächst  eine  ebene  Fläche  vorausgesetzt:  BB,  Fig. 57. 
sei  ihr  Schnitt  mit  einer  verticalen  Norraalebene  NO  F,  ip  der  Winkel 
Fis.  57.  ihrer  Normale  ON  mit  der  Verticalen  OV.  Wenn 


diese  Fläche  (jenseits  ON)  von  einem  freien  Wasser- 
strahl getroffen  wird,  so  sammelt  sich  eine  gewiss 
Wasscrma.sse  vor  ihr  au,  von  welcher  anznnehmeu 
ist,  dass  sie  nach  Eintritt  des  hier  vorausgesetzten  Be- 
harrungszustandes au  der  regelrecht  strömenden 
Bewegung  nicht  Theil  nimmt;  die  Begrenzung  ihres 
Durchschnitts  mit  der  durch  die  Mittellinie  des  Strahl- 
gehenden  verticalen  Ebene  (die  aber  nicht  mit  der 


zur  festen  Flüche  senkrechten  verticalen  Ebene  NOV  zusammenzufallen 


oder  parallel  zu  sein  braucht)  ist  in  Fig.  57  durch  die  gestrichelten  Curves 
AB  angedeutet.  .\n  der  Spitze  A dieser  Wassermasse  breitet  sich  der 
Strahl  zu  einer  Schicht  aus,  die  mit  abnehmender  Dicke  längs  der  Ober- 
fläche jener  relativ  ruhenden  (wenigstens  nicht  in  strömender,  nur  in  wir- 
belnder Mischuugsbewegung  begriffenen)  Wassermasse  gegen  den  Rand  der 
festen  Fläche  hin  fliesst.  An  dieser  Stelle  A,  wo  der  Strahl  eben  noch  me 
zcrtheilt  ist,  sei  F sein  Querschnitt,  « seine  absolute  Geschwindigkeit,  c 
der  Winkel,  den  die  Richtung  von  « mit  der  Richtung  ON  bildet.  Die 


* Die  Erscheinungen  der  Brandung  werden  von  Hagen  in  §.5  seines  ,Ä:e- 
ufer-  und  Hafenbaues,  Berlin  näher  besprochen.  Bei  seinen  bezAglirkin 

Rechnungen  fiir  „Wellen  auf  ansteigendem  Grunde“  geht  übrigens  Hagen  ti'o 
anderen  Gesiebt-spunkten  aus  im  Anschlüsse  an  seine  im  vorigen  §.  besprochen« 
Anschauungen  von  einer  Theilung  der  ganzen  Wassermasse  in  eine  obere  uikI 
eine  untere,  verschiedenen  Bewegungsgesetzen  folgende  Schicht 
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feste  Fläche  habe  eine  gleichförmige  Translationsbewegung  mit 
Jer  Geschwindigkeit  r unter  dem  Neigungswinkel  ß gegen  die  Richtung 
ON.  Ist  dann  <p  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  u und  c,  so  ist 
>ei  A die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  gegen  die  Fläche: 

w = ^ V-  — ‘2ue  co»(f> . 

im  Sinne  der  Mittellinie  oder  normal  zum  Querschnitte  F des  Strahls 
st  sie 

= u — V cot  ff  , 

ind  somit  die  pro  Sec.  zur  Druckwirkung  gelangende  Wassermasse: 

M — /iF  (u  — vcotff) (1), 

venn  //  die  specif.  Masse  des  Wassers  bedeutet  = — , unter  y das  specif. 

9 

jewicht  desselben  verstanden. 

Gegen  den  Flächeurand  hin  ändert  sich  die  relative  Geschwindigkeit 
ies  Wassers  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  und  der  inneren  Reibung, 
nid  es  kann  ihre  Grösse  = w'  au  verschiedeuen  Stellen  dieses  Randes 
»der  des  entsprechenden  cylindrischen  Rauddurchschnittes  F'  verschieden 
!cin;  ihre  Richtung  ist  aber  ringsum  parallel  der  ebenen  Fläche,  wenn, 
vie  hier  zunächst  vorausgesetzt  werden  soll,  die  Fläche  erheblich 
{rösscr  als  der  Querschnitt  des  Strahls  und  dieser  gegen  eine 
nittlere  Stelle  O derselben  hin  gerichtet  ist.  Unter  diesen  Um- 
ständen und  mit  Rücksicht  auf  den  vorausge.setzteu  Beharrungszustand  ist 
lie  Aenderung,  welche  die  im  Sinne  ON  genommene  relative  Bewegungs- 
rrösse  der  von  der  festen  Fläche  BB  und  den  Schnitten  F,  F'  in  irgend 
‘iuem  Augenblicke  begrenzten  Wassermasse,  deren  Gewicht  = O sei,  im 
lächstfolgenden  Zeitelement  dt  erfährt,  = dem  Entgegengesetzten  der  im 
'iniie  ON  genommenen  relativen  Bewegungsgrösse  des  im  Zeitelement  dt 
lurch  den  Querschnitt  F strömenden  Wasserelementes  Mdt,  und  indem  jene 
Venderung  dem  Antrieb  der  in  demselben  Sinne  ON  genommenen  äusseren 
vräfte  gleich  sein  muss,  w elche  auf  jene  Wassermasse  wirken,  ergiebt  sich 
lie  Gleichung: 

— M dt  iu  eota  — r cotß)  = (O  rot  if'  — R)dt , 

inter  B den  Druck  verstanden,  den  die  feste  Fläche  auf  das  Wasser  im 
diine  NO,  also  das  Wasser  auf  die  Fläche  im  Sinne  ON  ausübt.  Letzterer 
st  also: 

Jt  — G cotip  -|-  Af  (jtcoaa  — vcotß) (2). 

e kleiner  die  Dimension  AO,  Fig.  57,  und  insbesondere  ihre  Verticalpro- 
ection  im  Vergleich  mit  der  Geschwindigkeitsböhe  ist,  welche  der  relativen 

55* 
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Normalgeschwindigkeit  des  Wassers  gegen  die  Fläche  entspricht,  mit  desti 
geringerem  (meistens  unerheblichem)  Fehler  kann  das  erste  Glied  des  Ais- 
drucks  von  R vernachlässigt,  also 

R — M{u  cosu  — r cosß) (3  ^ 

gesetzt  und  können  in  dieser  Gleichung  und  iu  Gl.  (1)  die  Grössen  F.*. 
«,  «jp  statt  auf  die  Stelle  A auch  auf  die  Stelle  0 bezogen  werden,  woselte 
der  Strahl  bei  fortgesetzt  freier  parabolischer  Bewegung  die  Fläche  trefei 
würde.  Mit  analoger  Annäherung  gilt  Gl.  (3)  schliesslich  auch  bei  ua- 
gleichförmiger  Translationsbewegung  der  Fläche,  sofern  nnr  ihre  Be 
schleunigung  absolut  genommen  nicht  wesentlich  grösser  als  die  Beschleu- 
nigung g der  Schwere  ist  sowie  endlich  bei  beliebiger  Bewegung,  wenn  | 
zugleich  das  Product  aus  ihrer  momentanen  Winkelgeschwindigkeit  und 

I 

der  relativen  Geschwindigkeit  tc  des  Wassers  eine  mit  g vergleichbar-; 
Grösse  hat  und  unter  v die  Geschwindigkeit  des  Punktes  O der  Fläche 
verstanden  wird. 

Für  eine  ruhende  ebene  Fläche  ergiebt  sich: 

M = (iF'w,  R = Mucosit  = ftF'u'‘cota (41 

Der  hier  zunächst  betrachtete  Fall  einer  verhältnissmässig  grosss  t 
und  an  einer  mittleren  Stelle  vom  Strahl  getroffenen  ebenen  Fläche  ist 
dadurch  ausgezeichnet  und  einfach,  dass  der  Normaldruck  R sich  unab- 
hängig vüu  der  relativen  Geschwindigkeit  w'  des  Wassers  am  Fläche uranl- j 
ergiebt  uud  dass  er,  da  alle  Flächeuelemeute  normal,  hier  also  parallel  ge- 
drückt werden,  die  Resultante  dieser  Elemeutardrucke  ist,  aus  welcher  so- 
mit der  Druck  P nach  irgend  einer  anderen  Richtung  durch  Multiplicatii.9 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  letzteren  mit  der  Richtung  O.V  gefunde;' 
wird.  In  beiden  Beziehungen  anders  verhält  es  sich  bei  einer  kruiiimei. 
Fläche,  wenn  sie  auch  einstw’eilen  nach  wie  vor  als  hinlänglich  gro- 
vorausgesetzt  wird,  um  dem  Wasserstrahl,  der  sie  an  einer  mittleren  Stell  ■ 
0 trifft,  ringsum  am  Rande  eine  tangential  an  ihr  gerichtete  re- 
lative Geschwindigkeit  w'  anzuweisen.  Ist  dann  wieder  JP'  d-t 
Durchschnitt  des  Wasserstroms  mit  dem  geometrischen  Ort  der  P'läcL--*- 
normalen  am  Rande,  und  bezeichnet  dM  die  Wassennasse,  welche  pro  >e- 
euudo  durch  ein  Element  von  F’  mit  der  relativen  Geschwindigkeit 
bindurchtliesst,  (>  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  zwischen  m"  und  drt 
Richtung  OjV,  nach  welcher  der  Druck  P des  Wjisserstrahls  auf  die  Flärirt 
gefunden  werden  soll,  so  ist  die  durch  den  Widerstand  der  festen  Flä-.'i^ 
im  Bebarrungszustaudo  bewirkte  elementare  .\enderuug  der  relativen  Be 
wegungsgrösse  des  Wassers  im  Sinne  OJf,  wenn  übrigens  die  früheren  B<- 
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zoichnungen  (mit  dom  Unterschiede,  dass  ON  jetzt  eine  beliebige  Richtung 
ist)  bcibebalten  worden  und  die  Schwere  des  vor  der  Fläche  aufgestauten 
Wassers  ausser  Acht  gelassen  wird: 

dt  J dM  w'cosQ  — M dt  (u  cos  a — v cosß)  = — Pdt , 
also  P = ßf(ucosa  — veosfi) — J"  dMwcosQ (5). 

Die  Berechnung  des  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Integrals 
kann  aber  ohne  mehr  oder  weniger  zweifelhafte  Annahmen  im  Allgemeinen 
nicht  durchgeftihrt  werden.  Bezeichnet  h die  Dicke  des  Wasserstroms  oder 
die  Breite  der  oben  mit  F'  bezeichneten  Schnittfläche  in  irgend  einem 
Punkte  B des  Flächenrandes,  ds  ein  Bogenelement  des  letzteren,  zieht  man 
ferner  von  B ans  die  Gerade  BS  senkrecht  zur  Fläche  F"  nach  aussen, 
B JF ' im  Sinne  von  w',  BN'  parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  OiV,  und  be- 
zeichnet mit  m den  Winkel  SBW\  mit  i’  den  Winkel  SBN'  und  mit  S 
den  Winkel  der  Ebenen  SBW'  und  SBN\  so  ist 

eosQ  — cosW  BN  = coscotosv  -f-  sin 07  sin r cos S 
dM  = (ib  ds  w cos  co  . 


Dabei  ist  nur  v durch  die  Gestalt  der  Fläche  und  die  angenommene  Rich- 
tung ON  bestimmt,  und  wenn  auch  w'  ohne  wesentlichen  Fehler  ringsum 
gleich  und  mit  Rücksicht  auf  den  Reibnngswiderstand  etwas  kleiner  als 
die  relative  Geschwindigkeit  w gesetzt  werden  kann,  mit  welcher  der  Strahl 
bei  andauernd  freier  Bewegung  die  Fläche  im  Punkto  0 treffen  würde, 
50  sind  doch  b,  oj,  S durch  die  einzige  ohne  Weiteres  angebbare  Be- 

iugung.  hfc'cosmds  = ttw  J bcosojds 


licht  bestimmt.  In  Betreff  der  Veränderlichkeit  von  b ist  nur  so  viel  uu- 
iwcifelhaft,  dass  diese  Dimension  um  so  grösser  ist,  unter  je  kleinerem 
»Vinkel  die  betreffende  Geschwindigkeit  w gegen  w geneigt  ist,  indem  sich 
irwarten  lässt,  dass  das  Wasser  vorwiegend  an  solchen  Randstellen  ab- 
liesst,  wo  dazu  die  kleinste  Richtungsändern ng  der  relativen  Geschwindig- 
keit ausreicht. 

Sind  aber  die  Umstände  von  solcher  Art,  dass  ausser  to'  auch  q 
/egen  geringer  Veränderlichkeit  längs  dem  Flächenrande  durch 
inen  Mittelwerth  ersetzt  werden  kann,  wie  es  insbesondere  (mit 
= v)  <lann  der  Fall  ist,  wenn  die  Fläche  das  durch  einen  Paral- 
elkreis  begrenzte  Stück  einer  Uradrehungsfläche  mit  der  Axe 
UV  und  diese  unter  sehr  kleinen  Winkeln  «,  ß gegen  die  Ge- 
chwindigkeitsrichtungen  «,  v geneigt  ist,  so  folgt  aus  Gl. (5) 

P = M (ucosa  — vcosß  — w'cosq) (6), 
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Während  M stets  durch  Gl.  (1)  bestimmt  ist  und  to  = nw  gesetzt  werden 
kaniL,  unter  n einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coefhcientcn  et«.i> 
■<;  1 verstanden.  Für  eine  ruhende  Fläche  (o  = 0,  le  = «) ergiebt  sich: 
r = Mu(cota  — ncotQ)  = jiFu^{cota  — ncosp) T, 

Zwischen  dem  Drucke  P nach  der  Richtung  OF  und  dom  Drucke 
nach  einer  anderen  Richtung  besteht  hier  im  Allgemeinen  nur  dann 
eine  ohne  Weiteres  angebbare  einfache  Beziehung,  wenn  die  Fläche  nicht 
grösser  als  nöthig  ist,  um  von  den  Bahnen  der  Wassorthcilchen  am  Rand 
berührt  zu  werden,  wenn  also  die  vor  der  Fläche  relativ  ruhende  (wenig- 
stens nicht  strömende)  Wassermasse  sich  ringsum  bis  zum  Flächenrandc 
erstreckt  Sofern  nämlich  in  dieser  Masse  eine  gleichförmige  Pressnn:; 
stattfindet,  ist  dann  auch  der  spccif.  Normaldruck  in  der  ganzen  Fläch* 
gleich  gross,  und  verhalten  sich  P und  P,  wie  die  Projcctionen  der  Fläche 
in  zwei  auf  den  Druckrichtungen  OJV  und  0A\  senkrechten  Ebenen,  wobei 
sich  etwa  deckende  Projcctionen  zweier  Flächenstücke  nicht  mit  zu  rechnen 
sind.  Wenn  aber  solche  Deckungen  nicht  stattfinden,  so  gilt  dieselbe  Be- 
ziehung für  den  oben  hcn'orgeliobcnen  Fall  einer  im  Sinne  der  Axe  be- 
wegten und  vom  Strahl  getroffenen  Umdrehungsflächc  unabhängig  von  ihrer 
Grösse,  weil  sic  dann  wenigstens  in  gleichförmig  gedrückte  Zonen  getheilt 
werden  kann,  deren  Projcctionen  immer  dieselben  Verhältnisse  zu  einander 
haben. 

Wenn  die  vom  Strahl  getroffene  Fläche  nicht  gross  genag 
ist,  um  eine  solche  Richtungsänderung  der  relativen  Geschwin- 
digkeit zu  bewirken,  dass  das  Wasser  ringsum  tangential  zur 
Fläche  dieselbe  verlässt,  so  wird  der  Druck  entsprechend  kleiner, 
seine  theoretische  Bestimmung  scheitert  aber  selbst  in  den  einfachstem 
Fällen  an  der  Schwierigkeit,  die  sämmtlichen  Umstände  gehörig  in  Rech- 
nung zu  ziehen,  welche  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  und  somit  die 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  ic'  am  Flächonrandc  bedingen.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  der  im  Obigen  betrachtete  per- 
manente Druck  des  Wasserstrahls  auf  die  Fläche  von  dem  Anfangs- 
druck desselben,  d.  h.  von  demjenigen  wesentlich  unterschieden  werden 
muss,  der  in  der  ersten  Zeit  des  Zusammentreffens  in  variabler  Griis-c 
stattfindet.  Während  nämlich,  nachdem  in  dem  Stauraum  vor  der  Fläch*' 
ein  Beharmngszustand  cingetreten  ist,  der  Druck  P nur  demjenigen  Be- 
trage entspricht,  um  welchen  die  im  Sinne  von  P genommene  relative  Be- 
wegungsgrösse des  diesem  Raum  zufliessenden  Wassers  die  ebenso  ver- 
standene Bewegungsgrösse  des  gleichzeitig  (am  Flächenrande)  abfliessendta 
Wassers  übertrifft,  ist  vorher  noch  die  entsprechende  Bewegungsgrosso  der 


Digitized  by  Google 


151.  VEESUCHE  ÜBER  DEN  DRUCK  FREIER  WASSERSTRAHLEN.  871 

ganze u in  jenem  Stauraum  befindlichen  Wasserma.ssc  in  der  Abnahme  be- 
griffen. Sofern  aber  diese  Wasscrraasse  selbst  anfangs  zuuimmt,  lässt  sich 
begreifen,  dass  jener  Anfangsdruck  zunächst  bis  zu  einem  Maximum  wachsen 
und  dann  wieder  bis  zum  permanenten  Druck  abnehmen  wird. 


§ 151.  Yersuche  tther  den  Druck  freier  Wasserstrahlen. 

Versuche  über  den  Druck  freier  Wasserstrahlen  sind  von  D.  Ber- 
noulli,  Bossut,  Micholotti  (Sohn),  Langsdorf,  Morosi,  namentlich 
von  Bidouc  (1835,  1836)  und  von  Weisbach  (1856,  1859)  angostellt 
worden.  Sie  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  den  Fall  einer  unbewegten 
Umdrcbmigsfläche  mit  kreisförmigem  Bande,  die  von  einem  Strahl  mit 
kreisförmigem  Querschnitt  im  Sinne  der  Axe  getroffen  wird.  Bezeichnet 
dann  k das  Verhältuiss  des  in  diesem  Sinuc  thatsächlicb  ausgeübten  Drucks 
P zu  seinem  theoretischen  Werth  nach  Gl.  (7)  im  vorigen  §.  (mit  a = Ü), 
so  ist 

P = kMu  (1  — ncosQ)  = ki)Fu^{l  — ncosQ). 

Wird  dabei  in  allen  Fällen,  auch  wenn  das  im  Folgenden  mit  m bezeichuete 
Durchmesserverhältniss  von  Fläche  und  Strahl  einen  kleineren  Werth  hat, 
unter  q der  Winkel  verstanden,  den  die  Richtung  von  « odi“r  P mit  den 
auswärts  gerichteten  Tangenten  der  Meridianlinien  am  Flächeiirande  bildet, 

i* 

H“ 

so  können  die  Coefficienten  k und  n Functionen  von  n,  m und  h = 

sein.  Der  Coefficient  »,  der  bei  grösseren  Werthen  von  m das  Verhältuiss 
bedeutet,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  bis  zum  Flächenrande  abnimmt, 
hat  bei  kleineren  Werthen  von  m eine  zusammengesetzte  Bedeutung,  indem 
er  dann  zugleich  durch  den  Umstand  bedingt  wird,  dass  der  Ablenkungs- 
winkel der  Gescbwindigkcitsrichtung  bis  zum  Flächenrande  thatsächlicb 
<;  p ist;  durch  denselben  Umstand  kann  auch  der  Coefficient  k insbeson- 
dere dann  beeinflusst  werden,  wenn  mit  cosq  = 0 das  Glied  mit  n aus 
der  Gleichung  verschwindet. 

Die  Versuche  wurden  im  Allgemeinen  so  angestellt,  dass  die  Platte, 
welche  vom  Wasserstrahl  getroffen  werden  sollte,  mit  dem  Arm  eines  um 
eine  horizontale  Axe  drehbaren,  durch  Gegengewichte  für  eine  bestimmte 
Gleichgewichtslage  abbalancirten  geraden  oder  Winkelhebels  fest  verbunden 
war,  und  dass  dann  durch  eutsprechende  Belastung  einer  au  denselben 
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oder  an  einen  anderen  Arm  des  Hobels  gehängten  Waagschale  das  KraA 
moment  ermittelt  wurde,  welches  auf  den  Hebel  wirken  musste,  um  i1k> 
auch  unter  dem  Einflüsse  des  Wasserdrucks  auf  die  Platte  in  jener  Gleici.- 
gowichtslagc  zu  erhalten;  der  Quotient  aus  diesem  Kraitmoraente  dirrti 
den  Hobelarin  des  Druckes  P ergab  die  Grösse  des  letzteren.  MeisteD^ 
und  insbesondere  bei  den  Versuchen  von  Miclielotti,  Langsdorf.  Mo- 
rosi  und  Bidone  wurde  die  von  einem  vertical  abwärts  gerichteten  Hebel- 
arm getragene  Platte  vom  Wasserstrahl  in  horizontaler  Richtung  getroffet, 
wobei  es  dann  aber  kaum  vermeidlich  war,  dass  das  Wasser  nicht  gAB/ 
gleichförmig  ringsum  au  der  Platte  sich  verbreitete,  sondern  vorwiegeikl 
unten  abfloss,  entsiirechend  einer  nicht  sicher  bestimmbaren  VergrösseruLc 
des  Hebelarms  von  /*;  vortheilhafter  in  dieser  Hinsicht  war  die  Disptisition 
der  Versuche  von  Bossut  und  von  Weisbach,  wobei  der  Strahl  (bei 
Bossut  von  oben,  bei  Weisbach  von  unten)  vertical  gegen  die  von  einein 
horizontalen  Hebelarm  getragene  Platte  gerichtet  wurde. 

Für  den  Fall  einer  ebenen  Platte  {c«»q  = Oj  ergab  sich  k nur 
wenig  ■ 1,  wenn  v>  4 und  die  Entfernung  der  Platte  von  der  Aos- 

flussötTiiung  dos  Wasserstrahls  wenigstens  dem  5 fachen  Durchmesser  de; 
letzteren  gleich  war;  wenn  Langsdorf  und  Bidone  sogar  k etwas  > 1 
fanden,  so  ist  cs  wohl  dem  eben  erwähnten  ümstande  der  VergrösseruDi: 
des  Hebelarms  von  P zuzuschrciben,  der  bei  der  Bestimmung  von  P am 
den  Versuchen  nicht  gebührend  berücksichtigt  werden  konnte.  Durch  Ver- 
kleinerung von  m bis  m = l nahm  k nach  Langsdorf  bis  0,5  ab,  d.  h. 
es  war  dann 

1 — ncnnQ  nahe  = 0,5 

wenn  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  gemäss  unter  n hier  das  Geschwin- 
digkcitsverhältniss  des  ab-  und  zufliessenden  Wassers,  unter  p' dagegen  die 
effective  Richtungsändorung  des  Wassers  durch  den  Einfluss  der  Platu 
verstanden  wird.  Durch  die  Verkleinerung  des  Abstandes  der  Platte  von 
der  Mündung  konnten  Bossut  uml  Langsdorf  den  Coeffleienten  k bis 
0,5,  Bidone  nur  bis  0.75  vermindern.  An  und  für  sich  ist  diese  Ver- 
minderung ohne  Zweifel  dadurch  zu  erklären,  dass  hei  zu  kleiner  Grösst 
jenes  Abstandes  ein  cylindrischer  Strahl  nicht  zu  Stande  kommen  kann, 
dass  vielmehr  die  Bahnen  der  Wassertheilchen  vom  Austritt  aus  der  Män- 
dnng  an  nicht  nur  bis  zum  kleinsten  Querschnitt,  sondern  auch  darüL'r 
hinaus  bis  zur  Fläche  einwärts  convex  gekrümmt  sind;  in  Folge  dessen  ist 
im  kleinsten  Querschnitte  die  Pressung  nur  am  Umfange  = dem  Atmo- 
sphärcndruck,  die  mittlere  Pressung  aber  grösser  und  somit  die  Ansflnss- 
geschwindigkeit  entsprechend  kleiner. 
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Wenn  die  ebene  Platte  ciiigsum  mit  einem  rccbtwinkclig 
hervorragenden,  dem  Strahle  zugekehrten  Uande  versehen  war, 
so  sollte  nach  der  Theorie  {co»q  = — 1) 

P = kMu{\  + «)  = k(iFu*(\  + n) 
sein,  und  es  wurde  i (1  -f-  »)  von  Morosi  nahe  = 2,  von  Bidone 
höchstens  = 1,7  und  zwar  in  solcher  Weise  abhiingig  von  der  Höhe  des 
Randes  gefunden,  dass,  wenn  dieselbe  wächst,  der  Coefficient  nur  anfangs 
auch  wächst,  alsbald  aber  wieder  alminimt,  wenn  die  Randhöhe  eine  gewisse 
verhältnissmässig  kleine  Grösse  überschreitet,  die  z.  B.  für  'm  = 3 nur 
etwa  = 0,1  des  Platteudurchmessers  gefunden  wurde.  Diese  Thatsache 
ist  dadurch  erklärlich,  dass,  unter  n das  Vcrkleincrungsverhältniss  der 
Geschwindigkeit  und  unter  q den  elfectiven  Ablenkungswinkel  verstanden, 
der  fragliche  Coefficient  eigentlich  die  Bedeutung 

i (1  — nco»Q) 

hat,  und  dass  mit  wachsender  Randhöhe  n beständig  abnimmt,  während  q 
sich  schnell  der  Grenze  q — 180"  nähert. 

Bidone  untersuchte  auch  den  Anfangsdruck  und  fand  das  Maxi- 
mum desselben  bei  der  ebenen  Platte  bis  doppelt  so  gross,  bei  der  ge- 
ränderten Platte  dagegen  in  geringerem  Verhältnisse  grösser  als  den  per- 
manenten Druck.  — 

Beiden  Versuchen  von  Weisbach*  war'die  von  dem  vertical  auf- 
steigenden Strahl  von  unten  getrotfene  Platte  au  einem  horizontalen  Hebel 
befestigt,  der  um  eine  schneidige  Axe  am  einen  Ende  sich  drehen  konnte, 
zwischen  dieser  und  der  Platte  eine  Waagschale  trug  und  jenseits  der 
Platte  in  einem  vertical  geschlitzten  Ständer  geführt,  wurde.  Ein  durch 
letzteren  über  dem  Hebel  hindurch  gesteckter  Stift  verhinderte  den  Aus- 
schlag nach  oben.  Indem  uun  dius  mit  einem  Windkessel  in  Verbindung 
stehende  Ausflussgeföss  während  des  Versuches  keinen  Zufluss  durch  die 
zur  Füllung  dienende  Druckpumpe  erhielt,  nahm  während  des  Ausflusses 
der  Druck  im  Inneren,  folglich  die  Ausflussgeschwindigkeit,  die  Aus- 
flussmenge und  der  Druck  gegen  die  Platte  stetig  ab,  und  es  musste 
endlich,  früher  oder  später  je  nach  der  grösseren  oder  kleineren  Bc- 
la.stung  der  Waagschale,  ein  Zustand  cintreten,  bei  welchem  der  gegen 
deu  vorbemerkten  Stift  bis  dahin  angedrückto  Hebel  sich  abwärts  bewegte; 
in  diesem  Augenblicke  gab  der  betreffende  Beobachter  einem  anderen,  der 
unterdessen  den  sinkenden  Stand  des  mit  dem  Ausflussgofässe  verbundenen 
Manometers  im  Auge  behalten  hatte,  ein  Zeichen  zum  Ablesen  desselben, 

• „Civilingenieur“,  Bd.  VII,  Heft  5 und  Bd.  Vlll,  Heft  l. 
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wonach  durch  Vermiuderunp  der  Belastung  der  Waagschale  eine  neue  Ab- 
lesung bei  kleinerer  Geschwindigkeit  vorbereitet  werden  konnte  u.  s.  f. 
Mit  Hülfe  der  bekannten  Constantcu  (Flächeninhalt,  Contractions-  und  Ge- 
schwindigkeitscocfficient)  der  verwendeten  Mundstücke  und  der  bekannten 
Höhe  der  Platte  über  der  Mündung  (welche  immer  klein  genug  war,  um 
ihr  die  Abnahme  der  Geschwindigkeitshöhe  von  der  Mündung  bis  zur 
Platte  einfach  gleich  setzen  zu  dürfen),  sowie  mit  Rücksicht  auf  den  Ort 
des  Manometers,  die  Dimensionen  des  Hebels  etc.  konnten  dann  mit  grosser 
Genauigkeit  Reihen  zusammengehöriger  Werthe  von  /*,  Af,  u ermittelt 
werden. 

Die  verwendeten  Mundstücke  waren  zwei  Kreismüudungcn  in  der 
dünnen  Wand  von  ungefähr  10  und  14  Millim.  Weite  und  ein  kurzes  co- 
noidisches  Mundstück  von  10  Millim.  Durchmesser  an  der  Mündung.  Der 
Platten  waren  zwei,  beide  von  100  Millim.  Durchmesser,  die  eine  eben, 
die  andere  nach  einem  Rotationshyperboloid  ge.staltet,  welches  dem  Strahl 
seine  concave  Fläche  von  34  Millim.  Tiefe  zukehrte,  entsprechend  p — 
131®.  Aus  diesen  Versuchen  hat  der  Verf.  folgende  Werthe  von  i-  und  » 
abgeleitet*  und  zwar  als  Mittelwerthe  aus  je  einer  grösseren  Zahl  von 
Eiuzeiversuchen. 


1 t/t 

h 

k 

»1  ' 

' h 

[ - 

. !, 

2,30 

[ lt,r)25  , 

12,5 

8,63 

1 0,674  1, 

: f)  bis  12,5  j 

8,<!3 

O.tMti  1 

t» 

7,24 

i 0,837  ; 

' 

i " 

10 

1,91 

j 0,851 

Die  Werthe  von  i sind  aus  den  Versuchen  mit  der  ebenen  Platte  ge- 
folgert, und  es  ist  ihnen  entsprechend  i angeuommeu  worden,  um  aus  den 
Versuchen  mit  der  concaven  Platte  die  Werthe  von  « abzuloiten.  Wie  er- 
sichtlich, nimmt  i mit  der  Geschwindigkeitshöhe  A des  Strahls  bei  seinem 
ZusammontreflVn  mit  der  Platte  zu,  während  n um  so  kleiner  ist,  je  grös.ser 
»»  und  A sind.  Zum  Ausdruck  dieser  Beziehungen  durch  empirische  P'omieln 
sind  die  Versuche  nicht  ausreichend. 

Dass  selbst  bei  so  grossen  Werthen  von  w,  bei  welchen  eine  Er- 
streckung des  an  der  Platte  relativ  ruhenden  Wassorconoids  (Fig.  57) 
bis  zum  Plattenrande  nicht  anzunohmen  ist,  doch  i merklich  O 1 gefunden 
wird,  deutet  darauf  hin,  dass  der  etfective  Ablenkungswinkel  p’  bis  zum 
Rande  stets  etwas  <C  p bleibt,  was  u.  dadurch  erklärlich  ist,  dass  die 
längs  der  Platte  radial  nach  aussen  abfliessende  Wa.sserschicht  mit  ihrer 

* Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Bd.  Vll  (1803),  S.  23ti — 24t.' 
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Ausbreitung  an  Dicke  abnimmt,  und  dass  somit  besonders  die  Bahnen  der 
am  schnellsten  fliessondon  Wasserthoilchen  an  der  freien  Oberfläche  immer 
etwas  gegen  die  Fläche  convergiren  müssen.  Dass  n abnimmt,  wenn  m 
wächst,  ist  ebenso  wenig  auffallend,  da  mit  wachsender  verhältnissmässiger 
Grösse  der  Fläche  natürlich  auch  der  Geschwindigkeitsverlust  durch  Rei- 
bung zunimmt. 


§.  152.  Druck  eines  begrenzten  Wasserstroms  auf  einen  festen  Kürper. 

In  einer  cylindrischen  Röhre  vom  Querschnitte  F sei  Wasser  in  per- 
Tnanentcr  strömender  Bewegung  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  u.  An 
einer  gewissen  Stelle  befinde  sich  in  der  Röhre  ein  fester  Körper  in  un- 
veränderlicher Lage;  A sei  der  Querschnitt  eines  der  Röhronu.\e  parallelen 
Cylinders,  welcher  den  Körper  in  einer  geschlossenen  Linie  L berührt,  so 
dass  an  dieser  Stelle  der  Querschnitt  der  Röhre  bis  F — A,  der  des 
Wasserstroms  weiterhin  vielleicht  noch  mehr  bis  zum  Betrage  ct  {F  — A) 
verkleinert  wird.  Die  Linie  L theilt  die  Oberfläche  des  Körpers  in*  eine 
(dem  Wasserstrom  zugewendete)  Vorderfläche  und  in  eine  Hinterfläche; 
letztere  sei  von  solcher  Gestalt,  da,ss  der  Was.serstrom  sich  hinter  der  Linie 
L von  ihr  trennt  (was  nur  im  Falle  « <(  1 selbstverständlich  geschehen 
muss),  und  dass  er  auch  weiterhin  nicht  wieder  mit  ihr  in  Berührnng 
kommt  (was  auch  für  «Ol  geschehen  könnte),  dass  vielmehr  zwischen 
der  ganzen  Hinterfläche  des  Körpers  und  dem  Wasserstrom  sich  eine 
Wassermas.se  befindet,  von  welcher  angenommen  werden  kann,  dass  sie  nur 
in  unregelmässig  wirbelnder  Bewegung  sich  befindet  und  eine  fast  gleich- 
förmige Pressung  hat.  bezeichne  einen  Querschnitt  der  Röhre  vor  dom 
Körper,  in  welchem  die  durch  den  Einfluss  des  letzteren  gekrümmten 
Rahnen  der  Wassertheilchen  noch  eben  geradlinig  und  die  Pressung  nahe 
gleichförmig  — ist;  in  dem  Querschnitte  Q hinter  dem  Körper  seien 
die  Bahnen  wieder  hinlänglich  geradlinig  geworden,  um  die  Pressung  als 
gleichförmig  — p voraussetzen  zu  dürfen;  h (eventuell  negativ  oder  = Null) 
sei  die  Höhe  des  Schwerpunktes  von  Qq  über  dem  Schwerpunkte  von  Q. 
In  dem  kleinsten  Querschnitte  = a [F — A),  den  der  Wassorstrom  zw  ischen 
und  Q annimmt,  und  in  welchem  die  mittlere  Geschwindigkeit  = «j 
sei,  sind  die  Bahnen  der  Wa.sscrthoilchen  zwar  parallel,  mögen  aber  dabei 

A 

um  so  mehr  convex  nach  aussen  gekrümmt  sein,  jo  grösser  — ist,  ent- 
sprechend  einer  nach  aussen  zunehmenden  Pressung  in  diesem  Querschnitte. 
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Gemäss  den  Annahmen,  auf  denen  nach  §.76  der  erfahrnngsmässig  be- 
währte Ausdruck 


„ /I  F \2 

“■  («  — 7 % 


der  Widerstandshöho  beruht,  die  durch  die  plötzliche  Querschnittsver- 
gröaserung  des  Wasserstroms  von  a{F-^A]  bis  F verursacht  wird,  soll 
indessen  auch  hier  eine  gleichförmige  Pressung  = p,  im  kleinsteu  Quer- 
schnitte vorausgesetzt  werden,  der  dann  auch  die  Pressung  in  dem  oben 
genannten  Wirbelraum  hinter  dem  Körper  gleich  ist. 

Wegen  des  vorausgesetzten  Beharmngsznstandes  und  wegen  Gleichheit 
der  Geschwindigkeiten  in  den  Querschnitten  und  Q erfährt  nun  die 
zwischen  diesen  augenblicklich  enthaltene  Wassermasse  keine  .\cndernns 
ihrer  Bewegungsgrösse  im  folgenden  Zeitelemeut,  und  muss  deshalb  die  al- 
gebraische Summe  der  auf  diese  Wassermasse  wirkenden  äusseren  Kräfte 
nach  jeder  Kichtung  = Null  sein.  Insbesondere  nach  der  Richtung  der 
Röhrenaxe  sind  diese  Kräfte  unabhängig  von  dem  Druck  an  der  Röhren- 
wand und  bestehen  abgesehen  von  der  Reibung  nur  1)  aus  der  (’omponenie 
der  Schwere,  die  im  Sinne  von  u = yFh  gesetzt  wenlen  kann,  sofern  das 
Volumen  des  Körpers  ein  nur  kleiner  Tlieil  des  Röhrenraums  zwischen 
<3q  und  Q ist,  2)  auch  im  Sinne  von  u aus  dem  Uebersebuss  des  Druckes 
des  angrenzenden  Wassers  auf  die  hintere  Fläche  über  den  Gegendruck 
auf  die  vordere  Fläche  Q,  .‘1)  aus  dem  Druck  F des  Körpers  auf  das  Wasser 
entgegengesetzt  dem  Sinne  von  «.  Letzterer,  welcher  dem  Druck  des 
Wasserstroms  auf  den  Körper  im  Sinne  der  strömenden  Be- 
wegung gleich  ist,  ergiebt  sich  also: 

/>  = yFh  -f  F(p,  —p)  = yF  (ä  H 

oder  nach  §.  78,  Gl. (4)  und  (5),  da  hier  wegen  Gleichheit  der  Geschwin- 
digkeiten in  den  Querschnitten  Qo  und  Q die  wirksame  Druckhöhe  = 


D 1) 

h -\ — “ ^ — für  die  Rohrstreckc  Q^Q  der  Widerstandshöhe  B gleich  ist. 


F y\  F \s 

P = yFD  = ^yAn  mit  » = — (-  1 ) 

A \a  F — A J 


0'- 


unter  II  die  Geschwindigkeitshöho  — verstanden.  Zur  Berücksichtigung 

untergeordneter  Be wegungs widerstände,  insbesondere  desjenigen,  welcher 
schon  bei  der  Bewegung  von  Q(,  bis  zum  kleinsten  Querschnitte  durch  die 
innere  Reibung  verursacht  wird,  kann  « etwas  kleiner,  als  der  betreffende 
Contractionscocfficient,  in  Uebercinstimmung  mit  Versuchen  über  den 
Widerstandscoeflicienten  in  analogen  Fällen,  angenommen  werden. 
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P ist  der  üeberschuss  des  Druckes  Pq  auf  die  Vorderfläche  des 
Körpers  im  Sinne  vou  « über  deu  Druck  P^  auf  die  Ilinterfläche  im  um- 
gekehrten Sinne,  und  da  der  letztere  = ist,  so  bleibt  nur  p,  zu  er- 
mitteln, um  auch  und  Py  einzeln  zu  finden.  Zu  dem  Ende  hat  man 
nach  §.  78,  Gl.  (4)  und  (5),  wenn  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des 
kleinsten  Quei'schnittes  a{F — A)  über  dem  Schwerpunkte  von  Q bedeutet. 


also  mit  der  kürzeren  Bezeichnung: 


i = 


i 

ä F—  A 


m 


oder  wegen 


F 


1 


= p — '/Aj  — '2kyll. 


Wenn  also  mit  R der  Druck  bezeichnet  wird,  den  das  Wasser  im  Zustande 
der  Ruhe  nur  in  Folge  der  Pressung  p im  Querschnitte  Q und  der  Schwere 
des  Wassers  nach  der  Axrichtung  der  Rühre  auf  deu  Körper  ausüben 
w'ürde,  und  welcher  bei  Abstraction  von  der  betreffenden  Componente  der 
Schwere  des  vom  Köri)er  verdrängten  Wassers  in  beiderlei  Sinn  gleich 
gross,  nämlich 

R = A{p  — yh,) (.3) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt 

Pi  = R — '2kyAH. 

Hiernach  ist  schliesslich: 

= Ä -f  »i^'/AU-,  P^  = R — »^  (All-,  P = P^yAE  | 

= 2A;  » = ^ A'*  I 

Bei  der  obigen  Berechnung  der  mittleren  Pressung  pj  im  kleinsten  Quer- 
schnitte sollte  zwar  unter  B lediglich  diejenige  Widerstandshöhe  verstanden 
werden,  die  der  Bewegung  von  hier  bis  zum  Querschnitte  Q entspricht; 
weil  aber,  wenn  Pj  = Ap^  gesetzt  wird,  dieses  pj  die  Pressung  au  der 
Ilinterfläche  des  Körpers  bedeutet,  die  wegen  Krümmung  der  Bahnen  im 
kleinsten  Querschnitte  thatsächlich  etwas  kleiner,  als  dessen  mittlere  Pressung 
sein  wird,  so  ist  es  auch  in  dieser  Hinsicht  angemessen,  wenn  a etwas  kleiner, 
als  der  Contractionscoefficient,  also  k etwas  grösser  genommen  wird  in 
solchem  Grade,  dass  k-  dem  resultirenden  Widerstaudscoefficienten  für  die 
Bewegung  des  Wassers  vou  bis  Q gleich  wird. 
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Es  sei  z.  B.  der  Körper  eine  kreisrunde  ebene  dttnne  Platte 
(Radius  = a)  von  solcher  Lage  in  der  kreisförmig  cjlindrischcn  Röhre 
(Radius  = r),  dass  sie  von  deren  Ase  central  und  rechtwinkelig  geschnitten 
wird  und  somit  eine  ringförmige  Durchllussöffnung  von  gleichförmiger 
Breite  b = r — a dem  Wasserstrom  frei  lässt.  Zieht  sich  dann  dieser 
nach  dem  Durchfluss  noch  weiter  bis  zur  Breite  ßb  zusammen  bevor  er 
sich  hinter  der  Platte  wieder  ausbreitet  bis  zum  vollen  Rohrquerschnift. 
so  ist  der  Contractionscoefflcient 


Befände  sich  in  der  Röhre  an  Stelle  der  Platte  eine  ebene  dttnne  Scheide 
wand,  ringsum  bis  zur  Rührenwand  reichend,  aber  in  der  Mitte  mit  einer 
kreisförmigen  üeffuung  versehen,  deren  Radius  = b ist,  so  müsste  die 
Bahn  eines  Wassertheilchens,  w’elches  von  der  Röhreiiwand  herkummend 
am  Rande  dieser  Oeffuung  streifend  vorbei  fliesst,  ebenso  viel  seitlich  ab- 
gelenkt werden  wie  die  eines  Wassertheilchens,  welches  von  der  Röbreu- 
axe  herkommend  den  Rand  der  Platte  streift,  und  wenn  man  deshalb  im 


Falle  der  centralen  Oeffnung  in  der  ebenen  Scheidewand  den  Radius  des 
Contrahirten  Querschnitts  ==  ßb,  den  Contractiouscocfäcientou  also  = ß* 
setzt,  so  konnte  (zugleich  behufs  Berücksichtigung  untergeordneter  Wider- 
stünde) dieses  ß-  demjenigen  Werth  von  a gleich  gesetzt  werden,  welcher 
nach  den  in  §.  92  unter  1)  besprochenen  Weisbach 'sehen  Versuchen 

n = ^ entspricht.  Auf  diese  Weise,  die  freilich  nur  ein  Nothbebelf 

in  Ermangelung  unmittelbar  zutreffender  Erfahrungen  ist.  ergiebt  sich  z.  B. 


r 

tür  ~ = 
a 

.3 

2 

2 

5 

2 

3 

- C Y- 

9 

4 

25 

u 

V«/ 

4 

T 

- C'Y- 

1 

1 

9 

4 

- \r)  - 

9 

4 

25 

9 

ß‘‘  = 

(l,f.25 

0,(537 

0,652 

0,009 

O.H24 

0,852 

0,873 

0,892 

/■  = 

1,184 

0,505 

0,304 

0,201 

0,79 

0,11 

0,10 

0,09 

2,37 

1,13 

0,73 

0.52 

» = 

3,1G 

1,24 

0,83 

0,01 
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Ohne  Zweifel  sind  diese  Zahlen  um  so  unzuverlässiger  und  zwar  die 

r 

Wertlic  von  i9-  um  so  mehr  zu  klein,  je  grösser  ist,  weil,  je  grösser  dieses 

a 

Verhältniss  ist,  desto  unwahrscheinlicher  die  zu  Grunde  liegende  Voraus- 
setzung wird,  dass  die  durch  die  Platte  verursachte  Geschwindigkeits-  und 
Pressungsänderung  sich  gleichmässig  bis  zur  Köhrenwand  erstrecke;  wenn 
dieser  Einfluss  sich  nur  bis  zu  einer  Cy linderfläche  mit  dem  Radius  r r 

f 

r r 

erstreckte,  so  wären  die  Werthe  von  d-  richtiger  mit  — statt  — zu  be- 

a a 

rechnen  gewesen  und  dann  grösser  gefunden  worden.  Immerhin  lässt  sich 
aber  der  Rechnung,  falls  ihre  Voraussetzungen  auch  nur  im  Wesentlichen 
richtig  sind,  das  bemerkenswerthe  Resultat  entnehmen,  dass  die  Ver- 
grösserung  des  mittleren  Druckes  an  der  Vorderflächo  weniger 
beträgt,  als  die  Verkleinerung  desselben  an  der  Hinterfläche.* 
Wenn  der  Körper  zwar  nach  wie  vor  einen  kreisförmigen  Querschnitt 
A und  eine  centrale  Lage  in  der  kreisförmig  cylindrischen  Röhre  hat,  da- 
bei aber  seine  Vorderfläche  gekrümmt  ist  der  Art,  dass  den  Bahnen 
der  längs  ihr  hinfliessenden  Wasscrtheilchen  schon  bis  zur  Grenzlinie 
zwischen  Vorder-  und  Hinterfläche  eine  mehr  oder  weniger  vollkommen 
axiale  Richtung  crtheilt  wird,  so  ist  die  Contraction  hinter  dieser  Grenz- 
linie entsprechend  geringer,  und  wenn  z.  B.  1 — u auf  ^ des  Werthes  für 

die  dünne  Platte  (für  welche  a jetzt  mit  d bezeichnet  sei)  reducirt 
wurde,  also 

« — 1 _ LrJi  — “ +. 


wäre,  so  ergäbe  sich 


r .3 

2 

5 

3 

a 2 

« = 0,941 

0,951 

*2 

0,958 

0,964 

h = 0,91.3 

0,402 

0,243 

0,167 

— 0.05 

— 0,1C 

— 0,12 

- 0,08 

.9,  1,83 

0,80 

0,49 

0,33 

,9  = 1,88 

0,G4 

0,37 

0,25. 

. r 

In  Betreff  der  mit  - wachsenden  Unzuverlässigkeit  dieser  Zahlen  gilt 
a 

auch  hier  das  oben  Gesagte.  Indessen  ist  doch  zu  schliessen,  dass  durch 


* Wenn  Bresse  in  seinem  Cnnrs  de  möcanique  appliquiic,  II.  partie 
(ISßO'i,  p.  320  aus  denselben  allgemeinen  Formeln  eine  entgegengesetzte  Fol- 
gerung zieht,  so  beruht  das  auf  einem  Kechcnfehler. 
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entsprechende  Krümmung  der  Vorderfläche  der  Druck  P des 
Wasserstroms  auf  den  Körper  erheblich  vermindert  werden 
kann  (bis  auf  etwa  die  Hälfte  des  Werthes  bei  ebener  Vordertläche)  und 
dass  besonders  der  specifiscbe  Druck  an  der  Vorderfläche  da- 
durch vermindert  wird,  so  dass  sein  Mittelwerth  selbst  kleiner 
sein  kann,  als  der  hydrostatische  d.  h.  der  Druck  im  Ruhe- 
zustände. Das  letztere  Resultat  ist  zwar  auffallend,  aber  doch  nicht  un- 
erklärlich, wenn  man  bedenkt,  dass  der  specifiscbe  Druck  an  einer  stetig 
gekrümmten  Fläche  auch  nur  stetig  längs  derselben  variabel  sein  kann, 
und  dass  die  Grenzlinie  zwischen  dem  Theil  der  Körperoberfläche,  wo  der 
hydraulische  Druck  den  hydrostatischen  übertrifift,  und  demjenigen,  wo  das 
Umgekehrte  stattfindet,  sich  auf  der  Vorderfläche  des  Körpers  um  so  mehr 
von  der  Grenzlinie  L zwischen  ihr  und  der  Hinterfläche  entfernen  wird, 
je  früher  durch  entsprechende  Krümmung  der  Vorderfläche  die  Bahnen 
der  von  der  Axe  herkommenden  Wassertheilcben  zu  einer  einwärts  con- 
cavon  Krümmung  veranlasst  werden  bevor  sie  die  Linie  L erreicht  haben.  — 
Wenn  entgegen  der  Annahme,  die  den  obigen  Entwickelungen  zu 
Grunde  lag,  der  W’asserstrom  bei  seiner  Wiederausbreitung  vom  kleinsten 
Querschnitte  u {F  — A)  bis  zum  Rohrquerschuitte  F mit  der  Oberfläche 
des  Körpers  in  Berührung  kommt,  so  können  dadurch  die  Pressungen  P^, 
Pj  und  P = pQ  — Pj  wesentlich  andere  werden.  Das  einfachste  Beispiel 
dieses  Falles  gewährt  ein  cylindrischer  Körper  in  solcher  Lage, 
dass  seine  Axe  mit  der  Rohraxe  parallel  ist,  wenn  seine  Länge 
gross  genug  ist,  um  den  W^asserstrora,  nachdem  er  nahe  dem  vorderen 
Ende  des  Körpers  bis  zum  Querschnitte  ß (P  — A)  sich  contrahirt  hatte, 
auf  einer  gewissen  Strecke  zur  vollen  .Ausfüllung  des  Querschnittes  P — A 
des  cylindriseben  Canals  zwischen  Körper  und  Rohrwand  zu  nöthigeu. 
Uebrigens  sei  nach  wie  vor  die  Körperläuge  nicht  so  gross,  dass  die  Rei- 
bung an  seiner  Oberfläche  sowie  auch  an  der  Röhrenwand  zwischen  den 
Querschnitten  und  Q einen  wesentlichen  Einfluss  gewinnen  könnte, 
und  es  sei  die  hintere  Endfläche  des  Körpers  so  gestaltet,  dass  mit  ihr 
der  Wasserstrom  bei  seiner  .Ausbreitung  vom  Querschnitte  P — A bis  zum 
Querschnitte  P nicht  in  Berührung  kommt.  Unter  diesen  Umständen  be- 
steht hier  die  gesammte  Widerstandshöhe  B für  die  Bewegung  des  Wassers 
von  Qo  bis  Q im  Wesentlichen  aus  zwei  Theileu  /f,  und  P^,  den  plötz- 
lichen Querschnittsänderungen  von  P — A zu  P und  vorher  von  ß(P — A) 
z.u  P — A entsprechend,  und  zwar  ist,  wenn  mit  , Mj  und  77,  hier 
die  Pressung,  Geschwindigkeit  und  Geschwiudigkeitshöbe  im  Querschnitte 
F — A bezeichnet  werden, 
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n = B,^  B,  = ik,'^  + k,*)H 


. , A 


' ~ U V >’  - vl  “ it(F—j)  ■ 


Indem  nun  durch  dieselbe  Betrachtung  wie  oben  sich  F — yVB  ergiebt, 


ist  hier 

I 


/*  = - a,*  + k,^)rAH. 


Die  Pressung  p,  ist  aucli  wie  im  vorigen  Falle  zu  berechnen,  indem 
nur  X-,  für  k gesetzt  wird,  nämlich  Ä,  = k,- JI  für  B — k- H,  wäh- 
rend auch 

— 1 = (^y'ZZ’  .i)  — ^ ~ 
ist.  Somit  folgt  auch 

F,  = Ap,=  R ~2k,YÄlT, 

und  wenn  wieder  gesetzt  wird: 

F^—R-\-  »oYAH-,  F^  = R — lk^yAlf-,  F = »yAlf,  | 

y ....  (6). 

so  ist  .*>„  — » — l^^  ; ö,  = 21-,  ■ th  — ^ {k^  ^ f kJ)  J 
Aus  den  Ausdrücken  (5)  von  k^  und  k^  ergiebt  sich 

^1+  ^^=1 


und  es  sind  also  fk  und  />■,  kleiner,  als  im  vorigen  Fall.  Dabei  ist  »9-j, 
d.  h.  die  Druckverminderung  an  der  Hinterflüche  unabhängig  von  «,  somit 
auch  von  der  ^Gestalt  der  vorderen  Endfläche. 

Ist  insbesondere  der  Körper  ein  Kreiscyliiider,  dessen  Axe  mit 
derjenigen  der  gleichfalls  kreisförmig  cylindrischen  Röhre  zusammenfällt, 
und  werden,  jeuachdem  seine  vordere  Endfläche  eben  oder  gewölbt  ist, 
dieselben  Werthe  von  a zu  Grunde  gelegt  wie  in  den  vorigen  Beispielen 

r 

bei  gleicher  V’orderfläche  und  für  gleiche  Werthe  von  — ,‘so  findet  man: 
Ebene  Vorderfläche.  [ Gewölbte  Vorderfläche. 


r __  3 
<1  2 
F _ 9 
Ä ~~  4 
u = 0,824 


4 ; 

0,852  ! 


Orartbof,  iheuret.  MttschioeDlebie.  l. 


3 
•2 
y 

4 


0,94 1 


2 

4 

0,951 

5ü 
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Ebene  Vorderfläche. 
>t,  = 0,8  (),:333 

i,  = 0,384  0,232 

,^„=0,17  —0,01 
=r  1,G0  0,67 

= 1,77  0,66 


Gewölbte  Vorderfläcbe. 


0,8 

0,333 

0,113 

0,069 

0,13 

— 0,21 

1,60 

0,67 

1,47 

0,46 

Nicht  nur  der  resultirende  Druck  P und  die  Druckverminderung  = 
R — Pj  an  der  Hinterfläclie  sind  in  allen  diesen  Fällen  kleiner  geworden, 
sondern  auch  die  Dnickvermehrung  = Pq  — R an  der  Vorderflüche,  resp. 
es  ist  dieselbe  in  eine  Druckverminderung  Ubergegangen,  die  aber  natür- 
lich immer  weniger  beträgt  als  diejenige  an  der  Hinterfläche.  — 

Die  Untersuchungen  dieses  §.  sollen  hauptsächlich  als  Uebergang  zn 
einem  häufiger  vorkoinmenden,  aber  weniger  einfachen  Falle  dienen,  näm- 
lich zur  Veranschaulichung  der  Vorgänge  und  zur  principiellen  Beurtheiluns 
des  gegenseitigen  Druckes  bei  der  relativen  Bewegung  eines  festen  KüriKT« 
und  einer  Flüssigkeit,  die  so  wenig  in  ihrer  Bewegung  beschränkt  ist,  das« 
sie  als  unbegrenzt  betrachtet  werden  kann.  Indessen  haben  sie  auch  ein 
selbständiges  Interesse,  wenn  nur  die  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen 
dahin  erweitert  werden,  dass  die  Flächeninhalte  der  Querschnitte  und  Q 
des  Wasserstroms  im  Allgemeinen  verschieden,  etwa  = und  F sind. 

Wenn  z.  B.  der  Druck  Peines  Wasserstroms  auf  ein  erhobene« 
tellerförmiges  Ventil  (Fig.  42,  S.  505)  ermittelt  werden  soll,  so  ist  ¥ 
als  der  Querschnitt  des  Vcntilgehäuses,  als  die  kreisförmige  Oeffnun^' 
im  Ventilsitz  zu  betrachten,  indem  das  Wasser,  nach  dem  Durchgang  durch 
letztere  alsbald  sich  wieder  ausbreitend,  kaum  eine  merkliche  Contractior: 
vorher  erleiden  kann;  A ist  die  vom  Ventilrande  begrenzte  Kreisfläclie. 
Wenn  hier  Übrigens  die  früheren  Buchstabonbczeiclmungeu  beibehaltcc 
werden  (/»  ist  daun  eine  negative  Grösse)  und  angenommen  wird,  dass  in 
dem  äusseren  und  unteren  ringförmigen  Winkelraum  des  Ventilgchäus*-, 
woselbst  eine  regelmässige  Strömung  des  ihn  erfüllenden  Wassers  nicht 
stattfindeu  kann,  dieselbe  Pressung  = herrscht  wie  im  Querschnitte 
so  ist  die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Aenderung  der  in  atdaJer 
Richtung  genommenen  Bewegungsgrösse  des  zwdschen  nud  Q befindlichen 
Wassers  in  irgend  einem  Zeitelemcnt  dem  entsprechenden  Antrieb  der 
äusseren  Kräfte  gleich  ist, 

— F'u  (u  — «„)  = yFh  -f-  ^ 

9 

und  folgt  daraus 
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P yF  hi 


Po- 


Ist  aber  g der  resultirende  Widerstandscoefficient,  d.  li.  C//die  gesammte 
Widerstandshölie,  so  ist  die  wirksame  Bruekhöhe: 


h + 


Po- 


M / 


JI, 


folglich  P = 


« - (7  - = [5-  y""  ■ ■ (’> 


Nach  §.92  unter  5)  kann  dabei  gesetzt  worden: 
1 F 


\ s 


V 


wenn  die  Ilubhülio  des  Ventils  wenigstens  = dem  Radius  von  und 
wenn  Ff^  höchstens  = F — A,  indessen  auch  nicht  viel  <C  ^ — A ist. 


§.  ITiS.  Druck  des  unbegrenzten  Wassers  auf  relativ  bewegte  feste  Köriver. 

Ein  fester  Körjier,  der  im  Allgemeinen  eine  Translationsbewogung 
mit  der  Geschwindigkeit  v habe,  befinde  sich  in  Wasser  an  einer  solchen 
Stelle,  dass  die  Entfernung  der  Körperoberflilche  von  den  Begrenzungs- 
tlächen  des  Wassers  nach  allen  Seiten  gross  im  Vergleich  mit  den  Körper- 
dimensionon  ist.  Bas  Wasser  habe  an  der  betreffenden  Stelle  im  Allge- 
gemeinen  eine  eigene  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  «;  die  Resultante 
derselben  und  der  entgegengesetzt  genommenen  Geschwindigkeit  v ist  dann 
die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  gegen  den  Körper  und  sei  mit 
w bezeichnet.  Benkt  man  sich  eine  den  Körper  ringsum  berührende 
f'ylinderfläche,  deren  erzeugende  Gerade  parallel  w ist,  so  theilt  die  Be- 
rülirnngslinie  L die  Tals  durchaus  convex  nach  aussen  vorausgesetzte)  Ober- 
fläche des  Körpers  in  zwei  Theile,  von  denen  wieder  der  dem  Sinne  von 
fo  entgegen  gekehrte  die  Vorderflüche,  der  andere  die  llinterfläche  ge- 
nannt werde. 

Wenn  man  unter  diesen  Umständen  allgemein  den  Bruck  berechnen 
wollte,  den  das  Wasser  nach  irgend  einer  Richtung  auf  den  Körper  aus- 
fiht,  so  würde  dazu  die  Kenntniss  dos  s])ecifischen  Brucks  in  jedem  Punkt 
der  Körperoherflfiche  erforderlich  sein.  Wenn  man  sich  aber  auch  auf  die 
speciellere  Aufgabe  beschränkt,  den  Bruck  P im  Sinne  von  m>  zu  ermitteln 
=■  dem  Ueberschuss  des  Druckes  P„  auf  die  Vorderfläche  im  Sinne  von 

56* 
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w über  den  Druck  P^  auf  die  Hinterfläche  im  umgekehrten  Sinne,  so  steDeu 
sich  der  rationellen  Lösung  grosse  Schwierigkeiten  entgegen.  Zwar  wenn 
man  von  dom  Gesichtspunkte  ausgehend,  dass  es  einerlei  sein  müsse,  wie 
die  relative  Geschwindigkeit  w aus  den  absoluten  Geschwindigkeiten  i 
beider  Theile  hervorgeht,  den  Körper  in  Ruhe  und  das  Wasser  mit  der 
Geschwindigkeit  w bewegt  denkt,  so  würde  es  sich  lediglich  um  eineo 
Grenzfall  der  iin  vorigen  §.  behandelten  Aufgabe  handeln,  entsprecbeisl 
einem  unbegrenzt  wachsenden  Verhältnisse  des  Röhrenquerschnitts  F zum 
Querschnitte  A des  den  Körper  im  Siune  der  Axe  (der  Geschwiadie- 
keit  u>)  berührenden  Cylinders  bei  Voraussetzung  einer  mittleren  Lage  des 
Körpers  in  der  Röhre.  Indessen  ist  schon  im  vorigen  §.  bervorgehob»-i 
worden,  dass  die  jener  Entwickelung  zu  Grunde  liegende  .\n.schauung  ohni- 

F 

Zweifel  um  so  fehlerhafter  sein  werde,  je  mehr  das  Verhiiltniss  ^ wäch^t. 

und  cs  lässt  sich  sogar  vermutben,  ilass  sie  schon  bei  luässiger  Gross« 

F 

dieses  Verhältnisses,  etwa  ^ — 3 bis  4 wenigstens  ungenügend  wird,  s« 

dass  für  «len  hier  in  Rede  stehenden  Greuzfall  ein  brauchbares  Resultat 
nicht  daraus  gewonnen  werden  kann. 

Eine  mehr  zutreffende  Vorstellung  des  ganzen  Vorganges  dürfte  die 
folgende  Retrachtung  gewähren  mit  llezuguahme  auf  Fig.  .’jfl,  worin  F deu 

als  ruhend  gedachten  Körper,  AX  einedurtt 
einen  mittleren  Punkt  des-selben  in  der  Rich- 
tung der  Strömungsgeschwindigkeit  «r  de> 
Wassers  gezogene  Gerade  bedeutet,  die  Vor- 
derfläche des  Körpers  in  A^,  die  Uinur- 
fläebe  in  X,  treffend.  Mit  der  Entferuune 
von  der  Geraden  AX  und  vom  Körper  nimn.t 
die  durch  denselben  verursachte  Störune 
der  Wasserbewegung  und  die  entsprecheniic 
Druckänderung  allmählig  ab,  und  es  sei«-s 
£r,  BY  die  geraden  Durchschnittslinit : 
der  durch  AX  gehenden  Ebene  der  Figur 
mit  einer  Cylinderfläche,  ausserhalb  welcher 
jene  Störung  verscliwiiulend  klein  ist.  li 
der  Figur  sind  einige  der  innerhalb  dieses  Cylinders  iu  der  NäJje  de» 
Körpers  verlaufenden  Bahnen  der  Wassertheilchen  und  einige  der  sie  nor- 
mal schneidenden  Querschnitte  des  Wa.sserstroms  augedeutet;  die  KrümiuuuJ 
sowohl  der  Bahnen  wie  der  Querschnitte,  und  mit  der  Bahnlängc  auch  dw 


Kitf.  58. 


Digitized  by  Google 


§.  153.  HYDRAULISCHER  DRUCK  DES  UNBEOHKNZTEN  WASSERS.  885 

Gescbwilidigkcit  nimmt  von  innen  nach  aussen  (von  AX  nach  BY)  ab. 
Die  Bahnen  sind  zuerst,  etwa  bis  zum  Querschnitte  innen  con- 

vex gekrümmt,  und  nimmt  die  Pressung  in  den  entsprechenden  Quer- 
schnitten nach  innen  zu;  dann  werden  etwa  bis  ab  die  Bahnen  einwärts 
concav  gekrümmt,  eine  nach  innen  abnehmende  Pressung  der  Querschnitte 
zwischen  a^b^  und  ab  bedingend;  endlich  krümmen  sich  die  Bahnen  wieder 
convex  nach  innen,  entsprechend  einer  in  gleichem  Sinne  wachsenden 
Pressung  in  den  zugehörigen  Querschnitten.  Die  Grösse  der  letzteren 
nimmt  anfangs  etwa  bis  zu,  dann  bis  «,4,  ab,  endlich  wieder  zu. 

Im  grössten  Querschnitte  ist  die  mittlere- Geschwindigkeit  am  kleinsten,  die 
mittlere  Pressung  am  grössten,  und  da  hier  zugleich  wegen  einwärts  con- 
vexer Bahnkrümmung  die  Pressung  nach  innen  zunimmt,  so  ist  begreiflich, 
dass  der  grösste  Druck  an  der  Oberfläche  des  Körpers  bei  A^,  in  der 
Mitte  der  Vorderflächc  stattfinden  muss.  Von  hier  aus  nimmt  der  hydrau- 
lische Ueberdruck  (Ueberschuss  des  hydraulischen  über  den  bydrostafischen 
Druck)  an  der  Körperoberfläche  stetig  ab  und  wird  = Null  etwa  bei 
an  einer  solcben  Stelle,  wo  der  Querschnitt  a^^b^^  dem  ursprünglichen  Aß 
wieder  nahe  gleich  geworden  ist  und  die  Bahnen  sehr  schwach  gekrümmt 
sind,  indem  ihr  Krünimungssinn  ungefähr  an  dieser  Stelle  sich  umkehrt. 
Jenseits  der  Linie  dieser  Punkto  ist  der  hydraulische  Ueberdruck  an 
der  Oberfläche  des  Körpers  negativ,  und  zwar  ist  er  am  kleinsten  ("der  Ab- 
solutwerth  des  negativen  Ueberdrucks  am  grössten)  bei  a^  ungefähr  in 
grösster  Entfernung  von  der  .\xe  AX,  weil  hier  im  kleinsten  Querschnitte 
rf,4,  des  Wa.ssei’stronis  mit  stärkster  einwärts  concaver  Bahnkrümmnng  zu 
gleicher  Zeit  die  mittlere  Pressung  am  kleinsten  ist  und  die  erheblichste 
Pressungsabnahmc  nach  innen  statttindet.  An  der' Ilinterfläche  des  Körpers 
irmss  nun  eine  Strömung  nach  der  Stelle  a^  des  kleinsten  Druckes  hin  ein- 
treten;  indem  aber  das  hier  augokonnnenc  mit  dem  im  Sinne  a^  a strömenden 
Wa.ssor  vou  überwiegender  Masse  zusammentrifft,  wird  es  von  demselben 
durch  innere  Reibung  in  gleichem  Sinne  mitgenommen  bis  es  infolge  der 
w.'ichsenden  Pressung  besonders  zwischen  a und  X gegen  die  Mitte  A',  der 
Ilinterfläche  hin  wieder  abgolenkt  wird.  Wenn  also  auch  das  Wasser  in 
einem  gewis.sen  Kaum  hinter  dem  Körper  an  der  regelrechten  Strömung 
nicht  Theil  nimmt,  sondern  in  wirhelfömiiger  Bewegung  begrilTen  ist,  so 
ist  doch  diese  nicht  der  Art  regellos,  dass  ihr  eine  fast  gleichförmige 
Pressling  in  dem  ganzen  fraglichen  Raum  entspräche,  wie  es  bei  den  Ent- 
wickelungen im  vorigen  §.  angenommen  wurde;  es  müssen  vielmehr  die 
Wirbel  sich  vorwiegend  in  der  Weise  ausbilden  wie  cs  die  Pfeile  in  Fig.  58 
andeuten,  entsprechend  einer  vou  aX  gegen  X^  und  von  hier  gegen  a^  ab- 
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nehmenden  Pressung.  Uebrigous  lässt  sich  erwarten,  dass  das  in  dem 
Wirbelraum  befindliche  Wfusser  beständig  eine  theilweise  Erneuerung  «r- 
fahreii,  dass  insbesondere  längs  und  längs  aX  strömendes  Wasser  la 

diesen  Kaum  eintreten  und  eine  gleiche  Wassermeuge  längs  a,  a aus  ihm 
austretend  dem  Ilauptstrom  einverleibt  werden  wird.  Nimmt  man  hium. 
da.s6  auch  abgesehen  hiervon  besonders  da,  wo  die  Geschwindigkeit  nach 
Grösse  und  Richtung  am  schnellsten  variabel  ist,  die  innere  Reibung  von 
erheblichem  Einfluss  auf  den  ganzen  Vorgang  sein,  und  dass  dieser  io 
seinen  Einzelheiten  sehr  wesentlich  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  de> 
Körpers  abhängig  sein  muss,  so  ist  es  begreiflich,  dass  eine  theoretische  Be- 
rechnung des  in  Rede  stehenden  Druckes  in  hinlänglich  zutreffender  ubö 
doch  zugleich  technisch  brauchbarer  Weise  bisher  nicht  gelungen  isl. 

Den  Entwickelungen  des  vorigen  §.  können  nnr  die  allgemeinen  Aus- 
drücke: 


Ä -f  »oYÄlT]  Pt  ~ P = »fAU  . . -1 

entnommen  werden,  in  denen 
w* 

11  — die  der  (durch  die  gegenseitige  Störung  noch  nicht  modificirten 

relativen  Geschwindigkeit  entsprechende  Geschwindigkeitshuhe. 

A den  Querschnitt  des  den  Körper  in  der  Richtung  von  w berührendeE 
Cylinders, 

7 das  speciüsche  Gewicht  des  Wassers  und 

R den  hydrostatischen  Druck  auf  die  ebene  Fläche  A am  Orte  des 


Kör[)ers 

bedeutet,  wogegen  die  Coefticionten  und  H =:  0^^  f .V,  nur  durch 

Beobachtung  und  Messung  mit  einiger  Zuverlässigkeit  bestimmbar  sind. 

Von  solchen  Beobachtungen,  welche  zugleich  durch  Messung  des  spe- 
citischen  Druckes  an  verschiedenen  Stellen  der  Körperobcrfläche  zur  nä- 
heren Aufklärung  der  obwaltenden  Umstände  dienen  können,  sind  diojenigen 
bemerkenswerth,  welche  von  Berthon  zur  Begründung  der  Eigenschaflee 
des  von  ihm  orfundonen  Logs,  d.  h.  Instrumentes  zur  Messung  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Schiffes,  vielfach  angestellt  wurden.  Der  Hanptbcstao'l- 
theil  dieses  Logs  ist  eine  oben  offene,  unten  geschlossene  cylindrisehv 
Röhre,  welche,  durch  eine  Stopfbüchse  gedichtet,  von  oben  ber  durch  dea 
Schiffskiel  hindurch  gesteckt  ist,  so  dass  sie  um  etwa  15  bis  20  Centim. 
unten  hervorragt;  in  der  Wand  dieses  vorstehenden  RohrstUcks  behndit 


sich  eine  kleine  Scitenöffnung.  Wenn  diese  Oeffnung  gerade  vorausgekehrt 
ist,  d.  h.  in  der  Mitte  der  Vorderflächo  des  Rohrstücks  sich  befindet- 
während  das  Schiff  in  ruhigem  Wasser  in  der  Richtung  des  Kiels  sicli  be- 
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wegt,  80  steigt  das  Wasser  in  der  Röhre  bis  zu  einer  gewissen  der  Schiffs- 
geschw’indigkcit  entspreelicudcn  Höbe  h über  der  ausseren  Wasserober- 
Hacbe;  wird  aber  von  dieser  Stellung  aus  die  Röhre  allmüblig  gedreht,  so 
nimmt  die  Erhebung  des  Wa,ssers  in  ihr  stetig  ab  und  wird  = Null  bei 
einem  Hrehuugswinkcl  von  41  bis  42";  bei  weiterer  Drehung  geht  die 
Erhebung  des  Wassers  in  eine  Senkung  über,  welche  rasch  zunimmt  bis 
etwa  1..^)  h bei  einem  Drehungswinkel  von  ungefähr  90"  und  dann  lang- 
samer abnimmt  bis  etwa  0,5  h bei  einem  Drehungswinkel  von  18o".  In 
der  Mitte  der  Hinterfläche  tindet  also  eine  Druckvenniuderuug  statt,  die 
halb  so  gross  ist  wie  die  Druckverniehrung  in  der  Mitte  der  Vordertläche, 
aber  nur  ’/j  so  gross  wie  die  Druckveriniuderung  an  den  Seiten.*  Diese 
Beobachtungen  sind  in  vollkommener  üebereinstimmung  mit  der  obigen 
allgemeinen  Beschreibung  des  in  Rede  stehenden  Vorganges.  Nicht  ganz 
so  deutlich  ist  es  der  Fall  bezüglich  auf  die  schon  früher  von  Dubuat 
angestellten  iihnlicbeii  Beobachtungen.  Derselbe  benutzte  eine  rechtwinklig 
parallelepipedische  Blechbüchse  von  0,325  Mtr.  Seite  der  (luadratischen 
EndHächen  bei  nur  9 Millimeter  Höhe  oder  Dicke;  an  einer  der  beiden 
(luadratischen  Endflächen  konnte  die  flache  Büchse,  die  an  und  für  sich 
eine  quadratische  Platte  vorstellte,  durch  .Vnfüguug  eines  Holzprisma  von 
gleichem  Querschnitte  zu  einem  mehr  oder  weniger  langen  prismatischen 
Körper  ergänzt  werden,  wogegen  die  gegenüber  liegende  Fläche  mit  regel- 
mässig vertheilten  kleinen  Löchern  versehen  war.  Indem  dann  diese  bei 
tjetfnuug  eines  einzelnen  Loches  oder  särnintlicher  Löcher  zugleich  zur 
Vorder-  oder  Hinterfläche  dos  Körpers  bezüglich  auf  einen  Wasserstrom 
gemacht  wurde,  konnte  durch  Beol)achtung  des  Wassersfandes  in  einer 
mit  dem  Inneren  der  Blechbüchse  communicirenden  Röhre  entweder  der 
Druck  an  gewissen  Stellen  oder  der  mittlere  Druck  an  der  Vorder-  und 
Hinterfläche,  somit  der  Gesammtdruck  auf  jede  einzeln  und  anf  den  ganzen 
Körper*  ermittelt  werden.  Andere  Beobachter  haben  meistens  nur  diesen 
rcsultirenden  Druck  gemessen. 

Im  Allgemeinen  ergab  sich,  dass  ein  grösserer,  ein  kleinerer 
Theil  des  rcsultirenden  (’oefficienten  «9^  ist,  als  durch  die  Rechnung  im 
vorigen  §.  gefunden  wurde,  ohne  Zweifel  eine  Folge  des  Umstandes,  dass 
mit  der  in  Fig.  58  angedeuteten  vorwaltonden  Richtung  der  Wirbolströmc 
an  der  Hinterfläche  des  Körpers  eine  solche  mittlere  Pressung  daselbst 
verbundeu  ist,  welche  nicht  nur  die  kleinste,  sondern  auch  die  mittlere 

• Society  of  Engineers,  Transactions  for  IW(!9,  p.  215.  (Apparatus  for 
mcasuring  tbe  velocity  of  ships;  by  Vaughan  Pendred.)  Das  Berthon’sclie 
Log  selbst  wird  im  zweiten  Baude  dieses  Werkes  uäher  besprochen  werden. 
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Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  Oji,  des  Hanptstroms  wesentlich  über- 
trifft. Weniger  leicht  erklärlich,  vielmehr  weiterer  Prüfung  bedürftig  er- 
scheint dagegen  die  Thatsache,  dass  d'  nicht  unerheblich  grösser  gefnndoi 

/ 

wurde  für  den  Fall  eines  in  strömendem  Wasser  ruhenden  1 p = 0,  J7=  — L 

\ Jg 

als  für  den  Fall  eines  in  ruhigem  Wasser  bewegten  Körpers  ( « = 0,  Jf=  — i 

\ 2f 

Wenn  dieser  letztere  Fall  noch  insofern  modificirt  wird,  als  das  Wa&nr 
nicht  allseitig  unbegrenzt  ist,  indem  es  sich  namentlich  noch  um  dea 
Widerstand  gegen  die  Bewegung  eines  auf  dom  Wasser  schwim- 
menden Körpers  handelt,  so  kann  zwar  nach  Analogie  auch  für  ihn  der 
allgemeine  Ausdruck  (11  von  P zu  Grunde  gelegt  werden,  jedoch  ist  der 
Coefticient  & in  noch  höherem  Grade  auf  eiue  nur  empirische  Bostimmuue 
angewiesen,  besonders  auch  deshalb,  weil  bei  der  oft  grossen  Länge  solcher 
Körper  die  Reibung  ihrer  Oberfläche  am  Wasser  als  ein  den  Widerstand 
wesentlich  mit  bedingender,  vielleicht  gar  (z.  B.  bei  vorn  und  hinten  alb 
mählig  verjüngt  zulaufenden  Schiffskörpern)  als  ein  ihn  vorwiegend  bc*- 
stimmender  Umstand  in  Betracht  kommt.  — 

Wenn  nun  aber  auch  Versuche  unerlässlich  sind,  um  den  Drnck  P 
für  verschiedene  vorkommende  Fälle  zuverlässig  zu  bestimmen,  .so  kann  es 
doch  oft  Bedürfniss  sein,  solche  Fälle,  für  welche  unmittelbar  zutreffende 
Versuche  nicht  vorliegon,  mit  anderen  einfacheren  Fällen  auf  Grund  ge- 
wisser nähernngsweiso  zulässiger  Annalimcn  rcchnungsmässig  zu  vergleichen. 
Denkt  man  sich  den  der  VordcrHäche  des  Körpers  mit  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit w zutlics.scnden  Wasserstrom,  dessen  Querschnitt  = ^ ist 
aus  elementaren  Wasserfäden  mit  den  Querschnitten  dA  bestehend.  !»o  ist 
man  zu  jenem  Zweck  besonders  von  der  Voraussetzung  ausgegangeu.  da?; 
diese  Wasserfäden  ähnlich  wie  freie  Wasserstrahlen  auf  den  Körper  wirkea. 
und  dass  somit  der  Normaldruck  eines  solchen  P'adcus  auf  das  in  seiner 
Verlängerung  liegende  Element  dp'  der  Körperoberfläche  analog  GL  4 

in  §.  150:  — fi{weoavYdF .‘J 

gesetzt  werden  könne,  unter  fi  eine  der  specifischen  Masse  der  FlössigkfC 
wenn  auch  nicht  gleiche,  so  doch  proportionale  Uonstante,  und  unter  r 
den  spitzen  Winkel  verstanden,  den  die  Richtung  von  w mit  der  einwärt> 
gerichteten  Normalen  des  Oberflächenelementes  dF  bildet.  Man  setzt  damil 
diesen  elementaren  Normaldruck  proportional  dem  Quadrat  der 
betreffenden  relativen  Norinalgesch windigkeit,  welche  auch 

wcoar  — ueottt  — veotji (3; 

ist,  wenn  « und  /J  die  Winkel  bedeuten,  unter  denen  die  Go^hwindig- 
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keilen  u und  v des  Wassers  und  des  Körpers  gegen  die  einwärts  gerichtete 
Normale  von  i/F  geneigt  sind.  Aus  Gl.  (2)  ergiebt  sich  für  ein  Element 
des  hydraulischen  Ueberdrucks  auf  die  Vorderfläche  des  Körpers  im  Sinuc 
von  le  der  Ausdruck: 

— Ä)  = dN eo$v  = ftw^  cos^vdA 


und  ist  daraus  zu  schliessen,  dass,  wenn  wieder 

«e* 

— Ä = d-^yAH  mit  // = - 

~9 

gesetzt  wird,  der  Coefficient  im  Verhältniss  des  Mittclwerthes 

co$*v  dA 


von  cot^v  kleiner  zu  schätzen  ist,  als  für  den  Fall  einer  ebenen  Fläche 
= A,  die  von  der  relativen  Geschwindigkeit  w normal  getroffen  wird. 
Wenn  man  nun  aber  dieses  Resultat  dabin  ausdehnt,  dass  mau  in  dem- 
selben Verhältniss  auch  den  Coefficient  im  Ausdrucke  P = d^y Alf  dos 
resultirondcu  Drucks  verkleinert,  so  kann  dadurch  freilich  die  Fehler- 
haftigkeit solcher  Schätzung  um  so  mehr  gesteigert  werden,  je  mehr 
dieses  P zugleich  durch  den  negativen  hydraulischen  Uobordruck  au  der 
IlinterHächc  und  durch  die  Reibnng  an  der  Oberfläche  des  Körpers  be- 
dingt wird. 

Im  Fall  einer  ebenen  und  im  Allgemeinen  schräg  von  der 
relativen  Geschwindigkeit  w getroffenen  ebenen  IMatte  sind 
r,  «,  ß constant,  und  erhielte  man 

(wenur)^ 

P^  fhyA 


wenn  fk  hier  den  erfahrungsmilssigen  Coefficieuten  für  die  normal  getrof- 
fene Platte  (r  = Ü)  bedeutet.  Ist  aber  F die  Flächengrösse  der  Platte 
und  N der  Normaldruck  auf  dieselbe,  so  ist  (hei  Abstractiou  von  der 
Reibung) 

/ =;  i>  co»r,  A = r coKV 

und  deshalb  der  resultirende  Normaldruck,  aus  welchem  hier  auch  der 
Druck  nach  einer  beliebigen  Richtung  durch  Multiplication  mit  dem  Co- 
sinus ihres  Winkels  mit  der  Normale  erhalten  werden  kann. 


N : 


(iccour)-  («co.sft  — veogß)^ 

^ ~9  ' ‘^9 


(D. 


Für  einen  normalen  Kreiscylindor  vom  Radius  r und  von  der 
Länge  /,  dessen  Axe  rechtwiukelig  gegen  w gerichtet  ist,  hat  mau 


dA  = d{'ilrsinv)  = Ad»inv, 
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also 

für  ciuo  Kugel  vom  Radius  r; 

dÄ  = d(jir^  »in  '^v)-=Ad  [»in  * v < , 


woraus  mau  mit  freilich  mir  roher  Aiiuaherung  schliesst,  dass  der  Coefli- 
cieut  & im  erstereu  I''alle  etwa  */j  so  gross  sein  werde  wie  für  ein  recht- 
wiukeliges  Parallolepipedum  mit  den  Kanten  2r,  2r  und  I,  wenn  tc  parallel 
dem  einen  Sy.stera  der  Kanten  2r  ist,  und  ini  zweiten  Falle  etwa  halb  so 
gross  wie  filr  einen  normalen  Kreiscylinder  vom  Radius  r,  wenn  die 
Richtung  seiner  Axe  = 2r  hat,  oder  auch  etwa  halb  so  gross  wie  für 
einen  Würfel,  wenn  w mit  4 seiner  Kanten  = 2r  parallel  ist 


§.  154.  Erfahrungen  Uber  den  bydrauliseben  Druek  und  Widerstand 

des  Wassers. 

1)  OerDruck  eines  Wasserstroms  auf  einen  ganz  eingetaueb- 
ten  ruhenden  festen  Körper,  und  zwar  auf  ein  normales  Prisma, 
dessen  quadratische  Piudtlächen  senkrecht  zur  Rcwcgungsrichtimg  des 
Wassers  waren,  ist  von  Dubuat  und  von  Duchomin  gemessen  worden.  I 
Ihren  nahe  übereinstimmenden  Mcssungsresultaton  ist  mit  Bezug  auf  Gl.  (li  | 
im  vorigen  §.,  wenn  / die  iJinge  des  Prisma  und  a die  Seite  seines  quadra- 
tischen Ouerschuitts  bedeutet,  zu  entnehmen; 


für  - 
a 

= 0,03 

1 

2 

3 

6 

= 1,86 

1,46 

1,35 

1,33 

1,46 

--  1,19 

1,19 

1,19 

1,19 

1,19 

= 0,67 

0.27 

0,16 

0,14 

0,27 

Die  Unabhängigkeit  des  Cocfticicntcn  von  der  verkältiiissmässigcn  Kör- 
porlänge  wurde  namentlich  von  Dubuat  (auf  die  im  vorigen  §.  ange^ehtme 
Weise)  erkannt;  das  Aenderungsgosetz  des  entsprechenden  Coofbcienteii 
= if  — #^9,  der  zugleich  den  Einfluss  der  Druckvermindernug  an  der 
Ilinterfläche  und  der  Reibung  an  der  prismatischen  Urafläche  in  sich  btv 
greift,  deutet  darauf  hin,  dass  jene  Druckverminderuug  mit  wachsender 


Digitized  by  Google 


§.  154.  ERFAHKUNGKN  ÜBER  DRUCK  UND  WIDERSTAND  DES  WASSERS.  891 

LüDge  sich  bald  einem  Minimum  nähert,  während  natürlich  die  Reibung 
nahe  proportional  der  Länge  zuiiimmt.  Der  Querschnitt  A ~ n*  des 
Prisma  war  bei  den  Versuchen  nahe  = Ü,1  Quadratm.,  die  Geschwindig- 
keit « des  Wassers  = 1 Mtr.  pro  Secunde. 

2)  ln  Betreff  dos  Widerstandes  gegen  die  Bewegung  ganz 
eingetauchter  Körper  in  unbewegtem  Wasser  sind  auch  zunächst 
die  Versuche  von  Dubuat  und  von  Du  ehern  in  mit  normalen  und  in  der 
Längenrichtung  bewegten  Prismen  zu  erwähnen,  deren  Resultate  zwar 
darin  tibereinstiinineu,  dass  die.ser  Widerstand  kleiner,  als  der  Druck  im 
Falle  unter  Ij  gefunden  wurde,  übrigens  aber  insofern  in  Widci’spruch 
sind,  als  der  Coefficient  d-  mit  wachsender  Länge  des  Prisma  von  Dubnat 
auch  hier  anfangs  abnehmend,  von  Du  ehern  in  dagegen  nur  zunehmend 
gefunden  wurde.  Wenn  nämlich  a und  l die  oben  unter  1 j angegebenen 
Bedeutungen  haben,  so  wäre 

/ 


für  — — 0,03 

fl 

1 

3 

nach  Dubuat:  1}  = 1,43 

1,17 

1,10 

nach  Duell  cm  in:  t>  1,25 

1,2« 

1,33 

und  dabei  nach  Dubuat  beständig  i>u 

— 1. 

Wenn  auch  das  von  Letzte- 

rem  gefundene  Aeudorungsgesetz  dos  Coefticienten  wahrscheinlicher  und 
der  Werth  d-  = 1,43  für  eine  normal  bewegte  ebene  Platte  mit  einem 
Versuche  Painbour’s  in  Uebereinstimmung  ist,  so  erscheinen  doch  immer- 
hin jene  Zahlen  einstweilen  so  unsicher,  dass  mit  Poncelct  bis  auf 
Weiteres 

l l 

Ih  - . 1,3  für  — oder  allgemeiner  <'  3 

« \/A 

gesetzt  werden  mag,  falls  A nicht  erheblich  kleiner  oder  grösser  als  0,1 
Quadratmeter  ist.  Nach  sonstigen  Erfahrungen  scheint  nämlich  fl-  mit  A 
zu  wachsen,  wenn  auch  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  noch  nicht  sicher 
angegeben  werden  kann.  — 

Für  eine  Kugel  wurde  von  Piobert  'Geschützkugeln  von  0,1  bis 
0,2  Mtr.  Durchm.)  (h  = 0,47,  von  Borda  />  = 0,50,  von  llutton  & -- 
0,59  gefunden. 

Bei  anderen  Versuchen  mit  Körpern,  die  einerseits  eben  begrenzt, 
andererseits  abgerundet,  zugespitzt  oder  zugeschärft  waren,  wurde  der 
Widerstand  nicht  seinem  Absolutwerth  nach,  sondern  nur  das  Verliältni.ss 
des  Widerstandes  bei  vorausgekehrter  Rundung,  Spitze  oder  Schneide  zum 
Widerstande  gegen  die  Bewegung  im  umgekehrten  Sinn  mit  voraus- 
gekehrter  ebener  Fläche  ermittelt.  Dieses  Verhältuiss  ergab  sich: 
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für  eine  Halbkugel  in  naher  Uobcrcinstimmung  nach  Borda,  Huttoc 
und  Vinco  = 0,41; 

für  einen  senkrecht  zur  Axe  bewegten  Cyliuder  mit  halbkreis- 
förmigem Querschnitt  nach  Borda  = 0,57; 

für  einen  normalen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis 
= 0,69  0,54  0.43 

bei  einem  Ocffnungswinkel  = 90®  60®  51'/*® 


nach  Borda  Hutton; 

für  einen  dreiseitigen  Keil  mit  ebenen  Seitenflächen  nach 
Borda 

= 0,73  0,52 

bei  einem  Keilwinkel  = 90*  60®; 

für  einen  dreiseitigen  Keil  mit  gewölbten  Seitenflächen 
(Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck,  dessen  zwei  Seiten  durch  Kreis- 
bögen, aus  den  Gegenecken  beschrieben,  ersetzt  sind)  nach  Borda  = 0.39. 

Da  für  die  Kugel  dem  Obigen  zufolge  im  Mittel  i9  = 0,54  gefunden 
wurde  und  ebenso  gross  auch  i9-  für  die  Halhkugel  bei  ilirer  Bewegung  in 
der  Richtung  der  Axe  mit  vorausgekehrtcr  Rundung  zu  schätzen  ist,  so 
würde  bei  ihrer  Bewegung  im  umgekehrten  Sinne 


» 


0^54 

Ö“4T 


1.3 


zu  setzen  sein.  Daraus  und  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  angeführten  er- 
fahruugsmnssigen  Widerstände  von  Prismen  ist  zu  schliessen.  dass  die  Ab- 
solutwerthe  von  i9  für  die  Bewegung  einos  halbkreisRirmigen  Cylinden 
mit  vorausgekehrter  Rundung,  eines  Kegels  mit  vorausgekehrter  Spiut 
oder  eines  Keils  mit  vorausgekehrter  Schneide  uäherungsweise  durch  Multi- 
])licatiou  der  betreffenden  obigen  Verhältnisszahleii  mit  1,3  erhalten  werden, 
vorausgesetzt,  dass  die  Itimcnsionen  nicht  übermässig  klein  oder  gross  sind 
3)  Ueber  den  Widerstand  gegen  die  Bewegung  theilweise 
eingetauchter  (schwimmender)  Körper  in  unbewegtem  Wasser,  wo- 
bei in  dem  Ausdrucke 

r'' 

P — »yA 


desselben  der  Factor  A dieselbe  Bedeutung  bezüglich  auf  den  unter  Wasser 
befindlichen  Körpertbeil  wie  in  den  vorigen  Fällen  unter  1 ) und  2')  be- 
züglich auf  den  ganzen  Körper  hat,  sind  Versuche  vou  Dubuat,  Bossnt. 
d’Alenibert,  Condorcet  u.  A.  angestellt  worden.  Ihnen  zufolge  kaniL 
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wenn  der  eingetaucbte  Körpertbeil  die  Form  eines  normalen  Prisma  bat, 
dessen  Endflächen  senkrecht  zur  Bewegungsriebtuug  sind,  = 1,1  gesetzt 
werden,  sofern  die  Länge 

/ = (3  bis  6)  yÄ 

ist;  bei  kleinerer  und  grösserer  Länge  ist  ö-  gfösser.  Wird  der  Körper 
durch  zwei  Verticalebcnen  vorn  zugesebärft,  so  wird  ü erheblich  kleiner 
und  beträgt  ungefähr  hei  dem  Zuschärfungswinkel 

u = ITjO"  132“  108«  84«  CO«  36®  12» 

= 1,0G  0.93  0,84  0,59  0,48  0,45  0,44 

Eine  ähnliche  Zuschärfung  des  llintertheils  vermindert  & in  ge- 
ringerem Grade,  etwa 

bei  « = 138"  90«  48»  24« 

bis  » = 1,03  0,98  0,95  0,92 

Noch  mehr  wird  iV  vermindert  bei  gleichzeitiger  Zuschärfung  des 
Körpers  vom  und  hinten,  ferner  bei  Combination  jener  Zuschärfung  des 
Vordertheils  durch  convergirende  Verticalebeneu  mit  einer  Abschrägung 
des.selbeu  durch  eine  von  vorn  nach  hinten  abwärts  geneigte  Ebene,  endlich 
indem  diese  Zuschärfnugs-  und  Abschrägungsebenen  durch  stetig  gekrümmte 
Flächen  ersetzt  werden,  wie  bei  Schiffen,  wodurch  !h  bis  unter  0,1  ver- 
kleinert werden  kann.*  Je  mehr  übrigens  so  der  Einfluss  der  Druck- 
vermehrung am  Vordertheil  und  fler  Druckverminderung  am  Hintertheil 
herabgezogen  wird,  desto  mehr  wird  die  Reibung  von  vorwiegender  Be- 
deutung. 


h.  Druck  der  Luft  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 

§.  155.  Druck  eines  freien  Luftstrahis  auf  eine  feste  Flüche. 

Die  aus  einer  Mündung  ausströmende  Luft  bildet  zwar  nicht  einen 
el>en80  bestimmt  begrenzten  Strahl  wie  Wasser  bei  freiem  Ausflusse,  weil 
die  Oberfläche  des  Luttstroms  alsbald  durch  Mischung  mit  der  umgebenden 
Luft  mehr  und  mehr  verwischt  und  durch  eine  an  Dicke  zunehmende  Luft- 
hülle ersetzt  w ird,  in  welcher  eine  stetig  nach  aussen  abnehmende  Strömungs- 
geschwindigkeit stattfindet.  Bis  zu  massiger  Entfernung  von  der  Mündung 

* Der  Widerstand  von  Schiffen  wird  in  einem  späteren  Theile  dieses 
Werkes  eingehender  besprochen  werden. 
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kann  man  indessen  auch  hier  von  einem  Strahl  reden,  und  wenn  derselbe 
eine  feste  Fläche  trifft,  so  übt  er  einen  Druck  P auf  dieselbe  aus,  der  im 
Wesentlichen  denselben  Gesetzen  unterworfen  sein  wird  wie  der  Druck 
eines  freien  Wasserstrahls.  Eine  Modification  dieser  Gesetze  kann  aber 
dadurch  verursacht  werden,  dass  die  in  ilirer  Bewegung  von  der  Fläche  ge- 
hemmte Luft  zugleich  eine  Dichtigkeitsänderung  (Verdichtung^  erfahrt; 
die  Correctiou  des  theoretischen  Ausdrucks  von  P durch  erfahrungsmässige 
Bestimmung  gewisser  Coefticienten  wird  dadurch  in  erhöhtem  Grade  nöthig. 

Versuche  in  dieser  Beziehung  sind  bisher,  so  viel  bekannt,  nur  von 
Weisbach  angestellt  worden,  nämlich  1856  mit  demselben  Apparate  und 
in  Verbindung  mit  einem  Theil  seiner  in  §.151  besprochenen  Versuche 
über  den  Druck  von  Wasserstrahlen.*  Die  benutzten  Mundstücke  waren 
die  dort  angegebenen:  zwei  Kreismündungen  in  dünner  Wand  von  10,1 
und  14,08  Millim.  Durchmesser,  ein  kurzes  conoidisches  Mundstück  mit 
cylindrischcr  Ausmünduug  \;on  10, o2  Millim.  Mündungsdurchme-sser  und 
ausserdem  noch  eine  kurze  cylindrische  .Vnsatzröhre  von  50  Millim.  Länge 
und  10,12  Millim.  Weite;  die  Luftstrahlen  wurden  ebenso  wie  die  Wasser- 
strahlen normal  und  centrisch  theils  gegen  eine  ebene,  theils  gegen  eine 
hyperbolisch  concavo  (Ablenkungswinkel  q ==  134®)  runde  Platte  von  100 
Millim.  Durchmesser  gerichtet,  deren  Entfernung  von  der  Mündung  etwa 
60  Millini.  betrug. 

Wenn  man,  unter  k und  n erfahrungsmässig  zu  bestimmende  Coefti- 
cienten  verstanden,  den  Druck  P auch  hier  wie  in  §.  151 
P kfiFu'^il  — nconQ) 

setzt  oder,  wenn  A den  Flächeninhalt  der  Mündung  bedeutet,  mit 

u * 

F — aA,  k = ~ , (ig  = 7 
ig 

P = ‘2kayAh  (1  — n cohq) 

und  wenn  man  dabei  unter  F — uA  den  .\usfluss(iuerschnitt,  d.  h.  den- 
jenigen Onerschnitt  des  Luftstrahls  versteht,  in  welchem  zuerst  die  Pressunc 
— der  äusseren  (atmosjdiürischen)  Pressung  geworden  ist  und  welcher  nur 
dann  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  («  mit  dem  Contractionscoefticienteui 


* „Civilingenieur“,  Band  Vlll.  Den  daselbst  aus  diesen  Versuchen  gezo- 
genen Folgerungen  liegen  übrigens  erhebliche  Irrthümer  zu  Grunde;  insbeson- 
dere ist  der  Zustand  der  austlicssenden  Luft  irrthümlicb  so  berechnet  worden, 
als  ob  das  Verhiiltniss  der  specifisehen  Wärmen  bei  constauter  Pressung  und 

bei  coustaulem  v olumen  = wäre. 

«3 
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identisch  ist,  wenn  das  Verhältniss 
eine  gewisse  Grenze 


Po 

P 


der  inneren  zur  äusseren  Pressung 


lim 


niclit  überschreitet,  ferner  unter  7 das  siiecitische  Gewicht  der  Luft  und 
unter  h die  Geschwindigkeitshölie  in  diostuii  Querschnitte,  so  ist  nach 
§.  101,  Gl. '’9  i mit  n = 1,41  und 


Po^'o  = = 29,4.287,5 

ents|(recliend  der  zu  11,5  Grad  angegebenen  Temperatur  im  Windkessel: 


h = 29008  i 1 


P_ 

Po, 


und,  wenn  /(,  das  specifische  Gewicht  der  Luft  im  Kessel  bedeutet. 


_P_  (Po\ 

irr,. 


oder,  da  der  Harometerstand  bei  den  Versuchen  0,7310  Mtr.  betrug, 


0.73 1 G.  1 3590 
“2^  .*287,5 


IM  — 1 


»1 

= 1,1708 


m — 1 


Die  Einsetzung  dieser  Werthe  von  Ä und  7 orgiebt: 


r = 08413  iaA 


1 (1  — n cosq)  . 


Zur  Bestimmung  des  Coeffitienten  k sind  die  Versuche  mit  der  ebe- 
nen Platte  (cosq  = 0)  und  dem  kurzen  conoidiseben  Mundstück  (A  = 
0,00007885  Quadratm.)  am  geeignetsten,  indem  dabei  « = 1 oder  nur 

P(\ 

wenig  ^ 1 gesetzt  werden  kann,  jenachdem  - kleiner  oder  grosser,  als 

P 

der  obige  Grenzwerth  ist,  der  sich  mit  m = 1,388  entsprechend  dem 
Widerstandscueflicieuteu  ^ = 0,04  i'§.  103,  S.  585)  hier  — 1 ;0,53  -- 
1,887  ergiebt.  Der  .\usdruck  von  P geht  dadurch  für  diese  Versuchsreihe 
über  in 

0,2795 

P = ,5,3944  ka  j — 1 
und  liefert  entsprechend  den  Versuchswerthen 


P 


1,508  1,075  1,802 


2,050  2,252 
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und  7*=  0,6497  0,8402  1,0307  1,2212  1,4117 
ku  = 0,990  1,005  1,007  1,014  1,027 

Indem  die  mässige  Zunahme  dieser  Zahlen  durch  das  Wachsen  von  a ge- 
nügend erklärt  werden  kann,  ist  zu  schliessen,  dass  der  Coefficieiit  k hier 
nur  sehr  wenig  von  1 verschieden  ist. 

Die  meisten  Versuche  beziehen  sich  auf  den  Ausfluss  der  Luft  ans 
den  zweierlei  Kreismündungen  in  dünner  Wand,  und  wenu  dieselben  weget 
des  unbekannten  und  in  höherem  Grade  veränderlichen  Werthes  von  c 
iiuch  weniger  zur  Prüfung  des  Coefficieuten  k geeignet  sind,  so  könnee 
sie  doch  zur  Bestimmung  von  n dienen,  da  bei  diesen  Versuchen  theils  die 
ebene,  theils  die  concav  gekrümmte  Platte  vom  Luftstrahl  getroffen  wunle. 
Wenn  der  gemessene  Druck  auf  erstere  mit  /*,,  auf  letztere  mit  be- 
zeichnet wird,  so  ergab  sich  bei  den  Versuchen  mit  der  KreismOndong  tob 
10,1  Millim.  Durchmesser: 


1 

= 1,670 

1,880 

2,074 

2,276 

1 P, 

= 0,6497 

0,8402 

1,0307 

1,22  Iß 

1 

= 1,413 

1,541 

1,667 

1,806 

1,951 

1 n 

^ 0,6264 

0,8169 

1,0074 

1,1979 

1.3884 

Durch  Interpolation  findet  man  daraus  für  gleiche  Werthe  von  — , nämlich 

y 


für  = 1,6 

V 

1,8 

2,0 

Pj  = 0,586 

0J67 

0,957 

- 0,904 

1,192 

1,458 

% - 

1,554 

1.524 

und  daraus  n = 0,782 

0,798 

0,754 

indem  sich  annehmeu  lässt,  da.ss  bei 

derselben  Mündung  nud  demselben 

Verhältniss  — auch  ku  denselben  Worth  hat 
P 

/’ 

“ = 1 — « conf  =1  — H CO»  134 
■^1 

und  somit 

9 = 1 4- 

^ 1,4396 

ist.  Die  Versuche  mit  der  Kreismündung  von  14,08  Millim.  Weite  ergaben 

=r  1,349  1,558 

1 ^ 

1,776 

1,984  2,236 

1 P,  0,6497  1,0307 

1,4117 

1,7927  2,1737 
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-*  = 1,205 
P 

1,.347 

1,477 

1,60‘) 

1,739 

Pj  = 0,6264 

1,0074 

1,3884 

1,7694  2,1504 

und  daraus 

für  ^2-  = 
P 

1,4 

1,6 

1,8 

0,742 

1,100 

1,457 

A = 

1,171 

1,748 

2,338 

II 

1,578 

1,589 

1,605 

in  gleicher  Weise  n = 

0,832 

0,848 

0,871  . 

Pü 

Eine  Beziehung  zwischen  « und  ist  hieraus  nicht  deutlich  er- 

P 

kennbar;  indem  aber  im  Mittel 

n — 0,78  für  die  10  Millim.  weite, 
n = 0,85  „ „14  „ ,,  Mündung 

ist,  scheint  sich  auch  hier  die  in  §.  151  für  den  Wasserstrahl  gefundene 
.Vbnahme  von  n mit  zunehmendem  Durchmesserverhältuiss  von  Platte  und 
Strahl  zu  bestätigen,  ein  Verhalten,  welches  ebenso  wie  dort  erklärlich  ist. 
Der  hier  grössere  Werth  von  k ist  dem  Einflüsse  der  Luftverdichtung  vor 
der  Platte  zuzuschreiben. 


§.  15)].  Druck  unbegrenzter  Luft  auf  feste  Kifrper  bei  ihrer  relativen 

Bewegung. 

Wenn  man  den  Druck  im  Sinne  der  relativen  Geschwindigkeit  w 
auch  hier 

P = thyAir  mit  7/  = (§.  15.3,  Gl.  1) 

''9 

setzt,  unter  y das  specif.  Gewicht  der  Luft  und  unter  A den  Querschnitt 
des  den  Körper  in  der  lüchtnug  von  tc  ringsum  berührenden  Gylinders 
verstanden,  so  lässt  sich  den  freilich  vielfach  widerspruchsvollen  betreffenden 
Krfahruugen  im  Ganzen  entnehmen,  dass  dem  Coefticienten  Q-  dieselben 
'NVerthe  beigelegt  werden  können  wie  unter  sonst  gleichen  Umständen  für 
"SVa-sser  (§.  154),  so  lange  A und  w gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten, 
insbesondere  w 10  Mtr.  pro  Sec.  ist. 

Indem  sich  erwarten  lässt,  dass  7'  durch  die  Verdichtung  der  Luft 
an  der  Vorderfläche  des  Körpers  vergrössert  wird,  diese  Verdichtung  aber, 

Qraflhof,  MnttrhinMil^hre.  I.  Ol 
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vom  Rande  gegen  die  Mitte  der  Fläche  zunehmend,  nur  bei  grösseren  Di- 
mensionen der  letzteren  in  merklichem  Grade  sich  geltend  machen  kann, 
ist  es  begreiflich,  dass  mit  A wachsend  gefunden  wurde.  So  setzte 
d’Aubuisson,  besonders  auf  Versuche  Borda’s  gestützt,  den  Druck  be- 
wegter Luft  auf  eine  normal  getroffene  ebene  Fläche  (Wand  von 
kleiner  Dicke)  = A Quadratm. 

P = 0,11  M*  Kgr., 

entsprechend  & = 0,11.2.9,81  .4**’'=  2,16  .4*’'. 

Wenn  man  aber,  den  erfahrungsmässigen  Werth  = 1,86  für  .4  = 0,1 
Quadratm.  nach  §.  151  unter  1)  zu  Grunde  legend, 

{h  = 2,34  ' 

setzt,  so  ist  für  A = 0,25  0.5  1 2 4 Quadratm. 

» = 2,04  2,18  2,34  2,51  2,69 

Bei  länglicher  Gestalt  der  Fläche  ist  zu  bedenken,  dass  für  das  mehr  oder 

weniger  leichte  seitliche  .\bfliessen  der  durch  sie  in  ihrer  Bewegung  ge- 

störten Luft  vorzugsweise  die  kleinere  Dimension  maa.ssgebend  sein  wird. 
So  würde  z.  B.  für  den  Winddruck  auf  die  vom  Segeltuch  bedeckte  Fläche 
eines  WindmUhlenÜügels  von  2 JItr.  Breite  der  *4  = 4 Quadratm.  ent- 
sprechende Werth  {h  = 2,69  passend  erscheinen,  wenn  diese  Fläche  ganz 
eben  wäre;  sofern  aber  der  Wind  eine  ihm  zugekehrte  coucave  Krümmung 
des  Segeltuchs  verursacht,  kann  dadurch  in  einem  nur  durch  Special- 
versnehe  näher  festzustellenden  Maasse  weiter  vergrössert  werden. 

Wenn  der  Luftstrom  unter  einem  gewissen  Winkel  v gegen 
die  Normalo  der  ebenen  Fläche  geneigt  ist,  so  sollte  nach  §.  153. 
Gl. (4)  der  Normaldruck  im  Verhältniss  fo#*r  kleiner  sein,  als  für  v — 0. 
wogegen  nach  Hutton  dieses Verhältniss  besser  = zu  setzen  ist 


z.  B.  = 0,995 

0,984 

0,962 

0,926 

0,876 

0,810 

0,730 

für  V = 10® 

15® 

20® 

25® 

O 

O 

35» 

40" 

= 0,637 

0,536 

0,433 

0,331 

0,238 

0,156  - 

0.042 

für  r = 45" 

50® 

55® 

60" 

65® 

70® 

80" 

Der  Widerstand  gegen  die  Bewegung  ebener  plattenförmiger 
Körper  nach  Richtung  der  Normalen  ist  gewöhnlich  als  aus  oincE 
constanteu  und  einem  mit  r*  wachsenden  Gliede  bestehend  dargestellt 
worden;  indessen  sind  diese  Ausdrücke,  abgesehen  davon,  dass  ihre  Coefi- 
cienten  von  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verschieden  gefunden  wnrtie: 
selbst  in  ihrer  angenäherten  Zulässigkeit  auf  mässig  grosse  Geschwind«.’ 
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keilen  beschränkt,  indem  die  ihnen  entsprechende  Abnahme  des  Coefticientcii 
mit  wachsender  Geschwindigkeit  v sich  mit  sonstigen  hirfalirungen  über 
den  Widerstand  fester  Körper  in  der  Luft  nur  bei  kleineren  Geschwindig- 
keiten in  Uebereinstimmung  befindet,  während  bei  grösseren  0^  mit  v zuniramt. 
In  Betreff  des  Widerstandes  ebener  fester  Flächen  muss  übrigens  der  Fall 
ihrer  normalen  Translationsbewegung  von  dem  technisch  wichtigeren  und 
auch  bei  den  Versuchen  meistens  realisirten  Falle  ihrer  rotirenden  Be- 
wegung um  eine  in  der  Ausbreitung  ihrer  Ebene  gelegene  Axe  unter- 
schieden werden-,  nach  Didion  z.  B.  wäre  im  ersten  bei  .<4  = 1 Quadratm. 

„ 0,565 

» ==  1,318  f 

dagegen  im  zweiten  bei  A — 0,2 . 0,2  = 

{)■  = 1,573  -f 


: 0,04  Quadratm. 
0,681 


d.  h.  etwa  1,2  mal  so  gross  trotz  der  viel  kleineren  Flüche.  Dieses  Ver- 
halten mag  dadurch  zu  erklären  sein,  dass  die  bei  der  Translationsbewegung 
eine  Zeit  lang  an  der  Vorderfläche  fast  relativ  ruhende  verdichtete  Luft 
gewissermaassen  eine  den  Widerstand  vermindernde  Zuspitzung  bildet, 
während  die  rotirende  h'läche  die  vor  ihr  befindliche  Luft  wie  ein  Venti- 
lator beständig  nach  aussen  treibt  und  so  überhaupt  eine  grössere  lebendige 
Kraft  ihr  mittheilt. 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  bei  beschleunigter  Bewegung  der 
Fläche  durch  ihre  Beschleunigung  y,  indem  dieselbe  auch  der  Luft  mit- 
zutheilen  ist,  der  Widerstand  vergrössert.  So  ist  nach  Versuchen  von 
Didion  mit  der  ebenen  Fläche  von  1 Quadratm.  bei  beschleunigter  nor- 
maler Trauslationsbcwegung: 


» = .,318  + + 

Seinen  Versuchen  mit  einem  Fallschirm  von  A — 1,2  Quadratmeter,  bei 
welchem  die  Tiefe  der  vorausgehenden  concaven  Fläche  etwa  '/s  ‘^cs 
Durchmessers  betrug,  ist  dagegen 


» = 2,559  + 


1,099  + 2,229  <p 


zu  entnehmen,  woraus  zugleich  der  erhebliche  (hier  den  Widerstand  fast 
verdoppelnde)  Einfluss  einer  concaven  Krümmung  der  Vorderfläche  er- 
sichtlich ist.  — 

Ausser  dem  Widerstande  plattenförmiger  Körper  bei  massigen  Ge- 
schwindigkeiten ist  namentlich  der  Widerstand  von  Kugeln  bei  grossen 

57* 
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Geschwindigkeiten  wiederholt  geprüft  (aus  den  Geschwindigkeitsur- 
lüsten  der  aus  verschiedenen  Entfernungen  auf  ein  ballistisches  Pendel 
abgeschossenen  Kugeln  berechnet)  worden.  Solche  Versuche  wurden  be- 
sonders im  Jahre  1742  von  Robins  mit  Flintenkugeln,  1788  und  1789 
von  Uutton  mit  Kanonenkugeln  kleinen  Kalibers,  endlich  1839  und  1840 
zu  Metz  mit  Kanonenkugeln  grosseren  Kalibers  (zumeist  solchen  von  0,lf 
und  0,15  Mtr.  Durchmesser)  angestellt.  Aus  diesen  letzteren  leitete  Didioo 
den  Ausdruck 

P=  0,027  (1  -f  0,0023  f)^c*  Kgr. 
ab  bei  Voraussetzung  eines  mittleren  specifischen  Gewichtes  der  Luft 
Wird  dieses,  entsprechend  einem  Barometerstand  von  0,76  Mtr.  und  einer 
Temperatur  vou  15" C.,  zu 

273 

■/  = 1,293  , = 1,225 

' 288 

angenommen,  so  ergiebt  sich 
0 027  2 9 81 

/I  = -j-225"  + 0,0023  r)  --  0,43(1  + 0,0023  r) . 

Die  Resultate  der  Hutton’schen  Versuche  weichen  davon  nur  wenig  ib. 
und  lassen  überhaupt  die  Durchmesser  der  Geschosse  bis  zu  den  verwea- 
dcteii  Grossen  derselben  keinen  erheblichen  Einfluss  auf  den  Widerstand*- 
coefficieuten  erkennen. 
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DRITTER  ABSCHNITT. 

Heizung’. 

§.  157.  Uebersicht  der  Aufgaben. 

Unter  Heizung  wird  hier  allgemein  die  zweckmä.s.sig  geregelte  Wärme- 
mitthoilung  an  einen  zu  erwärmenden  Kürjier  verstanden,  die  spociellerc 
.Ausführung  der  Aufgabe  jedoch  (insbesondere  unter  Ausschluss  metallurgi- 
scher und  anderer  chemisch -technologischer  Erhitzungszwecke)  auf  den 
Fall  beschränkt,  dass  der  zu  erwärmende  und  eventuell  in  seiner  Aggre- 
gatform zu  verändernde  Körper  eine  (tropfbare  oder  luftförmige)  Flüssig- 
keit ist,  sei  es,  dass  diese  Erwärmung  letzter  Zweck  ist  oder  in  der  Ab- 
sicht geschieht,  damit  die  P'lüssigkeit  die  ihr  mitgctheilto  Wärme  weiterhin 
an  eine  andere  (z.  B.  an  einem  für  die  unmittelbare  Erwärmung  unpassenden 
Orte  befindliche)  Flüssigkeit  übertrage,  oder  damit  sie  als  erwärmte  Arbeits- 
flüssigkeit einer  calorischen  Kraftmaschine  durch  ihre  Zustandsänderung 
die  Verwandlung  von  Wärme  in  mechanische  Arbeit  vermittle. 

Im  Allgemeinen  ist  die  zu  übertragende  Wärme  vorher  durch  den 
Verbrennungsprocess  eines  Brennstoffes  erst  zu  produciren.  Die  in  dem 
Verbrennungsraum  (auf  dem  Herde)  entwickelten  heissen  luftformigen  Ver- 
bronuungsproductc  können  dann  unter  Umständen  mit  dem  zu  erwärmen- 
den Körper  in  unmittelbare  Berührung  kommen;  in  den  hier  vorzugsweise 
vorausgesetzten  Fällen  von  zu  erwärmenden  und  eventuell  zu  verdampfen- 
den Flüssigkeiten  bleiben  sie  aber  gewöhnlich  von  diesen  durch  eine  feste 
Wand  fHeizwand)  getrennt,  deren  P'lächo  die  Heizfläche  genannt  wird, 
indem  die  Heizgase,  d.  h.  die  Inftförmigen  Verbrennungsjiroductc,  welche 
trotz  ihres  Gehaltes  an  Wasserdampf  doch  meist  ohne  wesentlichen  Fehler 
als  den  einfachen  Gasgesetzen  unterworfen  betrachtet  werden  können, 
einen  Canal  (Heizcanal)  oder  mehrfach  getheilt  ein  System  solcher  röhren- 
förmiger, d.  h.  ringsum  begrenzter  Canäle  durchströmen.  Am  Endo  der- 
selben dürfen  die  Heizgase  im  Allgemeinen  nicht  unmittelbar  in  die  Atmo- 
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Sphäre  eutweichen  theils  wegen  ihrer  schädlichen  oder  belästigenden  Eio- 
Hüsse  auf  die  Umgebung,  theils  weil  auch  zur  Vermittelung  einer  daaeml 
ausreichenden  Strömung  trotz  den  unvermeidlichen  Widerständen  im  Heri-: 
und  im  lleizcanal  und  zur  Sicherung  der  zur  Verbrennung  nöthigen  Zs- 
strömung  äusserer  Luft  zum  Herde  ihre  Sammlung  und  .\ufwärtsJeitung  m 
einem  weiteren  Canal,  der  Esse  (Schornstein,  Kamin)  erforderlich  ist. 

Hiernach  zerfällt  die  folgende  Untersuchung  in  3 Thcile,  betreffewi 
1)  die  Verbrennung  der  technisch  verwendbaren  Brennstoffe  und  dk 
dadurch  bedingte  Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes, 

2,;  die  Wärmetransmission  durch  feste  Wände  und  die  unter  gegebenet 
Umständen  erforderliche  Grösse  einer  Heizfläche, 

3)  die  Bewegung  der  Heizgase  in  dem  gesammten  Canalsystem,  ins 
besondere  die  Zugwirkung  der  Esse. 

Hier  sollen  diese  Gesichtspunkte  einstweilen  nur  im  Allgemeinen  er- 
örtert werden  vorbehaltlich  der  weiteren  Ausführung  und  Anwendung  m 
besonderen  Fällen,  die  im  3‘®“  und  4**“  Bande  dieses  Werkes  zu  besprecbec 
sein  werden.  Die  Gesetze  der  Verbrennung  gelten  übrigens  im  Weeent- 
lichen  gleicher  Weise  auch  in  solchen  Fällen,  deren  Besprechung  nicht  iia 
Zweck  dieses  Werkes  liegt,  und  die  Gesetze  der  Wärmetransinission  siwi 
ebenso  wie  behufs  der  Erwärmung  einer  Flüssigkeit,  natürlich  auch  zum 
Zweck  ihrer  Abkühlung  oder  in  solchen  Fällen  anwendbar,  wo  es  sich 
umgekehrt  darum  handelt,  die  Erwärmung  oder  Abkühlung  einer  Ilüssic- 
keit  unter  gegebenen  Umständen  möglichst  zu  verzögern. 


A.  Verbrennung. 

§.  158.  Brennstoffe. 

Die  technisch  verwendeten  Brennstoffe  stammen  fäst  ansschliesslick 
von  der  Holzfaser  (Cellulose,  einem  sogenannten  Koblenhydrat,  d.  h.  einer 
solchen  Verbindung  von  Kohlenstoff  mit  Wasserstoff  und  Sauerstoff,  dass 
die  letzteren  in  demselben  Gewichtsverhältnissc  wie  im  Wasser  darin  ent- 
halten sind).  Sic  sind  entweder  Holz  (mit  unveränderter  Holzfaser  ah 
wirksamem  Bestandtheile),  oder  natürliche  Vermoderungsproducte  der  Holz- 
faser: Torf,  Braunkohle,  Steinkohle  (fossile  Brennstoffe),  oder  künst- 
liche Verkohlungsproducte  insbesondere  von  Holz  und  Steinkohle:  Holi- 
kohlo  und  Coks,  oder  endlich  gasförmige  Producte  der  Destillation  imi 
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unvollkommenen  Verbrennung  jener  festen  Brennstotfe:  Leuchtgas,  Gicht- 
gase, Generatorgase. 

I.  Die  festen  Brennstoffe  enthalten  ausser  den  der  Holzfaser 
ent.stammenden  organischen  Bestandtheilcn,  nämlich  Kohlenstoff  (C),  Wasser- 
stoff (H)  und  Sauerstoff  (0),  in  der  Kegel  noch  geringe  Mengen  Stickstoff 
(bei  den  Analysen  gewöhnlich  dem  Sauerstoff  zugcrochuet)  und  Schwefel, 
ferner  wechselnde  Mengen  hygroskopischen,  d.  h.  solchen  Wassers  ( 1F), 
welches  durch  Erwärmung  etwas  über  100“  ohne  weitere  Zersetzung  des 
Brennstoffes  ausgetrieben  werden  kann,  und  von  erdigen  Bestandtheilen, 
in  der  Folge  als  .\sche  (A)  bezeichnet,  indem  sic  als  solche  bei  der  Ver- 
brennung Zurückbleiben.  Die  hier  beigesetzten  Buchstaben  dienen  im 
Folgenden  zur  kürzeren  Bezeichnung  dieser  Bcstandtheile  im  .Allgemeinen, 
unbeschadet  der  specielleren  Bedeutungen  von  C,  Jl,  0 in  chemischen 
Formeln  als  zugleich  bestimmter  verhältnissmässigcr  Gowichtsmeugen  (Atom- 
gewichte: 6'  = 12,  7/  = 1 , 0 = 16)  der  betreffenden  Elemente. 

1.  Holz.  Der  A.schengehalt,  etwas  wachsend  mit  dem  Alter  und  im 
Zweigholze  grösser,  als  im  Stammholze,  beträgt  im  Mittel  etwa  1,5  Procent. 
Der  Gehalt  an  hygroskopischem  Wasser  variirt  mit  der  Art  und  dom  Alter 
des  Holzes,  mit  der  Feuchtigkeit  des  Bodens  und  mit  der  .Jahreszeit;  bei 
im  Winter  frisch  gefälltem  Holze  beträgt  er  ungefähr  40  Procent,  nimmt 
aber  durch  Austrocknen  an  der  Luft  (etwa  in  Jahresfrist)  um  die  Hälfte 
ab.  Im  Durchschnitt  kann  die  Zusammensetzung  des  lufttrockenen 
Holzes  angenommen  werden  zu: 

0,39  G;  0,40  7720;  0,015^;  0,195  TT, 

unter  77^0  den  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zusammen  genommen  verstanden, 
da  sie  im  Holze  in  demselben  Gewichtsverhältnisse  1 : 8 wie  im  Wasser 
enthalten  sind  und  zusammen  als  chemisches  Wasser  aufgefasst  und 
bezeichnet  werden  können.  — 

Die  allmählige  Zersetzung  des  Holzes  bei  beschränktem  Luftzutritte, 
durch  welche,  begünstigt  durch  hoho  Temperatur  und  starken  Druck,  die 
fossilen  Brennstoffe,  nämlich  in  chronologischer  Folge  Torf,  Braun- 
kohle und  Steinkohle  entstanden  zu  denken  sind,  erfolgte  (und  erfolgt  in 
geringerem  Maasse  noch  jetzt  ; unter  Entwickelung  verschiedener  zumeist 
gasförmiger  Verbindungen  der  organischen  Elemcntarbestaudtheile,  und 
zwar  verhältnissmässig  am  meisten  des  Sauerstoffs,  am  wenigsten  des 
Kohlenstoffs,  so  dass  die  fossilen  Brennstoffe  je  älter  desto  reicher  au 
Kohlenstoff  und  desto  ärmer  an  Sauerstoff  sind,  während  die  verhältniss- 
mässige  Monge  des  W'asserstoffs  sowohl  im  Ganzen  wie  insbesondere  auch 
des  freien  Wasserstoffs  zuerst  zunimmt  und  nur  gegen  die  letzten  Stadien 


Digitized  by  Google 


904 


BKKNNSTOPFK. 


§.  15?<- 


dos  Vermodcrungsprocesses  hin  wieder  abnimmt.  Dabei  ist  unter  freiem 
Wasserstoff  deijenige  verstanden,  welcher  mehr  in  dem  Brennstoff  ent- 
halten ist,  als  seinem  Gewicht  nach  mit  dem  gleichzeitig  noch  vorhandenen 
Sauerstoff  zu  Wasser  verbunden  sein  könnte;  der  übrige  Theil  des  Wasser- 
stoffs wird  mit  dem  Sauerstoff  als  wirklich  zu  Wasser  verbunden  gedacht 
und  dieses  als  chemisches  Wasser  im  Gegensätze  zu  dem  hygro- 

skopischen Wasser  (ff^)  bezeichnet. 

2.  Torf.  Während  die  organische  Masse  des  Holzes  zu  ungefähr 
gleichen  Theileu  aus  Kohlenstoff  und  chemischem  Wasser  ohne  freien 
Wasserstoff  besteht,  ist  ihre  verhältnissmässige  Zusammensetzung  bei  Torf 
im  Mittel  etwa: 

€:  H^O  : II  = bl  : 4 1,5  : 1,5. 

Die  .\schenmenge  ist  sehr  verschieden  (im  Allgemeinen  um  so  kleiner,  au? 
je  grösserer  Tiefe  der  Torf  gewonnen  wurde)  und  kann  bei  überhaupt 
noch  verworthbaren  Sorten  bis  .30  Procent  betragen.  Frisch  gestochen 
kann  der  Torf  bis  80  Procent  hygroskopisches  Wasser  enthalten,  luft- 
trocken zwischen  15  und  .35  Procent.  Im  Durchschnitt  kann  die  Zu- 
sammensetzung des  lufttrockenen  Torfs  zu 

0,:i5  C;  0,017/;  0,29  7/jO;  0,10  J;  0,25  IF 

angenommen  werden. 

3.  Die  Braunkohle  kommt  in  sehr  verschiedenen  Varietäten  vor. 
und  es  ist  die  verhältnissmässige  Zusammensetzung  der  organischen  Masse 


C 

77,0 

77 

bei  fasriger  Braunkohle  etwa 

60 

39 

1 

„ erdiger  „ „ 

70 

28 

2 

„ muschliger  „ „ 

75 

22 

3 

Der  Aschengehalt  beträgt  5 — 10  Procent,  der  Gehalt  an  hygroskopischem 
Wasser  im  frischen  Zustande  bis  50,  im  lufttrockenen  etwa  20  Procent. 
Im  Mittel  mag  die  Zusammensetzung  der  lufttrockenen  Braunkohle  an- 
genommen werden  zu: 

0,.50  C;  0,015  77;  0,205  77^0;  0,08  .1 ; 0,20 

In  ihren  Eigenschaften  nähert  sich  die  kohlenstoffreichere  muschligc  Braun- 
kohle (Pechkohle,  Glanzkohle)  zuweilen  so  sehr  der  Steinkohle,  dass  zur 
Unterscheidung  nur  das  geologische  Vorkommen  maassgebend  ist,  bezüglich 
auf  welches  eine  der  Tertiärformation  angehörige,  also  der  Kreidogruppe 
aullagernde  (jüngere)  Kohle  als  Braunkohle  bezeichnet  wird. 

4.  Die  Steinkohlen  können  zunächst  in  langflammige  und  kurz- 
flammige  unterschieden  werden;  die  erstereu,  mit  langer  Flamme  brennend 


Digiiized  by  Google 


§.  158. 


BRKNNSTOFPE. 


905 


und  bei  der  Destillation  viel  Gas  entwickelnd,  sind  geologisch  jünger, 
ärmer  an  Kohlenstoff,  reicher  au  Wasser-  und  Sauerstoff,  als  die  letzteren. 
P'eriier  unterscheidet  man  backende,  sinternde  und  magere  Kohlen  hin- 
sichtlich dos  Verhaltens  in  der  Hitze,  jcnachdem  nämlich  dabei  die  einzel- 
nen Stücke  zu  einer  festen  Ma.ssc  zusammenbacken  oder  einen  loseren 
Zusammenhang  erhalten  oder  ganz  unverbunden  bleiben.  Diese  sämmt- 
lichen  Sorten  finden  sich  sowohl  bei  den  langflammigen  als  bei  den  kurz- 
tlaraniigeu  Steinkohlen  vertreten,  und  zwar  zeigt  sich,  dass  die  kohlenstoff- 
ärmsten  jüngsten  langHammigen  und  die  kohlenstoffreicbsten  ältesten  kurz- 
Hammigeu  Kohlen  mager  sind.  Für  das  Verhalten  der  Zwischenglieder  ist 
das  relative  Alter  und  die  chemische  Zusammensetzung  weniger  deutlich 
maassgebend;  im  .Allgemeinen  aber  liegen  in  beiden  Ilauptgruppen  (der 
lang-  und  kurztlammigcn  Kohlen)  die  sinternden  Kohlen  dom  Alter  nach 
zwischen  den  mageren  und  den  backenden  Varietäten,  so  dass  letztere  den 
Uebergang  aus  der  einen  in  die  andere  Gruppe  vermitteln.  Mit  Rücksicht 
auf  diese  Erwägungen  lä.sst  sich  nach  R.  Peters*  die  folgende  Classifi- 
cation aufstellen,  geordnet  nach  zunehmendem  Alter  mit  Beifügung  der 
französischen  Benennungen  nach  Regnault: 

1)  Magere  langflammige  Steinkohlen,  magere  Flammkohlcn  (houilles 
Seches  ä longno  flamme). 

2)  Sinternde  langflammige  Steinkohlen,  sinternde  Flammkohlcn 
(houilles  flenn). 

3)  Backende  langflammige  Steinkohlen,  backende  Flammkohlen 
(houilles  grasses  dures  ou  ä longuc  flamme). 

4)  Backende  kurzflammige  Steinkohlen,  Fettkohlen  (houilles  grasses 
marcchales). 

.5)  Sinterndo  kurzHammige  Steinkohlen,  Esskohlen  (houilles  demi- 
grasses). 

6)  Magere  kurzfiammige  Steinkohlen,  Anthracitkohlen  (houilles 
maigres  ou  anthracitcusesj. 

Diese  Uebersicht  der  Varietäten  eigentlicher  Steinkohle  wäre  noch 
zu  ergänzen  am  Anfänge  durch  die  den  geologischen  Uebergang  zur  Braun- 
kohle bildende  sogenannte  Schwarzkohle,  am  Ende  durch  den  kurzweg 
sogenannten  .Anthracit  als  ältestes  und  kohlenstoffreichstes  Zersetzungs- 
product  der  Holzfaser.  Die  sinternden  Flammkohlen  sind  zur  Leuchtgas- 
gewinnung, die  backenden  Flammkohlen,  Fettkohlen  und  Esskohlen  zu 

* Ueber  den  Hcizeffect  der  Brennmaterialien.  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure,  18ö9,  S.  68. 
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Dampfkessel-  und  anderen  Feuerungen,  die  Fettkohlen  zugleich  als  Schmiede 
kohlen  und  zur  Coksboreituiig  vorzugsweise  geeignet 

R.  Peters  hat  auf  Grund  vieler  Analysen  von  Baer,  Liebie. 
Marsilly,  Playfair,  Regnault,  Richardson,  Stein  und  Trnran  dk 
mittlere  Zusammensetzung  der  organischen  Substanz  obiger  6 Steinkohlen- 
Varietäten  ermittelt  Wenn  die  von  ihm  angegebenen  Gewichtsmengtsi 
Sauerstoff  (incl.  Stickstoff)  im  Verhältnisse  9 : 8 auf  Kosten  der  Wasser- 
stoffmengen  vergrössert  als  chemisches  Wasser  und  die  restireiiden  Wasscr- 
stoflfmengeu  als  freier  Wasserstoff  gerechnet  werden,  ergiebt  sich  folge»!'' 
Zusammenstellung: 


Varietät. 

Zahl  der 
Analysen. 

1 

///> 

H 

Magere  Flammkohle  .... 

28 

80,9 

15,6  , 

3,5 

Siuterude  „ .... 

64 

8;i,4 

12,7 

3,9 

Backende  „ .... 

61 

84,8 

11,3  ' 

3.9 

Fettkohle 

41 

89,0 

6,6  1 

4,4 

Esskohle  

38 

90,7 

5,3  ; 

4.0 

Anthracitkohlc 

23 

91,9 

4,6  1 

3,5 

Mittel: 

1 

86,8 

9,3 

3,9 

Die  Fettkohle  enthält  am  meisten  freien,  die  sinternde  Flammkohle  an 
meisten  Wasserstoff  überhaupt  Da  ausserdem  die  Steinkohle  zwischer 
2 und  6 Proceut  Asche  und  etwa  3 Procent  hygroskopisches  Wasser  ** 
enthalten  pflegt,  so  mag  bei  Abstraction  von  ihrem  nur  etwa  1 Proceut 
betragenden  Schwefelgehalt  den  weiteren  Rechnungen  die  folgende  durch- 
schnittliche Zusammensetzung  zu  Grunde  gelegt  werden: 

0,80  G;  0,0  t //■;  0,09  //,0;  0,04  A -,  0,03  ir. 

5.  Die  Holzkohle  wird  durch  Verkohlung  des  Holzes  in  Meilen 
zu  20  bis  25  Gewichtsprocenten  desselben  gewonnen,  so  dass  der  Aschen- 
gehalt des  Productes  entsprechend  grösser  sein  muss,  als  der  des  Holz«. 
Jo  länger  die  Verkohlung  dauert  und  bei  je  höherer  Temperatur  sie  statt- 
tindet,  desto  vollständiger  werden  Wasser-  und  Sauerstoff  (theilweise  mit 
Kohlenstoff  insbesondere  zu  Holzessig  und  Theer  verbunden)  ausgetriebcL. 
Auch  bei  der  Aufbewahrung  unter  Dach  kann  die  Holzkohle  bis  15  I*rocent 
Wasser  aus  der  feuchten  Luft  aufnehraen;  in  mässig  feuchtem  ZustanJ-t 
4t  ihre  mittlere  Zusammensetzung  etwa: 

0,85  G;  0,017/;  0,03  7/jO;  0,05^;  0,06  7F. 

6.  Die  Coks,  durch  unvollkommene  Verbrennung  bei  beschränktes. 
Luftzutritt  oder  durch  Destillation  ohne  Luftzutritt  aus  backender  oder 
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sinternder  Steinkohle  zu  60  — 75  Gowichtsprocenten  derselben  gewonnen, 
bestehen  in  ihrer  organischen  Masse  aus  fast  reinem  Kohlenstoff;  auch  wird 
der  Schwefelgehalt  der  Steinkohle  theils  durch  den  Vercokungsprocess 
selbst,  theils  durch  das  Loschen  der  glühenden  Coks  mit  Wasser  in  der 
Hauptsache  ausgetrieben.  Ihre  durchschnittliche  Zusammensetzung  ist: 
0,87  C;  0,005  Zf;  0,015  7/jO;  0,06^;  0,05  IF. 

Auf  andere  als  die  besprochenen  vorzugsweise  gebräuchlichen  festen 
Brennstoffe,  die  Verkohlungsproductc  von  Torf  und  Braunkohle  und  ver- 
schiedenartige, durch  Pressung  mit  oder  ohne  Bindemittel  aus  an  und  für 
sich  zu  den  betreffenden  Anwendungen  nicht  hinlänglich  compacten  brenn- 
baren Stoffen  hergcstellte  Producte  sei  hier  nur  im  Allgemeinen  hingowiesen. 

II.  Die  gasförmigen  Brennstoffe  enthalten  in  der  Regel  freien 
Wasserstoff,  Sumpfgas  (Methylwasserstoff,  ölbildeiides  Gas  (Aethylen, 

Kohlonoxydgas  (CO),  Kohlensäure  (CO^),  Stickstoffgas  (iVO,  eventuell 
auch  noch  andere  Kohlenwasserstoffverbindungen,  als  die  zwei  genannten, 
insbesondere  die  dem  Aethylen  polymeren:  Propylen  (C'3/f«)  und  Butylen 
(C^Zfg),  endlich  kleine  Mengen  Schwefelwasserstoff  und  Schwefelkohlenstoff. 

1)  Die  Zusammensetzung  des  Steinkohlon-Leuchtgases  ist  sehr 

schwankend  je  nach  der  verwendeten  Kohlensorte  und  der  Dauer  des  De- 
stillationsprocesses;  im  Durchschnitt  mag  sie  angenommen  werden  zu: 
0,05//;  0,54  G7/^;  0,10  fW/^;  0,08r^7/g;  0,15  GO;  0,0H  W, 

immer  in  Gewichtstheileu  pro  1 Kgr.  verstanden. 

2)  Die  Zusammensetzung  vonllochofeu-Gichtgasen  ergab  sich  (ab- 
gerundet nach  Scheerer)  wie  folgt: 


7/ 

CIT^  C,  77^ 

CO 

GO3 

N 

Gichtgase  von  Steinkohlen: 

0,01 

0,04  0,02 

0,22 

0,15 

0,56 

„ Holzkohlen: 

— 

0,01  — 

0,30 

0,06 

0,63 

„ Coks: 

— 

— — 

0,35 

0,01 

0,64 

3)  Generatorgase,  durch  unvollkommene  Verbrennung  fester  Brenn- 
stoffe (namentlich  solcher  von  geringer  Qualität)  iu  besonderen  Oefen  (Ge- 
neratoren) bei  beschränktem  Luftzutritt  entstanden,  zeigten  sich  (abgeruudet 


nach  Ebel  men)  von  folgender  Zusammensetzung: 

7/  CO  GOj 

N 

Generatorgase  aus 

Holz:  0,01 

0,34 

0,12 

0,53 

Torf:  0,01 

0,22 

0,14 

0,63 

Holzkohle:  — 

0,34 

0,01 

0.65 

Coks:  — 

0,34 

0,01 

0,65 
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§.  150.  HeizelTert  der  BrennstolTe. 

Dio  Verbrennung  eines  Brennstoffes  heisst  vollkommen,  wenn  dabei 
seine  brennbaren  (mit  Sauerstoff  sich  verbindenden)  Elementarbestandtheilc- 
Kohleiistoff  und  Wasserstoff  vollkommen  zu  Kohlensäure  und  Wasser  ver- 
brennen. Unter  dem  Ileizeffect  K eines  Brennstoffes  wird  die  Wärme- 
menge verstanden,  welche  bei  vollkommener  Verbrennung  von  1 Kgr.  des- 
selben frei  wird,  d.  h.  als  freie  Wärme  in  den  (mit  Ausnahme  der  Asche 
luftförmigen)  Verbrennungsproducten  enthalten  ist. 

Zur  Prüfung  des  Hcizeffects  sind  theils  technische  Versuche  in 
grossem,  theils  physikalische  in  kleinerem  Maassstabe  angestellt  worden. 
Ersterc  haben  zwar  einen  hohen  wirthschaftlichen  und  technischen  Werth, 
lehren  aber  doch  unmittelbar  nnr  den  Thcil  des  Heizeffects  kennen,  der 
durch  dio  Verbrennung  eines  gewissen  Brennstoffes  in  einem  bestimmten 
Heizapparat  unter  gewissen  Umständen  (insbesondere  z.  B.  zur  Verdampfung 
von  Wa,sser  in  einer  Dampfkesselanlage  von  gewisser  .\rti  technisch  nutz- 
bar gemacht  werden  kann.  Zur  Bestimmung  des  vollen  Heizeffects,  un- 
vermindert durch  die  von  den  Besouderheiteu  der  Heizanlage  und  der 
Feucrungsmethodo  abhängigen  Wärmeverluste,  dienen  Verbrenuungsver- 
suchc  in  einem  Calorimeter  verbunden  mit  Analy.sirung  der  Verbronnungs- 
producto,  wio  solche  namentlich  von  Favre  und  Silbermaun  in  ausge- 
dehnter und  sorgfältiger  Weise  ausgeführt  wurden.  Weil  aber  durch  solche 
Versuche  doch  nicht  die  Heizeffecte  der  vielen  Varietäten  zusammengesetzter 
Brennstoffe  von  variabler  Zusammensetzung  spocicll  ermittelt  werden  können, 
so  haben  auch  sie  besonders  nur  insofern  technische  Wichtigkeit,  als  sic 
die  Heizeffecte  der  entfernteren  und  näheren  brennbaren  Bestandtheile  zu- 
sammengesetzter Brennstoffe  und  (in  Verbindung  mit  anderweitigen  Ver- 
suchen) die  Gesetze  kennen  lehren,  vermittels  welcher  jene  zur  Berechnung 
des  Heizeffects  irgend  eines  Brennstoffes  dienen  können,  dessen  chemische 
Zusammensetzung  bekannt  ist  oder  als  mittlere  für  eine  gewisse  Varietät 
angenommen  wird.  Diese  erfahruugsmässig  constatirten  allgomeinen  Ge- 
setze (bei  Voraussetzung  eines  beständig  gleichen  äusseren  Drucks  = dem 
atni08i)härischcn  fjuftdruck)  sind  namentlich  folgende: 

1)  Die  Wärme,  welche  durch  die  chemische  Verbindung  verscJiicdener 
Stoffe  entwickelt  wird,  bleibt  dio  gleiche,  auf  welchem  Wege,  nämlich  durch 
was  für  Zwischenprocesse  die  Verbindung  zu  Stande  kommen  mag. 
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2)  Bei  der  Zerlegung  einer  cheinisclicn  Verbindung  wird  dieselbe 
Wärmemenge  gebunden,  welche  bei  ihrer  Bildung  frei  wird. 

3)  Die  bei  einer  chemischen  Verbindung  frei  werdende  Wärme  ist 
nicht  nur  durch  diese  Verbindung  au  und  für  sich,  sondern  auch  durch  die 
gleichzeitig  etwa  stattfindeude  -Venderung  des  Aggregatzustandes,  insbeson- 
dere der  Dichtigkeit  und  der  Aggregatform,  bedingt,  überhaupt  durch  die 
Disgregatiousäuderung  (§.  4H),  welche  auch  bei  gegebener  chemischer  Zu- 
sammensetzung, d.  h.  bei  bestimmter  Gruppirung  der  Atome  in  den  Mole- 
külen mit  einer  veränderten  Gruppirung  der  letzteren  gegen  einander  ver- 
bunden sein  kann. 

4)  Der  Heizeffect  eines  zusammengesetzten  Brennstoffes  ist  — der 
Summe  der  Wärmemengen,  welche  durch  vollkommene  Verbrennung  seiner 
isolirt  gedachten  brennbaren  Bestandtlieile  entwickelt  werden,  vermindert 
um  die  Wärme,  welche  zur  Zerlegung  der  Verbindungen  erfordert  wird, 
in  denen  sich  diese  Bestandtheile  mit  einander  und  mit  den  nicht  brenn- 
baren Bestandtheilcn  im  Brennstoffe  befanden,  und  endlich  vermindert  um 
diejenige  Wärme,  welche  zu  etwaigen  .\enderuugen  des  Aggrogatzustandes 
verbraucht  wird. 

Favre  und  Silbermann  erhielten  u.  A.  durch  vollkommene  Ver- 
brennung von  je  1 Kgr.  der  folgenden  Substanzen  die  daneben  stehenden 


Wärmemengen : 

Kohlenstoff 8080 

Kühlenoxydgas  (CO) 2403 

Wasserstoffgas  344G2 

Sumpfgas  {(-'Ifi)  13063 


Oelbildendes  Gas  . . 11858 

Bei  Wasserstoff  und  den  Wasserstoffverbindungen  sind  diese  Zahlen  nicht 
die  Ileizeffccte  im  oben  erklärten  Sinne,  weil  Favre  und  Silbermaun 
die  ira  Schlaugenrohr  des  Calorimeters  entweichenden  Verbrenuungsgase 
bis  zu  einer  so  geringen  Temi)eratur  sich  abkühlen  Hessen,  dass  ihr  Wasscr- 
dampf  fast  ganz  zu  Wasser  condensirt  wurde  und  somit  auch  die  ent- 
sprechende Verdamj>fungswärme  an  das  Wasser  im  (’alorimcter  abgah. 
Letztere  ist  also  in  Abzug  zu  bringen,  und  zwar  pro  1 Kgr.  Wasser  ent- 
sprechend der  Formel 

r = 607  — 0,708  t (§.  27,  Gl.  6) 

für  diejenige  Temperatur  t,  welche  die  verbrannten  Substanzen  und  der 
zu  ihrer  Verbrennung  (statt  atmosphärischer  Luft)  verwendete  Sauerstoff 
eventuell  als  Mischuugstemperatur  vor  der  Verbrennung  hatten,  sofern  der 
Heizeftect  näher  als  die  Wärme  defiuirt  wird,  welche  die  Verbrennuugs- 
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producte  verlören,  wenn  sie  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  und 
unveränderter  Aggrogatform  (die  Möglichkeit  vorausgesetzt)  bis  zur  Anliings- 
temperatur  abgokühlt  würden.  Mit  Rücksicht  auf  die  den  Versuchswerlben 
anhaftenden  wahrscheinlichen  Fehler  genügt  es,  für  eine  mittlere  Luft- 
temperatur t in  runder  Zahl  r = 600  zu  setzen,  und  da  1 Kgr.  H bei 
der  Verbrennung  9 Kgr.  liefert,  in  1 Kgr.  CU^  und  C^Tl^  aber  be- 
ziehungsweise ‘/4  und  Kgr.  H enthalten  sind,  ergeben  sich  die  corri- 
girten  Heizeffecte  K 

des  Wasserstoffs  = 94462  — 9 . 600  = 29062 , 

9 

des  Sumpfgases  = 13063  — —.600  = 11713, 

4 

9 

des  ölbildenden  Gases  = 11858 .600  = 11087. 

I 

Für  die  Kohlenwasserstoffverbindung  fanden  Favre  und  Silber- 

maiin  die  Zahl  11491,  entsprechend  dem  Heizwerth 

11491  —^.600  = 10720. 

/ 7 

.\uch  für  andere  Verbindungen  der  Gruppe  mit  noch  grösseren 

Werthen  von  « ergaben  sich  mit  wachsendem  n abnehmende  Heizeffecte, 
erklärlich  durch  den  mit  n wachsenden  Wärmcaufwaud  zur  Zerlegung 
dieser  Verbindungen,  und  cs  lässt  sich  danach  anuehmen,  dass  der  Heiz- 
effect des  im  Leuchtgase  vorkommendeu  Butylens  zwischen  den 

Heizeffecteu  11087  von  und  10720  von  liegend,  nicht  viel  von 

■i . 1 1087  + 1 . 10720  = 10842 

O ö 

verschieden  sein  werde.  Den  weiteren  Rechnungen  sollen  als  Heizeffecte 
der  brennbaren  Bestaudtheile  der  im  vorigen  §.  besprochenen 
Brennstoffe  (vorbehaltlich  einer  näheren  Bestimmung  über  den  Heiz- 
effect  des  Kohlenstoffs)  folgende  etwas  abgerundete  Zahlen  zu  Grunde 
gelegt  werden: 


1 Kohlenoxydgas 

CO 

! 2400 

Wa.sserstott'gas 

H 

29060 

1 Smnpfgas 

CH, 

11710 

Oelbildcmles  (Jas ’ 

C,  H, 

11090 

Butvlcn ^ 

C,H, 

10840 

1 

ln  Betreff  des  Kohlenstoffs  ist  es  noch  von  Interesse,  die  Wärme  = i 
zu  kennen,  welche  1 Kgr.  desselben  hei  der  Verbrennung  zu  Kohleuox^r*!- 
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gas  entwickelt;  in  Jirwägnug  aber,  dass  dabei  ans  1 Kgr.  Koblenstofif 

1 2 I ^ y 

= — Kgr.  Kohlenoxyd  entstellen,  ergiebt  sich  aus  obigen  Zahlen 
mit  Rücksicht  auf  das  allgemeine  Gesetz  1): 


i + - . 2400  = 8080  ; k = 2480 
3 


(i). 


Uebrigens  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  diese  Wärmemengen 
K = 8080  und  k = 2480,  die  als  Resultat  der  V^erbrcnnung  von  1 Kgr. 
Kohlenstoff  zu  Kohlensäure  resp.  zu  Kohleuoxydgas  gefunden  wurden,  für 
festen  Kohlenstoff  gelten  und  (nach  dem  3“'“  der  oben  angeführten  Ge- 
setze) um  den  Betrag  der  zur  Verflüchtigung  desselben  nöthigen  Wärme  y 
kleiner  sind  als  diejenigen  Wärmemengen,  die  durch  die  chemische  Ver- 
bindung an  und  für  sich  entwickelt  werden.  Setzt  man  die  letzteren  = 
2jt  und  = a:,  da  1 Atom  6'  sich  im  ersten  Falle  mit  zwei,  im  zweiten  nur 
mit  einem  Atom  0 verbindet,  so  hat  mau 

8080  = 2«  — y;  2480  = x~y (2)  • 

und  somit  x ~ 5600,  2a:  — 11200,  y 3120. 

Es  wäre  also  11200  der  llcizeffect  des  gasförmigen  Kohlenstoffs, 
und  da  derselbe  z.  B.  im  Sumpfgase  und  im  ölbildenden  Gase  schon  gas- 
förmig enthalten  ist,  im  GewichfsverhiHtnisse  3 : 1 resp.  6 : 1 mit  Wasser- 
stoff verbunden,  so  müssten,  wenn  mit  {ClI^  und  die  zur  Zerlegung 

von  je  1 Kgr.  dieser  gasförmigen  Verbindungen  erforderlichen  Wärme- 
mengen bezeichnet  werden,  die  Heizeffecte  derselben 

= -.11200  f-  4.29060— (6'iZA  = 15665  — (C7/J 
4 4 

r 1 

und  =-.11200  + -.29060  — 13751  — (tU/J 

sein.  Durch  Gleiclisetzuug  derselben  mit  den  experimentellen  Zahlen  11710 
und  11090  ergiebt  sich: 

(G/rj  = 3955,  (Gj/ZJ  = 2661 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  das  Gesetz  2)  die  Wärmemenge,  welche 
durch  chemische  Verbindung  von  1 Kgr.  gasförmigen  Kohleustofts  mit 
Wasserstoff  zu  CU^  resp.  frei  wird: 

i.3955  = 5273  resp.  = ■‘^10^  • 


Dass  die  zweite  dieser  Zahlen  mehr,  als  die  Hälfte  der  ersten  beträgt,  ob- 
schon in  der  Verbindung  je  ein  Atom  C nur  mit  2 statt  mit  4 Atomen 
ZZ  verbunden  ist,  wird  dem  Umstande  zuzuschreihen  sein,  dass  in  dem 
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Molekül  C^^^  zwei  Atonigruppen  CII^  noch  weiter  unter  sich  verbanden 
sind  und  dass  dadurch  eine  weitere  Wärmeentwickelung  bedingt  wird. 
Diese  letztere  secundärc  Verbindungsweise,  welche  in  der  theoretischen 
Chemie  als  durch  je  2 unter  sich  zusammenhängende  Atome  C vermittelt 
betrachtet  zu  werden  pHegt,  findet,  in  den  Kohlenwasserstoffen  der  Gruppe 
um  so  vielfältiger  statt,  und  ist  also  der  Wärmeverbrauch  zur  Zer- 
legung einer  solchen  Verbindung  um  so  grösser,  ihr  Heizeffect  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  Erfahrung  um  so  kleiner,  je  grösser  n Ist;  die  ge- 
fundenen Differenzen  sind  indessen  nicht  gross  genug  im  Vergleich  mit 
den  diesen  calorimetrischen  Bestimmungen  anhaftenden  wahrscheinlichen 
Fehlern,  als  dass  daraus  auch  in  (luantitativer  Beziehung  zuverlässige  wei- 
tere Schlüsse  schon  jetzt  gezogen  werden  könnten. 

Schliesslich  ist  es  nöthig  hervorzuheben,  dass  die  hier  als  Ileizeffect 
des  festen  Kohleustofts  bisher  gebrauchte  Zahl  K = 8080  sich  auf  reine 
Holzkohle  bezieht,  dass  sie  aber  für  festen  Kohlenstoff  von  anderer  Be- 
schaffenheit etwas  anders,  insbesondere  kleiner  bei  grösserer  Dichtigkeit 
gefunden  wurde,  von  Favre  und  Silbermann  z.  B.  für 


Holzkohle 

. . . = 8080  ! natürlichen  Graphit . . . 

. — 7811 

Gasretortenkohle  . . 

. . . = 8047  Graphit  vom  Hochofen  . 

. 7785 

Zuckerkohle 

. . . — 8040  1 Diamant  . 

. — 7770 

Die  Differenzen  können  natürlich  nur  von  der  verschiedenen  Vertlüchti- 
gungswärme  y herrühren,  die  für  den  dichtesten  Kohlenstoff  am  grössten 
ist.  Wenn  man  in  der  That  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  allgemein 
K statt  8080  setzt,  so  ergiebt  sich 

k = K—^^.  2400  = K—  5600 

K = '2 X — y ; k — K — 5600  = x — y 
und  daraus  x = 5600  wie  vorhin,  dagegen 

y --  11200  — .r, 

z.  B.  für  Diamant  y = 3430.  Da  es  ungewiss  ist,  in  welchem  Dichtig- 
keitszustande sich  der  Kohlenstoff'  in  irgend  einem  zusammengesetzten 
festen  Brennstoffe  befindet,  so  mag,  um  sicherer  zu  gehen,  bei  den  folgen- 
den approximativen  Rechnungen  der  Heizeffect  des  festen  Kohlen- 
stoffs mit  dem  mittleren  Werthe  K = 8000  stets  zu  Grunde  gelegt 
werden.  Die  durch  die  Verbrennung  von  1 Kgr.  desselben  zu  Kohlen- 
oxydgas frei  werdende  Wärme  ist  daun;  k — 2400  = dem  Ileizeffect 
des  Kohlenoxydgases  = 0,3  A",  und  die  Vergasungswärme  von  1 Kgr. 
festen  Kohlenstoffs:  y = 3200  =•  0,4  A'.  — 
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Die  Anwendunj;  des  Gesetzes  unter  1)  zur  BereclimniR  des  Ileizcft'ects 
eines  festen  Brennstoffes  von  gegebener  Klemcutarzusammenset/.nng  mit 
Hülfe  der  im  Vorhergehenden  festgestellten  lleizeffecte  der  brennbaren 
Bestandtheile  ist  nun  freilich  insofern  unsicher,  als  es  meistens  ungewiss 
ist,  auf  welche  Weise  die  chemischen  Elemente  mit  einander  verbunden 
in  dem  festen  Brennstoffe  Vorkommen.  Die  ungünstigste  Annahme,  welche 
in  dieser  Beziehung  gemacht  werden  kann,  besteht  darin,  dass  aller  Sauer- 
stoff an  Wasserstoff  gebunden  sei  als  chemisches  Wasser  nach  d(-r  Be- 
zeichnung im  vorigen  indem  dann  dieses  Wa.sser  in  Betreff  dos  lleiz- 
eftects  nicht  nur  ohne  Nutzen,  sondern  schädlich  ist,  nämlich  eine  gewisse 
Wärmemenge  zu  seiner  Verdami>fung  in  Anspruch  nimmt,  und  zwar  nicht 
nur  in  runder  Zahl  GOO  Cal.  wie  das  Hüssig  vorhandene  hygroskopische, 
sondern  zugleich  die  Schmelzwärme  festen  Wassers,  also  ini  Ganzen  etwa 
G8U  Cal.  pro  1 Kgr.  Weil  endlich  auch  nicht  anzunehmen  ist,  dass  iler 
im  vorigen  §.  so  genannte  freie  Wasserstoff  sich  gasförmig  in  einem  festen 
Brennstoffe  betindet,  müsste  streng  genommen  entweder  sein  lleizeffect 
mit  einer  kleineren  Zahl  in  Kechnung  gebracht  werden,  als  für  Wasser- 
stoffgas  (29060),  oder  eine  entsi>rechende  Vergasungswärme  in  .\bzug  ge- 
bracht werden;  in  Ermangelung  der  dazu  nöthigen  Anhaltspunkte  ist  aber 
hiervon  um  so  eher  zu  abstrahiren,  als  dieser  freie  Wasserstoff  stets  nur 
in  geringer  Menge  vorhanden  und  in  dem  chemischen  Wasser  zu  Unguusten 
lies  Heizeffects  auch  die  kleine  Menge  des  Stickstoffs  gerade  so  einbegriffen 
ist.  als  ob  sie  eine  gleiche  Gewichtsmengo  Sauerstoff  wäre.  Indem  schliess- 
lich noch  von  der  jedenfalls  geringfügigen  Wärmemenge  abgesehen  wird, 
die  durch  eine  chemische  Veränderung  der  Aschenbestaudtheile  entwickelt 
oder  verbraucht  werden  kann,  mag  somit  der  lleizeffect  eines  festen 
Brennstoffes,  der  in  1 Kgr. 

V Kgr.  Kohlenstoff, 

II  „ freien  Wasserstoff, 

11^0  „ chemisches  Wasser, 

ir  „ hygroskopisches  Wasser 

ausser  A Kgr.  Asche  enthält,  nach  der  Formel 

A'  — 8000  C + 29060  Jf—  680  7/*0  - 600  11' (.9) 

berechnet  werden.*  .\uf  Grund  der  im  vorigen  §.  angegebenen  und  liier 

• In  Krniangelmig  wissenschaftlicher  Bestimmungen  von  A'  für  teehnisch 
benutzte  feste  Brenn.stoffe  von  bekannter  Zusammensetzung  mögen  zur  I’rüfnng 
dieser  Formel  die  calorimetrischen  Versnehe,  von  Favre  nml  Silhermann 
mit  anderweitigen,  aus  II  und  O bestehenden  festen  brennbaren  Substanzen, 
iiHmlich  mit  Wachs  /lai  Ol  nml  Stearinsäure  (.f',,  IL,^  henntzt  werden. 

Orasliof,  iheoret.  Ma^icUluonltthre.  1.  58 
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rcjjroducirtcu  durchschnittlichen  Zusaiiuneusetzuiif^en  der  wichtigsten  festen 
Brennstoffe  ergeben  sich  hiernach  beispielsweise  die  in  der  folgenden  Ta- 
belle enthaltenen  Werthe  von  K. 


Brennstoff, 


Lufttrockenes  Holz  . . 
Lufttrockener  Torf  . . 
Liifttrock.  Braunkohle 

Steinkohle 

Holzkohle . 

Coks 


^ c \ 

II 

J7,0 

0,39  ' 



0,40 

0,3;') 

0,01 

0,29 

0,;')0 

0,015 

0,205 

; 0,«0 

0,04 

0,09 

j 0,85 

i 0,01 

0,03 

1 0,87 

j 0,005 

1 0,015 

W 

A 

K 

0,195 

0,015 

2731 

0,25 

0,10 

2743 

0,20 

0,08 

4176 

0,03 

0,04 

7483 

0,0« 

0,05 

7a34 

0,05 

0,06 

7CK55 

Der  Heizeffect  eines  gasförmigen  Brennstoffs  kann  mit  grösse- 
rer Sicherheit  berechnet  werden,  wenn  seine  Zusammensetzung  nicht  nur 
aus  den  elementaren  (entfernteren),  sondern  aus  den  näheren  Bestand- 
tbeilen  bekannt  ist.  Enthält  er  in  1 Kgr.  JF  Kgr.  Wasserst offga.s,  CIT^  Kgr. 
Sumi)fgas,  Kgr.  ölbildendes  Gas,  Kgr.  Butylen,  CO  Kgr.  Kohleu- 

oxydgas  ansser  CO^  Kgr.  Kohlensäure  und  N Kgr.  Stickstoffgas,  so  ist 
sein  Ileizeffcct 

K — 2U06ti  II  11710  CIl^  + 11U90  ^\1I^ 

4-  10810  C^IT^  4-  2400  CO  f4\ 


und  ergeben  sich  hiernach  z.  B.  auf  Grund  der  im  vorigen  §.  angeführten 
Analysen  die  folgenden  Resultate. 


j Gasgeinenge. 

II 

c//. 

C,Il, 

C ll 

CO 

GO, 

X 

A'  ‘ 

^ ■ ■ 

1 Steinkohlen -Leuchtgas  . , 

0,05 

0.54 

0,10 

0,08 

0,15 

— 

0,08 

10113 

Gichtgase  von  Steinkohle  . 

0,01 

0,04 

0,02 

— 

0,22 

0.15 

0,5« 

1509 

„ „ Holzkohle  . 

— 

0,01 

— 

— 

0,30 

0,0« 

0,«3 

837 

„ ' ,.  Coks  .... 

— 

— 

0,;55 

0,01 

0,64 

84t) 

Generatorgase  von  Holz  . . 

0.01 

— 

— 

— 

0,34 

0,12 

0.53 

1107 

„ „ Torf  , . 

0,01 

— 

— 

— 

0,22 

0.14 

0.6.3 

819 

„ „ Holzkohle 

— 

— 

— 

- 

0,34 

0,01 

0,65 

81« 

„ „ Coks  . . 

— 

— 

— 

0,34 

0,01 

0,65 

81« 

Wenn  man  auch  bei  ihnen  den  Sauerstoff  zu  vorliegendem  Zweck  als  „rheaii- 
sches  Wasser“  mit  Wasserstoff'  verhumlen  betrachtet,  so  sind  ihre  Zusammeo- 
setzungen  pro  1 Kgr.: 


Wachs:  C 


HO 

41.  ’ 4t:  ’ •* 


Stearinsäure:  C — ^ , U — , 11.^0 


3 

4(5 

9 

71 


24  81  . 

Da  in  doii  Vcriirennungfiproductcn  von  je  1 Kj^r.  sich  resp.  „ Kgr*  XVasvT 

Av*  i 1 
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§.  IGO.  Luftbedarf  und  Producle  der  Vrrbreiiiiaiiü:- 


Wenn  man,  wie  e.s  zu  vorliegendem  Zweck  unbedenklicdi  gcsclielien 
kann,  vom  Wassergehalt  und  von  den  noch  mehr  uebensüchlicheu  Be- 
standtheilen  der  atmosphärischen  Luft  absieht  und  dieselbe  somit  in  100 
Gewichtstheilen  als  aus  23  Theilen  Sauerstoff  und  77  Theileii  Stickstoff 
bestehend  annimmt,  so  ist  die  zu  vollkommener  Verbrennung  von 
1 Kgr.  eines  Brennstoffes  uötbige  Luftmengc  = I.  Kgr.  im  Ver- 
hältnisse 100  : 23  grösser,  als  die  dazu  nöthige  Sauerstoffmenge,  letztere 
aber  leicht  aus  der  bekannten  Zusammensetzung  des  Breuustoffes  und  aus 
den  .Vtomgewichten  des  Kohlenstoffs  = 12,  des  Wasserstoffs  = 1 und 
des  Sauerstoffs  = 16  zu  berechnen,  indem  danach  1 Kgr.  Kohlenstoff  und 

8 

\\  asserstoff  beziehungsweise  - und  8 Kgr.  Sauerstoff  bedürfen , um  zu 

Kohlensäure  resp.  zu  W.asscr  zu  verbrennen.  Ebenso  leicht  findet  man  die 
.Menge  und  Zusammensetzung  der  gasförmigen  Verbronnungs- 
producte,  nämlich  die  Gewicht.smengen  Kohlensäure  = Ac  Kgr.,  Wa.sser 
= Aq  Kgr.  und  Stickstoff  = N Kgr.  (letzterer  hauptsächlich  von  der  ihres 
Sauerstoffs  beraubten  Luft  herrUbrend),  welche  pro  1 Kgr.  des  Brennstoffs 
resultiren. 

Insbesondere  für  einen  festen  Brennstoff,  der  in  1 Kgr.  aus  C Kgr. 
Kohlenstoff,  7/ Kgr.  freiem  Wasserstoff',  11^0  Kgr.  chemischem  Wasser, 
ir  Kgr.  hygroskopischem  Wasser  und  A Kgr.  Asche  besteht,  ergiebt  sich: 


100  /8 
'23  \3 


(1) 


Ac  = “ C-  Aq  = H ^ H,0  ^ W \ ^2^ 

N = L l — A — Ac  - Aq  . . I 
und  für  einen  gasförmigen  Brennstoff,  in  1 Kgr.  aus.ser  Stickstoff'  enthaltend: 
H Kgr.  Wasserstoffgas,  C1T^  Kgr.  Sumpfgas,  C^]I^  Kgr.  ölbildendes  Gas, 
( Kgr.  Butylen,  CO  Kgr.  Kohlenoxydgas  und  C'0„  Kgr.  Kohlensäure, 


befinden,  ergeben  sich  aus  den  experimentell  gefundenen  Verbreniiung.swärmen 

104tH>  und  9716  die  reducirton  Ileizcffecte: 

^4  Hl 

K = 10496  — “ . 6(H)  = 9870  und  9716  — „T  . 600  IKKll 
23  1 1 

nicht  sehr  verschieden  von  K — 9723  und  9273  narb  Gl.  (,3), 

58* 
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lOÜ  2-t  4 1 

L = 8Ä  f-  4 CU,  u ^ (c;//,  + C,H^)  + y ro (3) 

Ac  = “ CH,  + ^ (<7,7/,  + C,H^)  + y CO  + CO, 

^ ;»  //  + j CII,  + j {C,H,  ^ <-,//,) 

N = L \ — Ac  — Aq 

Die  zur  Verbrennung  von  1 Kgr.  besonders  eines  festen  Brennstoffes 
tliatsüeblich  verwendete  Lnftmenge  ist  in  der  Regel  1>  Z bis  — 2 Z und 
darüber;  wird  sie  allgemein  = wiZ  gesetzt,  .so  ist  die  Gewiebtsmenge 
der  gasförmigen  Verbrennnngsprodneto  von  l Kgr.  eines  festen 
oder  gasförmigen  Brennstoffes: 

G m L 1 — A resp.  G — mL  1 (5) 

= (/«  — 1 ) Z -|-  Ac  Aq  -j-  iV. 

In  diesem  Gemenge  von  überschüssiger  Luft,  Kolilcnsüure,  Stickstoff- 
gas und  Wasserdampf  pflegt  letzterer  nicht  in  solcher  Menge  vorhanden  zu 
sein,  dass  dadurch  der  Gascharakter,  also  die  Anwendbarkeit  der  dem  Ma- 
riotte’sclien  und  Gay-IiUssac’schen  Gesetze  entsprechenden  Zustandsgleichuug 
pr  = RT  erheblich  beeinträchtigt  würde.  Um  aber  auf  Grund  derselben 
die  Zustandsänderungen  dieses  Heizgasgemenges  in  dem  gesammten  Canal- 
system zn  untersuchen,  ist  die  Kenntniss  der  Coustanten  Ä,  bedingt  durch 
die  Dichtigkeit  d (bezogen  auf  diejenige  von  atmosphärischer  Luft  bei  gleicher 
Pressung  p und  Temperatur  T als  Einheit),  sowie  die  Kenntniss  der  spe- 
citischen  Wärme  des  Gemenges  erforderlich,  welche,  indem  sie  hier  stets 
nur  für  constaute  Pressung  verstanden  in  Betracht  kommt,  in  der  Folge 
einfach  mit  c ohne  Inde.x  bezeichnet  werden  soll.  Die  Dichtigkeit  <5  er- 
giebt  sich  aus  den  Mengen  und  Dichtigkeiten  der  Bestandtheile: 

(m  — 1)  Z Kgr.  überschüssige  Luft,  Dichtigkeit  = 1 
Ac  „ Kohlensäure,  Dichtigkeit  = 1,529 

Aq  „ Wasserdampf  „ = 0,623* 

N „ Sfickstoffgas,  „ = 0,971 

* -\us  den  Zustandsgleiclinngen  der  Luft  und  des  ungesättigten  Wasser- 
dampfes (§.39): 

pv„  = 7?„7'  und  pc  = 7?  {T — P), 

worin  P eine  Function  der  Pressung  p ist,  ergiebt  sich  die  Dichtigkeit  des 
Dampfes  bezüglich  auf  Luft: 

ff,.  T 

V ^ E t—P 
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(5 


G 


<m  — 1)  Z + 


Ac  , Aq  , N_' 

1,529  0,623  0,971 


damit 


• (6), 


unter  Äj,  die  mit  Rücksicht  auf  ihren  Feuchtigkeitsgehalt  = 29,3  bis  29,4 
zu  setzende  betreffende  Coiistante  für  atiiiosphiirisclie  Luft  verstanden  (§.  17}. 

Die  sjieci fische  Wärme  c der  Heizgase  könnte  ebenso  leicht  aus 
den  specitischen  Wärmen  der  Gemeugtheile  berechnet  werden,  wenn  diese 
für  die  hier  in  Betracht  kommenden  hohen  Teinperaturen  zuverlässig  be- 
kannt wären.  Nun  kann  sie  zwar  mit  hinlänglicher  Sicherheit  für  Luft 
— 0,2375,  für  Stickstoffgas  = 0,244  gesetzt  werden;  allein  bei  der 
Kohlensäure,  wächst  sie  erheblich  mit  der  Temperatur,  von  0,187  bei  0® 
bis  0,240  bei  200®  (§.  37),  und  auch  von  der  specitischen  Wärme  des 
Wasserdampfes,  hei  mässiger  Ueberhitzung  = 0,48,  ist  es  fraglich,  wie 
sie  etwa  bei  viel  höheren  Temperaturen  sich  ändern  mag.  Unter  diesen 
Umständen,  und  da  die  specitischen  Wärmen  von  Luft,  Stickstoffgas  und 
Kohlensäure  Chei  höherer  Temperatur)  sämmtlich  nicht  viel,  wenigstens 
nicht  mehr  von  0,24  verschieden  sind,  als  die  Unsicherheit  der  Ueher- 
traguug  dieser  Bestimmungen  auf  solche  Temperaturen  beträgt,  welche  die 
V'ersuchstcmpcraturen  erheblich  übertreffen,  mag  einfach 


e 


0,24  {G  — Aq)  4-  0.48  Aq 
(7 


. . . (7) 


gesetzt  werden,  wonach  es  nur  der  verhältnissmässige  Wassergehalt  der 
Heizgase  ist,  der  ihre  specifische  Wärme  mehr  oder  weniger  }:>  0,24 
macht  — 

Vermittels  dieser  Formeln  und  bei  Voraussetzung  der  in  den  beiden 
Tabellen  zu  ?hide  des  vorigen  §.  angegebenen  mittleren  Zusammensetzungen 
sind  die  folgenden  Resultate  berechnet  worden. 

Ui  Luftmeugen  Z,  welche  zur  vollkommenen  Verhrenuung  luft- 
trockener fester  Brennstoffe  pro  1 Kgr.  nöthig  sind;  Menge  und 
Beschaffenheit  der  gasförmigen  Verhrennungsproducte  für  m — 1 und 
m — 2. 


streng  genommen  abhängig  von  p und  T.  Indem  alier  im  Ilcizga-sgcmenge  der 
Wasserdampf  stark  überhitzt,  d.  h.  weit  von  seinem  Sättigungszustande  entfernt 
ist,  wurde  nach  §.  19,.  Gl.  (3)  seine  Dichtigkeit  hier  aus  dem  Molekulargewicht 
m = 18  des  Wassers  berechnet: 

tl  = 0,0346  m --=  0.623. 
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1 

1 

w = 1 

, 

m = 2 

1 Brennstoff. 

Z 

.'IC  ' 

w . 

1 

— 

— 

i 

1 

1 

G 

: 4 i 

i 

c 

G'  1 

A 

t 

Holz  . . . . ' 

1 

4,52 : 

1,43 

0,60 

3,48 

5,50 

1.003 1 

i 0,266 

10,02 

1,002 

0.254 

Torf  .... 

4.41 

1.281 

(1,63  1 

3,40 

.5.31 

0,993 

0,268 

9,72 

0,996 

0,256 

1 Braunkohle  ' 

6,.32 

i,8;4 

0,54 

4,87 

7.24 

1,023 

0,258 , 

13,00 

1.012 

0,25t> 

Steinkohle  j 

H),67 

1 2,93 

0,48 

8,22 

11,63 

1.043 

1 0,2.'»0 

22,:i0 

jl, 0-2-2 

; 0,215 

' Holzkohle  . 

10,20 

! 3,12 

0,18 

1 7,85 

11.15 

1,071 

0,244 

21,3.5 

'1,036 

Oif4l> 

Coks  .... 

10,26 

1 

3,19 1 

0,11 

,7,90 
1 1 

il,20 

1 

1,077 

[ 0,242 

21,46 

1,039 

0.241 

2)  Luflmongc’u  Z zur  vollkommenen  Verbrennung  gasförmig«! 
IJrenustoffo  pro  1 Kgr.  Menge  und  üeschaffeuLcit  der  Verbrennungs- 
liroductc  für  m — 1. 


I I 

I,  Giisgenieiige.  L Ac  Aq  N G \ A c 

1 Steinkohlen -Leuchtgas  . . 14,19  I 2,29  1,90  11,00  i 15,19  0,957  j 0,270 

I Gichtgase  von  Steinkohle  . ^ 1,89  , 0.G7  [ 0,21  | 2,01  2,89  1 1,010 , 0,257 

I „ „ Holzkohle  0,92  0,56  0,02  1.34  1.92  l.OSo' 0.242 

''  „ „ Coks  ....  I 0,87  I 0,56  ' — i 1,31  ’ 1,87  1,090  * 0.24e 

Ij  Generatorgase  von  Holz  . . 1,19 ' 0,65  0,09  1,45  2,19 ' 1,(»62  0,25» 

'!  „ „ Torf  . . t 0,89  ! 0,49  I 0,09  j 1,31  1,89 1 1,042  0,251 

I „ „ Holzkohle  0,84  I 0.54  : — | 1,30 1 1,84 1 1,087  0,24*' 

[[  „ .,  Coks  . . 0,84  1 0,54  ' — } 1,30 ' 1,84  ] 1,087  0J240 


§.  161.  Verbrciinuiigsteiiiperatur:  Einflass  der  Strahluncr  und  des 
Wirkungsgrades  der  Feuerung. 

Die  durch  einen  Verbrennungsprocess  hervorgebrachte  Teniperatur- 
erhühung  würde  nach  dem  Vorhergehenden  bei  gegebener  Art  des  Brem- 
stoffs  und  bei  gegebener  verhiUtnissmässiger  Luftmenge  leicht  zu  berechnen 
sein,  wenn  die  Verbrennung  eine  wirklich  vollkommene  wäre,  also  pa 
1 Kgr.  aufgewendeten  Brennstoffs  eine  dem  Ueizeffect  K desselben  gleich.- 
Wärmemenge  thatsächlich  producirt  würde,  und  wenn  ferner  diese  voll- 
ständig zur  Temperaturerhöhung  der  Verbrennungsproducte  diente.  Bei 
den  technischen  Feuerungen  pflegt  aber  die  gewöhnlich  auf  einem  Rostf 
stattfindende  Verbrennung  fester  Brennstoffe  hauptsächlich  aus  folgenden 
Gründen  mehr  oder  weniger  unvollkommen  zu  sein: 

1)  Mit  der  Asche  können  zugleich  brennbare , Theile  uuverbranBt 
durch  die  Bostspaltcn  in  den  Aschenraum  herunter  fallen  um  so  mehr,  je 
mehr  der  Brennstoff  an  und  für  sich  eine  staubförmige  Beschaffenheit  bst 


Digitized  by  Google 


§■  161. 


WIHKUNOSGBAD  EINER  FEUERUNG. 


910 


oder  iin  Verlauf  des  Verbrcuuungsprocesses  dem  Zerfallen  in  kleine  und 
nicht  sogleich  wieder  zusammenhacUendo  Stückchen  unterworfen  ist. 

2)  Bei  der  periodischen  Beschickung  dos  Rostes  mit  neuem  Brenn- 
stoffe wird  theils  durch  die  niedere  Temperatur  des  letzteren  und  durch 
die  zunächst  stattfindeiide  Verdampfung  seines  hygroskopischen  Wassers, 
theils  durch  die  kalte  Luft,  welche  in  grossem  Uehcrschuss  durch  die  ge- 
öffnete Heizthür  in  den  Feuerraum  eindriugt,  eine  solche  Eruiedrigung 
der  Temperatur  verursacht,  dass  dieselhe  hesouders  zur  Vcrhrciinung  des 
in  V'erhinduug  mit  Wasserstoff  verHüchtigteu  Kohlenstoffs  unzureichend 
sein  kann.  Indem  dieser  daun  in  fester  Form  sehr  fein  vcrthcilt  sich 
ausscheidet,  bildet  er,  cingehüllt  von  dem  verdampften  hygroskopischen 
Wasser,  den  dicken  schwarzen  Rauch,  der  einer  neuen  Beschickung  des 
Rostes  zu  folgen  pflegt. 

3)  Auf  diese  gewöhnlich  nur  kurze  Periode  schwarzen  Rauches  folgt 
eine  länger  dauernde,  in  welcher  ein  leicht  gefärbter  Rauch  entwickelt 
wird,  der  zwar  erhebliche  Mengen  festen  Kohlenstoffs  nicht  mehr  enthält, 
wohl  aber  unvollkommen  verbrannte  Gase  (Kohlenoxyd,  Kohlenwasserstoff- 
Verbindungen  und  freien  Wasserstoff).  Bio  Ursache  ist  in  eiuem  Mangel 
au  Luft  oder  wenigstens  an  hinlänglich  inniger  Mischung  derselben  mit 
den  sich  entwickelnden  brennbaren  Gasen  im  eigentlichen  Feuerraum,  wo 
die  zu  ihrer  vollkommenen  Verbrennung  nöthige  Temperatur  herrscht,  zu 
suchen.  Indem  nämlich  in  dieser  Periode  vorzugsweise  die  Verkohlung 
des  festen  Brennstoffes  unter  Entwickelung  brennbarer  Gase  stattfindef, 
ist  der  Luftbedarf  zur  V'erbrcnnuug  derselben  besonders  gross,  die  wirklich 
vorhandene  Luftmenge  aber  um  so  eher  ungenügend,  als  ihr  Zutritt  durch 
die  Breunstoffschicht  hindurch  infolge  der  noch  grösseren  Dicke  der  letz- 
teren kurz  nach  Beschickung  dos  Rostes  erschwert  wird. 

Von  der  Wärme,  welche  durch  die  solcher  Weise  mehr  oder  weniger 
unvollkommene  Verbrennung  producirt  wird,  geht  nun  aber  noch  ein  An- 
theil  verloren  theils  durch  Strahlung  nach  unten  in  den  Aschenraum,  theils 
durch  Strahlung  nach  oben  gegen  die  Wand  des  Feuorraums,  insoweit  sic 
nicht  etwa  als  Ilcizwand  (Scheidewand  zwischen  den  Heizgasen  und  der 
zu  erwärmenden  Flüssigkeit)  dient,  theils  durch  Berührung  dieser  Wand 
mit  dem  glühenden  Brennstoff  und  den  Heizgasen.  Ist  die  Wärmemenge, 
die  mit  Rücksicht  auf  diese  Verluste  und  auf  die  Unvollkommenheit  der 
Verbrennung  pro  1 Kgr.  Brennstoff  nutzbar  entwickelt  wird,  = so 

Süll  //,  der  Wirkungsgrad  der  Feuerung  heissen. 

Wenn  die  Wand  des  Feuorraums  ganz  oder  theilweise  Heizwand  ist, 
deren  dem  Feuerraume  zugekehrte  Oberfläche  daun  dircctc  Heizfläche 
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genannt  wird  (im  Gegonsatzo  zu  der  nur  durch  Berührung  mit  den  Heiz- 
gasen Wärme  cmiifangonden  indirecten  lleizHache),  so  wird  auch  ihr 
Wärme  zugestrahlt  und  zwar  ein  Theil  = jener  nutzbar  entwickelten 

Wärme,  so  dass  nur  die  Warme  (1  ^)  ihK  zur  Temjieraturerhöhung  t der 

Verhrennungsproducte  von  1 Kgr.  des  Brennstoffs  übrig  bleibt,  deren  Ge- 
wicht = mL  i 1- ist,  wenn  m L die  Gewichtsmenge  der  zufretendeu  LuB 
bedeutet.  Ist  also  e die  mittlere  specifischo  Wärme  dieser  Producte,  so 
ergicbt  sich 


(_1_  - x)  >l\^ 
(mL  l)c 


(1). 


Im  Falle  eines  festen  Brennstoffes  gehiirt  auch  die  Asche  zu  den  Ver- 
brennungsproducten,  die  durch  die  frei  gewordene  Wärme  erhitzt  werden; 
ihre  verhältnissmässige  Gewichtsmengo  ist  aber  so  unbedeutend  und  ihre 
sj)ecitische,  Wärme  ( = 0,2  bis  0,22 1 von  der  im  vorigen  §.  berechneten 
der  gasförmigen  Vcrbrcnnungsprodiicte  so  wenig  verschieden,  dass  letztere 
ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  für  c gesetzt  werden  kann  am  so 
mehr,  als  cs  sich  bei  der  im  Verlauf  des  Verbrcnnungsprocesses  zwischen 
zwei  Beschickungen  des  Rostes  streng  genommen  variablen  Menge  und 
Beschaffenheit  der  Producte  doch  nur  um  ungefähr  zutreffende  Mittelwerthe 
handeln  kann. 

Das  Verhältniss  » der  einer  directeu  Heizfläche  durch  Strahluug  mit- 
gelheilten  zu  der  gleichzeitig  überhaupt  nutzbar  entwickelten  Wärme  hängt 
ab  von  der  Art  des  Breunstofl'es  und  von  der  Beschaffenheit  der  bestrahlten 
Fläche,  von  dem  Grössenverhältni.sse,  der  gegenseitigen  Lage  uud  der 
Tempcraturditt'erenz  der  (der  Kostfläche  gleichen)  ausstrahlenden  Ober- 
fläche des  glühenden  Brennstoffes  und  der  bestrahlten  directeu  Heizfläche, 
endlich  von  der  Brennstoftmenge,  die  in  der  Zeiteinheit  pro  F'lächeneinheit 
des  Rostes  verbrannt  wird;  und  zwar  ist  namentlich  * um  so  grösser 
1)  mit  je  weniger  Flamme  und  Rauch  die  Verbrennung  stattfindet,  2i  je 
gröss«  r die  Temperaturdifferenz  des  glühenden  Brennstoffs  nnd  der  be- 
strahlten Heizwand  ist,  2)  zu  einem  je  größeren  Theil  die  Umfassungs- 
wand des  Feuerraums  als  Heizwand  dient,  was  vollständig  bei  sogenannter 
Innenfeuerung,  dagegen  nur  theilweise  bei  ünterfeuerung  der  Fall  ist, 
4)  je  weniger  Brennstoff’  (bei  kleiner  Schichthöhe  auf  dem  Roste  und  mäßi- 
gem Zuge)  pro  Stunde  nnd  (^uadratmoter  Kosffläche  (übrigens  in  vor- 
thoilhafter  Weise)  verbrannt  wird.  Behufs  einer  zuverlässigen  quantitativen 
Bestimmung  der  Abhängigkeitsgesetze  dieses  Strahlungscoefticienten  * unter 
solchen  Umständen,  wie  sic  bei  technischen  Feuerungen  vor/ukommen 
jirtegen,  fehlt  es  an  brauchbaren  Versuchen.  Wenn  Peclet  die  Wanne. 
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die  eine  iu  einem  Drahtnetz  brennende  und  dadurch  au  ihrer  ganzen  Oher- 
ridche  zur  Ausstrahlung  geschickte  kleine  Breunstoffnienge  einer  in  einiger 
Entfernung  sie  rings  umgebenden  herussten  und  jenseits  von  Wa.sser  be- 
rührten Blcchwand  durch  diese  Strahlung  inittheiltc,  für  Holz  und  Torf 
zu  etwa  für  Steinkohle,  Holzkohle  und  Coks  zu  etwa  '/,j  der  ganzen 
Verbreunungswärme  hestinnute,  so  waren  doch  die  Verhältnisse  hei  diesen 
Versuchen  allzu  sehr  verschieden  von  denen  der  technischen  Praxis,  als 
da.ss  für  diese  von  jenen  liestiminungeii  viel  mehr  verwendbar  wäre,  als 
das  Resultat,  dass  * unter  ähnlicheu  Umständen  für  Holz  und  Torf  etwa 
halb  so  gross  ist  wie  für  Steinkohle,  Holzkohle  und  Coks.  Die  Beurthei- 
lung  des  Eintlusses  der  Strahlung,  so  wichtig  sie  auch  für  die  Wirksamkeit 
einer  Heizfläche  sein  mag,  ist  somit  eiustweilen  auf  eine  ziemlich  unsichere 
Schätzung  angewiesen,  als  welche  es  zu  betrachten  ist,  wenn  z.  B.  für  eine 
Dainpfkesselfeuerung,  bei  welcher  stündlich  pro  Quadratmeter  RostHäche 
etwa  50  Kgr.  Steinkohle  verbrannt  werden,  im  Falle  einer  Unterfeuerung 
« :=  0,2  bis  0,25,  ira  Falle  einer  Innenfeuerung  s — 0,d  bis  0,35  ge- 
setzt wird.  — 

Nach  01.  (1)  und  mit  den  betreffenden  Werthen  von  K (§.159)  und 
Z,  c f§.  160)  ergiebt  sich  die  dem  Grenzfalle 


«i  = 1 , ;y,  = 1 , i = 0 


entsprechende  grüsstmögliche,  praktisch  allerdings  nicht  realisirbare  Tem- 
peraturerhöhung t durch  Verbrennung  von 


lufttrockenem  Holz*.  . . . . 

„ Torf  .... 

lufttrockener  Braunkohle  . 

Steinkohle 

Holzkohle  

Coks 

Steinkohlcn-Leuchtgas . . . 
Gichtgasen  von  Steinkohle 
„ „ Holzkohle . 

„ „ Coks .... 

Generatorgasen  von  Holz  . 
„ „ Torf. 


= 1860" 
= 1892" 
= 2211» 
= 2565» 
= 2574» 
= 2593» 
2466» 
= 2032» 
= 1801” 
= 1872» 
2022» 
1726» 


Holzkohle  und  Coks  . . . ^-  1848». 


Für  den  technisch  wichtigsten  Brcuiistoft',  die  Steinkohle,  kann  die 
specif.  Wärme  der  Verbrcunungsproducte  stets  = 0,25  und  daun  mit 
K — 7483 
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^ _ 29932  (1  — x)  t]i  __  ( 176U(1  — »)tji  für  m = 1,5  | 

10,67  m 1 I 1340(1  — g)  für  «/  2 I 

gesetzt  wordeu. 

Die  Teinjieratur,  welche  im  Feuerraum  herrscht,  ergiebt  ski 
durch  Addition  jenes  Werthes  vou  l zu  der  Anfangsteniperatur.  die  ledighc! 
in  Folge  der  Berührung  des  Brennstoffs  mit,  der  zutretendeu  Luft  ab 
Mischuugstcmperatur  hervorging  und  welche  bei  der  Verbrennung  fesur 
Brennstoffe  der  atmosphärischen  Temperatur  gleich  zu  sein  pHegt,  bti 
Gasfeuerungen  aber  oft  erheblich  grösser  ist,  theils  in  Folge  höherer 
Anfangsteniperatur  der  brennbaren  Gase  selbst,  theils  weil  die  Lufl  in  vor- 
gewärmtem  Zustande  mit  ihnen  gemischt  wird.  .\uf  solche  Weise  und  <U 
diese  Mischung  hier  weit  vollkommener,  als  bei  festen  Brennstofien  ge- 
schehen und  deshalb  mit  m kaum  1 eine  fast  vollkommene  Verbn»- 
nung  erreicht  werden  kann,  sind  Gasfeuerungen  besonders  zur  Henct- 
bringuug  hoher  Temperaturen  geeignet,  üebrigons  finden  auch  sie,  n»i 
findet  überhaupt  die  Vollkommenheit  der  Verbrennung  auch  von  noch  s< 
innig  mit  Sijuerstoffgas  oder  Luft  gemischten  brennbaren  Gaseu  in  den 
Umstande  ihre  Grenze,  dass  die  chemische  Verbindung  eine  gewisse  Zen 
erfordert  und  um  so  mehr  erschwert  wird,  je  mehr  die  noch  uuverbundea^: 
Moleküle  mit  dem  Fortgange  des  Verhreunungsprocesses  durch  dess*",- 
Producte  getrennt  werden;  so  fand  Bunsen,  dass  bei  der  explosiven  Ver- 
brennung eines  Gemisches  von  Wasserstoffgas  oder  Kohlenoxydgas  in  cincB: 
abgeschlossenen  Baume  mit  Sauerstoffgas  nur  etwa  ‘/j,  mit  atmosphärischer 
Lull  nur  etwa  des  brennbaren  Gases  wirlflich  verbrannte,  wenn  auch 
Sauerstoff  rosp.  Luft  in  der  zu  vollständiger  Verbrennung  gerade  erforder- 
lichen Menge  vorhanden  waren.  Hierdurch  ist  es  erklärlich,  dass  die 
llervorbringung  einer  Temperaturerhöhung  von  über  3000®  selbst  bei  Ver- 
wendung reinen  Sauerstoffs  zur  Verbrennung  bisher  in  keinem  Falle  mit 
Sicherheit  nachgewiesen  wurde,  obschon  sic  bei  vollkommener  Verbrennun; 
z.  B.  von  Wasserstoffgas  oder  Kohlenoxydgas  mit  Saiierstoffgas  im  GewiciO- 
vcrhältniss  1 : S resp.  7 : 1 der  Rechnung  zufolge  betragen  sollte  nngefihr 


29060 
9 . 0,48 


= 6727 


resp. 


2400 


11 


= 6364®. 


.0,24 


§.  162.  Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes. 

Das  erste  Erforderniss  einer  vortheilhaftou  Verbrennung  ist  die  den 
Umständen  entsprechende  Beschaffenheit  und  Bedienung  dt«  Herdes,  üi 
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welcher  Beziehung  bei  Voraussetzung  einer  üblichen  Rostfeuerung  mit 
periodischer  Bcscliickuug  durch  dielleiztliür  von  oben  undLuft- 
zutritt  durch  die  Rustspalten  von  unten  hauptsächlich  in  Betracht 
koninicii:  die  Grösse  der  Rostdäche,  die  Breite  der  Roststäbc  und  ihrer 
Zwischenräume,  die  stündlich  pro  Quadratmeter  Rostdäche  zu  verhreuuende 
Brennsteffmenge,  die  Dicke  der  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste,  die  Pe- 
riode und  die  Art  der  Beschickung  des  Rostes,  die  Hohe  dos  Verbrennungs- 
raumes und  die  Beschaffenheit  der  ihn  begrenzenden  Wände.  Die  Umständo 
aber,  von  denen  die  angemessene  Bestimmung  dieser  Verhältnisse  zum 
Theil  abhäugt,  sind  namentlich:  die  Beschaffenheit  des  Brennstoffes,  die 
disponible  Zugwirkuug  und  der  Umstand,  ob  es  im  Wcsentlicheu  nur  auf 
die  Production  einer  gewissen  Wärmemenge  oder  zugleich  auf  eine  mög- 
lichst hoho  Verbrennungstemperatur  ankommt  (z.  B.  bei  der  P’eueruug  von 
Gasretorten -Oefen,  sofern  die  Production,  d.  h.  die  Schnelligkeit  der  Ver- 
gasung einer  gewissen  Steinkohlenmenge  mit  der  Temperatur  wächst),  ab- 
gesehen von  solchen  hier  ausgeschlossenen  Fällen,  in  denen  bei  unmittel- 
barer Berührung  der  zu  erhitzenden  und  chemisch  zu  veräudorudon  Körper 
mit  den  Verbrennungsproductcu  zugleich  die  chemische,  oxydirondc  oder 
desoxydirende  Beschaffenheit  der  letzteren  in  Betracht  kommen  würde. 

1}  Die  Grösse  eines  Rostes  ist  begrenzt  durch  die  Möglichkeit 
seiner  hinlänglich  leichten  und  guten  Bedienung  (Reinigung  von  Schlacken 
und  Beschickung  mit  Brennstoff'  in  möglichst  gleichförmig  dicker  Schicht) 
ohne  die  lleizthür  zu  lange  offen  stehen  zu  lassen.  Als  Maximum  der  Länge 
ist  1,5  Mtr.,  der  Breite  0,9  Mtr.  zu  betrachten.  Ergicbt  sich  gemäss  der 
stündlich  autzuwendonden  Brennstoffmenge  = B Kgr.  im  Ganzen  und 
= Kgr.  pro  Quadratm.  Rostfiäche  die  im  Ganzen  erforderliche  Grösse 
der  letzteren: 

R - 1,.S5  Quadratm., 

so  ist  ihre  Vertheilung  auf  zwei  oder  mehr  Roste  rathsam,  abgesehen  zu- 
nächst von  anderen  Gründen,  die  für  eine  solche  Zerlegung  sprechen  können. 

2)  Die  Siialtweito  zwischen  den  Roststäben  soll  bei  hinlänglicher 
Grösse  für  den  Gebrauch  des  Schüreisens  so  klein  sein,  dass  sie  möglichst 
nur  die  Asche  und  nicht  zugleich  unverbrannte  Stückchen  des  Brennstoffs 
hindurchfallen  lässt,  ohne  jedoch  den  Widerstand  wesentlich  zu  vermehren, 
den  die  Brennstoff'schicht  auf  dem  Roste  dem  Hindurchströmen  der  Luft- 
darbietet.  Die  (von  oben  nach  unten  abuehmeudej  Dicke  der  Roststäbc 
soll  bei  genügender  Sicherheit  gegen  Verbiegung  doch  möglichst  klein  sein, 
um  die  Kühlung  dieser  Stäbe  durch  die  vou  uuteu  her  zuströmende  kalte 
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Luft,  und  uin  den  allseitigen  Zutritt  der  letzteren  zu  den  auf  den  StAbea 
liegenden  Bronnstotftlieilen  zu  erleichtern.  In  der  Regel  ist  die  Spaltweite 
je  nach  der  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  = 5 bis  10  Milliin.,  die  obere 
Dicke  der  Roststftbe  je  nach  ihrer  Länge  = 20  bis  30  Millini..  die  sog»~ 
nannte  freie  Rostfläche,  d.  h.  die  Gesamnitöffiiung  zwischen  den  Rost- 
stäbcii  im  Durchschnitt  = der  ganzen  Rostffäche.  Wenn  bei  stsub- 
förniigeii  oder  solchen  Brennstoffen,  die  in  der  Hitze  zu  staubfomiigea 
Theilcheii  zerspringen,  die  Spaltweite  eines  gewöhnlichen  Rostes  nicht  klein 
genug  gemacht  werden  kann,  um  übermässige.  Verluste  zu  verhüten,  so  ist 
ein  Troppenrost  am  Platze,  d.  h.  ein  geneigter,  von  der  höchsten  Stelle 
aus  zu  beschickender  Rost,  der  durch  Hach  liegende  und  mit  angemesseneti 
Zwischenräumen  sich  theilweise  überdeckende  Roststäbe  gebildet  wird,  so 
dass  die  Luft  in  horizontaler  Richtung  durch  jene  Zwischenräume  zuströml 
3)  Die  pro  Quadratm.  Rostfläche  stündlich  zu  verbrennende 
Menge  = und  die  Schichtdicko  = b des  Brennstoffs  auf  dem 
Roste  stehen  insofern  in  Beziehung  zu  einander,  als  die  Zeit,  während 
welcher  die  Brennstoffschicht  von  der  Luft  durchströmt  wird,  eine  gewiss' 
vortheilhafteste  Grösse  hat.  Sie  soll  zwar  gros.s  genug  sein,  um  l>ei  der 
vielfach  wirbelnden  Mischuugsbewegung,  mit  welcher  die  Ilohlräume  zw  ischea 
den  Brennstoffstücken  von  der  Luft  durchströmt  werden,  den  Sauerstofi 
derselben  in  die  zur  Verbrennung  nöthige  Berührung  mit  der  Oberfläche 
des  glühenden  Brennstoffs  und  mit  den  der  Luft  sich  zugesclleuden  Destil- 
lationsproductcn  kommen  zu  lassen,  dagegen  auch  nicht  grösser,  als  zu 
diesem  Zwecke  erforderlich  ist,  weil  ausser  der  dadurch  unnöthiger  Welse 
bedingten  Vermehrung  des  Zugwiderstandes  ein  noch  grösserer  N'achtbeil 
insofern  zu  erwarten  wäre,  als  die  schon  gebildete  Kohlensäure  in  Be- 
rührung mit  glühender  Kohle  unter  Bindung  von  Wärme  zu  Kohleuoxyd- 
gas  reducirt  würde  und  dieses  dann  später  mit  dem  noch  überschüssig  vor- 
handenen Sauerstoff  bei  zugleich  hinlänglich  hoher  Temperatur  nicht  mehr 
in  die  zur  vollständigen  Verbrennung  zu  Kohlensäure  uöthige  innige  Be- 
rührung käme.  Sofern  aber  ein  lebhafter  Verbrennungsprocess  erst  dann 
beginnen  kann,  wenn  die  Luft,  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  in  die  Brcnn- 
stoffschicht  oingedrungen,  eine  höhere  Temperatur  angenommen  hat  und 
der  Brennstoff  daselbst  dem  abkUhlenden  Einflüsse  der  weniger  heiss«: 
Roststäbc  hinlänglich  entzogen  ist,  kommt  zur  Berücksichtigung  der  ange- 
führten Verhältnisse  die  zum  Durchströmen  nicht  sowohl  der  ganzen  Schicht- 
dicke  h,  als  vielmehr  des  Thcils  — b — b^  erforderliche  Zeit  t in  Betracht. 
Ist  nun  T die  mittlere  absolute  Temperatur  der  Luft  in  diesem  Tbeil  der 
Schichtdicke,  und  fli,  unter  J einen  ächten  Bruch  verstanden,  die  mittlen' 
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Clrösse  fler  Flilclic,  in  wnlclior  die  Gosammtheit  der  Ilohlriiume  zwischen 
den  Brennstoffstttcken  von  einer  mit  der  RostHächo  parallelen  Ebene  ge- 
schnitten wird,  so  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Schicht- 
< licke  = h — von  der  Luft  durchstrdmt  wird,  direct  dem  Volumen  der- 
selben, also  der  Grdsse  niLBT,  und  umgekehrt /Ä  proportional,  folglich 

h — b„  mJ.liT  mLb.T 

— ^ l)roport!onal 

li.  f 

oder  . . |)roi)ortional  — . 

A — ' ' mJ/rt 

l>a  T um  so  kleiner  ist,  je  grösser  >«,  und  deshalb  das  Product  mT  in  ver- 
schiedenen Fällen  nicht  sehr  verschieden  sein  wird,  so  k-ann 


(gesetzt  werden,  unter  C eine  Constante  verstanden,  die  ebenso  wie  A„  nur 
als  abhängig  von  der  Beschaffenheit  (Art  und  Stückgrösse)  des  Brennstofifs 
zu  betrachten  ist. 

Der  Natur  der  Sache  gemäss  lässt  sich  erwarten,  dass  um  so 
irrdsser  seiu  wird,  je  grösser  die  llohlräumo  zwischen  den  Brennstoffstücken 
sind  und  je  besser  diese  die  Wärme  leiten;  orsteres  ist  besonders  bei 
Holz-  und  Torf-,  letzteres  bei  Coksfeueruug*  der  Fall,  und  kann  im 
Durchschnitt 

für  Steinkohle,  Holz  und  Torf,  Coks 

h„  = 0,04  0,08  0,1  Mtr. 

gesetzt  werden.  Der  einer  möglichst  vortheilhaften  Verbrennung  ent- 
sprechende Werth  von  C ist  in  allen  Fällen  nahe  gleich,  im  Durchschnitt 
= 800,  wenn  in  Kgr.  pro  Stunde  ausgedrückt  wird;  ist  auch  L für 
Holz  und  Torf  erheblich  kleiner,  als  für  Steinkohlen  und  Coks,  so  kann 

* Die  verhältiiissmässig  grosse  Wärmelcituiigsfähigkeit  der  Coks  kann 
unter  Umständen  sich  vnrtlieilhaft  erweisen,  z.  B.  bei  den  Meidinger'schen 
Fülldfen  zur  Zimmerheizung,  bei  denen  Coks  in  einem  verticalcn  eisernen 
Hohlcylinder  von  massiger  Weite  nur  in  einer  unteren  Schicht  durch  die  hier 
eintretende  I.uft  in  Verbrennung  begriffen  sind.  Die  von  dieser  Schiclit  auf- 
steigenden mit  Kolilensäure  angereicherten  Gase  haben  dann  zwar  eine  ver- 
hältnissmässig  hohe  Coksschicht  zu  durchstrdmen.  welche  aber  durch  die  (von 
der  entlang  strömenden  Zimmerluft  beständig  gekühlte)  eiserne  Wand  vermöge 
ihrer  eigenen  Leitungsfähigkeit  selbst  so  weit  abgekühlt  ist,  dass  sie  eine  er- 
hebliche Reduction  der  Kohlensäure  zu  Kohlenoxydgas  erfahrungsmässig  nicht 
bewirken  kann,  wogegen  cs  bei  Ausfütteriihg  des  eisernen  Schachtes  mit  Thon 
in  sehr  merklicher  Weise  der  Fall  ist. 
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doch  die  verhältnissmässig  kleinere  Gesammtoberfläche  der  grösseren  Breni- 
stoffstücken  und  die  weniger  mannigfache  Mischnngsbewegnng  der  Lafl 
in  den  grösseren  und  weniger  zahlreichen  Hohlräumen  eine  entspreche&J 
längere  Zeit  t nothig  machen,  nm  ihre  Sauerstoffmoleküle  nach  und  naci 
mit  dem  glühenden  Brennstoff  in  Berührung  kommen  zu  lassen. 

Die  Absolutwerthc  von  h und  Ä,  sind  von  der  Stärke  des  Zuges  at- 
hängig  und  können  bei  gleich  günstiger  Verbrennung  zwischen  weiteL 
Grenzen  variiren.  Bei  sogenanntem  natürlichem  Luftzuge  durch  eine  Esst- 
sind  sie  verhältnissmässig  klein  und  um  so  kleiner,  je  geringer  die  Zng- 
wirkung  ist  wegen  nur  mässig  hoher  Temperatur  der  in  die  Esse  ab- 
ziehendeu  Heizgase,  wie  z.  B.  bei  Dampfkesselfeuerungen;  in  solchen  Fällen 
kann  etwa  h = 2,5  i„,  also 

für  Steinkohle,  Holz  und  Torf,  Coks 
J = 0,1  0,2  0,25  Mtr. 

gesetzt  werden,  entsprechend  nach . Gl.  (1)  mit  C = 800  in  runden  Zahlen 
= 50,  100  und  120  Kgr.  pro  Quadratm.  Rosttläche  und  j>ro  Stande 
Diese  Zahlen  sind  nur  Mittclwerthc  und  nicht  nur  je  nach  der  Stärke  de- 
Zuges,  sondern  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Stückgrösse  und  überhaupt  die 
besondere  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  zu  inodificireu,  z.  B.  für  backende 
oder  einigermaassen  staubförmige  Steinkohle  durch  etwa  h = 0,08,  ftr 
magere  Steinkohle  von  mittlerer  Stückgrösse  durch  h = 0,12  Mtr.  um; 
durch  die  entsprechenden  Werthe  von  zu  ersetzen.  Wenn  durch  eine 
Esse  von  beträchtlicher  Höhe  die  Heizgase  mit  sehr  hoher  Teinjieratar 
entweichen  (wie  z.  B.  bei  Gasretortenöfen),  so  können  b und  B^  eutsprechemi 
grösser  sein,  besonders  aber  bei  künstlicher,  durch  mechanische  Mittel  lie- 
wirkter  sehr  intensiver  Anfachung,  wie  z.  B.  durch  die  Blasrohn  orrichtum: 
der  Locomotiven,  wobei  b bis  0,6  Mtr.  und  darüber  betragen  kann.  Jr 
grösser  h ist,  desto  kleiner  darf  m sein  bis  etwa  m = 1,5;  die  Temperatur 
ist  dann  entsprechend  grösser. 

4)  Die  Beschickung  des  Rostes  soll  in  angemessenen  Periodea 
= »I  Minuten  wiederholt  werden.  Durch  zu  kurze  Perioden  werden  die 
Gelegenheiten  zu  dem  schädlichen  Eiuströmeu  grosser  Mengen  kalter  Loft 
durch  die  Thüröffuung  unnöthig  vervielfältigt,  bei  zu  langen  Perioden  winl 

durch  die  zu  grosse  Beschickungsmengc  = B Kgr.  kalten  Brennstoffs 

60 

eine  übermässige  Abkühlung  und  Rauchbildung  venirsacht.  Soll  diese 

Menge  = — deijenigcn  Brennstoffmengc  sein,  die  sich  im  Mittel  in  in- 
n * 

tensiver  Verbrennung  auf  dem  Roste  befindet,  und  welche,  unter  y das  Ge- 
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wicht  von  1 Cubikm.  (incl.  Hoblräume)  vorstanden.  = gesetzt 

worden  kann,  so  ergiebt  sieb  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1): 


m 

GO 


n = 


I •//«'(Ä  — Ä„); 


00/  h — Äfl 
» 7/j 


insbesondere  für  Steinkolilcnfeuerung  mit  durchscbnittlicli  y — 900  Kgr. 
und  C = 800: 

135 

m ~ V — , z.  B.  --  13,5  Minuten  für  » = 5. 

2« 


Audi  ist  es  rathsam,  vorwiegend  die  vordere  Rosthälfte,  diese  aber 
inöglidist  gleiclimiissig  mit  dem  frischen  Brennstoff  zu  beschicken,  n.aehdem 
zuvor  die  rückständigen  glühenden  Kohlen  gegen  die  hintere  Hälfte  hin 
etwas  gehäuft  ivurden,  ein  Verfahren,  das  durch  eine  mässige  Neigung  des 
Rostes  von  der  Heizthür  an  abwärts  erleichtert  wird.  Indem  dann  die 
Producte  der  unvollkommenen  Verbrennung  auf  der  vorderen  Rosthälftc 
über  die  in  voller  Gluth  betindliche  dünnere  Schicht  auf  der  hinteren 
Hälfte  hinströmen,  finden  sie  hier  die  höhere  Temperatur  und  überschüssige 
Luft  als  Bedingungen  einer  vollkominencu  Verbrennung. 

5)  Die  Hohe  h des  Verbrennungsraums  über  dem  Roste  muss 
um  so  grösser  sein,  mit  je  grosserer  Schichtdicke  b der  Brennstoff  aufzu- 
geben ist  und  je  mehr  derselbe  mit  Flamme  verbrennt,  damit  diese  Raum 
zur  Entwickelung  habe  und  die  sie  bildenden  Gase  noch  im  eigentlichen 
Feuerraum  vollständig  zur  Verbrennung  gelangen  können.  Ausserdem  ist 
aber  die  Wahl  dieser  Höhe  h davon  abhängig  zu  machen,  ob  es  sich  um 
eine  Inncnfeucrung,  Unterfeuerung  oder  Vorfeuerung  handelt,  d.  h.  ob  der 
Feuerraum  ringsum,  oder  nur  oben,  oder  gar  nicht  von  einer  metallenen 
Ileizwand  begrenzt  wird,  während  im  zweiten  Falle  an  den  Seiten,  im 
dritten  zugleich  oben  dio  Begrenzung  durch  eiue  Steiuwand  gebildet  wird. 
Bei  der  Inncnfeucrung  ist  h so  gross  wie  irgend  thuulich  zu  machen, 
um  Breunstoff  und  Flamme  dem  abkühlenden  Einflüsse  der  kälteren  Ileiz- 
waiid  zu  entziehen.  Bei  der  Unterfeuerung  ist  zwar  dieselbe  Erwägung 
zutreffend,  die  Vergi-össerung  von  h jedoch  mit  Rücksicht  darauf  beschränkt, 
dass  mit  h auch  die  Grösse  der  Seitenwand  wächst,  deren  Erwärmung  durch 
Leitung  nach  aussen  einen  Wärmeverlust  verursacht.  Bei  der  Vor- 
feuerung sjjricht  diese  letztere  Rücksicht  ohne  Einschränkung  für  eine 
fhunlichst  kleine  Höhe  /i. 

Für  den  mittleren  Fall  einer  Unterfeuerung  bei  Voraussetzung  einer 
Temperatur  von  100  bis  200"  jenseits  der  Ileizwand  kann  im  Mittel 
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für  Coks,  Steinkohle,  Rraunkolile,  Torf,  Holz 

A — Ä=rO,n  0,4  0,15  0,5  Mtr. 

gesetzt  werden. 

G)  Die  Wände  des  Verbrennungsraums,  insoweit  sie  nicht  als 
Heizwändc  dienen,  sollen  möglichst  dick  ans  einem  Material  hereestclil 
werden,  das  um  so  geeigneter  ist,  je  weniger  es  durch  die  Hitze  in  seiner 
Beschaffenheit  verändert  wird,  je  schlechter  es  die  Wärme  leitet  und  j- 
grösser  seine  Wärmecapacität  ist.  Der  durch  eine  solche  Wand  bedinfti 
Wärmeverlust  kann  dann  mehr  als  aufgewogen  werden  durch  die  vortheil- 
hafte  regulirende  Wirkung  der  in  ihren  einwärts  gelegenen  heisse»U-; 
Tbeilen  anfgespeicherten  Wärme,  indem  dadurch  nämentlich  die  Abköhlnni; 
des  Feuerraums  und  somit  die  Rauchbildung  nach  einer  Beschickung  dts 
Rostes  mit  frischem  Brennstoff  vermindert  wird.  In  einem  Feuerrauni. 
der  ganz  oder  grossen  Theils  von  directer  Heizfläche  begrenzt  wini. 
herrscht  unter  sonst  gleichen  Umständen  eine  weniger  hohe  Teiiiperatnr 
als  im  entgegengesetzten  Falle,  und  geht  in  Folge  dessen  die  Verbrennun; 
besonders  im  ersten  Stadium  nach  einer  Neubeschickung  des  Rostes  weniger 
günstig  von  StattenUdagegen  wird  die  überhau])t  nutzbar  entwickelte  Wim)' 
bei  gegebener  Grösse  der  ganzen  Heizfläche  vollständiger  verwerthet  oder 
es  ist  zu  gleich  vollständiger  Verwerthung  eine  kleinere  Heizfläche  aus- 
reichend. Die  F'rage,  ob  eine  Innen-  resj).  Unterfeuerung  oder  eine  Vor- 
feuernng  besser  sei,  kann  unter  diesen  Umständen  nur  bedingungsweise 
beantwortet  werden.  Bei  Brennstoffen  von  grossem  Heizetlect  nud  ent- 
sprechend hoher  Verbrennnngsteniperatur  und  bei  genügender  Grösse  des 
Verbreunungsraums  ist  eine  Innen-  oder  Unterfeuorung  im  AllgenieincB 
vorzuziehen,  wogegen  bei  einem  Brennstoffe  von  geringer  Qualität  au<i 
bei  beschränkter  Grösse  des  Feuerranms  eine  Vorfeuerung  vortheilbaftcr 
sein  kann. 


§.  1G3.  .iussergew'Ohiiliche  Mittel  zur  TerTullkommnung  einer  Fenenrnf. 

Bei  der  gewöhnlichen  Rostfeuerung  können  auch  durch  Belölmsi: 
der  im  vorigen  §.  besprochenen  C’oiistructions-  und  Bedienungsregeln  dk 
Ursachen  der  Rauchbildung  und  der  unvollkommenen  Verbrennung  äber- 
haupt  in  der  Regel  nicht  so  vollständig  beseitigt  oder  in  ihrer  schädlirbcu 
Wirkung  abgeschwächt  werden,  wie  es  wünscheuswerth  ist.  Von  den  hanpi- 
sächlichsten  dieser  Ursachen,  der  durch  die  Beschickung  bedingten  Teia- 
peratnrabnahme  und  dem  Mangel  an  Luft  sowie  au  hinlänglich  innigrf 
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Mischung  derselben  mit  den  gasfümiigcn  Destillationsproducteu  des  zuletzt 
aufgegebenen  Brennstoffs  (§.  Ifil)  sind  namentlich  letztere  und  besonders 
bei  Steinkoblenfeuerung  von  naebtheiliger  Wirkung,  indem  ihr  Einfluss 
sich  in  abnehmendem  Grade  auf  eine  lilngere  Zeit  erstreckt,  die  erfah- 
rungsmässig  auf  0,2  bis  0,4  der-ganzen  Periode  zwisebeu  zwei  Beschickungen 
veranschlagt  werden  kann.  Um  diesen  Uebelständen  wirksamer  zu  begi'gnen. 
sind  deshalb  vielfach  besondere  llerdeinrichtungen  und  lleizmetliodeii  er- 
sonnen worden,  die  zuweilen  allgemein  als  rauchlose  oder  rauchverzehrendc 
Feuerungen  bezeichnet  und  angepriesen  wurden,  obschon  bei  ihrer  Benr- 
theilung  wesentlich  unterscliieden  werden  muss,  ob  sie  in  erster  Reihe  die 
Verhütung  von  Rauch  oder  die  Erhöhung  des  Wirkungsgrades  der  ganzen 
Heizanlage  zum  Zwecke  haben.  Beide  Ziele  bedingen  sich  nicht  notb- 
wendig  gegenseitig,  und  cs  ist  namentlich  die  Rauchlosigkeit  nicht  selten 
durch  verminderte  .\usnutzung  der  wenn  auch  in  höherem  Grade  produ- 
cirten  Wärme  erkauft  worden,  nämlich  durch  Verminderung  des  später  zu 
besprechenden  Wirkungsgrades  der  Heizfläche,  dessen  Product  mit  dem 
Wirkungsgrade  //j  der  Feuerung  (§.  161)  erst  denjenigen  der  Heizanlage 
ergiebt.  Die  fraglichen  Einrichtungen  können  im  Wesentlichen  nach  fol- 
genden Gesichtsimnktcn  classiticirt  worden. 

1)  Der  Temperaturerni(‘drigung  beim  .Viifgeben  frischen  Brennstoffs 
kann  zwar  am  einfachsten  durch  Einscbliessung  und  Feberdeckung  des 
Herdes  mit  einem  dickwandigen  Gewölbe  aus  feuerfestem  Stein  entgegen- 
gewirkt werden;  um  aber  den  ^"ortbcil  einer  directen  lleizfläclM“  für  den 
Wirkungsgrati  /y,  nicht  jireiszugeben,  kann  man  bis  zu  gewis.sem  Grade  den 
Zweck  auch  durch  Verdickung  und  Oberflächenvergrösserung  der  Feuer- 
brtlcke,  d.  Ii.  der  Steinwand  erreichen,  über  welche  hinweg  mit  etwas  ver- 
engtem (Querschnitt  (zur  Beförderung  einer  innigen  Mischung)  die  Heizgase 
aus  dem  Feuerraum  in  den  Heizcanal  entweichen;  je  grösser  die  Jlasse 
und  die  von  den  Heizgasen  berührte  Oberfläche  dieser  Feuerbrücke  ist, 
desto  mehr  ist  sie  im  Stande,  eine  erhebliche  Wärmemenge  von  den  heissen 
Producten  deS  letzten  Verbrennungsstadiums  vor  der  Beschickung  aufzu- 
nclimen  und  an  die  Producte  des  ersten  Verbrennungsstadiums  nach  iler 
neuen  Beschickung  zurückzugeben.  Bei  Locomotivfeuerungen,  denen  eine 
eigentliche  Feuerbrücke  fehlt,  kann  sie  durch  ein  besomleres  G(‘wölbe  aus 
feuerfestem  Stein  ersetzt  werden,  das  von  der  Röhrenwand  des  Feiier- 
kustens  aus  unterhalb  der  RobrmUndungen  in  den  verbältnissmässig  hohen 
Verbrennungsraum  hineinragt. 

2)  Dem  Umstande,  dass  die  zur  Verbrennung  nötbige  Euftmenge  im 
ersten  Stadium  des  Verbrennungsprocesses  am  grössten  ist,  während  die 
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durch  den  Rost  zuströmcndo  Luftmenge  gerade  umgekehrt  anfangs  am 
kleinsten  ist  und  erst  mit  fortschreitender  Verhrenuuug,  also  abnehmender 
i)ickc  iler  Rrenustoffschicht  auf  dem  Koste  zunimint,  kann  dadurch  ndt 
Vortheil  Rechnung  getragen  werden,  dass  ausser  durch  die  Rostspalteu 
auch  noch  durch  andere  Oeffnungen  oberhalb  des  Rostes  Luft  in  den  Feuer- 
raum oder  in  den  llcizcanal  bei  der  Feuerbrücke  eiugeleitet  und  dies» 
Luftzuführung  so  regulirt  wird,  dass  sie  mit  fortschreitender  Verbrennuuc 
des  zuletzt  aufgegeboneu  Brennstoffs  abnimmt.  Eine  vortheilhaftc  Wirkung 
ist  von  diesem  Mittel  namentlich  dann  zu  erwarten,  wenn  die  fraglicln 
Luft  genügend  erwärmt  zugeführt  wird,  z.  B.  durch  enge  Canäle,  die  in 
der  heissen  Feuerbrücke  ausgespart  sind,  widrigenfalls  der  Gewiuu  durcL 
Vermeidung  des  Luftmaugels  mit  einem  ihn  theilweise  aufhebeuden  Ver- 
lust durch  gesteigerte  Abkühlung  verbunden  wäre.  Auch  soll,  wenn  es  in 
erster  Reihe  nicht  sowohl  auf  Rauchverhütung,  als  auf  Erhöhung  des  re- 
sultirenden  Wirkungsgrades  ankommt.  die  aussergowöhnliche  Luflzuführun;. 
nicht  mehr  betragen,  als  zur  Vermeidung  des  Luftmangels  iu  dem  jewei- 
ligen Stadium  des  Verbreunungsprocesses  nöthig  ist,  eine  Forderung,  deren 
Erfüllung  freilich  einen  ungewöhnlich  geschickten  und  sorgfältigen  Heizer 
erfordert. 

3)  Die  vortheilhaftc  Mischung  der  noch  wesentlich  brennbaren  Gase, 
die  sich  aus  dem  frisch  aufgegebenen  Brennstoff,  insbesondere  aus  Stein- 
kohlen entwickeln,  mit  einem  hinlänglich  heissen  uud  sauerstoffreichen  Gas- 
gemengc,  ist  ausser  der  im  vorigen  §.  unter  4)  augedeuteten  Beschickuug-- 
weise  eines  einfachen  Rostes  auch  durch  einen  sogenannten  Doppelrost. 
d.  h.  durch  ein  System  von  zwei  nebeneinander  liegenden  Rosten  zu  er- 
zielen, indem  dieselben  abwechselungsweise  in  gleichen  Zeitinterv allen  be- 
schickt werden,  so  dass  die  von  ihnen  sich  entwickelnden  und  sich  misebeE- 
den  Producte  stets  von  verschiedenen  Verbrennuugsstadien  herrühreii  un>: 
somit  Mangel  und  Ueberschuss  an  Temperatur  und  freiem  Sauerstoff  sic* 
möglichst  ausgleichen.  Die  Mischung  erfolgt  entweder  in  einem  über  oder 
hinter  den  Rosten  gelegenen  Raume,  oder  noch  wirksamer,  wenn  auc». 
weniger  einfach  (indem  durch  periodisch  uragestellte  Schieber  die  Str»»- 
mung  der  Gase  entsprechend  geleitet  wird)  stets  unmittelbar  über  dei?- 
jenigen  Itoste,  der  nicht  zuletzt  beschickt  wurde.  Wenn  es  auf  hiiilänglici 
jiraktische  Weise  ausführbar  wäre,  würde  dasselbe  Princip  am  wirksamste:, 
dadurch  zu  verwertheu  sein,  dass  die  Producte  der  uuvollkoiiuneuon  Ver- 
brennung .auf  dem  zuletzt  beschickten  Koste  nicht  über  den  glühend»-., 
Brennstoff'  des  anderen  hinweg,  sondern  mit  LuO  gemischt  von  uuteii  bfil 
durch  ihn  hindurch  geleitet  werden.  — ; 
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Die  genannten  Einriclitungon  haben  mit  der  gewöhnlichen  Rostfeue- 
rung die  sie  charakterisirenden  Eigenschaften  (periodische  Beschickung 
durch  die  Ueizthür  von  oben  mit  Luftzutritt  durch  die  Hostspalten  von 
unten)  im  Wesentlichen  gemein,  bis  auf  die  unter  2j  besprochene  seeuu- 
däre  Luftzuführung.  Indem  mau  aber  auch  jene  hauptsüclilichsten  Eigen- 
schaften der  dadurch  bedingten  Uebelstände  wegen  in  ihr  Gegentheil  um- 
zukehren versuchte,  ist  zunächst 

4)  die  periodische  Beschickung  durch  eine  continuirliche  ersetzt 
worden.  L»er  Brennstoff  fällt  aus  der  unteren  Mündung  eines  hinlänglich 
voll  erhaltenen  Trichters  stetig  in  kleinen  Mengen  entweder  auf  eiucn 
festen  Kost  nieder,  wobei  durch  eine  ]>assende  Neigung  des  letzteren  von 
der  Trichtermündung  aus  abwärts  die  gleichmässigc  Ausbreitung  auf  dem- 
selben unterstützt  werden  kann,  oder  auf  einen  durch  mechanische  Hülfs- 
mittel  bewegten  Rost,  der  daun  stets  andere  neu  zu  beschickende  Stellen 
der  Mündung  des  Fülltrichters  darbietet.  So  sehr  indessen  auch  das  Prin- 
cip  solcher  Einrichtungou  richtig  ist  und  das  Uebel  dadurch  an  der  Wurzel 
angegriffen  wird,  so  sehr  sind  sie  in  der  Ausführung  mit  Schwierigkeiten 
und  Mängeln  verbunden.  Bei  der  variablen  Stückgrüsse  und  sonstigen  Be- 
schaffenheit der  technisch  verwendeten  festen  Brennstoffe  ist  ihre  Ver- 
brennung weder  zu  verschiedenen  Zeiten,  noch  gleichzeitig  an  verschiede- 
nen Stellen  des  Rostes  ganz  gleichförmig,  und  ist  es  in  dieser  Hinsicht 
unmöglich,  die  intelligente  NachhUlfe  eines  Heizers  durch  automatisch 
wirkende,  hinlänglich  einfache,  zuverlässige  und  dauerhafte  Vorrichtungen 
zu  ersetzen. 

.'))  Denselben  Erfolg,  der  durch  die  oben  unter  3)  erwähnten  Ein- 
richtungen erstrebt  wird,  hat  man  noch  vollkommener  durch  eine  solche 
Beschickungsweise  des  Rostes  zu  erreichen  ge.sucht,  bei  welcher  zwischen 
ihm  un<l  der  ihn  bedeckenden  Schicht  die  frischen  Kohlen  hineingeschoben 
und  so  die  aus  diesen  sich  entwickelnden  Destillations]ircducte  genöthigt 
werden,  mit  Luft  gemischt  die  schon  abdestillirte  von  früheren  Beschickungen 
übrige  glühende  Schicht  zu  durchströmen.  Ausser  dem  Langen’schen 
Etagenroste,  wodurch  dieser  Gedanke  in  zwar  nicht  vollkommener,  aber 
praktisch  brauchbarer  Weise  realisirt  wurde,  sind  die  meisten  darauf  ab- 
zielenden Vorschläge  Project  geblichen. 

6)  Einfacher  würde  derselbe  Zweck  dadurch  zu  erreichen  sein,  dass 
die  Luft  genöthigt  wird,  in  der  umgekehrten  Richtung,  nämlich  von  oben 
nach  unten  die  in  gewöhnlicher  Weise  von  oben  iieriodisch  ergänzte  Brenn- 
stoffschicht auf  dem  Rost  zu  durchströmen,  wenn  dieser  dadurch  nicht  einer 
so  hohen  TemjM'ratur  ausgesetzt  würdi',  dass  ihr  die  Roststäbe  nielit  lange 
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widorsti'hon  künneu,  abgesehen  davon,  dass  auch  diese  der  natnriieheo 
Tendenz  des  Aufsteigens  erliitzter  Gase  entgegengesetzte  tStrömung  einr 
wesentlich  verstiirkte  Zugwirkung  erfordert.  Mit  Vortheil  wird  indesseo 
diese  Verhreunungsweise  hei  Uolzfeuerungen  ohne  Rost,  insbesondere  bei 
den  Oefen  zum  Hrennen  von  Thouwaaren  und  i’orzellan  verwendet,  unter- 
stützt durch  die  kräftige  Zugwirkung  der  mit  sehr  hoher  Temiieratur  durch 
die  Esse  entweichenden  Heizgase.  — 

Hei  vielen  Feuerungen,  wie  sie  in  der  Glas-  und  Thonwaaren-Industric. 
hei  der  Bearbeitung  von  Metallen,  bei  der  Louchtgasfabrikation  und  m 
anderen  technologischen  Zwecken  Verwendung  tinden,  besteht  der  Zweck 
nicht  sowohl  in  möglichst  ökonomischer  Production  und  Mitlheiluag  einer 
gewissen  Wärincraonge,  als  vielmehr  wenigstens  vorzugsweise  in  der  Her- 
vorbringung  und  Erhaltung  einer  gewissen  und  zwar  besonders  einer  mög- 
lichst hohen  Temperatur;  es  handelt  sich,  wie  man  sich  auszudrückc'u  jitlegt. 
in  erster  Reihe  um  möglichste  Verwerthung  nidit  des  calorimetrischen, 
sondern  des  jiyrometrischcn  Etfects  der  Brennstoffe.  Die  nähere  Be- 
sprechung solcher  Feuerungen,  deren  rationelle  ,\nlage  Aufgabe  der  Pyro- 
technik ist  und  in  erhöhtem  Grade  praktische  Erfahrung  sowie  sjiecielh- 
Kenntniss  der  betreffenden  Fabrikationsbedingungen  erfordert,  liegt  zwar 
nicht  im  Zwecke  dieses  Buches,  doch  mögen  einige  Andeutungen  .auch  in 
Betreff'  der  Mittel  zur  Vervollkommnung  solcher  Feuerungen  hier  Platz 
linden.  Die  Xachtheile,  um  deren  Verminderung  es  sich  dabei  vorzugsweise 
handelt,  bestehen  theils  in  den  Wärmeverlusten  besonders  durch  die  mit 
sehr  hoher  Temperatur  entweichenden  gasförmigen  Verbrenn ungsproducte. 
th(*ils  in  dem  Umstände,  dass  die  Hervorbringung  einer  hohen  Temperatur 
vor  Allem  eine  Verbrennung  mit  möglichst  kleinem  LuftülM'rschuss  er- 
fordert uud  dadurch  die  Erzielung  einer  genügend  vollkommeueu  Ver- 
brennung erschwert  winl. 

7;  Die  Wärme,  mit  der  die  heissen  gasförmigen  Verbrennungsproduct«- 
den  üfenraum  verlassen,  kann  entweder  zu  anderweitigen  IleizzweckcB 
verwendet  worden,  bei  denen  es  nur  auf  die  Mittheiluug  von  Wärme  mit 
massig  hoher  Temperatur  ankommt,  z.  B.  zur  Heizung  von  Dam]>fkesseln. 
überhaii|)t  zur  Verdaiii|)fung  von  Flüssigkeiten,  zur  Heizung  von  Trocken, 
kammern  u.  s.  w.,  oder  zur  Vorwärmung  der  Verbrennungsluft  des  lietref- 
feudeu  Ofens  selbst.  Letzteres  geschieht  am  vollkommensten  durch  so- 
genannte Regeneratoren,  bestehend  nach  Siemens  in  Kammern,  die 
mit  feuerfesten  Steinen  in  mehrfach  versetzten  Lagen  so  angefüllt  sind, 
dass  diese  ein  zusammeuhängeudes  System  gebrochener  Canäle  zwischen 
sich  frei  lassen.  Indem  dann  ein  Ofen  mit  zwei  solchen  Regeueratoreu 
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vorscheti  ist,  kann  os  durcii  jicriodischo  Umstellung  einer  Kla])pe  erreicht 
werden,  dass  abwcchselungswcise  der  eine  von  der  Vcrbrimniingsluft  auf 
dem  Wege  zur  Feuerung,  der  andere  von  den  gasförmigen  Verbrenuungs- 
producten  auf  dem  Wege  vom  Ofenraum  zur  Esse  durcbstromt  wird,  und 
so  <lie  Luft  von  den  Steinen  des  betreffenden  Kegenerators  die  Warme 
aufnimniL  die  sie  selbst  vorher  von  den  bindureh  ziehenden  heissen  Gasen 
aufgenommen  hatten.  Sofern  die  Verbrennung  mit  warmer  Luft  wenigstens 
ebenso  vollkommen  wie  mit  kalter  statftindet,  wird  die  resultironde  Tem- 
peratur im  Ofenraum  nngefiilir  ebenso  viel  erhöht  wie  die  der  zuströmenden 
Luft,  und  indem  damit  auch  wieder  die  Temperatur  des  von  deu  Heizgasen 
durchzogenen  Regenerators  sow  ie  die  Erwärmung  der  ihn  demnächst  durch- 
ziehenden Luft  gesteigert  wird,  so  findet  nach  Inbetriebsetzung  «leg  Ofens 
/unächst  eine  successive  Steigerung  auch  der  resultirenden  Temperatur  im 
ttfenraum  statt  bis  durch  die  gleichzeitig  wachsende  Wärmeleitung  der 
Umfassungswände  ein  Beharrungszustand  eintritt.  Die  Verwendung  vor- 
gewämiter  Luft  bei  Kostfeueruugen  ist  übrigens  mit  der  Schwierigkeit 
verbunden,  dass  dadurch  die  für  die  Haltbarkeit  der  Roststäbe  so  wesent- 
liche Kühlung  derselben  durch  die  zuströmende  Luft  preisgegeben  oder 
weiHgstens  erheblich  vermindert  wird;  sie  wird  deshalb  vorzugsweise  prak- 
tisch erst  in  Verbindung  mit  der  eines  Rostes  nicht  bedürfenden  Ga.s- 
feuening. 

8)  Wie  schon  früher  (S.  161)  erwähnt  wurde,  ist  zur  Verwerthung 
des  pyrometrischeu  unbeschadet  des  calorimet rischen  Effects  eines  Brenn- 
stoffs besonders  die  Gasfeuerung  geeignet,  wobei  in  einem  ersten  Ver- 
brennungsranm  (dem  Generator)  bei  hoher  Schichtung  des  Brennstoffs  und 
mä-ssiger  Luftzuführung  eine  absichtlich  uniolikommene  Verbrennung  unter- 
halten wird  (cliarakterisirt  durch  eine  Reduction  der  in  der  untersten 
brennenden  Schicht  entwickelten  Kohlensäure  durch  ilie  darauf  folgende 
obere  zwar  glühende,  aber  nieht  brennende  Schicht  zu  Kohlenoxyd:,  um 
dann  die  gasförmigen  Producte  dieser  unvollkommenen  Verbrennung  (Ge- 
neratorgase) erst  in  einem  zweiten  Verbrennungsraume  durch  beigemischte 
atmosphärische  Luft  vollkommen  zu  verbrennen.  Kach  dom  Fundameiital- 
gesetz  in  §.  151)  unter  1)  kanu  zwar  durch  eine  solche  Zerlegung  des  Ver- 
breunungsprocesses  in  zwei  gesonderte  chemische  Processe  keine  grössere 
Wärmemenge  gewonnen  werden,  im  Gcgentheil  verursachen  die  Generator- 
Wände  und  die  Leitung  der  Generatorgase  weitere  Verluste,  die  höchstens 
durch  eine  mehr  vollkommene  endgültige  Verbrennung  aufgewogen  werden 
mögen;  indem  aber  letztere  in  Folge  der  Möglichkeit  einer  innigen  mole- 
kularen Durchdringung  von  Generatorgasen  und  Lull  (im  Gegensätze  zu 
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der  mir  obcrrtiiehlichcn  Berühniug  fester  Brennstoffe  mit  der  VerbrennoDsr-1 
luf't)  liier  mit  einer  viel  kleineren,  die  principiell  erforderliche  k&nm  flb*r- 
treffenden  Lnftmenge  erreicht  werden  kann,  ist  dadurch  die  Möglichkrit 
einer  wesentlich  höheren  Verbrennungstemjieratur  gegeben.  Um  die  er- 
wähnten Wärmeverluste  möglichst  herabzuziehen,  soll  die  Wärmeeutwkkf 
lung  im  Generator  nicht  grösser  sein,  als  der  Vergasuugszweck  des  festcU' 
Brennstoffs  erfordert,  und  wird  zum  Theil  aus  diesem  Grunde  die  Ver- 
brennungsluft mit  Wasserdampf  gemischt  dem  Generator  zugeführt.  Wem 
die  Annahme  richtig  ist,  dass  dieser  Wasserdampf  in  seine  ElemenUr- 
bestandthcile  zerfällt,  der  Sauerstoff  Kohlouoxydgas  bildet,  während  der 
WTassorstoff  entweder  frei  oder  als  Kohlenwasserstoff  den  Goucratorgav’B 
sich  zugesellt  (eine  Annahme,  deren  Bestätigung  durch  .\nalysen  wänschen?- 
werth  ist),  so  wird  dadurch  eine  Wärmemenge  gebunden,  die  den  Heizeffesi 
der  Generatorgase  um  ebenso  viel  erhöht  und  demnächst  wiedergewonn’’5 
werden  kann.  Indem  aber  ferner  statt  des  atmosphärischen  (mit  einer 
überwiegenden  Menge  Stickstoff  gemischten)  Sauerstoffs  zum  Theil  der 
Sauerstoff  des  zersetzten  Wassers  zur  Vergasung  des  Kohlenstoffs  ver- 
wendet wird,  vermindert  sich  der  Stickstoffgehalt  der  Generatorgase  ui^i 
erhöht  sich  dadurch  ihr  pyrometrischer  Effect,  weil  nun  ihre  Verbrennung^ 
wärme  eine  kleinere  Masse  indifferenter  Gemengtheile  mit  zu  erhitzen  hat 

Ifiuss  die  Gasfeuerung  eine  besonders  exacto  Regulirung  der  mehr 
oder  weniger  oxydirenden  oder  desoxydirenden  Eigenschaft  der  Flauini' 
gestattet,  einem  Ueberschuss  oder  Mangel  an  zugelassener  Verbrennnnpr 
luft  entsjirechend.  ist  ein  hier  nur  nebenbei  zu  erwähnender,  bei  manchee 
Verwendungen  aber  wichtiger  Umstand. 

9)  Die  höchsten  Hitzegrade  bei  zugleich  möglichst  vollkommener 
Verbrennung  sind  endlich  durch  Combination  der  beiden  unter  T}  und  ^ 
besprochenen  Principien  zu  erreichen,  wie  es  bei  den  Siemens’sehfn 
Regenerativgasöfen  der  Fall  ist.  Ein  solcher  enthält  4 Regenera- 
toren, von  denen  zwei  abwcchselungsweise  von  den  zuströmenden  Gene- 
ratorgasen und  von  den  zur  Esse  entweichenden  Heizgasen,  die  beidti 
anderen  abwcchselungsweise  von  der  zuströmenden  Luft  und  von  den  ent- 
weichenden Heizgasen  durchzogen  werden,  so  dass  beide  Theile,  die  Gene- 
ratorgase und  die  Verbrennungsluft  schon  erheblich  vorgewärmt  zusammer- 
treffen.* 


* Eine  eingeheude  wissenschaftliche  und  zugleich  auf  praktischer  Er- 
fahrung beruhende  Besiirechung  dieser  Oefen  von  R.  Ziebarth  enthalt  die 
Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  18(i4,  S.  058. 
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B.  Wärmetransmission  durch  feste  Wände. 

§ 164  Fundauieiitalir^set/.  doü  pcrnianoiiteu  WUrmedurehttani^es  durch 

eine  Wand. 

Eine  feste  Wand  von  gieichfönniger  Dicke  = e frennc  zwei  tropf- 
bare o<lcr  liiftforinige  Flüssigkeiten,  deren  Temperaturen  = l und  seien; 
F und  F'  seien  die  Grossen  der  von  diesen  Flüssigkeiten  berührten  Wand- 
oberHiidien,  y die  Grösse  einer  mit  ihnen  parallelen  SclinittHiiche  der 
Wand  in  der  Entfernung  x von  der  Oberfläche  F.  Die  Temperaturen 
t und  V' seien  constant,  t gleich  gross  längs  der  ganzen  Oberfläche  t' 
desgleichen  längs  F',  und  es  sei  bezüglich  auf  den  Wärmedurchgang  im 
Sinne  von  F gegen  F' {t  > vorausgesetzt)  ein  Jieharrungsznstand 
eingetreten,  so  dass  die  Wärmemengen,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  y 
und  F'  hindnrehgehen,  gleich  gross  ^ Q sind.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Be.schaffeidiciten  der  Wandoherflächen  F und  F'  gleichförmig, 
wenn  auch  unter  sich  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  haben  die  von 
ihnen  begrenzten  unendlich  dünnen  Waudschichten  gleichförmige  constante 
Temperaturen  r resp.  r',  und  zwar  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Widerstände, 
die  sich  dem  Eintritt  der  Wärme  durch  F,  ihrer  Leitung  durch  die  Wand 
selbst  und  ihrem  -\ustritt  aus  F'  entgegensetzen, 

< > T > r'  > <'. 

Unter  der  ferneren  Voraussetzung,  dass  auch  im  Inneren  die  Wand  von 
gleichförmiger  HeschalVenheit  ist,  herrscht  in  der  Schnittfläche  y,  d.  h. 
überall  in  der  Entfernung  x von  F’ dieselbe  Temi)eratur  r und  )>  r'), 

uml  wenn  dz  die  der  Aendernng  dx  von  x entsprechende  Aenderung  der- 
selben und  / den  Wärmcleitungscoefticienten  des  Materials  der  Wand  im 
Sinne  der  Wärmeströmnng  bedeutet,  so  ist  (§.9,  Gl.  1): 


fl 


Wenn  ferner  mit  « und  n’  gewisse  Coefticienten  bezeichnet  werden,  die 
sich  (analog  dem  in  §.  9,  Gl.  3 mit  bezeichneten  Wärmeübergangscoefti- 
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cioiiten)  auf  den  Eintritt  der  Warme  in  die  Wand  an  der  Oberfläche  F 
und  auf  ilireu  .\ustritt  aus  derselben  au  der  Obertläcbe  F’  beziehen,  so  sei 

't  = « rf-  = — 0 

r r 


^ ~ i'  i ^ ^ T'  'I.,' 

id  a i 


.Vus  Gl.  (I)  und  ',2^  folgt 
l 


, ,1  , 1 \ <l  ( dx 

-t  — Q[  -1-  ^ J y 


und  somit  die  in  der  Zeiteinheit  die  Wand  durchdringende 
Wärme: 

Q — 


t 


(3). 


nF  n F / j 


dx 

y 


lin  Falle,  einer  ebenen  Wand  ist  y — F'  = F,  also 

F(t-t'i 


Q = 


(4'. 


Für  eine  cylindrischc  Röhre  von  der  Länge  = 1,  deren  Wand  in 
der  Richtung  von  innen  nach  aussen  von  der  Wärme  durchdrungeu  wird, 
ist  im  Falle  eines  kreisförmigen  Querschnitts,  wenn  d den  iimcren, 
1)  den  äusseren  Durchmesser  bedeutet, 


/dx  1 

= — 

y 


ln 


D 


Q = - 


I) 


1 ^ ^ j 1 / - 

ad  fl  7)  ¥X  d 


(5), 


und  iin  Falle  eines  quadratischen  Querschnitts,  wenn  d und  1)  die 
Quadratseiten  innen  und  aussen  bedeuten. 


F = Irf,  F' 


Q = 


ad  a D 2/  d 


G . 
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Geht  die  Wärme  vou  aussen  mieli  iiineii  diircli  die  Rohrenwand  hindurch, 
so  sind  nur  n und  d in  Gl.  (5)  und  (6)  zu  vertauschen. 

Gl.  (l)  kann  allgemein  für  eine  Wand  gelten,  deren  Dicke  klein  im 
Vergleich  mit  dem  Krümmungsradius  jedes  Normalschnitts  ihrer  beiden 
Oherllachcii  ist.  Setzt  man  daun  einfacher 

1 1,1  e 

Q kF{l-~t),  so  ist  ^ j (7j 

und  heisst  A der  Wärmetransmissions-Cuefficient  der  Wand.  Hieraus 
und  ans  Gl.  (2)  folgt 


k , («  — k\  l -j  - kl 

r - I ■ — U — l)  - 

<:  a 

’ = i: 

u a 


(8). 


Allgemein  kann 

Q - kF{l  — t')  k'F'il  - <') 

gesetzt  werden,  wenn  die  Ausdrücke  der  auf  die  Ein-  oder  .Austrittsfläche 
F resj).  F’  bezogenen  Transmissionscoefficienten  k,  k'  der  Gl.  3)  resp. 
den  be.sondercn  Formen  dieser  Gleichung  in  Spccialfällen  entnommen 
werden.  — 

Von  besonderen  solchen  Fällen,  in  denen  Gl.  (7)  .Anwendung  finden 
kann,  sind  folgende  bemerkenswerth; 

1)  Wenn  die  Wand  dick  und  nicht  gut  leitend,  d.  h.  X klein  ist, 
oder  wenn  it,  d gross  sind,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die 
Wand  von  stark  bewegten  troiifbaren  Flüssigkeiten  berührt  wird,  so  kann 

i ^ ; r — < , T - - l' (fl) 

c 

gesetzt  werden. 

2)  Für  eine  dünne  und  gut  leitende  Wand,  insbesondere  für 
dünne  Metallwändc  ist 

1 1 1 nd  , nt 

k ^ ; r T 

k n n . (£  -|v  n 

zu  setzen,  und  wenn  insbesondere 

3)  zugleich  d verhältnissmässig  gross  ist,  indem  z.  B.  die  Wand  an 
der  .Austrittsseite  der  Wärme  von  stark  bewegter  tropfbarer  Flüssigkeit 
berührt  wird,  • 


al  _ ^ 
- . • (D>) 

IC  - - IC 


k = 


, < -j  <’  wenig  > ^ ’ (11). 


Dieser  Fall  einer  stark  bewegten  und  sonnt  die  aufgenommene  Wärme 
sehr  schnell  von  der  Wand  wegführeudcii  Flüssigkeit  findet  namentlich  dann 
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statt,  wenn  dieselbe,  wie  z.  B.  das  Wasser  eines  Dampfkessels,  durch  dKi 
(insbesondere  von  unten  lier)  aufgenonimene  Wanne  verdampft  wird.  I'k- 
gekclirt  kann  a besonders  gross  sein,  wenn  die  wärmere  Flüssigkeit  Dainpt 
ist,  der  durch  Wärmeabgabe  an  der  Wand  condensirt  wird.  — 

Vermittels  dieser  Grundsätze  ist  nun  auch  leicht  der  Wännetraaf- 
missions-Coeflicient  einer  zusammengesetzten  Wand  zu  bestimmen. 
Eine  solche  bestehe  ans  n einzelnen  an  einander  grenzenden  Wänden  mit 
den  Dicken  e, , Cj  • • e»  von  verschiedenen  Stotfen  mit  den  Leitungscoeft- 
cienten  >1,  . . . X„-,  geAvisse  dieser  Wände  können  auch  beiderseits  vi* 
festen  Theilwandeu  cingeschlossene  (tropfbare  oder  luflfbrmige,  1'ltts.sigkeiu- 
schichten  sein.  Die  Temperaturen  der  durch  die  zusammengesetzte  WanJ 
geschiedenen  flüssigen  Medien  seien  wieder  t und  t\  diejenigen  der  dei 
hanströmungsflächen  zunächst  liegenden  Oberflächeuschichten  der  h Theil- 
wände  seien  r, , ...  t„.  Dann  ist  die  im  Beharruugsziistande  dnrcl 

die  Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit  transmittirte  Wärmemenge 

Q = «(« — r,  'i  = ij  - - Tj,;  = (r^  - Zj)  . . . = A„(t„  — t” 

.1  Ü.  I i_  i '’l  _L  1 — _u  * 

"*  it;  A,  «;■’  k ~~  h ^ ^ ' 

unter  «,  «'  die  Wärmeübergangscoeflicicuten  für  die  Eintriltsfläche  der 
ersten  und  die  Austrittsfläche  der  letzten,  und  unter  den  roefticientcB 
des  Wärmeüberganges  aus  der  wi*®“  in  die  (w  -f-  1)^*  Theihvand  ver- 
standen. Aus  diesen  Glcidiuugeu  folgt 

< = Tj  + - ; T,  = Tg  -V  r»  = T-j  + ^ I, 

und  daraus  durch  .\dditioii: 


t -( 


' - " + f',  + ■ ■ + fJ 


Q = k [t  — t')  ntit 


1 1 
« + «' 


N 


1 „f.  V’ 

""  rtm 

1 1 


12 


§.  1(J5.  Erfahrungswerthe. 

Die  Wärmeleitungs- Coefficienten  X der  Substanzen  sind  von 
verschiedenen  Beobachtern  theihveisc  sehr  abweichend  gefunden  wordea 
auch  sind  sie  bei  einerlei  Substanzen  verinuthlich  sehr  variirend  mit  ihrcu 
besonderen  Beschaffenheiten  (Bearbeitung,  Beimischungen,  ZertheilBntn- 
grad  etc.).  Die  folgenden  Zahlen  sind  verschiedenen  Angaben  als  ungefthn 
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Durchscbnittswerthe  entnommen;  besonders  liegen  ihnen  die  Angaben  von 
Fielet  zu  Grunde.  Sic  bezicben  sieb  auf  das  Meter  als  Liiugeucinbeit 
(das  Quadratmeter  als  Flächeneinbeit)  und  die  Stunde  als  Zeiteinheit. 


1 

A 1 

1 

X 1 

Kupfer 

119 

Tannenholz  parallel  zu  den 

' Eisen  und  Zink 

■JK 

Fasern . 

0,17 

Zinn ' 

Dcsgl.  senkr.  zu  den  Faseni 

1 0,10 

Blei 1 

It  I 

Sand  . . . 

0,27 

1 Coks  

.0 

Zerstosseiic  Coks 

0,2(>  , 

Marmor 

2,8  — ;i,l 

..  Ziegel 

0,15  ' 

1,2—  1,8 

KrcitU'pulvcr 

0,09  1 

j Glas 

0,8 

1 Holza,sche 

0,0« 

Gebrannter  Thon 

0,ti 

I Wolle,  Baumwolle,  Flaum  . 

0,04 

Eichenholz 

0,21 

1 Stagnirendc  Luft 

0,04  1 

In  Ik'treff  der  Wärmeubergaugs-Coefficienten  a,  a findet  noch 
grössere  Unsicherheit  statt  wegen  grösserer  Mannichfaltigkeit  der  sie  be- 
dingenden Umstünde,  deren  Einfluss  bisher  nur  in  ungenügender  Weise 
ermittelt  wurde.  Vor  Allem  ist  zu  bemerken,  dass  sowohl  der  Eintritt  der 
Wärme  in  die  Wand  wie  ihr  -Vustritf  aus  derselben  thcils  durch  Ticrührung, 
tbeils  durch  Strahlung  vermittelt  werden  kann;  die  entsprechenden  zwei 
Theilc  der  übergehenden  Wärme  hängen  beide  von  der  Art  der  die  Wand 
berührenden  Flüssigkeit  ab,  ausserdem  aber  der  erste  besonders  von  der 
llewegung  der  bdüssigkeit,  d.  h.  von  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  die 
Flüssigkcitsthcilchen , nachdem  sie  Wärme  au  die  Wand  abgegeben  oder 
von  ihr  aufgeuommen  haben,  durch  andere  Theilchen  zur  Wicdcrholnng 
desselben  Vorganges  au  der  Wandfläche  ersetzt  werden,  wogegen  der  durch 
Strahlung  übergehende  zweite  Antheil  Wärme  wesentlich  durch  die  Ober- 
Hächcnbcschaffeulieit  der  Wand  bedingt  wird.  Als  Flüssigkeiten  sind  hier 
besonders  Wasser,  gesättigter  Wassordampf  und  I.,uft  von  technischem  In- 
teresse; doch  ist  einstweilen  nur  für  die  letztere  eine  gesonderte  Bestimmung 
der  durch  Berührung  und  durch  Strahlung  übergehenden  Wärmemengen 
auf  Grund  der  bekannten  Erfahrungen  möglich. 

1)  Besonders  gross  ist  a resp.  a für  den  U ebergang  der  Wärme 
von  gesättigtem  Wasserdampf  an  eine  Mctallwand  und  von  einer 
solchen  an  siedendes  Wasser,  vormuthlich  in  Folge  des  Umstandes, 
dass  durch  dio  mit  der  Wärmeabgabe  an  die  Wand  verbundene  Condensa- 
tion  resp.  durch  die  mit  der  Wärmeaufnahme  von  derselben  verbundene 
Verdampfung  eine  besonders  schnelle  Erneuerung  der  die  Wand  berühren- 
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den,  zur  wiederholten  Abgabe  resp.  Aufnahme  von  Wärme  eeschicktii 
Flüssigkeitstheilchen  vermittelt  wird.  Iin  Mittel  nach  zwei  Ik'obachtnnee  • 
VOM  Thomas*  wurden  durch  gesättigten  Wa.sserdampf  von  135*  resp. 
121*,  der  durch  eine  Wand  aus  dünnem  Kuj)ferblech  von  (unter  atmv 
sphärischem  Druck)  siedendem  Wiusser  getrennt  war,  pro  Quadratm.  Wand- 
tiäche  und  für  jeden  Grad  der  Temperaturdiffereuz  (35*  resp.  21*i  von 
Dampf  und  Wasser  stündlich  4,5  Kgr.  dos  letzteren  verdampft,  woraus  mit 
Rücksicht  auf  die  Verdampfungswärme  des  Wassers  nach  §.27,  GL  (6' 
k = 4,5  (fi07  — 70,8)  = 2413 

folgen  würde,  also  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.,  wenn  in  Erinang»dan? 
anderweitiger  Anhaltspunkte  « = a gesetzt  wird, 

((  = a = 2k  — 482  (>. 

Weil  indessen  hier  trotz  der  kleinen  Wauddicke  c und  des  grossen  Lei- 

e 

tungscoefticieiiten  X von  Kupfer  das  Glied  ^ in  Gl. (7  des  vorigen  §.  nicht 
verschwindend  klein  gegen  die  selbst  sehr  kleinen  Brüche  und  \ sein 

« tt 

konnte,  so  sind  letztere  in  der  That  noch  etwas  kleiner,  « und  a noi’h 
etwas  grösser,  und  mag  bis  auf  Weiteres 

a a ~ 5000  I 

in  runder  Zahl  geschätzt  werden  können,  bezogen  immer  auf  Quadrata:. 
und  Stunde  als  F,inheiten. 

2)  Erheblich  kleiner  sind  tlie  Coefticienten  a um!  vt*  für  den  Ueher- 
gang  der  Wärme  zwischen  einer  Metallwand  und  nicht  sieden- 
dem Wasser.  So  fand  Thomas,  dass^  die  ebeu  erwähnte  dunnwandic' 
kupferne  Röhre  von  /•’  = 8,97  Quadratm.  M’andtläche.  wenn  sie,  von 
Wasser  umgeben,  von  Wasserdamjjf  durchströmt  wurde,  dessen  Pressane 
3 Atin. , dessen  Temperatur  also  ( = 134®  betrug,  in  4 Minuten  oder 

z = Stunde  G ~ 400  Kgr.  Wasser  von  /-o’—  8*  bis  lOO“  m 

1 5 

erwärmen  im  Stande  war.**  Ist  nun  ('  die  variable  Temperatur  des  Wassers 
in  irgend  einem  Augenblick,  dt'  ihre  Zunahme  im  Zeitelement  dz,  so  ist  die 

* H.  Valdrius,  los  applications  de  la  chalenr,  Bruxelles,  1867,  p.  1ä3 
Der  Verfasser  setzt  die  Wandtläclie  der  von  Thomas  gebrauchten  kupfern«! 
Röhre  = 4,45  Quadratm.,  giebt  aber  später  an,  da.ss  sie  34  Millim.  Kadiu' 
und  42  Meter  Länge  gehabt  liabe.  Indem  danach  ihre  WandHaehe  8.97  Qua- 
dratm.  betragen  hätte,  sind  mit  Rücksicht  hierauf  die  a.  a.  0 mitgetheilt«: 
Rechnungsresultate  corrigirt  worden. 

••  H.  Valdrius  a.  a.  0.  p.  166. 
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wahrend  des  letzteren  die  Wand  durchdringende  Wärinemenge  bei  Voraus- 
setzung eines  constanteu  Transniissionscoeflicienten  i (die  sj)ecif.  Wärme 
des  Wassers  beständig  ~ 1 gesetzt): 

dQ  = kFU  — t’)dz  = Gdt' 

und  folgt  daraus: 

hFdz  — C - , ; h = ' ln  - = 876 

f.  — J A*  % V 

und  daraus  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  mit  « = 5000: 


u=  1060. 

Uebrigens  wird  die  Voraussetzung  eines  coustauten  Werthes  von  a,  also 
von  X-,  durch  anderweitige  Erfahrungen  nicht  bestätigt,  vielmehr  scheint 
dieser  Uebergangscoefficient  ausser  mit  der  Bewegung  des  Wassers  auch  > 
mit  der  Temperaturdifferenz  //  (hier  = x' — <')  desselben  und  der  an- 
grenzenden Wandschicht  erheblich  zu  wachsen,  verinuthlicb  auch  mit  der 
seine  innere  Beweglichkeit  bedingenden  Temi)eratur  / des  Wassers  allein. 
Letztere  war  bei  obigem  Versuch  im  Mittel  t'  — 54®  und  nach  Gl.  (10) 
im  vorigen  §.  die  Temperatur  der  Wand: 


5000 . 134  + 1060. 
6060 


54 


= 120®,  also  .1  = 66®. 


Eine  Erfahrung  in  Betreff  des  Falles,  dass  zwei  wässerige,  nicht  sie- 
dende Flüssigkeiten  von  verschiedenen  Temperaturen  durch  eine  dünne 
Metallwand  hindurch  sich  gegenseitig  Warme  mittheilen,  führt  II.  Valerius 
a.  a.  0.  p.  167)  an.  Indem  nämlich  längs  einer  solchen  Wand  von  F'  = 8 
Quadratur.  Oberlläche  auf  der  einen  Seite  Bierwürze  behufs  ihrer  Kühlung 
und  auf  der  anderen  Seite  im  entgegengesetzten  Sinn  das  dazu  dienende 
Kühlwasser  entlang  strömte,  wurde  von  Lacombe  beobachtet,  dass  stünd- 
lich 600  läter  Würze  von  = 100®  bis  = 22®  abgekühlt  werden 
konnten  durch  1000  Liter  Wasser,  das  sich  dabei  von  <„’==  18®  bis 
65®  erwärmte.*  lirdem  hiernach  das  Kühlwasser  stündlich 


Q = 1000(65  — 18)  = 47000  Cal. 
aufnahm,  und  die  Würze 

600 ''100  - 22)  r = 46800  e Cal. 

d.  h.  ebenso  viel  abgab.  wenn  ihre  specif.  Wärme  c — 1,004  gesetzt  wird, 
würde  aus  Gl.  (5)  in  §.166  der  wieder  constant  vorausgesetzte  Transmis- 
sioiiscoefticient 


• Die  Angaben  von  Valärius:  (!0(K)  resp.  lOtHK)  Liter  sind  offenbar  un- 
richtig und  mussten  in  obiger  Weise  modificirt  werden,  um  mit  Valörius’ 
eigener  Folgerung  zu  stimmen. 
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7.  Q (^0  5 5i  (<j  t»)  . . - 

(<ü— ^ ')-(<! -O 
und  aus  Gl.  flO)  im  vorigen  §.: 

a = a = 2k  = 820 
folgen.  Dabei  war  im  Mittel: 

< = Gl  4 1,5»,  r = r'=  ^ = 51 »;  A = t-T  = r'-  10». 


Nach  P6clet  wäre  a rosp.  «'  für  so  kleine  Temperatu rditfcrenzen  J 

weniger  gross,  nämlich  für  den  durch  eine  dünne  Metalhvand  vermittelten 

Wärmeaustausch  zwischen  Wa.sser  uu<I  Wasser 

k=  100  bis  300  für  t — t’—  10  bis  24», 

also  a = a = 200  bis  COO  für  A — b bis  12» 

zu  setzen.  Der  Gesamratheit  der  vorliegenden  Erfahrungen  gemäss  mag 

einstweilen  , , . 

« = (t  ^ 400  + 10  J (2) 


gesetzt  werden,  vorbehaltlich  einer  Vergrosserung  oder  Verkleineruag  dieses 
Werthes  nach  Schätzung,  jenachdem  das  Wusscr  mehr  oder  weniger  heftig 
bewegt  ist. 

3)  Das  Gesetz  des  Wärmeaustritts  aus  einer  von  Luft  und 
anderen  Gasen,  die  hier  nicht  weiter  interessiren)  berührten  festen 
W'aud  ist  namentlich  von  Dulong  und  Petit  näher  untersucht  worden, 
freilich  unter  solchen  Umständen,  da.ss  die  gefundenen  Resultate  nur  mit 
Vorsicht  auf  die  in  der  technischen  Praxis  vorkommenden  Fälle  anwendbar 
erscheinen.  Ein  grösseres  zuvor  erhitztes  Quecksilberthermometer  wurde 
in  einen  innen  benissten,  aussen  durch  Wasser  von  constanter  Temperatur 
berührten  uud  somit  selbst  sehr  nahe  auf  dieser  Temperatur  erhaltenen 
Ballon  von  Kupferblech  eingehängt  und  am  sinkenden  Staude  des  Thermo- 
meters bei  versebiedenen  Oberflächenbeschaffenheiten  der  Therinonieter- 
kugel  tlie  Abnahme  ihrer  Temperatur  im  Verlauf  der  Zeit  beobachtet, 
während  der  Ballon  zuerst  mit  Luft  ( oder  einem  anderen  Gase)  von  einer 
gewissen  Pressung  erfüllt  war  und  dann  der  Versuch  mit  luftleer  ge- 
machtem Ballon  wiederholt  wurde,  um  so  den  in  beiden  Fällen  gleichen, 
im  letzteren  Falle  aber  allein  wirksamen  Einfluss  der  Strahlung  gesondert 
zu  bestimmen  und  endlich  durch  Subtraction  vom  Gesainnitresnltat  des 
ersten  Falles  auch  den  flintliiss  der  Luftberührung  getrennt  von  dem  der 
Strahlung  zu  linden.  Diesen  Versuchen  zufolge  kann  die  Wärmemenge  Q. 
die  ein  fester  Körper  stündlich  pro  Quadratmeter  seiner  Überfläche  von 
der  Temperatur  t verliert,  wenn  er  von  einem  luftförniigen  Medium  b«'- 
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rührt  wird,  dessen  Temi)eratur  t'  t ist,  und  wenn  er  zugleich  an  dem 
betrefl'enden  Tlieil  seiner  Obcrttäche  sich  in  Wärmeaustausch  durch  Strah- 
lung mit  einer  das  lurtförniige  Medium  einschlicsscudeu  Wand  von  der 
Oherflächentemperatur  <"<[  t beliudet,  ausgedrückt  werden  durch 

Q = 0,55  h (t  — <')'■■'“+  125  « ( 1,0077'—  1,0077'  j . . . (3). 

Der  erste  Tlieil  dieses  Ausdrucks  mit  dem  von  der  Art,  Dichtigkeit  und 
Bewegung  des  luftformigen  Mediums  abhängigen  Coeflicienteii  b betrifft 
den  Wärraeverlust  durch  Berührung,  der  zweite  mit  dom  von  der  Ober- 
Hächenbcschatfcnheit  des  Körpers  abhängigen  ('oelticicnteu  s den  EinHuss 

t 

der  Strahlung,  und  zwar  das  positive  Glied  mit  dem  Factor  1,0077  die 

t" 

vom  Körper  ausgestrahlte,  das  negative  Glied  mit  dem  Factor  1,0077  die 
von  der  äusseren  Wand  zurückgestrahlte  Wärme.  Wenn  das  luftförmige 
Medium  nicht  in  gleichartiger  Weise  ringsum  begrenzt  wäre,  .so  müsste 
unter  t"  eine  zugleich  mit  KUcksicht  auf  die  verschiedenen  Strahlungs- 
vermögeu  der  Bestundtheile  abzuschätzende  mittlere  Temperatur  der  Be- 
grenzung verstanden  werden;  insbesondere  für  die  Strahlung  in  den  Wolt- 

t" 

raum  könnte  1,0077  als  verhältnissmüssig  klein  vernachlässigt  werden. 

Die  Versuche  von  Dulong  und  Petit  umfassten  Temporaturdifferenzen 
t - t'  resp.  t — bis  2(50®.  Für  Temperaturen  bis  200®  wird  die  Be- 
nutzung ihrer  Formel  durch  folgende  Tabelle  erleichtert. 


t 1 

1,0077* 

!<  |1 

t 

1,0077* 

1 

1 

l,t)077' 

t 

t 

l.»K)77* 

10 

1,0»0 

,1.710 

60 

1,.')84 

i 2,596 



110 

2,325 

2,990^ 

160 

3.412 

'.3,263 

20 

1,1 1!5 

2.010 

70 

1,711 

1 2,691 

120 

2,510 

3,051 

170 

3,684 

3,309i 

.30 

1,259 

1 2,209 

80 

1.847 

2,776 

130 

2,711 

3,1  oh' 

180 

3,978 

'3,35.3|l 

40 

1..1.59 

! 2,362;' 

90 

1.994 

2.853 

140 

2,927 

3.163 

1!K) 

4.295 

50 

1,467 

2,488' 

100 

2,153 

2,924 

150 

3,160 

3.214 

200 

4,6.37 

.3,437 '1 

Für  Temperaturdift'erenzen  bis  etwa  60"  kann  nach  Pec|et  gesetzt 
werden : 

Q = + 0{t  — t") (4) 

mit  ==  Ä[1  0,0075  {t  — t’)] (5) 

und  (j  = Ä 0,0556  -j'  0,0037  t”)  [1  -j-  0,0056  [t  — 1")\  j 

oder  noch  einfacher  o «[1  -j-  0,0056  (< — t")]  ( ^ ^ 

Gewöhnlich  sind  die  Umstände  von  solcher  Art,  da.ss  b"  entweder  — t 
oder  = t'  gesetzt  werden  kann.  Bezeichnet  dann  a den  resultirenden 
WärmeUbergangscoefticienten  der  Formeln  iles  vorigen  §.,  entsprechend  der 
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GIcicliuiig  Q = a/i,  unter  d die  Temporaturdiffereiiz  des  Köri>crs  bM' 
der  Luft  an  ihrer  Berühruugsfläclie  verstanden,  so  ist 


für  l 


l -.u  = ii  = b{\  -f-  0,0075  J)  . 


für  r = J 

‘ ^ ^ ' 1(XK)0 


Die  Erwärmung  der  Luft  durch  Berührung  mit  einer  wärmeren  W»». 
verursaclit  einen  längs  derselben  aufsteigomlen  Luflstrom,  für  welchcL  •' 
von  unten  nach  oben  zunimmt,  also  A abnimmt.  Dadurch  ist  es  erklirlid. 
dass  l’eclet  den  Coefticienten  l von  der  Gestalt  und  den  Dimensiouii 
der  die  Wärme  abgebenden  Wand  abhängig  fand.  Für  atniospliärische  Lur 
von  gewöhnlicher  Dichtigkeit  drückte  er  h durch  verschiedene  enipiris»'ti- 
Formeln  aus  für  eine  verticale  ebene,  eine  horizontale  oder  verticale  cylii.- 
drische  und  eine  kugelförmige  Wand,  denen  zufolge  b ini  Allgemeiu-r 
zwischen  den  Grenzen  11  und  4 liegen  würde,  abnchmeinl  mit  wachsende* 
Grösse,  insbesondere  mit  wachsender  Hohe  der  Waiid,  wenn  unter  f'  Ji 
Temperatur  an  der  tiefsten  Stelle  der  Wand  verstanden  wird.  Indesvv 
ist  es  doch  haujitsächlich  die  stärkere  oder  schwächere  Bewegung  ;stetL’<- 
Erncuerung)  der  Luft  au  der  KörperoberHäche,  die  den  Coefticienten  • 
beeinflusst  und  die  auch  von  anderen  Umstäuden.  als  von  der  Gestalt  uni 
den  Dimeusionen  der  Wand  abhängt,  z.  B.  in  freier  atmosphärischer  Lot' 
in  höherem  Grade  .stattfindet,  als  in  eingeschlossener  Zimmerlufl.  Auel 
ist  zu  bemerken,  d.ass  nach  I’eclet’s  Versuchsinethode  seine  Cebergang- 
coeflicienten  a'  eigentlicli  zusammengesetzte  Transmissionscoefficienteii  ‘ 
sind,  betreffend  den  Uebergang  der  Wärme  aus  beständig  bewegtem  Wasser 
durch  eine  dünne  Metallwand  in  Luft,  und  wenn  hier  auch  der  Widerstani 
gegen  den  Eintritt  der  Wärme  aus  dem  Wasser  in  die  Wand  und  geg  i 
ihre  Leitung  durch  die  Wand  verhältnissmässig  klein  waren,  so  musste  ditch 
immerhin  die  Temperatur  der  Wand  an  ihrer  die  Luft  berührenden  OIkt- 
flächc  etwits  kleiner,  als  die  von  Pöclet  dafür  gesetzte  Was.sertomi>er»tur 
sein,  und  somit  a'  etwas  zu  klein  gefunden  werden.  In  der  Th.vt  ist  naci: 
anderweitigen  .Angaben*  h = 3 bis  f>  zu  setzen,  und  zwar  im  Durchschui:: 

b = \ für  eingeschlossene,  h =r=.  5 für  freie  Luft  . . . . i*. 

wenn  unter  t'  die.  Lufttmnperatur  in  massiger  Entfernung  vom  Körper  ver- 
standen wird. 


* II.  Valerius  (Ics  applicntioiis  de  la  chaleur)  nach  Ser  (Cours  de  pl;- 
sicpie  industrielle  de  fEcole  des  arts  et  luaniifactures  ä Paris). 


Digitized  by  Google 


. 165. 


wärmeCbebgangs-coepmcif.ntkn. 


945 


Die  Art  der  Oberfläche  bedingt  den  Coefficienten  h nicht  merklich, 
ehr  wesentlich  dagegen  den  Stralilungscoefficienten  «,  dessen  Werthe  nach 
*eclet  der  felgenden  Tabelle  zu  entnehmen  sind. 


ll 

» i 

s 

i’  Kupfer  

0,1G 

Oxydirtes  Eisen 

3.3G 

I,  Zinn 

0.2‘2 

Kohlenslaub  

3,42;, 

Zink 

0,24 

Holz,  Gvps,  Hausteine  

3,G0  i 

” Blankes  Messing 

0,2t; 

Baiimwollenzeng 

''  Po!irle.s  Eisenblech  . . . 

0,45 

Wollen-  11.  Seidenstoff,  Oelamstrich 

3.7 

Ii  Gewöhnliches  Eisenblech 

2,77 

Papier 

3,8 

||  Glas 

2,91 

Ru.ss 

4,0 

jl  Neues  Gusseisen 

3,17 

Wasser  

5,3 

Was  endlich* den  umgekehrten  Fall  des  Wärmeeintritts  in  einen 
von  Luft  berührten  festen  Körper  betrifft,  so  ist  die  übergehende 
Wärme  in  Ermangelung  specieller  Erfahrungen  deijeuigen  gleich  zu  setzen, 
welche  aus  der  Körperoberfläche  austriite,  wenn  ihre  Temperatur  mit  der- 
jenigen der  Luft  resp.  (in  Betreff  der  Strahlung)  mit  der  mittleren  Ober- 
tläclientemperatur  der  diese  Luft  begrenzenden  Wämle  vertauscht  würde, 
eine  Kegel,  die  von  Peclet  wenigstens  bei  railssigen  Temperaturdifferenzen 
als  hinlänglich  zutreffend  erkannt  wurde.  Im  Widerspruch  damit  scheint 
sich  freilich  die  besonders  durch  Versuche  von  Noeggerath*  constatirte 
Thatsachc  zu  befinden,  dass,  während  der  Wärmeübergang  von  einer  festen 
Wand  an  Luft  durch  Berührung  erfahrungsmässig  nicht  merklich  durch 
die  Oberflächcnbeschaffenheit  der  W.and  beeinflusst  wird,  die  Wärmetrans- 
mis.sion  aller  deijenigen  Theile  einer  von  den  Heizgasen  einer  Feuerung  ^ 
laTührten  Metallwaud,  die  dem  Einflüsse  der  Wärmestrahlung  des  Feuers 
nicht  unmittelbar  ausgesetzt  sind  (iudirecte  Heizfläche),  durch  Berussung 
dieser  Wand  an  ihrer  den  Heizgasen  zugekehrten  Oberfläche  sehr  erheb- 
lich vermindert  wird,  dass  insbesondere  Heizgase  von  weniger  als  400" 
Temi)cratur  kaum  nennenswerthe  Wärmemengen  durch  berusste  Metall- 
wände transmittiren.  Inde.ssen  mag  diese  Thatsache  bauptsächlich  in  der 

sehr  geringen  Wärmeleitnngsflihigkeit  iler  lockeren  Hussschicht  ihren  Grund 

* 

haben.  — 

Zur  Anwendung  der  hier  milgefheilfen  Erf'ahrnngeu  auf  die  Bestim- 
mung der  Wärmetransmission  durch  einfache  und  zusammengesetzte  Wände 

* .,1'eber  den  Einfluss  der  Bcriis.sung  der  l)anipl'kes.scl  und  Siedepfamien 
auf  den  Ileizcffcet“.  Zeitschrift  des  Vereins  dentseber  Ingenieure,  18ti5,  S.  GG. 

Ura>*liof,  tbeurtit.  Muscbin*«iilebr«'.  I.  (lij 
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von  besonderer  Beschaffenheit  werden  spätere  Theile  dieses  Werkes  Ge- 
legenheit bieten. 


§.  100.  IleizflSchen. 

Unter  einer  Heizfläche  soll  hier  allgemein  die  Scheidewand  von  zwei 
ungleich  wannen  (froj)fharen  oder  luftförniigen)  Flüssigkeiten  verstanden 
werden,  welche  den  Wärmeübergang  von  der  einen  zur  anderen  dieser 
beiden  Flüssigkeiten  vermittelt,  einerlei  oh  die  Abkühlung  resp.  Conden- 
sation  der  ersten  oder  die  Erwärmung  resj).  Verdampfung  der  zweiten  da- 
durch bezweckt  wird.  Es  ist  dann  die  Aufgabe,  die  Grösse  = F der 
Heizfläche  zu  berechnen,  die  nüthig  ist,  um  in  der  Zeiteinheit 
eine  gegebene  Wärmemenge  = Q durchzulassen  f)ei  Voraussetzunc 
eines  Beharrungszustandes  der  Art,  dass  an  jeder  Stelle  der  Heizfläche 
die  Temperaturen  t und  t'  { t t’)  der  beiderseits  angrenzenden  Flüssig- 
keiten unveränderlich  sind.  Wenn  dabei,  wie  es  hier  immer  gescheheu 
soll,  der  Wärmetransmissions-Coefficient  k für  alle  Elemente 
der  Heizfläche  gleich  gesetzt  resp.  näherungsweise  für  die  ganze 
Heizfläche  mit  demselben  Mittelwerth  iii  Rechnung  gebracht  wird,  so  er-* 
giebt  sieb  nach  §.  164,  Gl.  (7)  sofort 


falls  t und  t'  nicht  nur  an  jeder  einzelnen  Stelle  der  Heizfläche  unver- 
änderlich, soudeni  auch  an  allen  Stellen  gleich  gross  sind. 

Wenn  aber  die  Temperaturen  t und  t'  au  verschiedenen  Stellen  der 
Heizfläche  verschieden  sind,  so  ist  eine  besondere  Rechnung  iiöthig,  die 
natürlich  voraussetzt,  dass  jene  Verschiedenheit  ein  mathematisch  aus- 
drückbares  Gesetz  befolgt,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist  wenn  die 
Flüssigkeiten  nach  i)arallelcn  Richtungen  längs  der  lang  ge- 
streckten Heizfläche  hin  fliessen.  Unter  dieser  Voraussetzung  nehme 
längs  cier  ganzen  Heizfläche  und  für  jede  Flüssigkeit  im  Sinne  ihrer  strö- 
menden Bewegung  die  Temperatur 

der  wärmeren  von  bis  ab, 
der  anderen  von  <„'bis  <j'zu. 

Beide  Flüssigkeiten  seien  von  solcher  Art,  dass  ihre  specifischen  Wärmen 
c,  c,  die  hier  stets  als  solche  für  constante  Pressung  zu  verstehen  simt 
als  unabhängig  von  ihren  variablen  Wärmezustäuden  betrachtet  werden 
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können.  Denkt  man  sich  die  beiden  FlUssigkeitsstriime  durch  corrcspon- 
dirende  (denselben  Durchschnittslinien  mit  der  Heizfläche  entsprechende) 
unendlich  nahe  Querschnitte  geschnitten,  so  theilen  dieselben  die  Heiz- 
fläche in  unendlich  schmale  Elemente  dF  und  die  Wandflächen  der  Canäle, 
iu  denen  die  beiden  Flüssigkeiten  ströineini  zu  denken  sind,  in  Elemente. 
dW  und  rfJF';  von  diesen  zwischen  denselben  zwei  Schnittflächen  ent- 
haltenen Waudflächenelementen  d W und  d Jf"  ist  dF  im  Allgemeinen  nur 
ein  Theil,  nämlich  der  beiden  gemeinschaftliche  Thcil.  An  den  übrigen 
Theilen  = dJJ' — dF  und  dW' — dF  können  die  Flüssigkeiten  Wärme- 
vcrluste  nach  ausseu  erleiden,  von  denen  dann  aber  vorausge.setzt  werden 
soll,  dass  sie,  in  der  Zeiteinheit  beziehungsweise  = wdQ  und  = w'dQ^ 
als  überall  gleiche  Theile  der  durch  dF  in  der  Zeiteinheit  übertragenen 
liel  grösseren  Wärme  dQ  betrachtet  werden  können,  dass  also  w und  tc 
kleine  constantc  Hrüche  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nun,  wenn  t und  t’  die  Temperaturen 
der  zwei  Flüssigkeiten  beiderseits  von  dF  sind,  und  wenn  — dt  die  Tem- 
peraturabnahme der  wärmeren  Flüssigkeit  längs  dF  ist, 


, dQ  — dt 

dQ  = kdF  {t  — t ) und  = 

Q ^0  — t\ 


also  dF  — 


(2). 


- Qdt 



Um  in  dieser  Gleichung  behufs  ihrer  Integration  t'  durch  t auszu- 
drUcken,  werde  zunächst  angenommen,  dass  sich  beide  Flüssigkeiten 
in  gleichem  Sinn  an  der  Heizfläche  entlang  bewegen.  An  dem- 
selben Theil  der  letzteren  entsjirecheu  sich  dann  die  Temperaturabnahmo 
— t der  einen  und  die  Teraperaturzuuahmc  = t' — t^'  der  anderen 
Flüssigkeit;  beide  haben  gemäss  den  oben  erklärten  Voraussetzungen  für 
jeden  Theil  der  Heizfläche  dasselbe  Verhältniss  zu  einander: 


Daraus  folgt: 


oder  mit  /f„  = <„- 


t 

■ t -{-  t — 


tl 


(.3). 


t^'  und  /li  — ty  — ty 


to-ty 


/ln 


t — L 


A 

■ t. 


und  die  Substitution  des  hieraus  folgenden  Ausdrucks  von 


{t<,—  ty){t-t')  = Uly,-Ay){t  — Q 4-  A,{t,-ty) 


= 'A,  — Ay)t  + A,t,- 


M 


ÖO* 
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in  Gl.  (2)  crgiebt  durch  Integration: 


ft ; 


(•^0  ^l)^0  “l"  ^1^0  ■^0^1  ft 

(.4q  — -4, ) /,  -f-  (-4o  — J]) 


J 

■^1 


oder  F — 


ft 


/« 


^0  ^0 


-,-T  = 


nb 


(4, 


indem  zur  Unterscheidung  und  Vergleichung  verschiedener  Fälle  diese 
demselhen  Strömuugssiune  beider  Flüssigkeiten  entsprechende  Heizfläche 
mit  Fai  bezeichnet  werden  soll. 

Im  Falle  entgegengesetzten  Strömungssinnes  der  beiden 
Flüssigkeiten  sei  sie  mit  Fi,„  bezeichnet.  Indem  sich  dann  au  dem- 
selben Theile  der  Heizfläche  die  Tomperaturabnahme  = — t der  einen 

und  die  Temperaturzunahrae  = <i' — t'  der  anderen  Flüssigkeit  ent- 
sprechen und  somit  ' / > > 

ist,  eine  Gleichung,  die  aus  Gl.  (3)  durch  Vertauschung  von  ““d  <j' her- 
vorgeht, ergicht  sich  durch  dieselbe  Vertauschung  aus  Gl. (4): 


ln  \ 


- F,. 


(51 


Wenn  nur  die  Wärme  abgehende  P'lüssigkeit  in  strömender 
Bewegung  längs  der  Heizfläche  begriffen,  die  Temperatur  t'  der 
anderen  aber  constaut  und  überall  gleich  ist,  indem  sie  eine  stetige  Er- 
neuerung durch  Abfluss  erwärmter  (<'  Grad  warmer)  und  Zufluss  kälterer 
Flüssigkeit  erfährt,  die  sich  mit  der  übrigen  mischt,  so  ergieht  sich  au.« 
Gl.  (4)  oder  (5)  mit  = </ = t': 


ln 


<0  li 


(6\ 


Wenn  endlich  nur  die  Wärme  empfangende  Flüssigkeit 
eine  strömende  Bewegung  längs  der  Heizfläche  hat,  die  Tem- 
peratur t der  anderen  dagegen  in  Folge  stetiger  Erneuerung  durch  Abflus# 
ahgekühlter  {t  Grad  warmer;  und  Zufluss  wärmerer,  mit  der  übrigen  sich 
mischender  Flüssigkeit  coustant  und  überall  gleich  ist,  so  folgt  aus  Gl.  (4) 
oder  (5)  mit  = t-, 

t — l’ 


F = 


ln 

Q t- 
k t, 


= F, 


I < 
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Schliesslich  ktinn  Gl.  (1)  aus  Gl.  (6)  mit  = t^^  = t oder  aus  Gl.  (7)  mit 
^o’  = — t’  erhalten  werden,  wenn  nur  das  bekannte  Verfahren  an- 

gewendet wird,  um  den  zunächst  in  unbestimmter  Form: 

• ,,  Q 0 

— k () 

erscheinenden  Ausdruck  seiner  llcdeutung  nach  zu  hestinimcn. 

Wenn  ,1/  Kgr.  die  Gewichtsniengo  der  Wärme  ahgehendon  Flüssigkeit 
ist,  die  in  der  Zeiteinheit  mit  der  Temperatur  z-uHicsst  und  mit  {=  t 
in  den  Fällen  von  Gl.  1 und  7 ; ahtiiesst,  ferner  M'  Kgr.  die  Gewichtsmenge 
der  Wärme  empfangenden  Flüssigkeit,  die  in  der  Zeiteinheit  mit  der  Tem- 
jH'ratur  zuHiesst  und  mit  <j'(=  t’  in  den  Fällen  von  Gl.  1 und  6}  ab- 
flie.sst,  so  ist  mit  Ilücksiclit  auf  die  oben  erklärten  Bedcutungeu  von  c,  c 
und  le,  W-. 

' (Hj. 


MC  (/g 

1 -j-  w 


Würde  die  erste  h'Iüssigkcit  hei  ihrer  Ahkidduug  bis  condensirt,  so  wäre 
im  Zähler  des  ersten  Ausdrucks  von  (j  die  hetreft'endc  Condensations wärme 
hinzuzufügen;  mit  dem  Beginn  dieser  roudcnsatioii  bliebe  l constant  “ /j, 
und  wäre  dann  die  Heizfläche  — au.sser  in  den<FäIlen  von  Gl.  (1)  und  (7)  — 
in  zwei  besonders  zu  berechnende  Tlicile  von  verschiedenen  Wirkungsweisen 
zu  zerlegen.  Würde  die  zweite  Flüssigkeit  bei  der  Krwärmnng  bis  </ver- 
dami)ft,  so  wäre  im  Zähler  des  zweiten  Ausdrucks  (8j  von  Q die  betreffende 
Verdampfungswärme  liinzuzufügen;  mit  dem  Beginn  dieser  Verdamjd’uug 
bliebe  /'constant  = und  wäre  dann  — ausser  in  den  Fällen  von  Gl.(l) 
und  (6)  — wieder  eine  cntspreclicnde  Zerb'gung  der  lleiztläcbe  nöthig. 

P'.in  Beispiel  mag  die  Verschiedenheit  der  Grösse  erkennen  lassen, 
die  zur  Erreichung  desselben  Heizzweckes  den  betrachteten  5 Arten  von 
Heizflächen  zu  geben  ist.  nämlich  den  HeizHächen  J'\  F’ö,  /'„t  und  J'\,„ 
unter  F ohne  Indo.\  hier  die  Heizfläche  nach  Gl.  (1)  entsprechend  dem 
Falle  verstanden,  dass  auf  der  einen  Seite  überall  und  beständig  die 
Miuimaltemperatur  der  Wärme  abgebendeu,  auf  der  anderen  überall  und 
beständig  die  Maximaltomperatur  der  Wärme  aufnehmenden  Flüssigkeit 
stattfindet.  Es  sei  z.  B.  der  Gebläsewind  eines  Hochofens  von  tg  = 20® 
bis  /j'  = 300®  zu  erwärmen  durch  die  einer  (die  Heizfläche  nicht  direct 
bestrahlenden)  Feuerung  entstammeuden  Heizgase,  die  sich  dabei  von  /„  = 
1000®  bis  resp.  = 300®,  lOO",  500®,  600"  abkühlcn  sollen.  Mit 

- = 100000  ergeben  sich  dann  folgende  relative  Grössen  der  betreffendeu 

Heizflächen. 
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It 

r 

Fa 

Fn 

Fah 

Fba 

Y 

1 

= 31  Ht'* 

rv  1 

cc 

<x 

nc 

218 

= 1(10" 

10(KI  , 

.‘521 

-177 

259 

191 

u 

= 5(Ht“ 

5(K)  ' 

251 

313 

204 

171 

!i 

= 

3AJ  1 
1 

212 

235 

174 

157 

li 

Ua  ein  Element  der  llei/.tliiclie  in  einer  gewissen  Zeit  um  so  mehr 
Wärme  diirchlüsst,  je  höher  die  Temperatur  auf  der  einen  Seite  und  je 
niedriger  sic  auf  der  anderen  Seite  ist,  so  muss  cs  zur  Verkleinerung  der 
uöthigen  Kcizflächeugrüsso  beitragen,  wenn  die  Wärme  abgebende  Flössig- 
keit  schon  mit  ihrer  Maximaltemperatnr  die  andere  schon  mit  ihn'r 
Minimaltempcratur  die  Heizfläche  berührt,  d.  h.  wenn  längs  derselben 
sowohl  die  eine  wie  die  andere  Flüssigkeit  in  strömender  Bewegung  In.-- 
grifteu  ist.  Jedenfalls  sind  deshalb  unter  übrigens  gleichen  Fm.ständen  dir 
Heizflächen  und  kleiner  als  F„  und  Fj,  letztere  kleiner  als  F, 
und  cs  kann  nur  noch  die  Vergleichung  von  Fat,  mit  F^a,  sowie  von  F, 
mit  Fl,  in  Frage  kommeii.  Was  erstero  betrifft,  so  ist  nach  Gl.  (4)  mit 
Iq  -\-  = « , /q  = d ; -j-  = d', 

wo  «,  rf,  d'  und  « — $'  ijositive  Grössen  sind. 


l«  T 


oder  wegen  Inx  = ‘2 


X -f-  1 3 


X — 1 

+ 


/»I  X ~~~  I 

mit  X = ^ , also  ^ ^ j 


fl -ix 


io  io  + fl 

K-io  + fl- fl’ 


d (T 


d + d\ 


Indem  hieraus  durch  Vertauschung  von  mit  t^\  also  von  (f  mit  — / 
hervorgeht,  ergiebt  sich  Fi,„  <C.  F^i-  Was  aber  und  /'<,  betrifft,  so  ist 
nicht  immer,  wie  bei  obigen  Beispielen,  F„  <'  Fj;  es  kann  auch  ]>■  Fi 
sein,  wenn  tt  ==  /j'— verhältnissmässig  gross  ist.  Wenn  z.  B.  der  Ge- 
bläsewind von  = -ü®  bis  </=  500®  zu  erwärmen  wäre  durch  Heiz- 
gase, die  sich  bei  vou  = 1000®  bis  <j  = fiOÜ®  abkühleu,  so  wäre 

mit  j = 100000  : F„  = 402,  Fj  = 366. 


Allgemein  ist  also  nur 

y > u > -f’6« 


(9). 
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lind  zwar  wachsen  die  Unterschiede  dieser  Heizflächeiigrüsscn  mit  den 
TemperatiirdifFerenzen  und  i,' — . — 

Wenn  cs  die  gasförmigen  Verbrcnnuiigsproducto  einer 
Feuerung  (Heizgase)  sind,  die  als  Wärme  ahgebende  Flüssigkeit 
mit  der  Heizfläche  in  Herührung  konimeii,  so  kann  es  der  Fall  sein, 
dass  letztere  wenigstens  theilweiso  als  sogenannte  dircctc  Heizfläche 
der  Bestrahlung  durch  den  glühenden  Brennstoff  und  die  Flamme  ausge- 
sotzt  ist.  Aus.ser  der  in  obigen  Formeln  vorkommenden  Wärmemenge  <2, 
die  hier  auf  die  Stunde  als  Zeiteinheit  bezogen  werde,  überträgt  dann  in 
Folge  jener  Strahlung  die  Heizfläche  stündlich  noch  die  Wärmemenge  «//jJTT?, 
unter  « einen  erfabrungsmässigun  Cocfficienten  (§.  161j,  i]y  den  Wirkungs- 
grad der  P'euerung,  K den  Heizcffect  des  Brennstoffes  und  li  die  stünd- 
lich verbrannte  Gewichtsmenge  desselben  verstanden,  und  ist  also  die 
stündlich  im  Ganzen  durch  die  Heizfläche  übertragene  Wärme: 

W = Q 


Das  Vcrhältniss  derselben  zu  der  in  der  Feuerung  .stündlich  nutzbar  ent- 
wickelten Wärme  kann  der  Wirkungsgrad  der  Heizfläche,  und  ihr 
Vcrhältniss  zum  Ilcizclfect  des  stündlich  verbrannten  Brennstoffs  der  rcsiil- 
tirende  Wirkungsgrad  der  Heizanlage  genannt  werden.  Wird  ersterer 
mit  letzterer  mit  »/  bezeichnet,  so  ist  also 

ir  ir 


KB 


’h>h 


(10). 


Ist  W gegeben,  so  ist  in  den  Gleichungen  (1)  bis  (8)  zu  setzen: 


Die  .\nfangstcmporatur  der  Heizgase  ist  die  Summe  der  durch  den 
Vcrbrennungsprocess  hervorgebrachteii  Temperaturerhöhung  und  der  allein 
aus  der  Mischung  des  Brennstoffs  mit  der  hiuzutretenden  Verbrennnngs- 
luft  resultirendcn  Temperatur  r.  Wird  also  mit  G die  Gcwichtsmeuge  der 
gasförmigen  Vcrbrennungsjiroducte  jiro  1 Kgr.  Brennstoff  bezeichnet,  die 
auch  im  Falle  eines  festen  Brennstoffs  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler 
= mL  1 — der  Gewiclitsmenge  aller  Verbrennungsproducte  gesetzt 
worden  kann,  so  ist  nach  §.  1(51,  Gl.  (1): 

ö» 

Hiermit  und  mit  M = BG  ergiebt  sich  nach  Gl.  (8): 


BGc(t^  — t^) 
1 -f-  te 


1 It  /q  — — 

1 -\-  W T 


>h 
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und  somit  für  den  Wirkungsgrad  der  Heiztlächc  der  Ausdruck: 
<3  Kli  1 f ty 


>h 


+ 


(13. 


1 -I-  t^—T 

Ibin  zufolge  ist  um  so  grösser,  jo  kleiner  w (d.  li.  der  vcrhältnissmässiiZ'.' 
Wilrmcvcrlust  durch  solche  Wandthoilc  dos  Heizcanals,  die  nicht  als  Heiz- 
fläche dienon),  ferner  je  kloiucr  und,  sofern  t <(  je  grösser  un*l 
jo  grösser  * ist.  Die  Vortheilhaftigke.it  der  Vergrösserung  von  * wird  in- 
dessen durch  den  Umstand  vermindert,  dass  damit  ahiiimnit,  vielleicht 
auch  //j  (bei  übermässiger  Verkleinerung  von  im  Falle  eines  Brennstoffs 
von  geringer  Qualität).  Die  Vortheilhaftigkeit  der  Verkleinerung  von  <, 
wird  begrenzt  und  vermindert  theils  durch  die  Rücksicht  auf  die  Zugwir- 
kung der  Esse,  theils  durch  den  Umstand,  dass  mit  abnehmender  Endteui- 
lieratur  der  lleizga.se  die  erforderliche  Heizfläche  grös.ser  (die  Anlage 
somit  theuerer)  wird,  und  zwar  in  höherem  Grade,  als  tj  abuiniint.  da  zur 
Transmission  gleicher  Wärmemengen  um  so  grössere  Heizflächentheik 
nöthig  werden,  je  mehr  die  Heizgase  schon  abgekühlt  sind. 

Meistens,  insbesondere  bei  Dampfkesselanlagen  im  Beharruiigszustande, 
wenn  das  Kesselmaucrwerk  eine  constante  Temperatur  angenommen  bat. 

T 


sind  w und  klein  genug,  um  ohne  erheblichen  Fehler 


(1  + 1 


1 


setzen  zu  können. 


:.)= 
')+*=!  — (1  — ' 


Dann  ist  nach  Gl.  (13): 

'/s  = (1  - 'V  (l  - [ 
und  somit  nach  Gl.  (11:' 

_ j * 77  ^1 

R Vs  ^0 


(H 


l^läi. 


1 — « 


— t. 


§.  11)7.  Ucreclinuiigsmethodc  einer  Heizanlage. 

Für  die  Berechnung  einer  zu  entwerfenden  Heizauhige  Lst  die  durch 
die  Heizfläche  stündlich  zu  übertragende  Wärmemenge  lU  als  gegeben  resp. 
durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  voramszusetzen.  desgl.  dir 
.Uitäugstcmperatur  und  Endlemperatur  der  dadurch  zu  erwärmenden 
und  event.  zu  verdampfeudea  Flüssigkeit.  Durch  die  ferner  gegebene  Art 
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des  Brennstoffs  sind  dessen  Heizeffect  K (§.  159),  sowie  nach  §.  160  die 
zu  vollkommener  Verbrennung  von  1 Kgr.  desselben  nuthige  Luftmeugo 
= L Kgr.  und  die  spocifische  Wärme  c der  Vorbronnungsprodnete  bc- 
stimint,  wenn  für  den  Factor  »»  der  thatsäcblich  für  1 Kgr.  Brennstoff  vor- 
weudoteu  Luftmeugo  = m L Kgr.  ein  erfahrungsmässiger  Werth  ange- 
nommen wird,  .\ngabeii  in  dieser  Beziehung  sowie  in  Betreff  des  gleichfalls  er- 
fahr ungsraiLssig  anzunehmenden  Strahlungscoefficieuten  * und  des  Wirkungs- 
grades der  Feuerung  müssen  der  Besprechung  besonderer  Arten  von 
Foiierungsanlagon  Vorbehalten  worden.  Das  Yerhältniss  w des  stündlichen 
Wiirmeverlustes  der  Heizgase  zu  der  durch  die  Ileiztlächc  (ausser  durch 
die  Wärmesfrahlung  der  Feuerung)  stündlich  übertragenen  Wärmemenge  Q, 
sowie  der  Transmissionscoefficient  k der  Heizfläche  sind  mit  Rücksicht  auf 
§.  164  und  165  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  bestimmen  resp.  auf  Grund  von 
Spccialerfahrungen  in  Betrett’  analoger  Fälle  auzunehmeu. 

Am  meisten  Ueberlegung  erfordert  die  angemessene  Wahl  der  Tem- 
peratur t^,  mit  der  die  Heizgase  die  Heizfläche  verlassen  sollen.  .Je  kleiner 
, desto  grösser  also  //  = z/iZ/,,  und  desto  kleiner  der  Bedarf  an 
Brennstoff;  je  grosser  aber  desto  kleiner  die  erforderliche  Heizfläche 
und  die  Esse  (behufs  einer  ausreichenden  Zngwirkung),  desto  billiger  also 
die  Anlage.  Hiernach  giebt  es  einen  gewissen  Werth  von  durch  welchen 
die  Summe  des  jährlichen  Geldaufwandes  für  Brennstoff  sowie  für  Ver- 
zinsung und  Amortisation  des  Capitals  zur  Herstellung  der  Anlage  ein  Mi- 
uiniuiu  wird;  die  möglichst  augeuähertc  Bestimmung  dieses  vortheilhaftesten 
Werthes  von  ist  aber  wegen  der  nöthigen  Kücksichtuabnie  auf  die  ob- 
waltenden Umstände  natürlich  nur  für  gewisse  .\rten  von  Heizanlagen  ge- 
sondert ausführbar.  Im  Allgemeinen  lässt  sich  nur  sagen,  dass  um  so 
grösser  angenommen  werden  muss,  jo  billiger  der  Brennstoff,  jo  weniger 
andau(u'nd  der  Betrieb,  je  theurer  die  .\nlagc  und  jo  mehr  die  zulässige 
Grösse  der  Heizfläche  (wie  z.  B.  bei  Locoinotiveii;  durch  die  Rücksicht  aut 
Raum  und  Gewicht  heschränkt  ist,  ferner  je  näher  die  Art  der  hetreffendeii 
Heizfläche  am  Aid'ang  der  Reihe  (9)  steht  und  je  grösser  die  gegebene 
Endtemperatur  t^'  der  zu  erwärmenden  Flüssigkeit  (überhaupt  die  verlangte 
Temjzeratur  in  dem  Raum  jenseits  der  Heizwand)  ist.  Ausser  im  Falle 
einer  sogenannten  Gegenstromheizfläche  {Fb^  muss  jedenfalls  j>  <,'sein, 
da  für  /,=<,'  die  erforderliche  Heizfläche  schon  unendlich  gross  würde, 
und  ist  danach  eine  Gegenstromheizflächo  besonders  bei  grossen  Werthen 
von  tj'  von  erheblichem  Vortheil.  Inwiefern  die  Zugwirkung  einer  Esse 
durch  die  Temperatur  t^  der  in  sie  abzichendeu  Heizgase  bedingt  ist,  wird 
im  Folgenden  erörtert. 
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Mit  einem  anpenommenen  Werth  von  und  sofern  auch  die  ursprfl»^ 
liehe  Misehunpstcniperatur  t von  Brennstoff  und  Verbrennunpslufl  als  ge- 
geben vorauszusetzen  ist  fbei  gewöhnlichen  Hostfencrungen  für  feste  Brene- 
stoffe  = einer  mittlercu  atmosphärischen  Lufttemperatur),  findet  man  nt* 
die  Temperatur  im  Feuerraum: 

If.  — T — uach  §.  166,  Gl. (12)  mit  G = mL  -•  1 

Ge 

und  den  Wirkungsgrad  der  Heizfläche: 

tu  — - 4-  * nach  §.166,  Gl.(13). 

Ist  ferner  Kgr.  die  pro  (juadratm.  HostHäche  stündlich  zu  verbrennend* 
Brennstoffmenge  (§.  162),  so  ergiebt  sich  die  stündlich  im  Ganzen  erforder- 
liche Menge  desselben  = B Kgr.  und  die  dazu  nöthige  Grösse  der  Kast- 
fläcbe  = It  (Jiiadratni. 

mit  //  ~ //,  tu  : B = - und  R = 

ijA  By 

und  sind  dann  mit  Ilücksicht  auf  die  in  §.  162  erörterten  Gesichtspouktt 
auch  die  übrigen  Dimensionen  des  Herdes  fostzusetzen.  Die  der  Aufgabe 
entsprechende  HeizHächeugrösso  ist  endlich  durch  die  betreffende  der  Glfi- 
chungen  (1)  resp.  (4)  bis  (7)  des  vorigen  §.  bestimmt,  wenn  darin  nad 
Gl.  (11)  daselbst 

= (l  — — ) IT 

gesetzt  wird.  Diese  Wärme  Q wird  zwar  unabhängig  von  der  Strahlung  de- 
Feuers,  aber  doch  nicht  nur  durch  Berührung  mit  den  Heizgasen  von  der 
Heizflächo  übertragen,  falls  letztere  nur  einen  Thcil  der  Wand  des  abrigeir 
von  einer  Steinwand  begrenzten  Heizcanals  ausmacht;  die  von  der  heisset 
Oberfläche  dieser  Steinwand  aus  durch  den  Gasstrom  hindurch  der  Heizfläch** 
zugestrahlte  Wärme  kann  dann  vielmehr  einen  erheblichen  Theil  von  U 
betragen,  besonders  wenn  die  zu  einer  wirksamen  Wärmeübertragung  dnnl 
Berührung  nöthige  beständige  Mischung  der  an  der  Heizfläche  ahgekühltci. 
mit  den  übrigen  hoisseren  Theilen  des  Gasstroms  durch  einen  weiten  Quer- 
schnitt uml  eine  glatte  Oberfläche  des  Heizcanals  erschwert  ist.  Zur  Be- 
förderung eines  schnellen  Ersatzes  der  an  der  Heizfläche  abgektthlten  dnrrJi 
heissere  Gastheile  ohne  erhebliche  Vergrösserung  des  Zugwiderstandes  er- 
scheint der  Vorschlag  v.  Roiche’s*  zweckmässig,  die  Mauerfläche  des  Ueü- 

• „Anlage  und  Betrieb  der  Dampfkessel“,  S.  6ö. 
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canals  mit  vorspringendeu  Schraubcngängen  auszustatten.  Wenn,  wie  bei 
Kohronkesseln,  die  ganze  Wand  des  Heizcanals  resp.  des  (knalsystonis  als 
Heizfläche  wirkt,  so  fällt  die  hier  in  Rode  stehende  Strahlung  fort;  die 
dadurch  bedingte  Verkleinerung  des  Transmissionscoefficieutcu  k kann  aber 
durch  die  vollkommenere  Tempcraturausgleichung  der  einzelnen  Gasstrdine 
in  den  engeren  Heizrohren,  also  durch  Erhöhung  der  Coutaetwirkung  auf- 
gewogen  werden.  — 

Wenn  endlich  die  Flüssigkeit,  an  welche  die  Wärme  fV  durch  die 
Heizfläche  übertragen  wurde,  selbst  wieder  als  Wärme  abgebende  Flüssig- 
keit au  einem  anderen  Orte  verwendet  werden  soll,  wie  z.  R.  bei  Wasser- 
nder Danipflieizungen  von  Gebäuden,  so  sind  die  dazu  dienenden  ander- 
weitigen Heizflächengrüssen  wiederum  nach  den  betreffenden  Formeln  des 
vorigen  §.  zu  berechnen  mit  Rücksicht  auf  die  u.aeh  §.  164  und  165  zu  be- 
stimmenden (wenn  nicht  unmittelbar  erfahrungsmässig  bekannten)  betref- 
fenden Transmissionscoefficienteii  A,  sowie  mit  Rücksicht  auf  die  sonstigen 
Umstände  und  Vorgesetzten  Zwecke. 


C.  Zugwirkting  der  Esse. 

§.  168.  Allgemeine  Olelohungen. 

Die  Zugwirkung  einer  Esse,  d.  h.  des  röhrenförmigen  Canals,  durch 
welchen  die  Heizgase  nach  Ausübung  ihrer  Heizwirkung  aufwärts  strömen, 
um  an  einer  höheren  Stelle  in  die  Atmosphäre  zu  entweichen,  beruht  auf 
dem  Umstande,  dass  die  Gassäule  in  der  Esse  ihrer  höheren  Temperatur 
wegen  ein  kleineres  specifisches  Gewicht  als  die  äussere  Luft  hat,  und  dass 
deshalb  der  Druck  dieses  Gases,  der  oben  in  der  Essenmünduug  dem 
atmosphärischen  Luftdruck  daselbst  gleich  ist,  unten  in  der  Esso  von  dem 
äusseren  Luftdruck  gleichen  Niveau’s  übertroffen  wird.  Dieser  Drucküber- 
schuss bewirkt  eine  Luftströmung  durch  den  Herd  (die  Breunstoffschicht 
auf  dem  Roste),  durch  den  Heizcanal  längs  der  Heizfläche  und  in  der  Esse 
aufwärts,  deren  Beharrungszustand  an  eine  solche  Geschwindigkeit  ge- 
bunden ist,  bei  welcher  die  mit  ihr  wachsenden  Bewegungswiderstände  mit 
der  jenem  Ueberdruck  entsprechenden  bewegenden  Kraft  im  Gleichgewicht 
sind.  Bei  Voraussetzung  dieses  Boharrungsznstandes  handelt  es  sich  um 
die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Widerständen  des  Herdes 
und  des  Heizcanals,  der  stündlich  abzuführenden  Gasmenge, 
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den  Dimensionen  der  Esso,  der  Temperatur  der  in  sie  einströ- 
menden Heizgase  und  der  Ausflussgcschwindigkeit  in  der  Essen- 
mündung stattfinden. 

Den  Querschnitt  der  Esse  lässt  man  zwar  in  der  Regel  von  unten 
nach  oben  etwas  abuchmen,  tbcils  um  ohne  erhebliche  Vermehrung  dö 
Bewegungswiderstandes  die  AusHussgcschwindigkcit  zu  vergrössern  und  da- 
durch die  Wirksamkeit  der  Esse  von  dem  störenden  Eintlussc  des  Windes 
möglichst  unabhängig  zu  machen,  theils  um  der  frei  stehenden  Esse  eine 
grössere  Stabilität  zu  geben;  indessen  soll  der  Einfachheit  wegen  hier  so 
gerechnet  werden,  als  ob  der  Essemiuerschnitt  constant  ( = seinem  Mittel- 
werth) wäre  und  erst  oben  an  der  Mündung  eine  plötzliche  Verengung 
erführe.  Es  sei  dann: 

F dieser  mittlere  Querschnitt  (im  Lichten), 

P sein  Umfang, 

4 F 

rf  = ^ der  entsprechende  mittlere  Durchmesser, 

A — nF  die  Grösse  der  Mündung  (eveut.  des  kleinsten  Querschnittes 
des  nach  dem  AusHusse  aus  der  Mündung  coutrahirten  Gasstroms), 
h die  Essenhöhe,  gerechnet  von  der  Feuerung  (dem  Koste;  bis  zur 
Mündung,  indem  eine  etwaige  Ansteigung  des  lleizcanals  klein  genug 
im  Vergleich  mit  der  Essenhühe  zu  sein  pHegt,  um  sic  dieser  zn- 
rechueu  zu  können. 

Auch  die  Wanddicke  der  Esso  nimmt  nach  oben  gewöhnlich  ab.  also 
der  Wärmetransmissions- Coeflicient  dieser  Wand  zu;  doch  soll  auch  er 
mit  einem  constauten  Mittelwcrth  k (bezogen  auf  die  Stunde  als  Zeit- 
einheit) in  die  Rechnung  cingeführt  werden.  Ferner  sei: 

M Kgr.  die  durch  die  Esse  stündlich  abzuführende  Heizgasmenge. 
e ihre  specifischc  Wärme,  und  zur  Abkürzung 
Mc 

a — entsprechend  Gl.  (6),  §.  109,  in  der  cs  gleichgültig  ist,  auf 

welche,  wenn  nur  auf  dieselbe,  Zeiteinheit  k und  M bezogen  werden. 
Weiter  seien: 

M,,  «j,  M die  Geschwindigkeiten  des  Ga.sstroms, 

y/,,  y/j,  H die  entsprechenden  Geschwindigkeitshohen, 

7’,,  T , T Aw  absoluten  Temiieraturen  beziehungsweise  unten  im  An- 
fangsquorschuittc,  oben  im  Endqiierschhitte  der  Esse  und  im  Austluss- 
querschnitte  A.  Bei  der  geringen  Verschiedenheit  der  Pressungen 
können  die  Geschwindigkeiten  den  absoluten  Tcmj)eratureu  und  um- 
gekehrt den  Querschnitten  proportional  gesetzt  werden: 
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u •.  u — 1.  •.  T . 

a 

Der  atmosphärische  Luftdruck  (Kgr.  pro  Quadratm.)  sei  = p und 
= p beziehungsweise  im  Niveau  der  Feuerung  (des  Rostes;  und  der  Kssen- 
mündang,  die  absolute  Temperatur  der  dazwischen  liegenden  Luftschicht 
— T",  ihr  mittleres  specifisches  Gewicht  also  mit  hinlänglicher  -Annäherung 
P 

~ ' *'"*^*'  ( — 29,4  bei  mittlerer  Feuchtigkeit)  die  Constantc  der 

Zustaudsgleichung  (§.17)  verstanden,  indem  der  verhältnissmässige  Unter- 
schied von  p’  und  p viel  weniger  beträgt,  als  die  Veränderlichkeit  von  T" 
und  die  Unsicherheit  der  meisten  bei  der  folgenden  Rechnung  zu  be- 
nutzeuden  Erfahrungscoefticienten.  Es  ist  dann  also 


Ist  ferner  die  Pressung  im  Feuerraume  = p^,  die  Pressung  der  Heizgase 
in  der  Esso  am  unteren  Ende  — p,,  am  oberen  vor  dem  Ausfluss  aus  der 
Mündung  = p^,  und  setzt  man 


• — * ^ *'1  » 

P Po  Pl 

so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  ög, 

sind,  auch 


r 1 __  (L  , -L  = 1 _ d , 

■ P» 

(f^,  ög  und  ö sehr  kleine  Brüche 


P h 

, = 1 — dg — d,  — d,j  — d,  also  , = d^  d,  + d»  -j-  d 
p KI 

= Hq  /ij  mit  Hq  It  7^ d0 , /»  T'  dj,  \^d^  -j-  d). 


Diese  Höhen  /ij  und  hg  sind  die  Bestandtheile  der  Esseuhöhe  A,  welche 
beziehungsweise  dazu  dienen,  die  Bewegung  der  Verbrennungsluft  (durch 
die  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste)  in  den  Feuerraum,  sowie  der  Heiz- 
gase im  Heizcaual  und  in  der  Esse  mit  Rücksicht  auf  die  betrefl'euden 
Widerstände  zu  unterhalten. 

Die  Dichtigkeit  der  Heizgase  ist  zwar  von  derjenigen  der  atmosphäri- 
schen Luft  verschieden,  in  der  Regel  etwas  grösser  (§.  160),  jedoch  nicht 
in  solchem  Grade,  dass  mit  Rücksicht  auf  den  variablen  Zustand  der  atmo- 
sphärischen Luft  selbst  und  auf  den  Genauigkeitsgrad,  den  die  vorliegende 
Untersuchung  überhaui)t  in  Anspruch  nehmen  kann,  die  Rücksichtnahme 
darauf  hier  Bedürfniss  wäre.  Wird  dann  also  auch  die  (der  Dichtigkeit 
umgekehrt  proportionale)  Constantc  R der  Zustandsgleichung  für  die  Heiz- 
gase ebenso  wie  für  die  äussere  Luft  angenommen,  so  ist  nach  §.  109, 
Gl.  (13)  bei  Voraussetzung  einer  verticalen  Esse  mit  costp  = — 1 und 
den  entsprechenden  Buchstabenänderungen: 
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i r-  ^ ^ I Io  : , 1 /,  , , T\ 

irr,  r r,  ^ d)  rt'  ( ' " " r, ' 

und  nach  §.  108,  Gl.  (9)  bei  .\hstraction  von  einem  besonderen  Widerstande 
in  Iletreff  des  Ausströmens  aus  der  Esseninündung  A-. 

1 

7* 


«*  ffi  I 

“ Ä7’~  2 ~ '^r  U*  “ ^ 


11. 


w 


RT  2 

da  ,,  im  Vergleich  mit  - , eine  grosse  Zahl  (TT,  <7,  1 Mtr.)  ist.  oder 
7/, 


auch  wegen 


K7-/U«  } T' 


Hiernach  ergieht  sich: 


II, r 


+ äV  0 + V 

und  somit  = RT'  (dj  + 6),  wenn  noch  mit 

„ lT’\^  1 / »«  \*  M 

7^  — 77,  ; m — (1 

die  Geschwindigkeitshöhe  bezeichnet  wird,  mit  der  die  Heizgase  (w  Kgr. 
l>ro  Secunde)  den  Querschnitt  F durchstriimen  würden,  wenn  ihre  alwolnte 
Temperatur  = T"  und  ihr  si)ecifisches  Gewicht  ent.siirechend  = y win-. 


*-•  “ "■  i + {>■  I 


_ 5t'  + ( ‘ 

»V  r ^ 


^>1 
./  T' 


-|-  7<  -|-  a ln 

In  dieser  Gleichung  ist  T von  h ahhüngig,  nämlich  nach  §.  109.  GLi9): 


T = T'+  {T,—  t)e  " = r,  — (T,— r')(l  — 


r 1 


oder 


1 =T,-{T,-  r)f{h)  mit  /(/.)=  1 - c “ 


wodurch  nun  die  Gleichung;  7<„  + ^*  = 7<  die  Form  erhält; 


:\Tr 
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r T t'  1 

= A/Oj 

Eudlich  ist  die  -Vusflussffeschwindigkeit: 


m , A M T 

” = p,,  ™.t  ? = ■/  j,  , «bo 


(3). 


(4). 


Der  Ilediiiuuirsgang  bei  Heiiut/.uug  dieser  Gleichungen  ist  natürlich 
von  der  besonderen  Ferm  der  .Aufgabe  abbilngig,  d.  b.  verschieden  jenacli- 
deiii  diese  oder  jene  der  verschiedenen  F.lemeuto  gegeben  sind  oder  giv 
sucht  werden.  Wären  z.  II.  ausser  M = 3GÜU  «/,  und  Aj  auch  h und  «, 
ferner  die  Gestaltung  und  Wandbeschaffenheit  der  Ksse  (yuerschnittsforin, 
Verjüngsverbälfniss  innen  und  aussen,  Ilerstelluugsinaterial)  insoweit  ge- 
geben, dass  durch  A und  -J  auch  F,  P und  k bestimmt  sind,  und  würden 
dann  A und  Ty  gesucht,  so  fände  man  mit  den  Umständen  gemäss  ange- 
noinmencn  Werthen  von  c,  A /,  / und  mit  einem  versuchsweise  ange- 
noinmenen  Werth  von  A zunächst  ic,  P,  d,  k und  «,  dann  i/' nach  Gl.  (1), 
Ty  aus  Gl.  (3),  T aus  Gl.  (2^  und  u aus  Gl.  (4).  Wäre  dieser  Werth  von  u 
zu  klein  oder  zu  gross,  so  wäre  mit  einem  entsprechciul  kleineren  oder 
gr«)8seren  A die  Rechnung  zu  wiederholen  bis  die  resultirende  AusHuss- 
geschwindigkeit  « von  der  verlangten  sich  hinlänglich  wenig  verschieden 
ergiebt.  Ergicbt  sich  indessen  u nur  mässig  zu  klein,  so  genügt  es,  die 
Esse  sich  nur  an  ihrem  oberen  Ende  bis  zu  einem  entsprechend  kleineren 
Müuduugsquerschnitte  verengen  zu  lassen  ohne  im  Uebrigen  die  zuletzt 
gofundenen  Elemente  zu  ändern.  — 

Von  den  Grössen  A^  und  A,  ist  erstere  im  Falle  einer  mit  festem 
Brennstoff  beschickten  Rostfeuerung  natürlich  um  so  grösser,  je  grösser 
die  Schichtdickc  des  Brennstoffs  auf  dem  Roste  und  je  kleiner,  auch  jo 
ungleichartiger  seine  8tückgrössc  ist;  der  dieser  Grösse  A,  in  einem  ge- 
gebenen Falle  zukommende,  offenbar  auch  sehr  wesentlich  vom  Verhalten 
des  Brennstoffs  in  der  Hitze,  insbesondere  z.  B.  von  der  Backfiibigkeit 
einer  Steinkohle  abhängige  Werth  ist  indessen  nur  sehr  unsicher  anzu- 
gebon,  und  wird  dadurch  vorzugsweise  eine  zuverlässige  Vorausbestimmung 
der  Zugwirkung  unter  gegebenen  Umständen  beeinträchtigt. 

Was  die  Höhe  Aj  betrifft,  so  seien  Tq  und  die  absoluten  Tem- 
peraturen, Jkf)  und  7/j  die  Goschwindigkeitshöhon  des  Gasstroms  be- 
ziehungsweise am  Anfang  und  Ende  des  Ileizcanals  von  der  Länge  /,  und 
es  mögen  in  Beziehung  auf  denselben  F\,  dy,  «j  und  7,  dieselben  Be- 
deutungen haben  wie  F,  d,  n und  k in  Betreff  der  Esse.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  jenseits  der  lleizHäche  eine  constante  absolute  Tcm- 
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peratur  = J,'  stattfindet  (oder  wenn  diese  näherungsweise  mit  eineci 
Mittelwerth  = in  die  vorliegende  Rechnung  eingefilhrt  wird),  wän 
dann  nacli  §.  109,  Gl.  (13)  mit  cosrp  = 0 und  abgesehen  zunächst  voa 
besonderen  Widerständen: 


RT. 


T, 


i / + “■ 

0 «1  V «1 


J' 


Besondere  Widerstände,  verursacht  durch  plötzliche  Querschnitts-  oai 
Richtungsäuderungen,  können  besoiiders  am  Anfang  und  Ende  des  Reiz-  I 
canals  ''bei  der  FeuerbrUcke  und  au  der  Stelle  dos  Zugschiebers  im  Fuchs  j 
Vorkommen;  andere  können  mit  einer  hier  meistens  genügenden  Annäb-’-  j 
rung  wenigstens  so  in  Rechnung  gebracht  werden,  als  ob  sie  am  Anfan:  | 
oder  Ende  statffänden.  Reim  Uebergang  der  Ileizga.se  aus  dem  FeucrraniL 
in  den  Heizcanal  findet  zugleich  eine  dauernde  Querschnittsvemündenme.  i 
also  Geschwindigkeitszunahme  statt,  in  Betreff  welcher  .so  gerechnet  werde, 
als  ob  die  Geschwindigkeit  im  Feuerraum  = Null  wäre.  Sind  danE 
Co  und  Cj  die  resultirenden  Widerstandscoefficienten  am  Anfang  und  EihI*. 
des  Heizcanals,  so  ist  nach  §.  108,  Gl.  (9)  dem  obigen  Ausdruck  von  d, 
hinzuzufUgen: 


('  + So) 


RT„ 


und 


RT^ 


= C 

RT,, 


7) 

Tu 


und  wird  daun 


d - 

‘ “ RTu 


^ "f*  ?o)  ^0  “t~  bl  15  ^i_  ^ _i_  /•> ; \ ^ 

Tu  ■’  Tu  rf,  V rf,  / Tu  ' 


und  schliesslich  Aj  — A'T^dj  mit  = — [ , j 

^ ■'er  7-^1 

~ der  Geschwindigkeifshöhe,  mit  der  das  tiasgeiuenge  denstdben  Qae.'- 
schnitt  E’j  durchströmen  w ürde,  wenn  seine  Temperatur  = T'  wäre. 


K 


= V r Vf 


?0  ’ ^0  'I'  bl  T^ 

- 


1 r/ 


.0  j i« 


Wenn  die  Heizgase  mehrerer  Feuerungen  durch  eine  ge- 
meinschaftliche Esse  abgeführt  werden  sollen,  haben  m in  den 
Gleichungen  (1)  und  (1),  T",  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  nicht  di<^ 
selben  Bedeutungen  wie  in  Gl.  (5);  vielmehr  ist  dann  m dort  die  Summt 
der  einzelnen  in  von  Gl.  (5)  und  T,  dort  die  Mischungstemperatur  der 
von  den  einzelnen  Feuerungen  mit  vielleicht  verschiedenen  TemiK^ratnrva 
in  der  Esse  zusammenströmeuden  Gasgomeiige.  Wenn  in  solchem  Falk 
‘f  K fdr  die  verschiedenen  Feuerungeu  nicht  gleich  ist,  so  ist  daftr 
in  Gl.  (3)  der  grösste  dieser  verschiedenen  Wertlie  zu  setzen;  die  Zoe- 
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Schieber  der  übrigen  Fouerunffen  müssten  dann  so  eng  gestellt  werden, 
dass  (durch  die  hierdurch  bedingte  Vergrössoruug  des  Widerstandscoef- 
ticienten  C, , also  der  Hohe  Aj)  jenes  Maximum  von  A„  -|-  Aj  auch  bei 
ihnen  erreicht  würde.  Um  das  Bedürfniss  solch’  unerwünschter  theilweiser 
Vermehrung  dos  Zugwiderstandos  zu  vermeiden,  sollten  nur  solche  Feue- 
rungen mit  einer  gemeinschaftlichen  Esso  verbunden  werden,  bei  denen 
Aq  A,  unter  normalen  Umstünden  bei  ganz  geöffneten  Zugschiobern 
nahe  gleich  gross  ist. 


§.  löb.  Erfahruugswerthe. 

Die  .\nwendung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  §.  erfordert 
die  erfahrnngsniässige  .\nnahme  einiger  Elemente  in  Betreff  der  Bewe- 
gungswiderstünde des  Giisstroms  und  der  Warmotrausmi.ssion  durch  die 
Essenwand. 

1)  Für  den  Coefiieienten  ?.  (resp.  Aj)  des  Eeitungswiderstandes 
sind  die  Erfahrungen  in  Betreff  der  Bewegung  kalter  Luft  in  ziemlich 
glattwandigeu  cylindrischen  Köhren  bei  grosseren  Geschwindigkeiten  (über 
20  Mtr.  pro  Secunde),  denen  zufolge  im  Durchschnitt  etwa  X — 0,02.') 
gesetzt  werden  kann,  wachsend  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  (§.  106), 
liier  nicht  ohne  Weiteres  maassgebend.  Die  Geschwindigkeit  ist  hier  viel 
kleiner,  höchstens  etwa  I Mtr.  pro  Secunde,  die  mehr  oder  weniger  mit 
Kuss  bedeckten  Wilndo  sind  rauher,  und  durch  die  erhebliche  Würmetrans- 
inission  iler  Wände  werden  in  weit  höherem  Grade  mannigfach  unregel- 
mässige, die  Temperaturausgleichung  vermittelnde  und  mit  inneren  Rei- 
bungen verbundene  Mischungsbewegungen  verursacht.  Alle  diese  Umstände 
bedingen  eine  Vergrüsserung  von  A,  und  es  mag  mit  Pdclet  zunächst  für 
gemauerte  Wände  X = 0,08  gesetzt  werden,  ein  Werth,  den  auch  andere 
Autoren*  in  Ermangelung  anderweitiger  Anhaltspunkte  einstweilen  an- 
genommen haben.  Für  Metallwändo  (Essen  von  Eisenblech,  Iloizröhren 
bei  Röhreukesseln  mag  / resj).  Aj  etwas  kleiner  zu  setzen  sein,  doch  ist 
die  Beschaffenheit  der  Wand  an  sich  um  so  weniger  von  EinHuss,  je  mehr 
sie  mit  Kuss  bedeckt  ist. 

Was  den  Einfluss  besonderer  Widerstände  betrifft,  so  kann 
(§.  108)  der  betreffende  Widerstandscoeffleient  für  eine  plötzliche  Rich- 

• Morin,  ötudes  sur  la  Ventilation,  Paris  1861!  und  II.  Valdrius,  les 
applications  de  la  chalcur,  Bruxelles  1867. 

Orashof,  theoret.  Maschinenlehre.  1.  61 
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tungsänderung  des  Gasstronis  um  eineu  rechten  Winkel  zu  g = 0,8  bis  1 
veranschlagt,  für  eine  plötzliche  Querschnittsäuderung  nach  §.  92,  GL(1) 
ebenso  wie  bei  Wasser  bourtbeilt  werden. 

2)  Den  Widerstand,  den  die  Brenustoffschicht  auf  dem 
Roste  dem  Durchgang  der  Luft  entgegensetzt,  suchte  Peclet  da- 
durch zu  bestimmen,  dass  er  durch  Vergleichung  der  vermittels  eines  Ane- 
mometers gemessenen  Strömungsgeschwindigkeit  mit  seiner  theoretischen 
Formel  für  dieselbe  den  Gesammtwiderstaiid  ermittelte  und  davon  die  mit 
Hülfe  augeuommeuor  Coetticieuteu  berechneten  übrigen  Widerstände  in 
■\bzug  brachte.  Eine  befriedigende  Zuverlässigkeit  lässt  indessen  dieses 
indirecte  Verfahren,  wobei  zudem  die  Teraperaturänderungen  des  Gas- 
stroms nur  sehr  unvollkommen  veranschlagt  wurden,  kaum  erwarten.  Un- 
mittelbarer und  sicherer  ist  der  in  Rede  stehende  Widerstand  durch  Mes- 
sung der  Druckdifferenz  p' — (§.  168)  bei  geschlossener  HeizthUr  mit 
Hülfe  eines  Wassermauometers  zu  bestimmen,  von  welchem  der  eine 
(eiserne)  Schenkel,  die  Herdwaud  oberhalb  des  Rostes  luftdicht  durch- 
dringend, mit  dem  Feuerraum,  der  andere  ausserhalb  mit  der  Atmosphäre 
communicirt.  ln  wüuschenswertber  Zuverlässigkeit  und  zur  Ableitung  em- 
pirischer Gesetze  ausreichender  Mannigfaltigkeit  sind  derartige  Messungen 
bisher  nicht  bekannt  geworden.  Nach  Sor*  soll  die  Druckdifferenz  p’ — p^ 
bei  Rostfeuerungen  zu  technischen  Zwecken  (insbesondere  vermnthlich  bei 
Steinkohlcnfeuerungen  für  Dampfkessel,  Siodepfannen  etc.)  mit  sogenann- 
tem natürlichem,  d.  h.  durch  eine  Esso  vomntteltem  Luftzuge  einer  Wasser- 
säule von  J = 5 bis  20  Millim.  entsprechen,  bei  Locomotivfeuernnge'n 
aber  (mit  viel  grösserer  Schichthöhe  und  intensiverem  Luftzüge  durch 
Vermittelung  des  Blasrohrsj  einer  bis  J = 100  Millim.  betragenden 
Wassersäule.  Bei  dieser  Bedeutung  von  zl  ist  auch 

p'—Pa  = ^ Kgr., 

also  = 1 - = 1 — ! ; = Rrö^  = A ^ ! 

P P P Y 

und  wenn  das  specitisclie  Gewicht  / der  äusseren  Luft  zu  durchschnittlich 

I, 25  Kgr.  i>ro  Cubikm.  angenommen  wird, 

/tg  = ^ .1  = 4 bis  16  Mtr.  bei  natürlichem  Luftzuge, 

t) 

resp.  bis  80  Mtr.  bei  Locomotivfeuerungen. 

Die  Strömung  der  Luft  durch  die  Brennstoffschicht  kann  der  Bc- 

* „Cours  de  pbysiqiie  industrielle  de  l’dcole  centrale  ä Paris“  nach 

II.  Valerius,  les  applicatious  de  la  chaleur,  Bruxelles  1867,  p.  99. 


Digitized  by  Google 


§.  169.  ZUGWIRKIJHO  DER  ESSE.  KRBAHRrNGSWEKTHE.  963 

wegung  des  Wassers  durch  Sandfilter  verglichen,  und  doshalh  analog  Gl.  (2) 
in  §.98  verniuthlich  ziemlich  zutreffend 


gesetzt  werden,  unter  M die  Gowichtsinenge  der  stündlich  entwickelten 
Heizgase  (nicht  sehr  verschieden  von  der  stündlich  zustriimeiideu  Luft- 
mengei,  R die  Grosse  der  Uostflilche,  h die  Dicke  der  Breniistoffschicht, 
und  unter  at,  y von  der  Art  und  Beschaffenheit  des  Breuustoffs  abhängige 
Coefficienten  verstanden,  von  denen  y erheblich  <(  x ist.  Bei  Weglassung 
des  Gliedes  mit  y,  und  wenn  mit  G Kgr.  die  Gasmenge  j>ro  1 Kgr.  Brenn- 
stoff, mit  7/j  die  von  letzterem  pro  Quadratm.  Rosttlüche  stündlich  ver- 
brannte Menge  bezeichnet  wird,  wäre  also 

proportional  6 = OR^h 

zu  setzen,  und  wenn  hei  gleich  guter  Verhreunung  projiortional  h — 

(§.  162,  Gl.  1),  hier  aber  einfacher  R^  proportional  b gesetzt  wird, 

^0  proportional  Gi-, 

nach  den  obigen  Angaben  für  Steinkohlenfeuerungen  im  Durchschnitt  etwa: 
hg  = 25  Gb^,  entsprechend  hg  — 4 für  A ==  0,Ü8  und  G — 2ü 

= 80  „ b = 0,45  „ G = 16. 
Für  eine  bei  natürlichem  Luftzüge  im  Mittel  zu  i = 0,1  anzunohmende 
Schichthöhe  der  Steinkohle  und  mit  G = 22  (entsprechend  m — 2, 
§.  160)  wäre  hg  = 5,5  Mtr. 

.3)  Was  endlich  den  Wärmetransinissions-Coefficienton  i be- 

Mc 

trifft,  von  dem  die  Coustante  a = abhängt,  so  sind  die  beiden  Fälle 

einer  gemauerten  und  einer  Esse  von  Eisenblech  zu  unterscheiden.  In 
beiden  hängt  h ausser  von  den  Dimensionen  streng  genommen  auch  von 
der  Temperatur  in  der  Esse  ab,  in  welcher  Hinsicht  hier  jedoch  mittlere 
Verhältnisse  vorausgesetzt  werden  vorbehaltlich  einer  schätzungsweisen 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  von  h,  jenachdem  die  Temperatur  in 
der  Esse  ungewöhnlich  hoch  oder  niedrig  ist. 

Wenn  im  Falle  einer  gemauerten  Esso  von  kreisförmigem  oder 
quadratischem  Querschnitt  rf  und  R beziehungsweise  (im  Mittel)  den  inne- 
ren und  äusseren  Durchmesser  oder  die  innere  und  äussere  Quailratseite 
bedeuten,  wo  dann  in  beiden  Fällen  d auch  der  sogenannte  mittlere  Durch- 
4F  * 

inesser  = ist,  so  kann  nach  §.161,  Gl.  (5)  und  (6) 

01* 
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_ _ JT  rcsp.  4 

1 1 1 . 1) 

1 < , 

ad  ali  2/  d 

gesetzt  werden.  Was  die  darin  den  Coefficienten  «,  a'  und  /.  im  Durch- 
schnitt bi'izulegcndcn  Werthe  betrifft,  so  sei  an  irgend  einer  Stelle  der 
Esse;  / die  Temperatur  der  Heizgase,  t die  innere,  r'  die  äussere  Ober- 
flächenteinperatur  der  Wand,  t'  die  äussere  Lufttemperatur,  d = t — x. 
J'  — r' — t';  OS  verhält  sich  daun: 


t' 


1 1 1 , 
In 


u d ' a'J)  2 A d 

Indem  nun  der  Wärmeübergang  an  der  inneren  Wandfläche  nur  durch  Be- 
rührung mit  den  Heizgasen  vermittelt  wird,  da  die  Strahlung  hier  zwischen 
Wänden  von  gleicher  Oberfläcbentemperatur  t stattiindet  und  deshalb  wir- 
kungslos ist,  kann  nach  §.165,  Gl.  (7) 

R = i (1  4“  0,0075 /j)  etwa  = 7 


gesetzt  werden,  ents]>rechend  b = 5 und  /I  = 53".  (Durch  Ansatz  von 
Kuss  wird  zwar  b verkleinert-,  in  Folge  der  intensiven  Bewegung  an  der 
inneren  Essenwand  mag  aber  gleicbwobl  diesem  Coefficienten  ein  verhält- 
nissmässig  grosser  Werth  beizulegon  sein.)  Der  Wärmeaustritt  aus  der 
Kssenwnnd  erfolgt  durch  Leitung  und  Strablung  unter  solchen  Umständen, 
dass  nach  §.  1 65,  Gl.  (8) 

75 i -4  56« 


tj'  = A -f 


10000 


/f  etwa  = 9 


in  runder  Zahl  gesetzt  werden  kann.  Indem  nämlich 

/]'  — ^ d = 16®  mit  R 7,  a = 9,  d = 5.3®  und  — = t 

uJ>  ’ ’ D h 

(als  ungotUhrem  Mittelwertli  dieses  letzteren  A'erhältnisses)  sich  ergiebt  und 
« = .3,6  (nach  den  Angaben  in  §.  165)  zu  setzen  ist,  entspricht  der  .An- 
nahme a'  = 9 der  vermutblich  nahe  zutreffende  Werth  b = 4,5. 

Den  grössten  Einfluss  auf  den  Trausmissiouscoefficienten  t hat  bei 
gemauerten  E.ssen  der  Leitungscoefticient  X.  der  dicken  Wand.  Besteht  die- 
selbe aus  Ziegelstein,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  die  Angabe  x = 0,6 
für  gebrannten  Thon  i§.  165)  auch  hier  nahe  zutreffend  sein  werde;  doch 
mag  die  Beschaffenheit  der  Ziegel  von  erheblichem  Einflüsse,  insbesondere 
für  sehr  hartgebrannte  glasige  Ziegel  / grösser  sein.  Aus  einer  Beobaehtuag 
von  Brix  in  Betreff  der  Temperaturabnahme  von  unten  bis  oben  in  einer 
aus  Ziegelstein  gemauerten  «luadratischen  E.sse  Hess  sich  (freilich  bei  Er- 
gänzung der  unvollständigen  Angaben  durch  einige  mehr  oder  weniger 
unsichere  Annahmen) 
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ii>  = 4,8  für  d = 0,54  und  D = "^d=  1,62  Mtr. 
folgern*,  und  würde  dann  mit  « = 7,  «'=9  aus  der  Gleichung 


_ 4^g  siel,  ergeben:  X =■  1,1, 

— 1 L J 1_  ./„3 

7.0,54  ^ 9. 1,62  ^ 2;i 

Ein  überwiegendes  Gewicht  konunt  iudesscu  dieser  vereinzelten  und  theil- 
weisc  unsicheren  Bestimmung  nicht  zu,  und  mag  bis  auf  Weiteres  für  Essen 
aus  Ziegelmauerwerk  X = 0,8  geschätzt  werden.  Sie  sind  solchen  aus 
Bruchstein  deshalb  vorzuzichen,  weil  für  diese  X noch  grösser,  also  die 
Schwächung  des  Zuges  durch  Abkühlung  der  Heizgase  beträchtlicher  ist. 

Noch  grösser  ist  die  Abkühlung  in  Essen  von  Eisenblech.  Für 
solche  kann  nach  §.164,  Gl.  (10): 

X u u 

und  dabei  nach  §.  165,  Gl.  (.3): 


ii  = 0,55  h {t  — r)  ' 

. „ 1,0077^—  1,0077 

it  = 0,55  h {T  — t ) +125*  — - 

T” Xr 

gesetzt  werden  mit  h = 5,  * ^ 2,8  und  unter  t,  t,  t',  wieder  die  oben 
erklärten  Temperaturen  verstanden,  die  hier  in  den  Beziehungen  stehen: 
a{t  — r)  = — i')  und  t = r’. 

Hieraus  lindet  man  z.  B.  mit  ( ~ 20“: 


X =A  5,2  für  t-t’=  250“,  X = 5,6  für  t — ,330“, 

Nach  anderen  Angaben  ist  iu  diesem  Falle  X noch  grösser  zu  schätzeu, 
insbesondere  nach  Redtenbacher  X — 7 (freilich  ohne  Nachweis  der 
Ilerleitung  dieses  Wertbes);  im  Folgenden  mag  durchschnittlich  6 

angenommen  werden. 


§.  170.  Beispiele  und  NBiierungsforineln. 

Das  in  §.  168  erklärte  Verfahren  zur  Berechnung  von  = T^  — 273) 
und  A bei  gegebenen  Werthen  von  M,  + A, , h und  u ist  infolge 
der  Unmöglichkeit,  die  gesuchten  Grossen  aus  den  zu  benutzenden  Glei- 

* Siche  des  Verfassers  Aufsatz  über  „die  Zngerzeugung  durch  Schorn- 
steine“ iu  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1S66.  S.  4,56. 
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chungen  (1)  bis  (4)  daselbst  explicite  zu  entwickeln,  sehr  zeitraubend. 
Zur  Erleichterung  des  technischen  Gebrauchs  ist  deshalb  die  Ausfilhrang 
der  Rechnung  für  eine  Reihe  von  Beispielen  dienlich,  um  die  Resultate 
dann  entweder  unmittelbar  (durch  geeignete  Interpolation)  zur  Beurthei- 
lung  anderweitiger  specieller  Fälle  oder  zur  Ableitung  von  technisch  brauch- . 
baren  Nähcrungsformeln  zu  verwerthen. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  in  §.  1G8  erklärte  Bedeutung  der  Buch- 
staben und  mit  Rücksicht  auf  die  Angaben  im  vorigen  §.  ist  bei  den  fol- 
genden Rechnungen 

« = 4 Mtr.  pro  Sec.,  <'(=7^-  273)  = 20®, 

c = 0,25;  /=  1,2  (=  1,2932  ^ = 0,0« 

angenommen  worden,  ferner  für  (juadratische  gemauerte  Essen: 
d =V^  -1  0,007/»  ; 71  = (/  + 0,36  0,016  /.  I 

^ ’ kP~Ä  \ld  + 97/  + 1.0  d) 


^ ’ kp-4  \jd  + 97/  + 1,0  d)  I 

und  für  runde  eiserne  Essen: 

I ' ^ A T</* 

rf  = 1/  -f  0,000  A;  F = P ~ Jtd-  7—6  . . i'2  . 
f JT  4 

Zur  Ableitung  vorläufiger  Näherungswerthe  von  /j  resp.  und  J 
in  irgend  einem  speciellen  Fall  wurde  zunächst 

7 = 0 und  F — A,  also  « = 1 , a = oc,  f{h) '=  0 , T = 
angenommen.  In  Gl.  (3),  §.168,  war  dann  nach  den  Gleichungen  (1) 
und  (4)  daselbst  ferner 

~ Jg  \-/a)  ~ ~l<j 


und  a J'h)  ==  c50 . 0 — ( 1 


")="(■-■ + .7)= 


zu  setzen,  wodurch  sie  die  Form  erhält; 
-y 


- , 
^7  + 


«*  r h 

K + K + 


Hieraus  ergiebt  sich,  da  nach  §.  108,  G).  (4)  mit  F = A,  T = 
bei  »luadratischeni  Querschnitt  ~ z=  ^ = ^ 

bei  kreisförmigem  Querschnitt  = = — 

a*  iA  im 
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ist.  mit  der  abgekürzten  Bezeichnung 


Mit  tt  = 4,  >l  = 0,08,  7 ==  1,2  und  g — 9,81  findet  man 
C = 73,5  bei  quadratiscliem,  C = 57,8  bei  kreisförmigem  Querschnitt, 
und  da  bei  den  folgenden  Beispielen  M wenigstens  = 1000  angenommen 
wurde,  war 


und  um  so  mehr 


w ^ höchstens  = \/o,0735  = 0,27 

f M 

I • C T" 

I,  — ein  hinlänglich  kleiner  Bruch,  um  darin  der 
f Al  I j 


obigen  Gleichung  zufolge 

r _ A — Äo  — 

T,  - ^ h 

setzen  zu  können,  bosondhrs  wenn  der  Fehler  dieses  etwas  zu  grossen 
Worthes  durch  eine  kleine  Verminderung  von  C etwa  auf 

C = 72  rosp.  .56 

theilweise  ausgeglichen  wird.  Hiernach  ergiebt  sich  dann 


r, 


V 


c h 
M h — h^h\ 


" L 

r h— A„  — A,  ^ 

und  damit  nach  §.  168,  Gl. (4)  mit  T = Ty  und  « = 4,  7'=  1,2: 

M Ty 


(3) 


A = - = 

uy  r 17280  7’’ 


(4). 


Die  durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  bestimmten  Näherungswerthe 
von  Ty  und  A sind  ausreichend  genau,  um  damit  nach  vorgängiger  Be- 
rechnung der  entsprechenden  Werthe  von 

A Me 

F,  ö = — , d und  a — gemäss  Gl.  (1)  resp.  (2) 


sowie  von  f{k)  — \ — e “ = 


das  die  Bewegung  in  der  Esso  bctrelfonde  Glied  von  Gl.  (3)  in  §.  168: 


1 / \*r,  A , /, « 1 \ Ty—'t ,,,,  . / 1 Ar/ 


T, 


2g  \y 


= h'  (6) 
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endgültig  zu  berechnen,  da  der  Fehler  dieser  Rechnungsweise  gegen  die 
Unsicherheit  der  Coefficieuten  X und  k verschwindet.  Mit  der  kürzeren 
Bezeichnung  ^ 

a 

ist  dann  der  genannten  Gleichung  zufolge: 

T T T* 

r“  = - y.  - = ^ + r, 

^1 


/(Ai_  _ r« 

^ k h 

J — - — »* 

— M « <1  - 

e — € ^ e — 1 

Mit  dem  hierdurch  bestimmten  corrigirten  Werth  von  folgt  nun  aus 

GI.(2\§.  168:  * 

TT-  T 

+/w=  (7) 

und  damit  endlich  nach  §.  168,  Gl.  (4)  der  corrigirte  Werth 

«7  r ~ 17280  r ^ 

Auf  diese  Weise  sind  für  gemauerte  quadratische  Essen  und  für 


-j-  h^=  6,  9,  12  ; h — 10. 15,  20,  25,  30  ; .V=  1000,  2000,  4000,  8000 

die  in  der  folgenden  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  ty  und  A berechnet, 

T 

unter  Beifügung  der  entsprechenden  Werthe  von  h\  J,  und  t. 


1 ! 

Il  f<0  + ^1  J 

h 

-.r  ! 

1 

, 1 r,  1 

: r \ 

ty 

« I A 

1 0.)  1 
i 1 

(A\ 

! 

i 

1 

1 

10 

1000 

0.316  1 2,884 

572  i 

479  0,148  1 

^ ,5(>1 

0,149 

” ^ 

2000  I 

0,2%  1 2,805  j 

.549  ' 

491  i 0,302 

534 

0,300 

1 . 
1 » 

t>  1 

” 1 

4000 

0,2.57  2,736 

529 

491  0,604 

; 515 

0,602 

1 

1 

8(00 

0,212  ! 2,(;89 

515 

492  1,208 

503 

1,203 

1 

1» 

15  1 

imK)  ' 

0.557  1.880 

278 

221  I 0,097  ; 

272  1 

0,097  ' 

1 

»» 

” 1 

2IXK»  1 

0,578  : 1.H44 

267 

232  i 0,2(H)  ‘ 

261  ' 

0,19((  j* 

S» 

” 

4tXK)  ; 

0,549  . 1.815 

259 

237  1 0.403  ; 

252 

0.401  ' 

J» 

80(H) 

0,4S5  ' 1.786 

250 

237  0.806  : 

247 

0,806 

»> 

20 

1(00 

0,644  i 1,585 

191 

144  1 0.082  1 

192 

0.083  , 

»» 

11 

2CKO 

0,718  ! 1,557 

183 

154  1 0,169 

183  1 

0,170 

»» 

11 

i 4(00 

1 0,728  1 1,538 

178 

160  i 0,342 

177  , 

0,344 

8000 

1 0,681  ! 1„523 

173 

1 162  1 0,688 

173 

' 0,692  1 

0 

1(00 

0,343  2,902 

577 

i 441  1 0,141 

582 

! 0,143 

1 

1 

1 

11 

2000 

0,348  2,804 

' 549 

465  ' 0,292  1 

1 547 

0,293 

1 

11  ” 

> *1 

4(X)0 

0,323  1 2,733 

528 

1 475  1 0„591 

525 

; 0..592 

1 

ii  ” 

I ” 

1 8iMX) 
1 

0,279  1 2,680 

512 

1 480  \ 1,189 

509 

1 1.191 

1 
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-p 

K A, 

h 

„• 

T, 

t 

'A) 

(.4) 

|:  9 

2(1 

1000 

0..340 

2,042 

.325 

230 

0.101 

334 

0,102 

i »» 

.. 

2000 

0,404 

1.9K5 

309 

254 

0,208 

317 

0,211 

|l  „ 

4000 

0,424 

1,951 

299 

205 

0,425 

305 

0,429 

♦» 

1» 

8000 

0,404 

1,922 

290 

209 

0,S5* 

297 

0,808 

1' 

1 

25 

lOÜO 

0,552 

1,703 

244 

100 

0,087 

245 

0,087 

1 

1 ” 

ij 

2000 

0,(i45 

1,712 

229 

183 

0,180 

2:42 

0,180 

»1 

40(K) 

0,tW2 

1,081 

220 

192 

0,367 

223 

Ü,:408 

1' 

8000 

0,0(31 

1,(301 

214 

197 

0,742 

217 

0,740 

|l  12 

20 

UKX» 

(J.341 

2,940 

590 

411 

0,135 

012 

0,1.38 

1. 

>1 

2000 

0,370 

2,810 

552 

444 

0,283 

567 

0,285 

1 

»» 

»» 

4000 

0,30:4 

2,7:47 

529 

462 

0,581 

538 

0,581 

i!  " 

8000 

0,328 

2,679 

512 

470 

1,174 

518 

1,175 

•i 

r 

25 

1000 

0,439 

2,230 

382 

252 

0,104 

389 

0,103 

I 

1 

»1 

2000 

0,511 

2,142 

355 

277 

0,217 

303 

0,210 

1; 

.. 

4000 

0,5:44 

2,089 

339 

292 

0,440 

346 

0,444 

1» 

8000 

0,510 

2,053 

329 

299 

0,904 

335 

0.‘K)3 

i ” 

30 

1000 

0,481 

1,923 

290 

180 

0,089 

294 

0,088 

|I 

„ 

2000 

0,584 

1,841 

266 

201 

0,187 

275 

0.180 

li  )) 

n 

4000 

0,041 

1,798 

254 

215 

0,385 

262 

0,383 

li  ” 

11 

8000 

0,042 

1,768 

245 

221 

0,781  , 

254 

0,782 

Mit  genügender  Annäherung  können  diese  und  deshalb  auch  solche 
Wertho  von  und  A,  welche  Werthen  von  -|-  Aj,  ä und  M ent- 
sprechen, die  nicht  viel  kleiner  oder  grösser,  als  die  hier  beispielsweise 
angenommenen  sind,  durch  die  Gleichungen  ausgedrückt  werden: 


t = 0,95  - 0,93  *”-±A  _ 

" \M 


hxT- 


(9) 


A 


M 


I 17280 


.3450 


-13,8  4- 


3280— 6,9  + 


r 


r,.  ■ • CO). 


Zur  Nachweisung  ihres  Annilhorungsgrades  sind  die  nach  ihnen  berechneten 
Werthe  von  und  A in  den  mit  (t^)  und  (A)  überschriebenen  Columnen 
der  Tabelle  beigefügt  worden. 

Folgende  Tabelle  enthält  noch  die  Rcchnungsresultate  für  einige  Bei- 
spiele von  runden  eisernen  Essen.  Dabei  sind  die  Werthe  von  A der 
vorhergehenden  Tabelle  als  Näherungswerthe  statt  Gl.  (4)  benutzt,  und  sind 
auch  die  Wertho  von  //,  anstatt  sie  nach  Gl.  (5)  neu  zu  berechnen,  denen 
gleich  gesetzt  worden,  welche  denselben  Wertheu  von  4"  und  ßl 
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bei  der  gemauerten  Esse  entsprechen,  da  sich  gezeigt  hat,  dass  diese  die 
Bewegung  iu  der  Esso  selbst  betreffende  Grösse  h'  von  untergeordncler 
Bedeutung  im  Vergleich  mit  der  analogeu  Grösse  = -j-  Aj  ist,  die  sieb 

auf  die  Bewegung  in  der  Brennstoffschicht  und  im  Heizcanal  bezieht- 


I A„  + A,  h \ M 

G 

t 

A 

(Ol  ] 

1 ti  1 lö  i USH) 

312 

197 

0,093 

1,062 

0.952 

1 1.067 

0.953  . 

290 

213 

0,192 

1,043 

0.962 

' 1,049 

0.962  1 

1 „ 1 >.  1000 

275 

223 

0,392 

1,030 

0.971 

! 1,032 

0,972 

i „ 1 20  1000 

222 

124 

0,078 

1,067 

0,952 

1 1.067 

0.95:1  , 

S 

o 

204 

139 

0,163 

1,046 

0,963 

1 1.049 

0.962 

..1  4000 

192 

148 

0,;433 

1,032 

0,973 

1,032 

0,972 

0 1 20  1000 

387 

199 

(M'93 

1,104 

0,927 

1,100 

0.929 

' 1 ..  i 2tKK) 

350 

225 

0,196 

1,071 

0,943 

1,073 

0,94:i 

1 M 1 4000 

327 

212 

0,407 

1,049 

0,957 

1,047 

0.959  . 

1 1 2.')  ' KXX) 

303 

134 

0,080 

1,115 

0,927 

1,100 

0.929 

■[  ..  : '-JOOü 

267 

157 

0,170 

1,076 

0,943 

1,073 

0.943 

1 1 4000 

, , 

245 

172 

0,352 

1,052 

0,958 

1,047 

0.959 

Jlit  /Aj  ist  hier  das  Verhältniss  bezeichnet,  iu  welchem  r,  grösser, 
mit  d-  das  Verhältniss,  in  welchem  T und  somit  A kleiner  ist,  als  bei  der 
gemauerten  Esse  für  gleiche  Werthe  von  -f-  Aj,  A,  M und  für  die  stets 
vorausgesetzte  Ausströmungsgeschwiudigkeit  « = 4 Mtr.  pro  Sec.  Diese 
Verhältnisse  können  näheruugsweise  gesetzt  werden: 


30  (A„ 

M f-  1700 
M 4-  3200 


•iiy 


(12\ 


wie  die  danach  berechneten  Zahlen  in  den  mit  und  überschrie- 
benen  Columuen  der  Tabelle  erkennen  lassen.  — 

Die  Annahme;  A^,  -j-  ^ = 0 entspricht  den  durchschnittlichen  Ver- 
hältnissen bei  Dampfkesselfeueruugen,  die  im  dritten  Bande  dieses  Werte 
einer  specielleren  Besprechung  unterzogen  werden  sollen. 


Druck  von  Pöscliol  A Trepte  iu  Leipzig. 
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Berichtigungen 


S.  29.  Hine  Berichiitfung  za  §.  6 findet  »ich  in  der  Aumerkung.  8.  2^1. 

S,  41,  Z.  I T.  u.  liee:  X.  J'. 

8.  4i,  Z.  13  T.  u.  i«t  hinzuzQiiotzen : bei  VuraaeiHeizang  eiuea  constanteu  WortkeH  ron  /. 

S.  61,  Z.  13  V.  u.  ,,  „ : wenn  V nickt  aU  «rirklicke  Arbeit,  Honderu  aU  der  ArbeitS' 

wertk  Ton  Wärme  iKorperwärme)  betrachtet  wird. 

S.  65,  Z.  7—9  T.  0.  Hee:  . . . liegt,  und  wenn  auch  dS  = 0 geäntzi,  d.  h.  ron  der  Wärmoont- 
wickelang  darck  die  inneren  BewegungHwidoretäudo  vorläufig  und  vorbekaUlick 
nttrbtrigHcker  Correction  der  Uechnungitresaltete  ubiitrahirt  wird,  was  in  ßc- 
trelT  der  auch  in  den  Uleichungon  (1)  nicht  verkumroendeu,  auf  diecontinuir- 
licken  UeMckwindigkeitaäuderungeu  borukendeu  inuereu  BewugungHwideretände 
Hcbou  deBbalb  nötkig  int,  weil  sie  . . . 

S.  70,  Z.  4 V.  u.  lies:  . . äusserer  und  innerer  Reibung  und  . . 

8.  72,  Z.  17  V.  u.  lies:  . . . hin#ickilick  der  unmittelbaren  Wärmemittkeilung  . . . 

,,  „ Z.  14  T.  u.  lies:  . . . Beziehung  stellt,  indem  dann  die  Wärmemittkeilung  nur  mittelbar 

stattfindet,  närolick  durch  Vebergaiig  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregat- 
forin  und  entsprechende  Kxpansionsarbeit  vermiiteli  wird:  zur  . . . 

S.  119.  Z.  10  V.  o.  ist  die  betretTende  Gleichung  uii  die  einschränkende  Bedingung  geknüpft,  dass 
mit  der  Ausdehnung  im  Sinne  .der  Kortpfianr.uug  keine  Contraction  im  Sinne 
der  Wollenfiäche  verbunden  ist,  wie  es  bei  FlQssigkeiten  zwar  stets,  bei  festen 
Körpern  aber  nur  daun  der  Fall  ist,  wenn  die  Wellenfläcbeti  unbegrenzte  resp. 
gi'schlossene  Flächen  sind.  Dieselbe  Einschränkung  erfordert  der  Satz,  S.  12o. 
Z.  7 und  8 V.  u. : „welche  in  dieser  Form  allgemein  gültig  ist**. 

S.  137,  Z.  12  V.  u.  liier,  nämlich  bei  den  Gleichungen  (10)  ist  der  Umstand  übersehen  worden, 
dass  Gl.  (6)  in  §.  21  auf  der  VorausseUuug  beruht,  es  sei  mit  der  Auadehnnng 
im  Sinne  der  Fortpflanzung  keine  Contraction  im  Sinne  der  Wellentläche  ver- 


bunden, während  thatsäcblich  eine  solche  hier  staitlindet,  welche  — so  gross 


wie  jene  Ausdehnung  ist.  Es  ist  also  hier  de  nur  1 


so  gross 


wie  dort,  oder  dv  dort  — — mal  so  gross  wie  hier,  so  dass  in  der  That  für  -/ 
m — i de 

. . da*  m — 2 dut  E Cp 

in  01.  (b),  g.  21  gesetzt  werden  muss:  , -•  --  “ = — — , Da- 

, »«  dl  r Cp 


--  dl 
m — 2 


durch  wird  tr  = T'^^rA’r  . 

r Cr  ^ ' Ce 

B.  153,  Z.  14  T.  0.  lies:  m statt  b. 

H.  255,  Z.  1 V.  o.  lies:  einzelnen  statt  einzigen. 

8.  317,  Z.  5 V.  u.  lies  . . . durch  einen  verticalen  Sioss  . . . 

H.  399,  Z.  C v.  u.  lies:  . . . gesetzt  werden;  indem  dann  aber  die  unendlich  kleinen  Fehler  dritter 

Ordnung,  die  bei  dieser  Berechnung  der  einzelnen  Flächen  begangen  werden, 
für  je  zwei  gegenüber  liegende  Flächen  nur  um  unendlich  kleino  Grossen 
nächst  höherer,  also  vierter  Ordunng  verschieden  sind,  worden  auch  die  Dif- 
ferenzen = d/g  » d/y,  d/g,  welche  unendlich  klein  dritter  Ordnung  sind,  bis 
auf  unoudlich  kleine  Fehler  vierter  Ordnung  genau  gefunden.  Die  um  i lie- 
genden Fläcbon  sind  also  . . . 


Digiiizod  by  Google 


972 


BERICHTIGl-NGKK. 


40),  Z.  12  bU  Ib  V.  u.  Her«:  Hei  «beeen  Querechuitten  i»ind  die  BaLnen  äqnidi>tante  Cem«. 

doreu  KrfimroungHmittolpiinkte  tu  deu  geradlinigen  DurchachnHialiaieB  der 
Quomchuitie  liegen;  die  Kr&mtnnngr« • uud  Normalcnrveu  aind  dann  ivr> 
SjMteiDe  sich  rechtwinkoHg  »cbtieideitder  Geraden,  erster»  normal  sit  dee 
DarchechiiittBliniou  der  (^uerecbnitte,  leUiere  parallel  mit  den»elb«a,  aUt  . 
S.  4)7.  Z.  n r.  u.  lies:  ^ + Jf  »UU  Jf. 


8.  167,  Z.  2 r.  u.  lies;  ~ statt 

2^r  «* 

8.  4h2,  Z.  11  u.  und  8.  Z.  15  v.  u.  lies:  Gauckler  statt  Gaachler. 

8.  503,  Z.  9 T.  u.  liea:  Si  ntatt  und  St*  Vt*- 

8.  522,  Z,  3 T.  u.  liea:  p*  statt  pi. 

8.  527,  Z.  10  T.  u.  liea:  ...deMsen  Wasseruberfl&che  fiber  dem  .Schwerpunkt«  der  Mnaduag 

H5he  bat,  welche  der  in  der  R«'>hre  dicht  vor  der  Mändung  «tatUadavdM 

Ueberdruckhobe  gleich,  insbesondeio  also  = Null  iai,  wenn  die  Hdkra  aU 
Tollein  tjuerschnitte  frei  ausmfindel. 

S.  534,  Z.  13  V.  o.  lies:  «o^o  t — Tj  . . . statt  — «Tu^ot  l’a  — Oi^’t  • • • 

8.  560,  Z.  12  V.  u.  lies:  willkflrHcher  statt  weniger  willkfirlich. 

S,  572,  Z.  13  T.  o.  lies:  t statt  a. 

8 . 638,  Z.  9 V.  0.  lies;  — *tatt 

To  r 

8.  666,  Z.  5 T.  0.  lies:  0^  statt  G. 

8.  730.  Z.  14  T.  o.  lies:  ..der  mittleren  hydraulischen  Tiefe'*  statt  ..des  beneUten  Qoerpiwf^' • 
S.  718,  Z.  10  V.  o.  lies:  dx  = — - 

y ~ 


/ 
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